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" ,,A természet nagy kényvében csak az tud olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, |
E amelyen e kényv irva van, és az a nyelv: a matematika.”

Galileo Galilei (1564-1642) | |




Ki ne fljt volna mar szappanbuborékot?
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...még ha nem is ekkorat.
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Miért valnak gémb alakiva a buborékok?
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Létezhetnek-e mas stabil buborékformak?
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A vizbe lehet gylri alakd buborékot fujni,
de van-e gy(rl alaku szappanbuborék?
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Milyen alakzatok jéhetnek Iétre a buborékok
O0sszetapadasabdl?
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Milyen alaku szappanhartya feszilhet ki egy adott
drétvazra?
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A szappanhartya molekularis felépitése

Szappanmolekula szerkezete:

@ hosszu viztaszitd
szénhidrogén lanc

@ egyik végén egy vizet
vonzo fejjel

szappanmolekula

vizvonzo6 fej viztaszité nyél
r'g
Szappanhartya szerkezete:

@ két réteg szappanmolekula
%%O&%K & 1 kdzti szappanoldat
@ a hartya 6sszetarto ereje,

szénhidrogén lancok
vonzodnak egymashoz.

szappanoldat
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Fényinterferencia a szappanhartyan
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Az elsbdlegesen és masodlagosan visszavert fénysugarak a
hullamhosszuktdl (szinlkto6l) fliggden felerdsitik, vagy kioltjak egymast.
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Fényinterferencia a szappanhartyan

Orias filmhartya (10mx3m, Grenoble, Franciaorszag)
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A felszinminimalizalas kisérleti igazolasa

Tétel

Ha egy szappanhartya mindkeét oldalan azonos a levegé nyomasa, akkor

egyensulyi helyzetben a hartya olyan alakot vesz fel, melynek felszinét kis
elmozdulasokkal nem lehet tovabb csékkenteni.

Tétel (Izoperimetrikus egyenlétlenség)

Az euklideszi sikon azonos hoszusagu egyszeri zart gérbék kéziil a kér
hatarolja a legnagyobb tertiletli sikrészt.
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A minimalfellletek differencialgeometriai jellemzése
Sikgorbék gorblilete egy pontban

@ Szinezzik a g gorbét P-ben érintd
koroket pirosra vagy kékre attél fliggden,
hogy P korili kicsi ivik a gorbének
melyik oldalara esik.

@ A piros és kék koroket elvalaszto kor a
gorbe P-beli gorbleti, vagy simul6 kore.

@ A gorbdleti kér r sugara a gorblleti
sugar.

gorbiileti kor

&C

@ A gorblileti sugar

1
K= (i);
reciproka a g gbrbe P-beli gérbllete.
@ A (+) eldjel egy P-beli n normalvektor (6nkényes) valasztasatdl fligg. Az
el6jel akkor +, ha a simuld kér az érintdnek abba a félsikjaba esik, ahova
az n mutat.
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A minimalfellletek differencialgeometriai jellemzése

Felliletek atlaggorbiilete egy pontban
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# — principaldirections

Tétel (Leonhard Euler (1707-1783))

Tetszbleges fellilet egy P pontjiaban az n fellileti normalis kéril egy sikot
forgatva a sik és a feliilet metszésvonalanak P-beli eléjeles gérblilete
,,Szinuszosan” valtozik.
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Definicio
@ A normalmetszetek gorbiiletének minimalis és maximalis k1 < ko értékei
a felllet P pontbeli fogorbulete.

o Afégorblletek H = 12 szamtani kzepe a felllet atlaggorbilete a P
pontban.

Tétel

Egy feliilet felszinét akkor és csak akkor nem tudjuk gy csékkenteni, hogy a
feliiletet egy kicsi tartomanyon beliil deformaljuk, ha a feliilet atlaggdrbdilete 0.

Tétel

Egy egyensulyban lévé szappanhartya atlaggdrblilete ardanyos a két oldalan
mérhetd légnyomas kiilbnbségével.

Kovetkezmény
A szappanbuborékok sima feliiletdarabjai allandé atlaggdrbiiletii felliletek.
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Minimalfellletek néhany érdekes tulajdonsaga

@ A minimalfelGletek minden pontja nyeregpont.

@ A minimalfellletek analitikusak,ezért barmely kicsi darabjuk a teljes
fellletet meghatarozza.

@ A minimalfellilet két oldalara rakott azonos vastagsagu rétegek azonos
térfogatuak.
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Milyen szingularitasai lehetnek egy szappanhabnak?

Tétel

Az eldgazasi élek mentén mindig pontosan 3 sima felliletdarab talalkozik,
egymast 120°-os szégben metszve.

Kévetkezmény

Egy csomdpontba mindig 4 él fut be. Az egy csucsban talalkozé élek érinté
egységvektorai egy szabalyos tetraéder csucsaiba mutatnak.

v
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A Fermat-Torricelli probléma

=3

Pierre de Fermat (1601-1665) Evangelista Torricelli(1608-1647)
Fermat egy Torricellihez irt levelében vetette fel az alabbi problémat:

Hol helyezkedik el a sikon az a pont, melynek egy haromszog cslcsaitél mért
tavolsagainak ésszege minimalis?
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Az izogonalis pont

A problémara Torricelli tébb megoldast is adott. A megoldas a haromszdg

izogonalis pontja, ha a haromszdg szégei 120°-nal kisebbek, egyébként a
haromszodg tompaszogi cslcsa.

Egy haromszdg izogonalis pontja az az I pont a haromszdg belsejében,
melybdl az oldalak egyenld, 120°-o0s sz6g alatt latszanak.

A/

B/

C/
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Steiner-fak

Hogyan lehet n pontot a sikon a lehetd legrévidebb Uthalézattal 6sszekdtni?

@ Altalaban nem elég a pontokat szakaszokkal 6sszekdtni, Uj
csomopontokat is be kell vezetni.

@ Minden (j csomdpontba harom él fut be, egymassal 120°-o0s széget
bezarva.

@ Az utak grafjaban nem lehet kér. (Tehat egy fa graf.)

Hogy nézhet ki egy ilyen, Ggynevezett Steiner-fa, és hogyan kaphatunk n
adott pontot dsszekotd minimalis Steiner-fakat?
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Steiner-fak keresése szappanoldattal
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Tétel
Egy allando atlaggérblileti zart feliilet a térben csak gémb lehet. J

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) Joseph Plateau (1801-1883)

Plateau-probléma
lgaz-e, hogy minden térbeli drotvaz hatarol egy minimalis felszind feliiletet?
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Tétel (J. Douglas, T. Rado)

Egy egyszerii zart térgérbe mindig hatarol egy minimalfeliiletet, (melyen
eléfordulhat elagazasi él, és 6natmetszés).

Jesse Douglas (1897-1965) Radé Tibor (1895-1965)
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Néhany nevezetes minimalfelllet

katenoid (lancfelilet) helikoid (csigalépcso)

Jean Baptiste Meusnier (1754-1793)
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Néhany nevezetes minimalfelllet

A Scherk-féle minimalfelilet

Ferdinand Scherk (1798-1885)
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Néhany nevezetes minimalfelllet

A Scherk-féle minimalfelilet
Tétel (Schwarz-féle tikrdzési elvek)

@ Ha egy minimalfeliilet eqgy darabja tartalmaz egy egyenes szakaszt. akkor
analitikus folytatasa tartalmazza az egyenesre vonatkozo tlikorképét.

@ Ha egy dsszefiiggb minimalfeliilet egy sikot derékszdgben metsz, akkor
analitikus folytatasa tartalmazza a sikra vonatkozo tikdorképét.
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Néhany nevezetes minimalfelllet

Costa-féle fellilet Riemann-féle minimalfeliilet
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Minimalfelliletek az épitészetben
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Kb6szOnom a figyelmet!
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