Segédanyag a szakteriileti zarovizsga tételeihez
Matematikatanari szak — kozépiskolai tanari szakirany

Fontos informacidk. A szakteriileti zarovizsga alapjat a hivatalos tételsor képezi. Az tartalmazza az Osszes tétel
esetében azokat a cimszavakat, amelyeket a vizsgézonak a feleletében a sajat felépitése szerint ki kell fejtenie. Az
alabbi tematika segitséget kivan nytjtani a hallgatéknak abban, hogy a hivatalos tételsorban szereplé cimszavak
kapcsan milyen fogalmakra és tételekre lehet kitérni. A vizsga soran a bizottsag elsGsorban arrol szeretne meggyd-
z6dni, hogy a vizsgizd valéban megértette-e az altala kifejtett fogalmak tartalmat, és tudja-e egyszerd példakon
alkalmazni a kimondott tételeket, Osszefiiggéseket. A bizottsdgnak nem szandéka a részletes tematika ismeretanya-
gat szamonkérni, a vizsgazo altal esetleg nem érintett témakra csak akkor kérdez ra, ha az a hivatalos tételsorban
szerepel. Roviden: A vizsga teljesitéséhez nem kell mindent tudni az alabbi tematikabdl.

1. Kombinatorika és diszkrét valdszintiségszamitas. Kombinatorikai alapfeladatok és megoldésaik. Binomi-
alis egylitthatok és azonossagaik. Skatulyaelv és alkalmazasai kombinatorikai és geometriai feladatokban. Azonos-
sagok algebrai és kombinatorikai bizonyitasa. Kitalalos jatékok, Barkochba. Szita-formula. Allandé egyiitthatos li-
nearis rekurziok és megoldasuk. Catalan-szamok. Generatorfiiggvények. Permutéciok, orbit, stabilizator, Burnside-
lemma. Kombinatorikus val6szintiségi mezS. Szerencsejatékok: kockadobéas, érmedobas, lottd. Névjegy probléma.

Visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavételezés, a binomialis és a hipergeometriai eloszlas. Poisson eloszlas.

2. Szamfogalom. Az egész szamok szamelmélete: oszthatosag, szamelmélet alaptétele. Hanyadostest konstrukei-
6ja, raciondlis szamok, miveletek értelmezése. Valos szamok konstruktiv és axiomatikus megalapozasa. Test- és
rendezési axiomak, arkhimédészi és Cantor-axioma. Véges és végtelen tizedes tortek. Korlatos halmazok, maximum,
minimum, alsé és fels6 hatar. Valds szamok hatvanyozasa: egész, racionélis, valds kitevs. Algebrai és transzcendens
szamok, ezek szdmossaga. Az algebrai szamok teste. Komplex szamok: a szidmfogalom lezaréasa, algebrai zartsag.
A miiveletek geometriai értelmezése. Egységgyokok, rend, primitiv egységgyokok. Megszamlalhatoé halmazok, kon-
tinuum szamossag. Cantor tétele a hatvanyhalmaz szamossagarol.

3. Szamelmeélet. Oszthatosag gytriben, irreducibilis elem, primelem. Euklideszi, f6ideal- és alaptételes gytrik.
Példak: a szamelmélet alaptétele egész szamokra, polinomokra testek és az egész szamok gytrtje folott, Gauss-
egészek. Korosztasi polinomok. Szémelméleti fliggvények. Kongruencidk az egész szamok kozott. Elem rendje cso-
portban, ciklikus csoport, részcsoport, mellékosztaly, Lagrange-tétel, kapcsolat az Euler-Fermat-tétellel. Wilson-
tétel, polinom gytkeinek szama a p elemi test f6lott. Primitiv gyok, a p elemd test additiv és multiplikativ csoport-
ja, diszkrét logaritmus. Diofantikus egyenletek, nevezetes szamelméleti problémak és tételek (Dirichlet, Csebisev,
Goldbach, stb.). Gauss-egészek alkalmazasai.

4. Vektorok és matrixok. Vektortér fogalma. Linearis kombinacio, linearis fiiggetlenség, bazis, dimenzi6. Vek-
torok koordinatéai. Térbeli szabad vektorok, skaléris szorzat, vektorilis szorzat, vegyes szorzat. Miiveletek mat-
rixokkal. Matrix rangjanak értelmezése. Négyzetes matrix determinansa, tulajdonsagok, kiszdmolasi modszerek.
Determinans geometriai jelentése. Matrix inverze. Ortogonéalis métrix. Sikbeli transzforméciok lefrasa métrixegyen-
letekkel. Linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak elddntése a kibdvitett matrix alapjan. Gauss-eliminacio.
Cramer-szabaly. A linearis leképezésnek egy bazisparra vonatkozd métrixa. Linearis transzforméaciok. Sajatérték,
sajatvektor, karakterisztikus polinom, minimélpolinom, diagonalizdlhatosig. Véges vektorterek, kombinatorikus
alkalmazasok.

5. Polinomok és alkalmazasaik. Kommutativ gytri feletti polinomgytirti. Gyoktényez8k kiemelése egyszerre,
gyokok szama és nullosztémentesség. A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggések. Maradékos osztas, test fe-
letti polinomok szamelmélete, irreducibilis polinomok kiilénb6z6 véges és végtelen testek, illetve az egész szamok
folott, az algebra alaptétele. Masod-, harmadfoki polinomok, gyokképlet létezése. Interpolacio, Vandermonde-
determinéns. Algebrai szam és linearis transzformécié minimalpolinomja, linearis rekurzi6 és lineéris transzformacio
karakterisztikus polinomja. Egyszerti testb6vités szerkezete, szorzéastétel, algebrai szdm foka. Testek konstrukcidja
faktorgytrtként. Az euklideszi szerkesztés lépései. A szerkesztési feladat fogalma. A sikbeli koordinatarendszer sze-
repe, annak felvétele. A szerkesztés alakzataihoz (pontok, egyenesek, korok) rendelt koordinata-adatok. A kiindulési

test. A szerkesztési 1épések kapcsolata a testbévitésekkel. Nevezetes nem megoldhat6 szerkesztési feladatok.

6. Szintetikus geometria. A haromszog nevezetes vonalai és pontjai, Euler-egyenes, Feuerbach-kor. Specialis
négyszogek és jellemzsik. Konvex ponthalmazok, konvex burok. A konvex poliéder értelmezése, Euler tétele. Sza-
balyos konvex poliéderek. A teriilet és a térfogat geometriai értelmezése. Konvex sikidom keriilete, konvex test



felszine. Az ellipszis, a hiperbola és a parabola fogalma. A forgéskup sikmetszeteinek jellemzése. Az euklideszi szer-
kesztés 1épései. Szerkesztési feladat fogalma. Aranymetszés, a szabalyos tizszog szerkeszthetGsége. Az axiomatikus
modszer a geometriaban. A parhuzamossagi axiéma fliggetlenségének kérdéskore, Bolyai Janos szerepe. A hiper-
bolikus geometria Cayley—Klein-féle modellje, a kett&sviszonyon alapuléd tavolsadgfiiggvény. Tengelyes tiikrozések a
modellben. A hiperbolikus sikgeometria Poincaré-féle kormodellje.

7. Analitikus geometria. A szabad vektorok mint iranyitott szakaszok osztalyai. Az Osszeadés és a szammal valo
szorzas értelmezése, ezek tulajdonsagai. Linearis kombinacio, linearis fiiggetlenség, ortonormalt bazis. A sik és a
tér koordinatazasa. A szinusz- és koszinuszfiiggvény geometriai értelmezése a valos szamok halmazan, az addicios
képletek. A skalaris szorzat geometriai fogalma, a szorzat kifejezése a vektorok koordinéataival. A vektorialis szorzat
fogalma, a szorzat koordinatainak kiszédmitasa. A kifejtési tétel. Harom vektor vegyes szorzata és annak geometriai
jelentése, a felcserélési tétel. Nevezetes alakzatok (egyenes, kor, kupszeletek, sik, gomb) egyenletei. Az euklideszi sik
méasodrendd gorbéinek osztalyozasa. A projektiv sik koordinatazésa. Masodrendi gorbék a projektiv sikon, Pascal
tétele. A gombhéaromszogekre vonatkozd szinusz- és koszinusztételek.

8. Geometriai transzformaciok, szimmetridk. Iranyitastartd és iranyitasvaltéo egybevagdsagok sikban és tér-
ben. Két tengelyes tiikrozés szorzata. A parhuzamos szel6k és szelGszakaszok tétele, kapcsolat a centralis hason-
losagokkal. A sikbeli forgatva nyujtas és tiikrozve nyuajtas. Két haromszog egybevagosaganak és hasonlosaganak
feltételei. Pontharmas osztoviszonya. A sikbeli affinitasok meghatéarozasa pontharmasokkal. Tengelyes affinitasok.
Sikbeli transzforméciok leirasa méatrixegyenletekkel. Az euklideszi sik kibévitése idealis pontokkal. Pontnégyes és
sugarnégyes kettGsviszonya, Papposz tétele. Kollinedciok a projektiv sikon, a projektiv geometria alaptétele. A
sikbeli kollineaciok meghatarozasa pontnégyesekkel. Egyenesek és korok, illetve sikok és gdmbdok inverzioval nyert
képei. Az inverzi6 szogtartasa. Csoport fogalma. Csoportelem rendje. Részcsoportok. A diédercsoportok mint sza-
balyos sokszogek szimmetriacsoportjai.

9. Sorozatok és fiiggvények hatarértéke, folytonossag. Szamsorozatok hatarértéke. Konvergens és diver-
gens sorozatok. Végtelenhez tartd sorozatok. Hatarérték és miiveletek, egyenlStlenségek. Nevezetes hatéarértékek.
Monoton sorozatok. A Bolzano-Weierstass-tétel és a Cauchy-kritérium. Végtelen sorok. Konvergencia és abszolut
konvergencia. Konvergenciakritériumok (6sszehasonlito, gyok-, hanyados-, Leibniz-kritérium). Valos fiiggvények
globalis tulajdonsagai, monotonitéas, konvexitas. Fiiggvények folytonossaga és hatarértéke. Atviteli elvek. Folyto-
nossag, hatarérték és miiveletek, egyenlStlenségek. Korlatos zart intervallumban folytonos fliggvények. Néhany fon-
tos fliggvényosztaly (polinomfiiggvények, racionalis tortfiiggvények, exponencialis fiiggvények, hatvanyfiiggvények,
logaritmusfiiggvények, trigonometrikus fliggvények és ezek inverzei). Konvergens pontsorozatok az n-dimenzios euk-
lideszi térben. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossiga és hatarértéke. Korlatos zart halmazon értelmezett folytonos
fiiggvények tulajdonsigai.

10. Differencialszamitas. A differencidlhanyados fogalma. Erints. Kapcsolat a folytonossaggal. Differenciala-
si szabalyok és az elemi fiiggvények derivaltjai. Magasabb rendd differencialhdnyadosok. A lokilis tulajdonsagok
és a derivalt kapcsolata. Kozépértéktételek. A differencialhato fiiggvények vizsgélata, monotonitas, konvexités.
SzélsGérték-feladatok megoldasa. A L’Hospital-szabély. Taylor-polinomok, Taylor-formula. Taylor-sorok, konkrét
fliggvények elGallitasa Taylor-sorok Osszegeként. Kétvaltozos fiiggvények grafikonja, szintvonalai. Parcialis deri-
valtak. Totalis derivalt és kapcsolata a parcialis derivaltakkal, folytonossaggal. A differencidlhatosag egy elégséges
feltétele. A grafikon érintésikja. Gradiens. Iranymenti derivaltak. Kétszer differencialhato fiiggvények, Young tétele,
els6 és méasodik differencial. SzélsGérték-feladatokkal kapcsolatos sziikséges, illetve elégséges feltételek.

11. Integralszamitas. A primitiv fiiggvény fogalma. Primitivfiiggvény-keresési modszerek (parcialis integralas,
helyettesitéses integralas), racionélis tortfiiggvények primitiv fliggvényeinek keresése. A Riemann-integral fogalma.
Az integralhatosag feltételei. Az integral elemi tulajdonsagai. A Newton—Leibniz-formula. A Jordan-féle teriilet és a
térfogat fogalma. Mérhet§ halmazok, nullmértéki halmazok. A tobbvaltozos integralszamitas elemei. n-dimenzios
téglak, téglan értelmezett korlatos fiiggvény integralhatosiga, az egyvaltozos integralszamitas tételeinek altala-
nositasa. A tobbszoros integral kiszamitasa, lebontasi tétel. Integralas normaltartomanyon. Az integralszamitas
alkalmazésai: teriilet- és térfogatszamitéas.

12. Valoszintiségszamitas. Kolmogorov-féle valoszintiségi mezd, axiomak. Feltételes valoszintség. Valoszintségi
valtozok, nevezetes eloszlasok (binomialis, hipergeometriai, geometriai, Poisson, exponencialis, normalis). Eloszlas-
és stirtiségfiiggvény. Varhato érték és szoras, tulajdonsagaik. Filiggetlenség. A nagy szamok torvénye és a centralis



hatéreloszlas tétel. Minta, alapstatisztikak (atlag, median, tapasztalati szoras). Becslések: maximum likelihood és
momentum modszer. A hipotézisvizsgilat alapjai: a normalis eloszlds paramétereire vonatkozo probak, illeszke-
désvizsgalat, fliggetlenségvizsgalat, homogenitasvizsgalat. Diszkrét idejd Markov-lancok: atmenetvaloszintségek,
irreducibilitas, periodus, visszatérdség, stacionarius eloszlas. A Poisson-folyamat.

13. Matematikai alkalmazasok 1. (A vizsgazonak a harom altémakor koziil kett6t kell valasztania.)

a) Iranyitatlan és iranyitott grafok fogalma. Hurokél, to6bbszords él, egyszerti grafok. Pontok fokszama. Sétak,
vonalak, utak, korok és kapcsolatuk. Fak, osszefliggéség, komponensek. A szélességi bejaras és alkalmazéasai. Euler-
vonalak, Hamilton-korok és Hamilton-utak, sziikséges feltételek és elégséges feltételek 1étezésiikre. Sikgrafok, Euler-
formula és geometriai kovetkezményei (poliéderek lapjai, élei és cstcsai). Kuratowski tétele.

b) Szimmetrikus bolyongéas, tiikrozési elv, szavazasi lemma, arkusz-szinusz torvények. Tonkremenési feladat
szimmetrikus és nem szimmetrikus esetben. Bolyongas grafokon. Elagazo6 folyamat, a kihalas valészintisége. Diszk-
rét idejid Markov-lancok: atmenetvalészintiségek, irreducibilitds, periddus, visszatérdség, stacionérius eloszlas. A
Poisson-folyamat. Sorbanallasi modellek, a sor hossza stacionarius esetben.

c) Paraméterezett gorbék. Ivhossz. A gorbiilet értelmezése és kiszamitasa. A térbeli gorbe kisérs Frenet-bazisa.
Sikgorbe elGjeles gorbiilete. A sima feliilet paraméterezése. A feliiletet leiré vektorfiiggvény parcialis derivaltjainak
geometriai jelentése. Erintdsik. Els6 alapmennyiségek. Felszin.

14. Matematikai alkalmazasok 2. (A vizsgazonak a harom altémakor koziil kett6t kell valasztania.)

a) Paros grafok és parositasok, Konig-Hall tétel és valtozatai. Grafszinezések, kromatikus szam: kapcsolat a
maximélis fokszdmmal és a legnagyobb teljes részgraf méretével. Sikgrafok szinezése. Ramsey- és Turan-tétel.

b) A sebesség és gyorsulas mint derivalt. Kozonséges differencialegyenlet és kezdetiérték-feladat. Szétvalaszthato
valtozoju egyenletek, elsérendii linearis egyenletek, méasodrendd homogén linearis egyenletek. Alkalmazasok (pl.
radioaktiv bomlés, rezgémozgas).

¢) Kvadratikus maradékok, Legendre-szimbolum, kvadratikus reciprocitas. A primfelbontas algoritmikus ne-
hézsége. Az RSA titkosiras alapjai, szamitogépes alkalmazasok.



