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Tortek Gjraszamolva

A prezentacio feladatai

1. Feladat.

Egy rugalmas, a végtelenségig nytujthato szalag végeire felirtunk két szdmot; balrél jobbra a-t, és b-t.

Ez a szalag alapdllapota (vagy 1. allapota).

A szalag kovetkez6 allapotat ugy kapjuk, hogy a szalagot megnyujtjuk, és a korabbi szdmok meghagyasa
mellett a szalagon 1évé barmely két szomszédos szam kozé odairjuk az Osszegiiket.

(pl. Ha a szalagon a kezdddllapotban a = 2;b = 6 szerepelt, akkor a mdsodik dllapotban 2;8;6, a harmadik
dllapotban 2;10;8;14; 6 lesz.)

Ha a szalag alapallapota: , illetve

a) ...add meg a szalagok els6/mésodik/harmadik /negyedik allapotat!
b) ...mennyi lesz a szalag n-dik allapota esetén a szdmok Gsszege!

¢) ...hany darab 3-as/7-es/(*) 2019-es lesz legfeljebb a szalagon?

2. Feladat. Mikkamakka a Négyszogletli Kerekerdd egyik sarkdban 4ll (az dbrdn a (0;0)-val jelolt
pontban). A szdlerdében &sszesen 80 darab fa van; 1-1 minden olyan rdcspontban, melynek mindkét
koordindtdja 0 és 8 kozé esé nemnegativ egész. Mikkamakka kezdetben észak felé (a (0;8)-cal jelolt fa
irdnyaba) néz, majd lassan elfordul kelet felé (a (8;0)-val jelolt fa irdnyaba).

a) Osszesen hény fit szamolhat meg ekdzben Mikkamakka?

b) Irjuk fel a megszamolt fak koordinatait abban a sorrendben, amilyen sorrendben Mikkamakka
megszamolja Sket.

¢) Jeloljiik a (0;0) pontot O-val; mig a latott fikat (a megpillantasuk sorrendjében) Pi; Py;...; P,-nel.
Mekkora az OP, P, P3Py...P,_1 P, sokszog teriilete? Mit tapasztalsz ha megrajzolod a sokszoget?

(A fdkat és Mikkamakkdt is tekintsiik pontszeriieknek.)

a*) (*) Ha 8 x 8 helyett n x n-es négyzet alakd az erd6 (és n nagy), akkor a fak hanyadrészét latjuk?

(0,8) (8,8)

. . . . . . . . .

o
(0,0) (8,0)

3. Feladat.

a) Véletlenszerlien kivilasztok két a,b szamot az 1;2;3;...;8 szdmok koziil. (A szdmok lehetnek

a
egyenléek.) Mekkora annak az esélye, hogy az — tort nem egyszeriisithet&?

b
b) (*) Mit mondhatunk ha az a,b szdmokat az 1;2;...; n szdmok koziil vélasztjuk véletlenszertien (és n
llnagyll)?
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4. Feladat. Adjunk meg minél gyorsabban olyan torteket, amelyek % és g kozé esnek!
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Adjuk meg a fenti tulajdonsagu tortet agy, hogy a nevezdje a lehet6 legkisebb legyen!

5. Feladat.

a) Egy téglalapot az dbrdkon ldthaté médon négyzetekre osztottunk. Valamennyi négyzet oldalhossza
egész szam. Mekkorak az eredeti téglalapok oldalhosszai az egyes esetekben, ha azok a lehetd
legkisebbek.

[ ]

b) Egy 358 x 97-es méretii téglalapot a fenti médon négyzetekre osztunk.
(Mindig a még le nem fedett legbaloldalabbi; és az ilyenek kozil a legfelsd "részét" fedjiik le a lehetd
legnagyobb olyan négyzettel, amelynek oldalai pdrhuzamosak az eredeti téglalapéval. Ezt a felosztdst a
tovdbbiakban euklideszi-felosztdsnak hivom.)
Hény darab illetve hanyféle négyzetet kapunk a felosztas soran?

¢) Az els6 abran 5 kisebb négyzet lathaté. Mekkora legyen a kiindulé téglalapom mérete, ha azt
szeretném, hogy a megrajzolt abra szintén 5 kisebb négyzetet tartalmazzon? Hany megoldas van?
Mi a valasz, ha azt szeretném, hogy n darab kisebb négyzet legyen a rajzon?

6. Feladat. (*) Egy négyzetet valamely oldaldval parhuzamos vagassal két téglalapra osztottunk. Igazoljuk,
hogy a kovetkezd két eset koziil pontosan az egyik teljesiil:

e vagy egyik téglalap sem oszthato fel véges sok kisebb négyzetre,

e vagy mindkettd feloszthaté véges sok kisebb négyzetre, és a két téglalap (eldzd feladatbeli) euklideszi-
felosztasa azonos darab kisebb négyzetbdl all.
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7. Feladat. (Hiperbinaris particiok)
Adott az 1;2;4;8;...;2F; ... stilyokbél két teljes készlet és egy olyan kétkarti mérleg, amelynek egyik
serpeny6jébe a sulyokat kell tenniink, mig a mésikba a lemérendé targyat.

a) Héanyféleképpen lehet lemérni az m tomegl targyat?
b) (*) Hany olyan paros tomegli tdrgy van, amelyet pontosan 100-féleképpen lehet lemérni?

(Az azonos tomegii sulyokat tekintsik azonosnak. m =5 esetén: (4 +1;2+ 2 + 1) két jo mérés van.).

8. Feladat. (Stern kétatomos sorozata, Calkin-Wilf fa)

Jelolje a,, azt, hogy az el6z6 feladatndl az n tomegl targyat hanyféleképpen lehet lemérni (és ag legyen 1),
anp

valamint legyen p,, = (n > 0).
a

n—1

a) Add meg az agr; Aok y1; Aok o ...; Agr+1_1 szamok maximumat! Mely indexre veszi fel ezt a maximu-
mot a sorozat?

b) Mit mondhatunk a p,, sorozat elemeir8l?

Tovabbi feladatok

A feladatsor és a prezentacio elektronikusan elérhetéek az aldbbi cimen
http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/

9. Feladat. (Farey tortek)
American Mathematics Competition [AMC] 12B 2018 Problem 17

5 4
A p és q olyan pozitiv egészek, melyekre 3 < d < 7 és q a lehet6 legkisebb. Mekkora a ¢ — p kiilonbség?
q

(A)7 (B)11 ()13 (D)17 (E)19

10. Feladat. [AMC] 10B 2016 Problem 25
10

Legyen f(z) = Z(ka] — k|z]). Hany kiilonbozo értéket vehet fel f(x), ha x > 0?7 (|r| az r egész része.)
k=2

(A) 32 (B) 36 (C) 45 (D) 46 (E) végtelen sokat

11. Feladat. KoMalL B3323
Keressiik meg azt a legb&vebb intervallumot, amelyben % a legkisebb nevez6ji tort.

12. Feladat. Az osszes olyan tovabb nem egyszertisithetd tortet, melyre a szamlalé és a nevezd szorzata
a c
kisebb, mint 2019 felsoroljuk névekvd sorrendben. Igazold, hogy barmely két szomszédos 3 és p tort

esetén |bc — ad| = 1.

1 1
13. Feladat. Igazoljuk, hogy egy — hosszisagi nyilt intervallum legfeljebb VL;—J darab olyan racionélis
n

szamot tartalmazhat, amelynek nevezéje legfeljebb n.

14. Feladat. Skandindv Matematika Olimpia (Nordic Math Olimpyad) 2011 Q4
Mutassuk meg, hogy tetszéleges n > 2 esetén az olyan s alaku tortek esetén, ahol a és b relativ primek,
a

a<b<mnésa+b>n azilyen tortek osszege %

15. Feladat. (*) Az {ax} sorozat tagjai:ag = 1;a1;as;...;an;ant1 = 1 (az €lsd, és az utolsd kivételével)
1-nél nagyobb pozitiv egészek, és teljesiil rajuk a kovetkezd oszthatésig: axlar—1 + ar+1 (0 <k <n+1).

a) Legfeljebb hdny darab 2019-es lehet a sorozat tagjai kozott?

n
1
b) Mennyi a E — Osszeg pontos értéke?
=0 Qi - Q41


http://matek.berzsenyi.hu/tanarok/sztranyak/
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16. Feladat. (két Pell egyenletre vezetd példa)

A szérakozott matematikaprofesszor elindult hazafele. Mikor az utca elejére ért rajott, hogy elfelejtette a
sajat hazszamat. Ebben az utcaban csak az egyik oldalon voltak hézak, a szdmozasuk 1-gyel kezd6dott
és egyesével novekedett. A professzor emlékezett ré, hogy legalabb 200 és legfeljebb 500 haz van az
utcajukban, tovabba arra is, hogy a haza az utca numerikus kézéppontjaban all, azaz a hazszamoknak az
utca elejétol a hazig vett 6sszege megegyezik a haztdl az utca végéig vett hazszamok Gsszegével.

Segits a professzornak kideriteni, melyik hazban lakik!

17. Feladat. Egy bizonyos pozitiv egész n-t0l egy nala nagyobb egész m-ig Osszegezve a pozitiv egész
szamokat azt tapasztaltuk, hogy az Osszeg azonos az n - m szorzattal:

n+(n+l)+n+2)+..+(m—-1)+m=n-m
a) Add meg n,m els§ hiarom lehetséges értékét!
b) (*) Adj meg tovabbi két lehetséges értéket!

¢) (*) Igazold, hogy végtelen sok lehetséges n, m par kielégiti a feladat feltételeit!

18. Feladat. (Nehezebb feladatok)
British Math Olimpyad 2005
Jelolje S a raciondlis szamok olyan részhalmazat, melyre a kovetkezok teljesiilnek:
T _es
z+1
Mutassuk meg, hogy S az Gsszes 0 és 1 kozotti racionalis szamot tartalmazza.

1 1
3 € S, valamint ha x € S, akkor — € S és
T

19. Feladat. 2002. évi Kirschak matematikaverseny 2. feladata
Tekintsiik a Fibonacci-szdmok f; = fo =1, fr, = frn_1 + fa—2 (n > 3) rekurziéval meghatérozott sorozatét.
n , fn+1

es
fn—l fn—l

a
Tegyiik fel, hogy az a és b pozitiv egész szdmokra az 3 tort az tortek egyikénél kisebb,

masikanal nagyobb. Mutassuk meg, hogy b > f,11.

20. Feladat. Harvard-MIT Mathematics Tournament (final) 2015 Problem 2

Legyenek m és n (m > n) pozitiv egészek és S azon (a,b) relativ prim pozitiv egész szdmpdrok halmaza,
melyekre a,b < m és a+b>m.

Minden ilyen (a,b) € S esetén legyen az (u,v) nemnegativ egész szampér az au — bv = n egyenlet (u,v)
megolddsai koziil az, amelyre v a minimélis. Jelolje I(a;b) a nyilt (g, %) intervallumot.

Mutassuk meg, hogy I(a,b) C (0, 1) teljesiil barmely (a,b) € S esetén; valamint tetszbleges adott o € (0,1)
irraciondlis szdm pontosan n darab kiillonb6z6 (a,b) € S par esetén esik I(a,b)-be.

21. Feladat. IMO Shortlist 2013, Number Theory 7
Legyen v pozitiv irraciondlis szdm, és m pozitiv egész. Az (a,b) pozitiv egészekbdl 4116 szdmpdrt jonak
hivjuk, ha

albv] —blav] = m.

A j6 (a,b) part kivalonak hivjuk, ha sem (a — b, b), sem (a,b — a) nem j6 szampér.
Mutassuk meg, hogy a kivaldé parok szama megegyezik m pozitiv osztdéinak dsszegével.



