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Koszonetnyilvanitas

Diplomamunkidmért koszonettel tartozom témavezetémnek, Kirdly Zoltannak aki az elmult
honapokban szakértelmével és észrevételeivel segitette munkamat és a konzultaciok sorédn
rengeteg tanacsot adott. Kiilon koszonom, hogy figyelmembe ajanlotta ezt a témét és hogy
segitségére mindig szamithattam.

Halas vagyok a csaldadomnak, akik tiirelmiikkel és tamogatésukkal segitették munkamat.



1. fejezet

Bevezetés

A diszjunkt utak keresése alapvets és széles korben tanulményozott kombinatorikai és grafel-
meéleti feladat, melynek sok variacioja létezik. A k diszjunkt ut probléma (k-DPP) azt kérdezi,
hogy egy adott G grafra és k darab végpont parra : (s;,1;)icix léteznek-e Py, Py, ... Py disz-
junkt utak, gy hogy P; egy s;-ben kezd6dd, t;-ben végzds tt.

Felhasznalasa kiterjed szallitasi halozatok tervezésére, VLSI elrendezések optimalizalaséara és
nagy méreti kommunikacios haldézatokban elGforduléd ttkeresési problémakra.

1.1. Diszjunkt tGtkeresési problémak torténete

Torténetileg fontos és sokat kutatott grafelméleti probléma az a.n. 2-DPP, (2 Disjoint Paths
Problem) mely azt kérdezi, hogy létezik-e 2 diszjunkt 1t el6re megadott s; és t; valamint s, és
to terminélok kozott. A feladatnak négy f6 valtozata létezik attol fiiggSen, hogy a vizsgalt G
graf iranyitott vagy irdnyitatlan, illetve, hogy a keresett utakra csiics- vagy éldiszjunktségot
koveteliink meg, a tovabbiakban mi csak a csticsdiszjunkt esettel foglalkozunk, az éldiszjunkt
eset erre konnyedén visszavezethets.

Egy &ltaldnosabb probléma, a fent emlitett k-DPP. Karp 1975-ben megmutatta, hogy
k-DPP NP-nehéz, ha k az input része és NP-nehéz marad akkor is, ha inputként sikgrafot
kapunk [8]. Régebbi kutatasok arra fokuszéaltak, hogy meghatarozzak a probléma mely verzi-
61 oldhatok meg polinomialis id6ben, példaul Robertson és Seymour [9] megmutattak, hogy
létezik k-DPP feladatot megoldé polinomiélis algoritmus (rdadasul O(n?) futasideji) feltéve,
hogy k konstans. Ezen algoritmus a minorokkal kapcsolatos munkassagok egyik mellékter-
meéke. Ezt az eredményt javitotta nagyjabol 16 évvel késébb Kawarabayashi et al. [10] egy
O(n?) idejt algoritmus megadésaval (k persze itt is fix).

Sajnos irdnyitott esetben a feladat mar k& = 2 esetben is NP-nehéz [11], azonban kérmentes
iranyitott graf esetén ismét polinomialis id6ben megoldhato fix k-ra [11] és linearis id6ben
megoldhato k = 2-re [2], ez utobbi rendkiviil fontos eredmény a szakdolgozat soran ismertetett
algoritmus szempontjabol.

Térjiink ré, a 2-DPP feladat altalunk vizsgalt specidlis verziojara, mikor az utaktol azt is
elvarjuk, hogy legrovidebb utak legyenek, ez az .n. 2-DSPP (Disjoint Shortest Paths Prob-
lem). Ezt a verziot Eilam-Tzoreff [3] vezette be 1998-ban és meg is mutatta, hogy k-DSPP
is NP-nehéz, ha k az input része. Ezen tul megadott egy O(n®) futasideji, dinamikus prog-
ramozast hasznalo algoritmust 2-DSPP azon verzidjara, melyben az élek pozitiv stulyokkal
rendelkeznek. Ezt az eredményt javitottak 2019-ben fiiggetlentil Gottschau et al. [4], illetve
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Kobayashi és Sako [5] egy nemnegativ élstulyokra is miikods, polinomialis algoritmus meg-
adasaval. Iranyitott grafok esetén a kizarolag pozitiv élsilyokat hasznalo verzidra Bérczi és
Kobayashi [I2] adott polinom idejii algoritmust. Vegyiik észre, hogy nemnegativ élsilyo-
kat megengedve iranyitott graf esetén 2-DSPP altalanositasa lesz a 2-DPP feladatnak, az
utobbirol pedig tudjuk, hogy NP-nehéz [11], igy ebben az esetben 2-DSPP is NP-nehéz.

A szakdolgozatom egy 2020-as eredményre épiil [I], mely szerint 2-DSPP iranyitatlan,
stlyozatlan graf esetében megoldhaté O(nm) idében, valamint k-DSPP megoldhato
O(kn'SFE+k+1) idgben. Meg kell jegyezniink, hogy az [I]| cikk egy elbiralas és lektoralas
nélkil megjelent arXiv-cikk, ettsl fliggetleniil, mint cikk hivatkozunk ra. Az ezt megel6z6
legfrissebb eredmény Akhmedov [6] munkajabol szarmazik, aki 2020-ban adott egy dinamikus
programozasra épiilé algoritmust mely 2-DSPP feladatot pozitiv élstilyok esetén O(n”) id6-
ben oldja meg (a korabbi O(n®) helyett), a stlyozatlan esetet (amivel itt foglalkozunk) pedig
O(n®) idében. Ehhez képest az [1] cikkben ismertetett O(nm) futasids jelentss javitas, ezért
nagyon fontos ez az eredmény. A korabbi megoldasok dinamikus programozasra és bonyo-
lult esetszétvalasztasokra épiilnek, ezt az altalunk vizsgalt modszer egy elegéns, geometriai
szemlélet bevezetésével helyettesiti.

1.2. A szakdolgozat célja és felépitése

Bar az [I] cikkben ismertetett eredmény nagyon fontos, maga a leiras sok helyen hianyos és
nehezen érthetd, valamint tobb lényeges rész bizonyitasa hianyzik. Dolgozatom célja a k = 2
esetre a hianyzo bizonyitasok potlasa, az algoritmust érthetGbb leirasa és az algoritmus (kicsit
modositott) implementacioja.

A [2] fejezetben azzal foglalkozunk, hogy miért tehetjiik fel, hogy az inputot a kévetkezd
alfejezetben megadott forméaban kapjuk.

A [ fejezetben a fent emlitett geometriai szemléletet mutatjuk be, bevezetjik az ehhez
kapcsolodo jeloléseket és megemlitjiik par alapvets tulajdonségéat. Itt esik még szo par, az
algoritmus soran gyakran alkalmazott eljaras modjarol és futasidejérsl.

A || fejezetben keriil sor az [I] cikkben is szerepld, lényeges éllitasok bizonyitéaséara, ezek
sziikségesek az algoritmus helyességének igazolasahoz.

Az ] fejezetben ismertetjiik magat az algoritmust, bizonyitjuk josagat. Itt bizonyitjuk
azt is, hogy futésideje O(nm).

Vegil a 0] fejezetben esik par szo az algoritmus implementéciojarol.

1.3. Alap definiciok és jelolések

2 diszjunkt legrévidebb ut probléma (2-DSPP):

Input: G = (V, E) iranyitatlan, egyszert, osszefiiggs graf, valamint s, s9,t1,t2 € V csiicsok.
Feladat: P, P, cstuicsdiszjunkt utak megadasa, ahol P; legrévidebb s;-t; at, P, pedig legro-
videbb so-t5 1t, ha létezik ilyen pér.

Az inputként kapott G grafra azt is feltehetjiik, hogy barmely él benne van legalabb egy
legrévidebb si-t; vagy legrovidebb so-t, ttban, ugyanezt feltehetjiik a cstucsokra is.

1.3.1. Jel6lés: [n] az {1,2,...,n} halmazt jeloli, G = (V, E) graf esetén n a csicsok, m
pedig az élek szama, az egyszeriiség kedvéért V = [n].



Ut alatt egy vovy ... vy cstcssorozatot értiink, melyre igaz, hogy semelyik csiics nem ismét-
16dik és v;_1,v; cstcsok kozott létezik él G-ben. Ezen tut hossza ¢. TetszdSleges u,v € V
csucsokra d(u,v) jelolje az u,v csucsokat Osszekotd legrovidebb ut hosszat, deg(u) jeldlje u
csucs fokszamat. Ha P egy ut és u,v € P, akkor Plu,v] jelolje a P ut u-tol v-ig tarto rész-
utjat, valamint P hosszat jelolje | P].

Azt mondjuk, hogy P, egy 1-ut, ha P, egy d(si,t;) hosszu s;-t; ut. Hasonléan P, egy 2-ut,
ha P, egy d(sa,ts) hosszll so-to 1t.

Az u € V csticsra azt mondjuk, hogy 1-cstcs, ha létezik olyan 1-ut mely tartalmazza u-t, u
2-csucs, ha létezik olyan 2-tt mely tartalmazza u-t, végiil u 1-2-cstics, ha u egyszerre 1-cstcs
és 2-csucs.

Ugyanezt a jelolést az élekre is bevezetjiik, uv € E €l 1-él ha 3 P, 1-ut, hogy uv € Py, 2-él ha
3 P, 2-ut, hogy uv € P, és 1-2-€l ha egyszerre 1-él és 2-él. Végiil egy csiics fontos ha 1-cstics
vagy 2-cstucs, egy él fontos ha 1-él vagy 2-él.

1.8.2. Megjegyzés: Tehét réviden gy is mondhatnank, hogy G-rél feltehets, hogy csak fontos
élekbdl és cstuesokbol All.



2. fejezet

A bementként kapott graf kezelése

2.1. Felesleges élek és csticsok elhagyasa

A feladat formalis kimondéasa soran feltettiik, hogy az inputként kapott G graf barmely cstcsa
és barmely éle fontos. Ebben az alfejezetben vizsgéaljuk meg, hogy hogyan kellene eljarnunk
ha ezt nem tennénk fel.

Nevezziik most az inputként kapott grafot Go-nak, igy is jelezve, hogy erre a grafra csak azt
tessziik fel, hogy Osszefliggd és egyszerd. G csics és élhalmaza V) és Ey, u,v € Vj cstcsok
Go-beli tavolsagat jelolje do(u,v). Célunk a G alapjan elGallitani egy G mar csak fontos
csticsokbol és élekbdl allo grafot ugy, hogy a 2-DSPP pontosan ugyanakkor oldhatoé meg a
Gy és G grafokon. Ezzel tamasztjuk ala, hogy a G-re jogosak a feltételezéseink.

Négy szélességi keresés segitségével Yu € Vj csticsra meghatarozzuk do(sy,u), do(s2,u),
do(u,t1) és do(u,ty) tavolsdgokat. Ezen tavolsagok segitségével konnyedén jellemezhetjiik az
1-éleket és 2-éleket Go-ban.

2.1.1. Lemma: ww € Ey 1-él Go-ban < do(s1,u) + 1+ do(v,t1) = do(s1,t1) vagy do(s1,v) +
1 + do(u, tl) = dg(sl, tl)

2-éleket hasonléan lehet jellemezni, igy egy élrdl konstans idében eldonthetd, hogy fontos-
e. Konnyt latni azt is, hogy ezutan Gp-ban pontosan azok a csticsok nem fontosak, amelyekre
nem illeszkedik fontos él.

2.2. (G osszefliggdsége

G legyen az a graf melyet a Gy-bol tigy kapunk, hogy csak a fontos éleket és csticsokat tartjuk
meg, a tobbit elhagyjuk. Ekkor GG-nek persze barmely cstcsa és éle fontos és teljesiil ra, hogy
a GG grafon pontosan akkor oldhaté meg 2-DSPP, ha a Gy grafon megoldhaté.

2.2.1. Megjegyzés: Meg kell emliteniink azonban, hogy el6fordulhat, hogy G nem lesz Gssze-
fiiggs (élek és csucsok elhagyasa miatt).

Mivel s; és t; kozott létezik legrovidebb ut (mivel Gy Gsszefiiggd) és ennek minden éle 1-él,
ezért ezek a cstcsok G-n beliil is ugyanazon komponensen beliil lesznek, ugyanez igaz s, és



ty csticsokra. Olyan K C Vj komponense nem lehet G-nek melyben sq, so, t; és to csticsok
kozil egyik sem szerepel, hiszen ekkor K-ban nem szerepelhet fontos cstcs.

Tehat G vagy Osszefiiggs vagy 2 komponensbdl all tgy, hogy s; és t; csticsok az egyik, sg és to
cstuicsok a masik komponensbe esnek. Ekkor 2 darab egymastol fiiggetlen szélességi kereséssel
talalhatd P 1-ut és Py 2-1t és ezek sziikségképpen csicsdiszjunktak is lesznek. Ez esetben
P, és P, kiirasa utan leallhatunk.

G-r6l tehat jogosak a feltételezéseink, hiszen O(m) id6ben tetszéleges G egyszert, Gssze-
fiiggs grafot 4t tudunk alakitani csak fontos éleket és csticsokat tartalmazo graffa, a 2-DSPP
megoldhatosagara invarians modon (vagy a feladatot O(m) id6ben a 2.1.2 megjegyzésnek
megfelel6 modon megoldjuk).



3. fejezet

A geometriai megkozelités és
tulajdonsagai

3.1. A megkozelités bemutatasa

A tovabbiakban alkalmazott modszerek, illetve az algoritmus atlathatosaga érdekében vezes-
siik be egy egy geometriai leképezést, melynek tulajdonsagait és jeloléseit felhasznalva nagy
mértékben egyszertisodik az egyébként csak a grafon definialt feladat, valamint a késébbi alli-
tasok nagy része is erdsen hasznélja ezen geometriai leképezés ebben a fejezetben ismertetett
tulajdonsagait.

Helyezziik el a graf cstucsait a sikon a kévetkezd moédon: Egy u cstcs keriiljon a
(d(u, s1),d(u, s2)) koordinataja pontba, egy él képe legyen a két végpontjanak képét 6sszekotd
szakasz. Erre a leképezésre vezessiink be formalis jelolést. Legyen ¢ : V — R? fiiggvény a
csucsok leképezését megado fiiggvény, azaz o(u) = (d(u, s1),d(u, s2)).

Ezek az értékek minden csicsra kiszamolhatok Gsszesen O(m + n) id6ben két szélességi
keresés segitségével. Még két szélességi kereséssel a t és to pontoktol valo tavolsag is kisza-
molhato6, ezekre azért van sziikség, hogy meg tudjuk allapitani mely cstcsok 1-cstcsok vagy
2-csuesok (élekre ugyanez).

3.1.1. Megjegyzés: Ekkor el6fordulhat, hogy két kiillonbozd gréafestics ugyanolyan téavolsigra
van az s és sy csucsoktol, igy képiik ugyanaz lesz, azaz u # v esetén p(u) = ¢(v) lehetséges.
Kiilonbozs élek képei is eshetnek egybe, viszont p(u) # ¢(v) esetén persze u # v kovetkezik.

A geometriai leképezés bevezetésével tjabb jelolésekre van sziikségiink.

3.2. Geometriai jelolések

Az atlathatosag érdekében legyen u = p(u) és o(u)~! legyen azon csticsok halmaza melyekre
o(u) = u. A z € R? pont 1-pont, ha létezik u € V 1-cstcs, melyre u = z, azaz ¢(z) !
tartalmaz 1-cstcsot. Hasonléan z 2-pont, ha o(z)~! tartalmaz 2-csicsot és z 1-2-pont, ha
1-pont és 2-pont egyszerre.

V legyen azon z € R? pontok halmaza melyekre o(z)~! # (), azaz egész koordinataji pontok
(rdcspontok) halmaza melyekhez tartozik grafcsics. Egy z € R? pont elsé koordinatéjat
jelolje x(z), masodik koordinatat pedig y(u).

u,v € Vesetén (uov) jeldlje a {z € R? : |[[u— 2| + |2 — V]eo < |Ju— v||w} halmazt,
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3.1. dbra. Geometriai leképezés bemutatasa egy példan

mely nem més, mint egy zart téglalap, melynek szemkozti csticsai u és v, valamint oldalai
45-fokos szoget zarnak be a tengelyekkel.

Az u € V ponthoz definidlunk négy teriiletet, melyeket jelolései legyenek E(u), D(u), NY (u)
és K(u) (az égtajaknak megfelelGen). Ezek legyenek szemléletesen az u szogestucst, rendre
fiiggsSlegesen felfelé és lefelé és vizszintesen balra és jobbra mutatd 90-fokos zart szogtarto-
méanyok, melyek szogszarai a tengelyekkel 45-fokos szoget zarnak be a abran illusztralt
modon. Formélisan is adjunk meg ezeket a halmazokat az egyértelmiiség érdekében :

E(u) ={z € R? : y(u) — y(2z) = |2(2) — z(u)[}

D(u) = {z € B? : y(z2) - y(u) > |o(z) — o (u)|}

NY(u) = {z € R : 2(w) — 2(2) > |y(z) — y()]}

K(u) = {z € B2 : (z) — 2(1) > [y(z) — y(w)}

Végiil ha P egy tt, legyen P C R? az a tordttvonal mely a {z € V : Ju € P, melyre u = z}
halmaz pontjait koéti 0ssze a P szerinti sorrend szerint.

3.2. abra. (uov) és E(u),D(u),NY(u) és K(u) teriiletek szemléltetése

3.2.1. Megjeqyzés: Egy z € R? pont tehat pontosan akkor 1-pont, ha létezik olyan P 1-ut,
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melyre z € P4, azaz a P;-hez tartozo6 torottvonal athalad a z ponton.

3.2.2. Megjegyzés: Elsfordulhat, hogy u,v € V esetén (uov) egy szakasz lesz csak, ez akkor
all fenn, mikor u és v ugyanarra az 1 vagy —1 meredekségii egyenesre esnek.

3.3. Elek csoportositasa geometriai képiik alapjan

Soroljuk G éleit geometriai képiik alapjan 4 osztélyba:

J tipusu : Az él végpontjai (z,y) és (x + 1,y) pontok, azaz vizszintes (jobbra) élek

L tipust : Az él végpontjai (x,y) és (z,y + 1) pontok, azaz fiiggsleges (lefelé) élek

JL tipust - Az él végpontjai (z,y) és (x + 1,y + 1) pontok, azaz jobbra-le iranyban allo élek
JF tipust - Az él végpontjai (x,y) és (z + 1,y — 1) pontok, azaz jobbra-fel iranyu élek
Olyan él, mely két végpontjanak képe megegyezik, nem létezhet G-ben hiszen ez nem lehetne
se 1-él se 2-é] (mivel nem noveli a tavolsagot s, vagy so csicstol).

— N/

J tipusu L tipusu J L tipusu JF tipustu

3.3. abra. A 4 lehetséges éltipus

3.3.1. Megjegyzés: Barmely él valamelyik osztaly tagja kell hogy legyen, hiszen szomszédos
csucsok tavolsaga maximum 1-gyel térhet el egy tetszéleges harmadik cstcstol, igy s; és sy
csucsoktol is, azaz az x és y koordinatak maximum 1-gyel nShetnek /csokkenhetnek.

3.4. Alapvet6 tulajdonsagok

Mondjuk ki par kénnyen lathato tulajdonsagat a geometriai leképezésnek. Ezek {6 célja az,
hogy a késébbi abrakat alatamasszak (pl. s; és so miért gy helyezkednek el mindig), de
péarat a késébbi bizonyitasokban is felhasznalunk.

3.4.1. Tulajdonsag: Az sy és sy pontok az origotél ugyanolyan téavolsagra helyezkednek el
az z, illetve y tengelyeken, mivel s; = (0, d(s1, s2) és sa = (d(s1, 52),0). Ezt a két racspontot
a leképezés utan mindig egyenes vonal koti Gssze, mivel G Gsszefiiggd, igy létezik legrovidebb
$1-8o ut, ennek éleinek képe pedig egy sS85 szakasz.

3.4.2. Tulajdonsag: Legyen P, 1-ut, P, 2-ut. Ekkor P; cstucsainak képeinek x-koordinatéi
szigoriian monoton novekvéek Pj-en végighaladva s;-t6l t1-ig. Ennek oka, hogy az 1-utak
d(s1,t1) + 1 cstiesbol allnak, x(s1) — z(ty) = d(s1,t1) és 2 szomszédos cstics x-koordinataja
kozotti eltérés maximum 1 lehet. P, esetén az y-koordinatak novekednek.

Ezek alapjan Py csak J, JL és JF tipusi, Pg pedig csak L, JL és JF tipusu élekbdl allhat.
Ebbdl kovetkezik, hogy P; N Po pedig csak JF' és JL tipusu élekbdl allhat.
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3.4.3. Megjegyzés: Ha a metszetben létezik JL tipust él, azt mindkét Gt ugyanabban az
irdnyban hasznalja, mig ha a metszetben JF' tipusu él létezik akkor azt P, jobbra-fel, P,
pedig balra-le irdnyokban hasznaljak.

3.4.4. Allitas: Legyen P, 1-it, u € P, tetszdleges csiics. Ekkor Py[sy,u] € NY(u) és
Plu, t1] C K(u). Az dllitds persze Py-re 2-itra is érvényes, E(u) és D(u) szogtartomdnyok-
kal.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy Pi-en végighaladva a cstcsok x-koordindtaja szigortian monoton
né. Mivel a koordinatak maximum 1-el valtozhatnak 1épésenként, ezért barmely v € Py
csucsra az u és v csucsok y-koordindtaja kozotti eltérés legfeljebb annyi lehet, mint az x-
koordinatajuk kozotti eltérés, tehat |x(u) — z(v)| > |y(u) — y(v)| egyenldtlenség all fenn,
azaz barmely w € Py cstcsra amire z(u) > z(w) az z(u) — z(w) < |y(u) — y(w)| egyen-
16tlenség, és barmely z € P cstucsra amire z(z) > z(u) az z(z) — z(u) > |y(u) — y(2)|
egyenlGtlenség teljesiil.

Ezek az egyenl6tlenségek pontosan megfelelnek az K(u) és NY (u) halmazokat megado egyen-
l6tlenségekkel.

A bizonyitas P, esetén nagyon hasonlo. O

3.4. abra. Az ut tobbi része csak a pirossal jelolt szogtartomanyokon beliil lehet.

3.5. Adott csticson Athaladé legrovidebb tut keresése
Az algoritmus soran sziikségiink lesz arra, hogy, hogy egy adott v € V' 1-csticshoz megadjunk
egy olyan P; l-utat, hogy v € P;.

3.5.1. Allitas: Legyen adott v € V 1-csiics, ekkor O(m) idében megadhatd egy Py 1-1it, mely
tartalmazza a v csucsot.

Bizonyitas: v szomszédjai koziil kénnyen talalunk olyan u és w 1-csicsokat, melyekre x(u)+
1 ==x(v) =z(w)—1. A v csicesal szomszédos csticsokon végighaladva ellendrizziik, hogy az
adott csucs 1-tipusi-e, illetve, hogy az x-koordinatéja 1-el nagyobb vagy kisebb-e, mint z(v).
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Mivel u 1-cstcs, igy létezik rajta athalado 1-at, igy u és w is biztosan léteznek, legfeljebb
deg(v) darab csics vizsgélata utan meg is talaljuk dket.

Ezt hasonlé médon folytatjuk, csokkend z-koordinatat keresve u-bol és novekvs x-koordinatét
keresve w-bdl, egészen addig mig elérjik si-et, illetve t1-et, a kapott at hossza d(si,t;) lesz
és athalad a v-cstucson, ezt volt a célunk.

Osszesen legfeljebb Y vev deg(v) = 2-m cstcsot vizsgaltunk meg, egyenként konstans idében,
igy O(m) idében talalunk kivant utat. d

3.5.2. Kovetkezmény: FEzek alapjin uv € E 1-élhez is konnyen taldlhatd O(m) idében 1-it
mely tartalmazza wv élt. Ekkor u és v csicsok 1-csucsok és feltehetjiik, hogy x(u) < x(v). Az
el6zd dllitds értelmében O(m) iddben taldlunk P’ és P" 1-utakat rajtuk keresztil, ekkor pedig
P'[s1,u] és P"[v,t1] utak dsszefiizésével olyan 1-utat kapunk, mely dthalad az uv élen.

3.5.8. Megjegyzés: Az allitasok persze 2-cstucsokkal és 2-uttal is érvényes, a bizonyitédsok na-
gyon hasonloak.
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4. fejezet

Geometrial allitasok

Ebben a fejezetben kimondunk néhany allitast, melyek elengedhetetlenek az algoritmus he-
lyességének bizonyitasa soran. Ahogyan az algoritmus is, ezen allitdsok és bizonyitasok is
f6ként a geometriai kép tulajdonsagaival foglalkoznak, f6ként azt vizsgaljuk, hogy ha létezik
P, 1-at és P, 2-ut, melyek cstucsdiszjunktak, akkor Py és Py, valamint a Py N P metszet
hogyan helyezkedhetnek el sikon.

4.1. Lemma: YV u,v € V : ||lu— v||e < d(u,v), azaz a sikon, maz norma szerinti tdvolsdga
két csucsnak nem lehet nagyobb, mint tdvolsdguk a grdafban.

Bizonyitas: Legyen P egy legrovidebb u-v Gt, melynek élhalmaza Fp. Barmely wz Ep-beli
élre igaz, hogy |[|[w —z||o < 1 (ez trivialis), igy a haromszog egyenlStlenség miatt |[u— v o <
ZeeEP 1 =d(u,v). O

4.2. Allitas: Legyen Py egy 1-it, ekkor Yu € Py csucs esetén u € (s1 ¢ t1), azaz a Py it
csucsait ¢ az (s1 ©ty) téglalapon beliilre képezi.

Bizonyitas: A Pj-beli csiicsok mind 1-csticsok és egy u € V' csiics pontosan akkor 1-cstcs,
ha d(sy,u)+d(u,ty) = d(s1,t1), igy ezt és az el6z6 lemmat felhasznalva [|s; —u || oo+ ||[u—t;]| 0o <
d(si,u) + d(u,t;) = d(s;, t;) = ||si — til|co, 18y tetszdleges u € Py csticsra u € (81 0 tq).

Egy kevésbé formalis, de talan szemléletesebb indoklas lehet a kovetkez§. Béarmely u € Py
csucsra a allitas miatt u € K(sy1) és u € NY(t;). Konnyen lathato, hogy mivel
t1 € K(sq1) éss; € NY(tq), ezért K(s;) NNY (ty) = (syoty), igy u € (sy0tq) is teljesiil. [

4.3. Megjegyzés: Ekkor persze P; C (s; ¢ t;) is teljesiil, hiszen az élek képei csak egyenes
szakaszok lehetnek és (s; ¢ t;) konvex.

4.4. Lemma: Az (s1 oty) és (sg 0 ta) téglalapok nem lehetnek diszjunktak, azaz (s1ot1) N

(Sz <>t2) 75 @

Bizonyitas: Mivel minden él fontos, igy minden cstics vagy ¢l képe az (s; ¢ t1) U (s © ta)
teriileten beliilre esik, ekkor viszont tetszéleges @ legrovidebb si-so ut képét vizsgaljuk (ez
létezik, mivel G Osszefiiggs). Q nem maéas, mint az s1se szakasz és Q C ((sp0t1) U (s20ta)),
igy (s10t1) N (sg ¢ ta) nem lehet iires. O

4.5. Lemma: Legyen Py eqy 1-it, Py pedig eqy 2-it. Ekkor P, NPy lehet tires, egyetlen pont
vagy egyetlen olyan szakasz mely a tengelyekkel 45-fokos szoget zdr be. Ugy is mondhatndnk,
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hogy ha |P1 N Pa| > 1 akkor nem tartalmazhat egyszerre JL és JF tipusi €lt, tovdbbd a
metszet osszefiiggd a sikon (A tulagdonsdg szerint a metszetben csak JL és JF tipusi
élek lehetnek).

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a metszet nem iires és nem is egyetlen pont. Nem nehéz latni,
hogy ekkor P; N P, tartalmaz legalabb 2 darab 1-2-pontot is, legyen egy ilyen pont m;
(mivel egy 1-ut és egy 2-ut metszetérdl beszéliink, ezért a metszetben 16v6 V-beli csiicsok
mindegyike 1-2-pont. A allitasbol kovetkezik, hogy P; € NY (m;) UK(my) és Py C
E(m;) UD(m;). Ebbdl adodik, hogy a metszet tetszéleges V-beli pontjara igaz, hogy a
metszet tobbi része csak az adott ponton keresztiil halado 1 és —1 meredekségli egyeneseken
helyezkedhet el, hiszen Py NP2 C (NY (m;)UK(m;))N(E(m;)UD(m;)), ahol a jobb oldal
pontosan az el6bb emlitett 2 egyenes, a tovabbiakban ezt jelolje X(m;).
Legyen az my a P1 NPy a metszet egy m;-t6l kiilonbozs 1-2-pontja (ilyen biztosan létezik).
Tudjuk, hogy P; NPy C X(my) is igaz, igy a metszet kénytelen X (my) N X(mgz) halmazon
beliil lenni, mely mér csak egy egyenes lehet.
Innen mar az is konnyen adodik, hogy a metszet egyetlen szakasz lehet, mivel ha két 1-2-
pont ugyanazon a +1 meredekségii egyenesen helyezkednek el, akkor barmely mindkét pontot
tartalmazo P 1-ut (vagy 2-ut) képe tartalmazza a két pontot 6sszekots szakaszt is (a monoton
-, illetve y-koordinatak miatt).

O

my

4.1. abra. Py csak a piros, P, pedig csak a kék tertileten beliil helyezkedhet el.

4.6. Allitas: Tegyiik fel, hogy létezik Py 1-ut és Py 2-it, melyekre Py N Py tartalmaz JF
tipusi €lt. FEkkor s = s1, s5 = ta, 1] = 11, 15 = s végpontokat bevezetve, a grdfot most az s}
€s s5 cstcsoktol valo tavolsagok alapjan dbrdzolva, a Py it Py képének és Py 1t P képének
P; NP3 metszetében mdr nem lesz JE' tipusu él.

Bizonyitas: Ha u,v € V 2-cstuicsok akkor d(u, s9) +d(u, s3) = d(ss,to) egyenlet teljestil, azaz

d(SQ,tQ)
2

2-élnek megfelel szakasz is erre az egyenesre tiikrozédik. Igy barmely JF tipust 2-él a csere
utan JL tipusu lesz. Mivel feltettiik, hogy a Py N Py metszet tartalmaz JF' tipusu élt és a
metszeten beliil csak 2-él képe lehet, igy ennek az élnek képe tiikrozés utan JL tipusi lesz.
Ezek alapjan az 4j P NP3 metszet tartalmaz J L tipusu élt, ekkor pedig a lemma alapjan
JF tipusut mar nem tartalmazhat. Il

a csere hatasara barmely 2-pont tiikréz6dik az ¢ = egyenletd egyenesre, tehat barmely
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4.7. Példa: Nézziink meg egy példat ss és t, szerepeinek cseréjére a mar korabban is dbrazolt
példagrafon.

S1

to
(3,5) (5,3)

4.2. abra. FEredeti geometriai kép, pirossal jeloljiik P;-et, kékkel P»-t. A jobb oldalon lathato,
hogy a metszet csak JF-tipusu élekbdl all.

Cseréljiik meg most s9 és ty csticsokat, szamoljuk tjra a tavolsagokat. Az alabbi abrén
latszik, hogy az igy kapott metszet mar nem tartalmaz JF-tipusu élt.

(3,0) (5,6)

4.3. abra. Csere utan a metszetben nincs JF-tipusu él.

4.8. Definicié: Legyen P, 1-ut és P, 2-ut dgy, hogy ez a két ut cstucsdiszjunkt, Pj-et az
51 — t1, Po-t pedig az sy — t, irdnyban képzeljiik el. Legyen M = Py NPy # () és legyen
a; € V a P; ut utols6 olyan csiicsa, melynek képe még a metszet el6tt helyezkedik el, b; € V'
pedig az elsd, aminek képe a metszet utan. Ha M # (), azaz P; és P, képeinek metszete nem
iires, akkor ezek a cstucsok léteznek.
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4.4. dbra. ay, ag, by és by pontok elhelyezkedése Py N P5-tol fiiggben. Bal-fent : A metszet
iires, igy az emlitett csiicsok nem léteznek. Jobb-fent : A metszet nem tartalmaz egész
koordinataju pontot, igy egyetlen, négy darab racspont koézotti pontbol all. Bal-kézépen és
jobb-kozépen : A metszet egyetlen racspontbol all. Bal-lent €s jobb-lent : A metszet tartalmaz
tobb egész koordinataju pontot is (azaz V-beli pontot).

4.9. Allitas: Tegyiik fel, hogy létezik Py 1-1it és Py 2-1it, melyekre Py NPy # 0. Ekkor a@
definicioban haszndlt jeloléseket haszndlva : (syoay), (b1oty), (s20az) és (baotsy) téglalapok
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paronként diszjunktak.

Bizonyitas: Osszesen 6 darab téglalap-parra kellene megmutatnunk, hogy diszjunktak, ezek
koziil (sy o a;) N(byoty) =0 és (s20az) N (byots) = 0 esetek az x, illetve y-koordinatak
monotonitasa miatt konnyen adédnak. A maradék 4-bdl szimmetria miatt elegends csak a
(s10a1) N (szoaz) =0 esetet belatni, a maradék 3 ehhez hasonlé modon bizonyithato.

Konnyen lathatd, hogy barmilyen is legyen P1 N Pa, as az aj-en dtmend 1 meredekségi
egyenes felett kell, hogy legyen, igy NY (a;) és E(ay) diszjunktak. Ekkor (s;0a;) és (spoaz)
téglalapok a megfelels szogtartomanyokon beliilre esnek, igy a szogtartomanyok diszjunktsa-
gabol kovetkezik a téglalapok diszjunktsaga is. U

by

b

t2

t2

4.5. abra. Illusztraci6 a allitashoz. Lathato, hogy a téglalapok diszjunkt szogtartomanyo-
kon beliil helyezkednek el, igy a téglalapok maguk is diszjunktak lesznek. Csak azon esetet
abrazoltuk amikor a metszet nem csak egy pontbdl all, de persze ezen adbrék alapjan az az

eset is konnyen elképzelhetd. A jobb oldalon (s; ¢ aj) és (s ¢ az) téglalapok elfajultak sza-
kaszokka.

4.10. Allitas: Ha létezik P, 1-it, illetve Py 2-1it, melyek csicsdiszjunktak és melyekre Py N
Py = (0 akkor létezik uw € V csiics, melyre az u pont a t-t6] vizszintesen jobbra vagy a to-t6l
fiiggdlegesen lefelé helyezkedik el.

Bizonyitas: Az atlathatosag kedvéért definidljuk az alabbi halmazokat :

Ty ={zcR?:2(z) > 2(t1) Ay(z) = y(t1)}
Ty = {z € R* : 2(z) = x(t2) Ay(z) > y(t2)}

Ekkor Ty NV # () & 3 P, 2-at, hogy P, N'Ty # (), mivel minden 1-pont (s ¢ t1)
téglalapon beliil van, igy (T; N'V) halmazban csak 2-pontok lehetnek.
A TyNV #( < 3 P 1-ut, hogy Py N'Ty # () allitas ugyanigy érvényes.
Feltehetjiik, hogy Po N (P; UTy) = 0, kiilonben az el6z6 allitas értelmében Ty NV # ) vagy
P, NP, # 0. Ekkor t3 nem lehet Py UT; torottvonalon vagy alatta, tehat csak felette lehet.
Ekkor Ty N (P;NT;) metszet biztosan nem tires, igy vagy To NPy # () és a bizonyitas elején
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szerepld allitas miatt To NV #£ () vagy pedig T1 N To # (), ekkor viszont (s 0t1) és (s 0 ta)
téglalapok diszjunktak, ami ellentmond a lemmanak. Il

4.11. Megjegyzés: A ty ponttdl vizszintesen jobbra csak 2-pontok helyezkedhetnek el, hiszen
barmely 1-pont (s; ¢ t1) téglalapon beliil van, ugyanigy to ponttol fiiggslegesen lefelé csak
1-pontok lehetnek. Ezért volt elég nekiink a allitasban csak létezést bizonyitani (pl.
T; NV halmazban csak 2-pontok lehetnek).

S2

4.6. abra. Illusztracio a allitas bizonyitasahoz. Ty és Ty halmazokat szaggatott piros és
kék vonalak jelolik. Mindkét abra esetén a to pont a Py N Ty torottvonal felett helyezkedik
el. Bal oldal : a t, pont a t; ponttol jobbra van, ekkor Ty NPy # (). Jobb oldal : a ty pont
a t1 ponttol jobbra van, ekkor pedig (s1 ¢ t1) N (sg ¢ ta) = 0.

4.12. Allitas: Ha létezik csics, melynek képe t1-tdl vizszintesen jobbra van, legyen ez u,
akkor (s ou) és (uote) diszjunktak (sq o t1)-tél. Ugyanigy, ha létezik csics, melynek képe
to-tdl fiiggdlegesen lefelé van, legyen ez v, akkor (sy o V) €s (v ota) diszjunktak (s © ta)-tdl.

Bizonyitas: Tekintsiik az u csicshoz az E(u) és D(u) szogtartoméanyokat. Az (sg ¢ u)
és (u o ty) téglalapok ezen szogtartoméanyokon beliilre esnek, E(u) U D(u) pedig diszjunkt
NY (t;) szogtartomanytol (ez z(u) > z(t1) és y(u) = y(t1) feltételekbdl konnyen adodik),
mely tartalmazza (s; ¢ tq1)-et. Mivel a tartalmazé szogtartomanyok diszjunkat, a téglalapok
is diszjunktak.

U

4.13. Kovetkezmény: FEzek szerint a dllitds megforditdsa is igaz, azaz ha T1 NV vagy
T2 NV nem iires akkor létezik Py 1-1it és Py 2-1it, melyek csucsdiszjunktak és Py NPy = ().
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4.7. abra. A allitas szemléltetése, a t1-t6l jobbra 1évé u ponthoz illesztett (s o u és
(uotq) téglalapok diszjunktak (s; ¢ tq) téglalappal.
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5. fejezet

Az algoritmus

5.1. Az algoritmus leirasa

Ebben a fejezetben ismertetem a modositott algoritmust, mely a cikkben leirt algoritmus egy
leegyszertisitett valtozata. A leirds soran azt is belatjuk az el6z6 fejezetben szerepld allitasok
segitségével, hogy ha létezik megoldasa a feladatnak, akkor az algoritmus is taldl megoldast,
azaz csak akkor nem talalunk megoldast, ha valéban nincs is.

5.1.1. Algoritmus: Az algoritmus 3 f6 1épésbdl all, a helyességet 1épésenként bizonyitjuk.
1. 1épés: Ebben a lépésben keressiink cstcsdiszjunkt P, 1-utat és P, 2-utat tgy, hogy
PiNPy =0.
Tudjuk, hogy a allitas és megforditasa is igaz, tehat pontosan akkor létezik P, 1-ut és
P, 2-ut, melyek cstucsdiszjunktak és P; NPy = () ha létezik u € V csiics, melyre u € T, UTs.
[lyen u-t keresiink tigy, hogy minden cstucson végighaladva ellendrizziik, hogy az adott cstucs
képe t1-t6l jobbra vagy to-t6l lefelé van-e.
Ha nem talalunk ilyen cstcsot, akkor tehat nincs is olyan megoldas melyet ebben a 1épésben
keresiink, az algoritmus a 2. lépéssel folytatodik.
Ha talalunk ilyen csticsot akkor a kovetkezd modon jarunk el. Ha olyan u € V' cstcsot ta-
lalunk, hogy az u pont a t; ponttol vizszintesen jobbra van akkor a allitas alapjan egy
tetszbleges, az u csicsot tartalmazo 2-ut és egy tetszdleges 1-ut sziikségképpen csicsdiszjunk-
tak, mivel képeik diszjunktak. Tetsz6leges 1-utat konnyen taldlunk egy szélességi kereséssel
és az u csticson atmend 2-utat is talalunk, a allitas alapjan. Hasonlé médon jarhatunk
el, ha az u € V csiics képe a to ponttol fliggdlegesen lefelé van.
Az igy talalt megoldéas (ami a allitas megforditasa szerint létezik) kifrasa utan algorit-
musunk le is allhat.
2. 1épés: Ebben a lépésben keressiink csticsdiszjunkt P; 1-utat és P, 2-utat tugy, hogy
P; NP, # (), de a metszetben nincsen egész koordinatajia pont.
Konnyt latni, hogy ekkor a metszet egyetlen z € R? pontot tartalmaz, mely 4 racspont kozott
helyezkedik el (azaz (i + 3, j + 3) alaka, ahol ¢, € Z*). Ekkor a 4.8 definiciojaban szerepls
ai,as, by, by csicsok léteznek és képeik z-hez képest kétféleképpen helyezkedhetnek el, ezek
az abran vannak szemléltetve. Ha léteznek ilyen utak és ilyen z akkor s; € NY(z),
sy € E(z), t; € K(z) és ta € D(z) (z ¢ V, de a szogtartomanyok R2-beli pontokra is
értelmezhetGek).
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5.1. dbra. aj,as,d; és ds pontok kétféle lehetséges elhelyezkedése z-hez képest.

Haladjunk sorban végig az Gsszes grafcsicson, az éppen vizsgalt csicsot jelolje uy. Jeldlje
ckkor z* az (z(wy) + 3, y(uy) + 3) pontot, azaz u; a z* ponthoz képest balra-lent 1évs
racspont.

Egy uy cstcs vizsgélata 2 részbdl all :
1. rész : Ha wuy 1-cstcs akkor keressiink szomszédai kozott olyan vy 1-csticsot melyre

tehat az uqv; él képe jobbra-fel iranyban keresztezi z* pontot. Ezutan keressiink olyan us és
vy 2-csticsokat, hogy usvy € E és ugvy képe jobbra-le iranyban halad at a z* ponton. Ezt
példaul az Gsszes élt egyenként kiprobélva is kereshetjiik. Ha vy cstics vagy usvs €l nem létezik
a kivant tulajdonsagokkal akkor z* nem lehet egy 1-ut és egy 2-ut képeinek egyetlen nem egész
pontbol 4ll6 metszete, igy a 2. részre 1épilink tovabb, ha pedig uq, v1, us és vy cstcsok léteznek
a kivant modon akkor a kovetkezmény alapjan kereshetiink 1-utat uiv; élen at és 2-utat
ugvy Elen at. A allitast felhasznalva ekkor az 1-ut a NY (u;) U K(vy) teriileten beliil
halad az uyv, szakasz kivételével, a 2-ut pedig az E(uz) UD(v3) teriileten beliil helyezkedik
el, az ugvy szakasz kivételével, ezek a szogtartomanyok pedig allitas alapjan diszjunktak.
A két at képe tehat nem metszi egymést egész pontban, igy sziikségképpen csiicsdiszjunktak
is.
2. rész : Akkor hajtjuk végre az algoritmus ezen részét, ha uy 2-cstcs. Az el6z6 részhez nagyon
hasonléan jarunk el, csak most v; 2-cstics, uy és vo pedig 1-cstcsok kell, hogy legyenek. Ha
ezek koziil barmelyik csiics keresése sikertelen akkor az algoritmus a 3. 1épéssel folytatodik,
ha talaltunk megfelels cstcsokat akkor pedig az 1. részhez hasonldéan talalunk megoldést is.
Ha létezik olyan megoldas, melyet a 2. 1épés soran keresiink, akkor lesz olyan z* az Gsszes
csucson végighaladva, hogy a z* pont éppen a megoldést jelents ttpar metszete, ekkor pedig
meg is talaljunk ezt az utpart, az algoritmus a megoldas kiirdsa utédn ledll. Tehat ha a
2. 1épésben nem talalunk megfeleld atpart akkor tudjuk, hogy a megoldas csak olyan lehet,
hogy a két utpar egész pontban is metszi egymaést.

3. 1épés: Ebben a lépésben keressiink csticsdiszjunkt P; 1-utat és P, 2-utat tugy, hogy
P, N P, tartalmaz egész koordinataju pontot.
Ezt a 1épést 2-szer futtatjuk le, egyszer az eredeti s1, sq, t1, és to csiicsokkal, egyszer pedig
S9 és ty cstcsok szerepeit megceserélve, igy a allitas alapjan ha létezik olyan megoldas,
hogy az utak képei egész pontban is metszik egymast, akkor a 2 futtatas koziil legalabb az
egyikben ezen metszet nem tartalmaz JF' tipusu élt, a tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy
P, NP3 nem tartalmaz JF tipusu élt.
Legyen z a Py N P, metszet azon pontja, melynek xz-koordinataja legkisebb, ez létezik és
egyértelmi. Itt is megjegyezziik, hogy ekkor s; € NY(z), sy € E(z), t; € K(z) és ty €
D(z). Tegyiik fel, hogy z-t ismerjiik, ezt az el6z6 esethez hasonldéan "ki tudjuk talalni", ami

23



azt jelenti, hogy az Osszes csucsot kiprobaljuk. Vizsgaljuk meg, hogy az (s; ¢ z), (s3 ¢ z),
(zoty), (zots) téglalapokon beliili éleket az utak milyen iranyban hasznaljak, jeldlje ezeket a
téglalapokat az egyszertiség kedvéért rendre Ay, Ay, By és By. Ekkor példaul azon uv éleket,
melyekre u € Ay \ By és v € Ay csak P, hasznalhatja, a novekvs z-koordinata iranyéaba.

5.2. dbra. A 3. lépésben el6forduld teriiletek szemléltetése, csak az A; N By és Ay N Bi-ben
elhelyezkeds élek iranyitasa nem egyértelmi, ezeket hasznalhatna P, vagy Ps is.

Hozzunk létre négy darab iranyitott grafot, (jelolje Sket D; ;cpa) a kivetkez6 modon :
D; csucsai legyenek G cstucsai és D;-ben akkor menjen él u csticsbél v cstcesba, ha uv € F,
valamint:

(1) z(u) + 1 = z(v)

(2)ue A\ By Av € A vagy pedigu € By Av € By \ A
vagy

(1) y(u) +1=y(v)

(2)ue Ay \ By Av € Ay vagy pedigu € By Av € By \ Ay

Fontosak még az A; N By és Ay N By-be képzsds élek (melyeknek mindkét végpontja ezek-
ben a metszetekben van). Mivel a P; N Py metszet kizarolag JL tipusu éleket tartalmazhat
és z a legkisebb z-koordinataju pont, (P; N Py) C By N By adodik, igy a fent emlitett élek
képei nem lehetnek egyszerre P, és Py torottvonalak részei. Ez azt jelenti, hogy két olyan
élre melyek végpontjai példaul A; N By halmazba képzddnek, nem lehet igaz, hogy egyiket
P, masikat P, hasznalja (ugyanez igaz az Ay N By halmazra). Igy ezen halmazok éleit ugyan-
olyan iranyitassal vehetjiikk be D;-be, igy négy kiilonbo6z§ irdnyitast kell kiprobalnunk. Itt
fog eltérni a négy létrehozott grafunk, Di-ben mutasson él u cstcsbol v csicsba, ha uv € F,
valamint :
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(1) 2(w) + 1= a(v)
(2) u,v € A; N By vagy pedig u,v € A, N By

Dy, D3 és Dy grafokat az A; N By és As N By-beli élek tovabbi 3 lehetséges iranyitasa szerint
egészitjiik ki.

Ekkor D; irdnyitott grafok kormentesek és barmely s;-t; ut D;-ben egy 1-it G-ben, barmely
S9-t9 Ut D;-ben egy 2-ut G-ben, ezeket a tulajdonsagokat az és az allitasokban
bizonyitjuk.

Igy Tholey algoritmusat [2] (mely iranyitott kérmentes grafban oldja meg a 2-DPP felada-
tot) felhasznalva, ha létezik megoldas akkor valamely i € [4]-re D;-ben diszjunkt s1-t1 és so-to
utakat keresve, taldlunk megoldast az eredeti probléméra. Olyan megoldast sosem talalunk,
melyben az utak képeinek metszete tartalmaz JF' tipusua élt.

A\

5.3. abra. A 3. lépés soran bevezetett iranyitds. Csak a z-n athaladé jobbra-fel iranyu egye-
nesre es@ élekre nem egyértelmi, hogy milyen irdnyban adjuk hozza D;-hez

Ha létezik tehat P 1-ut és P, 2-ut melyek cstcsdiszjunktak, akkor beleesnek a fenti 3
lépés soran vizsgalt 3 csoport valamelyikébe, ekkor pedig az algoritmus adott 1épésen beliil
meg is taldlja ezen utakat, igy az algoritmus valoban csak akkor nem talal megoldést, ha

nincs is.

5.1.2. Allitas: D, grdfban nincsen irdnyitott kor.

Bizonyitas: A D; iranyitott graf barmely uv élére igaz, hogy x(u)+1 = z(v) vagy y(u)+1 =
y(v) (mivel igy vettiik be az éleket). Ez alapjan z(u) + y(u) < x(v) + y(v) is teljesiil, azaz
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barmely uv € E; élre igaz, hogy nem csokkenti a koordinatak osszegét. (ahol E; a D; graf
élhalmazat jeloli). Ez a tulajdonsag az alabbi abra alapjan is konnyen lathato.

1N, -

e

5.4. dbra. A D;-ben el6fordul6 élek lehetséges képei

Tegyiik fel, hogy létezik iranyitott kor D;-ben, jelolje ezt K. A koordinatak Osszegének
monotonitasa miatt K csak olyan élekbdl allhat, melyek nem valtoztatnak a koordinatak
Osszegén (az abran két also lehetdség). Ugyanakkor barmely u € K cstcs esetén u pontbol
indulva, K élei mentén haladva vissza kell hogy jussunk u-ba, ez pedig azt jelenti, hogy F;-
ben van olyan él melynek képe a v pontbol mutat w pontba és olyan is melynek képe w
pontbol v pontba mutat (valamely v, w pontokra). Kénnyen latszik, hogy ez lehetetlen. [

5.1.3. Allitas: Tetszileges s,-t, it Di-ben egy 1-1it G-ben (ugyanigy tetszdleges so-to tit 2-1it
lesz).

Bizonyitas: Legyen u € D; olyan cstcs, hogy u € Bj = (B> \ (A1 U By)). Mivel Bj-on beliil
csak y-koordinatat noveld éleket vettiink be és t; ¢ D(u), ezért nem létezhet u-bol 1-be
vezetd ut D;-ben.

Legyen v € D; olyan cstcs, hogy v € A = (A \ (A1 U By)). Mivel Af-on beliilre képzsds
csucsokba csak mas Aj-on beliilre képzddé cstucsokbol mutat él, igy s;-b6l nem létezhet it
v-be D; grafon beliil.

Ezek alapjan barmely P D;-beli si-t; ut esetén P C (A; U By), ebbdl pedig kévetkezik, hogy
P athalad a z ponton. Lehetnek olyan FE;-beli élek, melyeknek képe A; U B; halmazon beliil
van és balra-lefelé mutat (a z-n balra-lefelé athaladé egyenesen).

Legyen vu olyan él, melynek képe balra-lefelé mutat. Ha v € A, N By, akkor a fentiek
alapjan D;-ben nem vezet ut s;-bdl v-be, ha pedig u € A; N By, akkor a fentiek alapjan
D;-ben nem vezet at u-bol t1-be. Tehat barmely mas, az A; U B; halmazba képz&ds uv élre
z(u) + 1 = x(v), igy barmely D;-beli s;-t; at 1-at G-ben.

Az allitas masodik fele hasonlé modon bizonyithato.

5.2. Az algoritmus futasideje

5.2.1. Allitas: 2-DSPP megoldhats O(nm) idében.

Bizonyitas: Az elGkészités soran négy szélességi keresés segitségével szamoljuk a termina-
loktol valo tavolsagokat, ez O(m) id6t vesz igénybe.

Az 1. 1épés soran O(n) racspontot kell megvizsgalnunk, hogy t; ponttél jobbra vagy te pont-
tol lefelé helyezkedik-e el a képe, ez O(n) id6ben megy, majd ha talaltunk ilyen csicsot akkor
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a allitas miatt O(m) idében talalunk megoldast, igy ez a lépés csak O(n + m) id6t
igényel. A 2.1épés soran O(n) darab csiucsot kell megvizsgalni, mint a z pont koriili négy
racspont kozil a bal-als6. Keresztezs élt keresve O(m) id6ben vizsgaljuk meg az Gsszes élt,
majd ha van ilyen élpar, akkor a kovetkezmény miatt Osszesen O(m) id6ben talalunk
megoldast. Ha nem létezik ilyen élpar, akkor is dsszesen O(n) koordinatat vizsgaltunk meg,
mint lehetséges metszéspont O(m) id6ben, ez Gsszesen O(nm) futasidét eredményez (a 2
részre bontas és hogy 2 élhez keresiink rajtuk atmend 1-utat és 2-utat, ezen nem valtoztat,
mivel ezek a futasidére nézve csak konstans szorzokat hoznak be).

A 3. 1épés soran a z pontot "kitalalasa" soran ismét O(n) pontot kell megvizsgalnunk, ezen
beliil pedig a D; grafokat O(m) id6ben hozzuk létre, majd benniik O(m) id6ben keresiink
diszjunkt utakat. Ezt a részt so és ty szerepének cseréjével is le kell futtatni, de ez csak egy
2-es szorzot jelent, igy ez az eset is Osszességében O(nm) id6t vesz igénybe.

Az algoritmus Gsszesitett futasideje tehat O(nm). O
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6. fejezet

Implementacid

Az 5] fejezetben ismertetett algoritmust Java nyelven implementaltam, a program forraskod-
ja elérhetd att.

6.1. Eltérések

Az implementalt algoritmus par helyen eltér Az 5| fejezetben ismertetett algoritmustol :

(1) A bemenetként kapott grafrol az implementécié sordn nem tettem fel, hogy csak
fontos élekbdl és cstcsokbol all. Ennek oka, hogy teszteléshez az Erdds-Rényi-modell alapjan
generaltam véletlen grafokat, igy persze nem varhatjuk el, hogy a kapott grafok minden éle
és csuicsa fontos legyen. A programom tehat azzal kezd6dik, hogy az inputként kapott grafot
a[2 fejezetben leirtak alapjan kezelem. Azt viszont elvarjuk a bemenetként kapott graftol,
hogy Osszefiiggd legyen, ha ez nem igaz akkor a program "G 0 nem Osszefiiggs" iizenettel
leall.

(2) A 3. 1épés soran elsallitott kormentes iranyitott grafokban 2-DPP megoldésara nem
Tholey [2] algoritmusat, hanem Perl és Shiloach [13] algoritmusat hasznalom. Ez ugyan nem
O(n + m), hanem O(nm) futésidejii (igy az implementalt algoritmus futéasideje O(n*m)),
viszont sokkal egyszertibb és atlathatobb, ezért alkalmasabb volt az implementéciora.

6.2. Input és output

Az inputot az "input.txt" nevd fajlbol olvassuk be, ez alapértelmezetten a [3.1] Abran lathato
grafnak megfelel6 bemenetet tartalmazza.

Input : A fajl els6 sordban szerepeljen n és m, masodik sordban pedig négy n-nél kisebb egész
szam, ezek rendre sp, s, tq, to cstucsok cimkéi. Az ezt kdveté m darab sorban szerepeljenek
a graf élei.

Output : Els6 soraban informécié arrél, hogy 1étezik-e megoldas és ha igen azt az algoritmus
melyik lépésében taladltuk meg. A maésodik és harmadik sorokban irjuk P; és P, utakat,
ezekrdl konnyen megéllapithato, hogy valoban megoldasai 2-DSPP-nek (ellenérzom, hogy Py
1-ut, P, 2-ut és P és P, cstcsdiszjunkt). Az output utolsoé sora ennek az ellendrzésnek az
eredményét tartalmazza (P és P, megfelels vagy a program &ltal adott utpar nem megoldéasa
a feladatnak).
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6.3. Példak

A tovabbiakban mutatunk par példat bemenetként kapott grafokra és a hozzajuk tartozo, a
programom &ltal adott outputra. Az Gsszes példaban az egyszertiség kedvéért az si, sq, ti,
ty cstucsok legyenek rendre a 0, 1, 2, 3 cimkéjd cstucsok (tehat 0-2 és 1-3 utakat keresiink).
Az abrak jobb oldalan pirossal jeloljiikk Py és kékkel jeloljiik Py torottvonalakat, ha létezik
megoldas.

6.3.1. Példa: Példa az 1. lépés soran megoldhato grafra.

S2
t1
o \ /
[
A program outputja ebben az esetben:
1. lépés soran talaltunk megoldast (t  2-t6l lefelé)
P :0-4-2
P2 :1-3
Ellenérzés : P_ 1 és P 2 valoban megoldésai 2-DSPP-nek a G grafon.
6.3.2. Példa: Példa a 2. 1épés soran megoldhaté grafra.
S2
S1 @—
t1
to

A program outputja ebben az esetben:

2. 1épés soran taladltunk megoldést

P :0-8-2

P:1-4-6-5-3

Ellenérzés : P_ 1 és P2 valoban megoldéasai 2-DSPP-nek a G grafon.

6.3.3. Példa: Jo példa olyan grafra melyben az algoritmus a 3. lépés sorén talal megoldast a
példaban szerepls graf. Latszik, hogy az 1. és 2 1épés soran nem taldlhatunk megoldast,
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6.1. dbra. Ezen graf geometriai tulajdonsagairél a példa soran b&vebben beszéltiink.

valamint s, és ty csiicsok cseréje nélkiil sem, azaz a megoldast a 3. 1épés s, és ty cseréje utani
részben talalhatjuk csak meg.
A program outputja ebben az esetben:
3. lépés soran talaltunk megoldast (s 2 és t_ 2 cseréje utén)
P:0-7-8-9-11-2
P:1-6-5-4-10-3
Ellenérzés : P 1 és P 2 valoban megoldasai 2-DSPP-nek a G grafon

6.3.4. Példa: Példa olyan grafra melyben nincs megoldés, ez esetben ez konnyen latszik,
hiszen barmely 1-ttnak és barmely 2-ttnak at kell mennie a 12 cimkéj cstcson.

A program outputja ebben az esetben:
Nincs megoldas
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