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Bevezeto

A szakdolgozatomban bemutatom az ismétlédésmentes sorozatokat és az implementdldsukat a grafszi-
nezések témakorébe, mint ismétlédésmentes szinezések. Ismertetem az egyszeriibb struktiraja grafok
(példaul utak, korok, fak) Thue szamait, amelyekkel lefektetem a dolgozatomban a kés6bbi Osszetettebb
grifcsalddok vizsgdlatainak alapjait. Bemutatdsra keriilnek tobbek kozott a k-fak Thue szdmai, melyek
vizsgalata kiemelt fontossagud, mivel segitségiikkel barmilyen G graf Thue szamara adhatunk egy felsé
becslést, feltéve, hogy ismerjiik G favastagsagét. Foglalkozunk a sikgrdfok Thue szamaival, melyek vizs-
galatdhoz definidlnunk kell az erésen ismétlédésmentesség és az erds grafszorzas fogalmait is. Végiil, de
nem utolso sorban pedig egy szintén jelentds témakort vizsgalunk meg: a fokszadmkorlatos grafok Thue
szamainak témakorét. Ennek fontossdga szintén abban rejlik, hogy segitségével barmilyen G graf Thue

szamat feliilrdl becsiilhetjiik, ha ismerjiilk G maximalis fokszamat.



1. Alapveto definiciok és jelolések

1.1 Definicié (Graf)
A graf csticsok V(G) = {v1,v2,....,va }, és élek E(G) = {...., (v, v;), ...} véges halmaza, ahol 1 <i, j <n.

1.2 Definicié (Fokszam)

Egy csucs foka vagy fokszdma, azoknak az éleknek a szdma, amelyek illeszkednek a csucsra. Jeldlje
d(v;) a v; csdcs fokszamat, valamint A(G) a G graf maximadlis fokszamat. (Helyenként az egyszertiség
kedvéért: A(G) = A.)

1.3 Definicié (Séta)

A séta a csuicsoknak egy vo, Vi, V2, ...., Vg1,V sorozata, melyben minden i-re teljesiil, hogy (v;_1,v;) él,
aholi=1,...,k.

1.4 Definicié (Ut)

Az 1t olyan séta, amelyben barmely i # j-re v; # v;. P, az n csticsu utat jeldli.

1.5 Definici6 (Korséta)

A korséta olyan séta, melyben az els6 és az utolsé csiics megegyezik, azaz vy = vy.

1.6 Definici6 (Kor)
A kor egy olyan korséta, amelyben vy = vy kivételével nem ismétlddik cstcs. C, az n csucst kort jeloli,
ahol n > 3.

1.7 Definici6é (Hurokél)
Egy e € E(G) él hurokél, ha e = (v;,v;), valamely v; € V(G)-re, azaz a hurokél egy olyan él, amely egy

csdcsot onmagdaval kot ssze.

1.8 Definici6 (Osszefiiggd graf)

Egy G graf 6sszefliggd, ha barmely két csticsa kozott 1étezik séta.

1.9 Definicié (Hargraf)
Egy G graf hurgraf, ha minden legaldbb 4 cstcsot tartalmazé korének van egy olyan éle, amely nem

része a kornek, de sszekot kettd a korben 1€vs csicsot.

1.10 Definicié (Fa)

7 z

A fa egy Osszefiiggd €s kormentes graf.

1.11 Definicio (Teljes graf)

A teljes graf egy olyan graf, melynek barmely két kiillonbozd csicsa kozott 1étezik él. K, az n cstcsd
teljes grafot jeloli.

1.12 Definicio (Részgraf)

R graf egy G graf részgrafja, ha R megkaphat6 G-bdl csticsok é€s élek elhagyasaval.

1.13 Definicié (Klikk)
A klikk egy teljes részgraf, azaz néhdny csucs, melyek kozott minden €l be van hizva. A k-klikk a k&

csucsu klikket jelenti.



1.14 Definicio (Tavolsag)

Két kiilonb6zd u,v csicsok egymastdl vett tavolsaga a kozottiikk 1€vs egyik legrovidebb tt élszama.
Amennyiben u és v k6zott nem 1étezik 1t, a tdvolsdgukat végtelennek definidljuk. u és v tavolsdgat d(u,v)
jeloli.

1.15 Definicio (Graf szintezése)

Egy Osszefliggé G graf szintezése egy tetsz6leges vy cstics szerint egy olyan S: V(G) — Z fiiggvény
amelyre S(v;) = d(vo,v;).

1.16 Definicio (Kiralygraf)

A kirdlygraf egy a sakktibla mez6ibdl képzett olyan graf, amelyben minden mez6 egy cstcsnak felel

meg, és két csicsot pontosan akkor kot 0ssze €1, ha mez6iknek 1étezik kozos éle vagy kozos csticsa.



2. Ismétlodésmentes sorozatok

2.1 Definicié (Ismétlodésmentes/Thue sorozatok)
Egy a =aja;...a, (a; € {1,2,3,...} adott méretli halmaz feletti) sorozat ismétlédésmentes, ha nincs

sz

benne ketté egymds mellett 1évS a;-(k)bdI alkotott részsorozat, melyek azonosak.

» Ez példaul egy ismétlddésmentes sorozat: 123132123213

* Ez pedig egy nem ismétlédésmentes sorozat: 1232312, mivel tartalmaz két egymassal szomszédos,
azonos blokkot: 2323.

1. Maximum milyen hosszi ismétlddésmentes sorozatot lehet alkotni, ha a; € {1,2}?

Konnyen meggondolhatd, hogy erre a valasz 3, mivel:

Legyen az els6 tag 1: 1
Masodik helyre ekkor csak 2-t lehet {rni: | 12
Harmadik helyre pedig csak 1 keriilhet: | 121

Negyedik helyre viszont mar nem lehet se 2-t irni, mert akkor 1212 lenne az ismétlédés, se 1-et,
mert akkor pedig az 11 lenne az ismétl6dd rész. Ez ugyanigy meggondolhatd, ha 2-vel kezdjiik a

sorozatot. Azaz tényleg 1étezik 3 hosszi sorozat 2 elemd halmaz f616tt, €s ez tényleg a leghosszabb.

2. Maximum milyen hosszi ismétlédésmentes sorozatot lehet alkotni, ha a; € {1,2,3}?
E kérdésre a vélasz mdr sokkal meglep&bb. 1906-ban Axel Thue [1] norvég matematikus bebizo-
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nyitotta, hogy 3 elemi halmaz folott eldallithato tetszSleges hosszi, ismétlédésmentes sorozat:
12132123121323132123121321231323...

Thue bizonyitdsa konstruktiv, és a sorozat tagjainak behelyettesitésére épiil. Példaul a kovetkezd

behelyettesités:

1 — 12312

2 — 131232

3 — 1323132
meg0rzi az ismétlddésmentességét a sorozatnak az {1,2,3} halmaz folott. Azaz, kicserélve az
eredeti ismétlddésmentes sorozat Osszes a; elemét a fenti behelyettesitéssel, 4jbdl egy ismétlédés-
mentes sorozatot kapunk. Ez egyben azt is jelenti, hogy barmely egy elemii sorozatbdl kiindulva,

a behelyettesitéseket kell6en sokszor elvégezve tetszdlegesen hosszi ismétlédésmentes sorozatot

kaphatunk.

Az ismétlédésmentes sorozatokat, mint grafok dtjainak ismétlédésmentes szinezéseit is tekinthetjiik.

Innentdl a szakdolgozatomban a Thue sorozatok ezen altaldnositasat fogom bemutatni részletesebben.



3. Grafok ismétlodésmentes szinezése

A Thue sorozatok elemeit rendelhetjiik a graf csticsaihoz és az éleihez is; ennek fiiggvényében beszé-
liilnk ismétlédésmentes csucsszinezésrdl vagy éppen ismétlddésmentes €élszinezésrdl is. Ebben a szak-
dolgozatban a hangsulyt az ismétlédésmentes csucsszinezésekre fektetem, viszont fontos definidlni az
ismétlédésmentes élszinezést is, egyes — késébb szdba jovd — specidlis esetek miatt. Innent6l, ha csak
ismétlédésmentes szinezést irok, akkor ismétlédésmentes csucsszinezést értek alatta.

3.1 Definicié (Ismétlddésmentes csucsszinezés)

Egy f: V — N cstcsszinezés a G grafon ismétlddésmentes, ha nincs olyan » > 1 konstans, és vy, ..., v,
it a G grafban, hogy f(vi) = f(vei) Vi=1,...,r.

3.2 Definiciéo (Ismétlddésmentes élszinezés)

Egy f: E — N élszinezés a G grafon ismétlédésmentes, ha nincs olyan » > 1 konstans, és vy,..., vy

ut a G grafban, hogy f(vivit1) = f(VrsiVesiv1) Vi=1,...,1.

A konnyebb vizualizicié érdekében N kiilonbozé elemeit kiillonbdzd szineknek feleltetjilkk meg a
tovabbiakban. Azaz egy G graf csicsszinezése vagy élszinezése ismétlédésmentes, ha a G-ben vett bar-
mely dton a szinek sorozata ismétlédésmentes.

3.3 Definici6 (Thue szam)
A G graf ismétlédésmentes csticsszinezéséhez kell§ szinek szdmdnak minimumadt 7(G) jeloli és a graf

Thue szdmdanak hivjak.

3.4 Definicio (Thue index)
A G gréf ismétlGdésmentes élszinezéséhez kell§ szinek szamadnak minimumat 71’ (G) jelsli és a graf Thue

indexének hivjak.

Azaz a 3.1. definici6 szerint 7(G) = min|f(V(G))

Noga Alon [2] definidlta 2002-ben, és nevezte el Axel Thue utdn, az ismétlédésmentes sorozataiban elért

, ahol f ismétlédésmentes. A Thue szdmokat

eredményei miatt.

Vegyiik észre, hogy m(G) viszonylag egyszer(i grafokra se trividlis:

1. dbra. Erre a grifra m(G) = 4, mivel 3 szinnel szinezve biztosan lenne egy Ut G-ben, amely tartalmaz

ismétlédést és 4 szinnel valé ismétl6désmentes szinezése G-nek lehetséges a fenti médon.

Eppen ezért érdemes elszor a lehetd legegyszeriibb példat megvizsgalni, azaz amikor G = P,.



3.5 Tétel (Thue tétele [1])
Ha P, egy it n > 4 csiicson, akkor w(P,) =3

Bizonyitas. Valdban, hiszen P, ismétlédésmentesen csicsszinezhetd, a fenti (2.) tetszSlegesen hosszui
sorozat barmely n hosszu szeletével (a 3 elem( halmaz tagjaihoz egy-egy szint megfeleltetve, és a sorozat
tagjait pedig sorban a csicsokra irva). Tovdbb4, a tételben szerepld n > 4 feltétel is egybdl 1atszik miért
sziikséges, ha mint n hosszu sorozat gondolunk a P, szinezésére, és visszaemléksziink a bevezetés els6

pontjara (1.). ]

A leginkdbb vizsgalt kérdés a grafok Thue szamaival kapcsolatban, az a kovetkez6: mi a kapcsolat
7(G) és A(G) kozott?

* Ha A(G) = 1, akkor m(G) < 2, mivel G diszjunkt csticspdrok és diszjunkt csticsok tnidja.

* Ha A(G) = 2 (utak, korok és diszjunkt csticsok tGnidja), maximum mekkora lehet (G)?

Lattuk, hogy m(P,) < 3 és ennek kovetkezményeképpen konnyen beldthatjuk, hogy 7(C,) < 4, a ko-
vetkez6 mddon. Vegyiink tetszSlegesen egy csucsot C,-bdl és szinezziik be az 1. féle szinnel. Ekkor a
maradék cstcsat a kornek felfoghatjuk gy, mint egy n — 1 hosszu utat, melyrSl mar tudjuk, hogy n mé-
retétdl fiiggetleniil be tudjuk szinezni 3 féle szinnel, mely most legyen a 2.,3., és 4. féle sziniink. Ekkor
j6 ismétlédésmentes szinezését kaptuk C,-nek 4 szinbdl. Ezenfeliil valéban 1étezik olyan kor (2. dbra)

amelyhez kell is a négy szin az ismétlédésmentes kiszinezéséhez, ezért w(C,) < 4.

\

2. abra. Példaul ©(Cs) =4

Ez azt jelenti, hogy olyan G grifokra, melyekre A(G) = 2, teljesiil, hogy 7(G) < 4.

Ezek utdn adja magét a kérdés: vajon A(G) > 3 grafok esetén milyen fels§ hatdrt tudunk megszabni
7(G)-nek?

MeglepGen csak A(G) = 1-re és A(G) = 2-re tudunk pontos maximumot meghatdrozni 7(G)-nek. Bér-
mely A(G) > 3 grafcsoport esetén a pontos maximum 7(G) érték nem ismert! S6t, az eddigiekbSl még
az sem vildgos, hogy a legnagyobb 7(G), A(G) > 3-ra egydltaldn egy véges szdm lesz-e. Ez igazan érzé-
kelteti, hogy mér enyhén bonyolultabb grafokra is, mennyire nehéz kiszdmolnunk 7(G) pontos értékét.
Eppen ezért sokszor csak becsléseket tudunk adni 7(G) értékére, G kiilonb6z6 tulajdonsagai alapjan. A

szakdolgozatom kovetkezd és egyben 6 fejezetében, ilyen becsléseket fogok bemutatni.



4. Becslések 7(G)-re

Azaz minimum hédny féle szinre van sziikségiink, hogy biztosan ki tudjunk ismétl6désmentesen szinezni

veliik egy adott tipusd grafot?

4.1. Korok Thue szama

A eddigiekben belattuk, hogy 7(C,) < 4, minden n-re. Erdekes médon ez az egyenlGtlenség egyediil az
n=>5,7,9,10,14,17 értékekre pontos, és Vn > 18-ra ©(C,) = 3.
Az egykori sejtés, hogy n > 18-ra, minden C, ismétl6désmentesen 3-szinezhet6 R. J. Simpsontdl szar-

mazik, és James Currie bizonyitotta be 2002-ben [3].

4.2. Fak Thue szama

4.1 Tétel ([4])
n(T) < 4 minden T fdra.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszGleges fat, és valasszuk egy tetszéleges vg csicsat gyokérnek.

V0

Intuicio:
Mivel egy féban is (csak mint a P, grafokban) barmely két csics kozott 1étezik tit és ez az ut egyértelmdi,

prébaljunk meg a P, grafokra kapott eredményiinkbdl kiindulni.

Préba:
Illessziik egy ut ismétlédésmentes szinezését egy fara a kvetkezd mdédon, majd vizsgaljuk meg az ered-
ményt. Legyen az it ismétlédésmentes szinezése: ag,ay,...,a,, €s bontsuk a fa csicsait szintekre (S; az

i. szint) a gyokértdl vald tavolsaguk szerint: egy v € V(T) csticsra v € S;, ha d(vo,v) =i,0 > i > n.



ao ® . Vo So

a —_ > Sh

a2. _— / \ 52
asg S3
asd Sy

Lathatjuk, hogy ez a szinezés nem j6, mivel példaul a piros élekbdl all6 ut szinezése nem ismétls-

désmentes. Mi is pontosan a probléma, amely miatt nem miikodik ez a fajta megfeleltetés P, szinezése és
T szinezése kozott? A baj az lehet, hogy egy fanak létezhetnek olyan ttjai is, amelyek kétszer is athalad-
nak adott szinteken. Az 4dbran példdul a rossz piros 1t az S3 szinten halad 4t kétszer. Ez megfeleltethet6
annak, mintha a P, grafunkon elindultunk volna egy irdnyban, majd egy tetsz6leges csticsan megfordul-
tunk volna és visszafelé folytattuk volna a bejardst. Azaz a probléma megoldhat6 azzal, ha a P, grafot,

amelyr6l implementdljuk a 7" szinezését a kovetkez6képpen szinezziik ki:

o Ismétlédésmentesen ES

 Palindrémamentesen, azaz semelyik részszelete se legyen ugyanaz az egyik végérdl olvasva, mint

a masik végérdl olvasva.

Hivjunk egy T-beli utat visszafordulénak, ha a benne 1év6 csicsok szintjeinek indexe nem egy mono-
ton sorozatot alkot. Mivel T-ben minden visszafordul6 ismétléses ttnal taldlunk egy (legalabb harom
hosszii) palindrémdt a szintszinezésekben (azaz P,-ben is, amelyrdl a szintszinezést implementéltuk),
ezért ha nincs se palindroma se ismétléses ut a szintszinezésekben, akkor 7-ben sem lesz ismétléses
ut. Ilyen P,-r6l implementalva a szinezést mar megfeleld lesz a T grafunk szinezése is! A kérdés in-
nent6l, hogy hany szinbdl tudunk egy P, grafot ismétlédésmentesen és palindromamentesen kiszinezni.
Egy ag,ay,...,a, sorozat palindromamentességének sziikséges és elégséges feltétele, hogy a;,a;+1,a;12

paronként kiillonb6z6 legyen minden i-re, ahol 1 > i > n—2.

4.2 Allitas
Ha (a,) = ag,ai,...,a, egy ismétlédésmentes sorozat, akkor (a}) = ap,a1,d,a2,as,d,aa,... ,a, egy is-

métlédésmentes és palindromamentes sorozat, ahol d egy az (a,) sorozat szineitdl kiilonbozd szin.

Ezen 4llitas igaz, mert:

* Minden palindroma tartalmaz a kézepén egy palindromat, amely vagy xx vagy xyx alaku, igy

elegendd kizdrnunk a 2 vagy 3 hosszd palindrémakat egy sorozatbél, hogy azt allithassuk réla,
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hogy palindrémamentes. Ez alapjin azzal, hogy egy ismétlddésmentes sorozatban minden harma-
dik helyre besztirtunk egy Uj, az eddigiekt6l kiilonboz6 karaktert, (a;) valéban palindrémamentes
sorozat lesz, mivel a sorozat barmely 3 szomszédos karaktere paronként kiilonb6z8, azaz nem

palindréma.

* Tovabba (a)) is ismétlédésmentes sorozat lesz, mivel ha lenne benne ismétlédésesen szinezett
részsorozat, akkor abban a d-ken kiviili részeknek is ismétlédniiik kellene, de azokrél tudjuk, hogy

ismétldésmentesek (a,) definiciéja miatt.

Igy a 3.5. tételbdl és a 4.2. 4llitasbol kovetkezik, hogy minden P, grifnak van legfeljebb 4 szint
igényl6 ismétlédésmentes és palindrémamentes szinezése.
Ezzel belattuk a 4.1. tételt, azaz, hogy minden T grafnak létezik maximum 4 szint igényld ismétl6dés-

mentes szinezése. O

4.2.1. k-Fak Thue szama

4.3 Definicio (k-Fa)
Egy k-fa egy olyan graf, amely el6allithaté egy k csticsu klikkbol a kovetkezd rekurziv 1€péssel: egy Uj

csucs hozzavétele dgy, hogy hozzakapcsoljuk élekkel egy mér a grafban 1évS k csicsu klikkhez.

A kovetkezd abrak e rekurzids 1épést mutatjak be 1,2, és 3-fa példdjan. A tiirkizkék cstcs és a hozza kap-
csolodé élek az djonnan hozzdvett csicsot és éleket jelolik. Az dbrdkon balrdl jobbra haladva latszédik

az adott fa épitésének folyamata.

Kezdeti klikk:
k=1

oy

3. dbra. 1-fa épitése. Lathato, hogy az 1-fa megegyezik a szokdsos fa-graf fogalmaval.

Kezdeti klikk:
k=2

//AN§

4. 4bra. 2-fa épitése
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Kezdeti klikk:
k=3

AAN%

5. abra. 3-fa épitése

4.4 Definicio (Favastagsag)
Egy G graf favastagsaga az a legkisebb k szam, amelyre G részgrafja egy k-fanak.

A korlétos favastagsagu grafok az informatikdban kiemelt fontossagiak, mivel szerkezetiikb6l ad6-
déan magukban hordozzak a fak kedvezd strukturalis tulajdonsagait, igy hatékonyabb algoritmusok ir-

hat6ak rajuk.

Erdemes foglalkoznunk a k-fak Thue szdmaival, mivel ha sikeriil adnunk egy felsé becslést rajuk,
akkor ezzel egyiitt az Osszes k favastagsagi graf Thue szdmara is taldltunk felsd becslést. A kovetkezd

kettd lemma a k-fak Thue szamarol sz616 tétel bizonyitdsdhoz lesz sziikséges.
4.5 Lemma ([9])

Ha a P grdf palindrémamentesen és ismétlédésmentesen van kiszinezve, és P' egy olyan grdf, amelyet P-
b6l kaptunk minden csiicshoz egy hurokél hozzdvételével, akkor P'-ben minden ismétlédésesen szinezett

Voo sVin, Vintl, - - - s Vam S€tdra teljesiil, hogy v; = v,,1; minden i-re.

Bizonyitas. Nevezziik el g-nek P palindrémamentes és ismétlédésmentes szinezését, tovabba legyen P’-
ben az egyik tetszdleges ismétlddésesen szinezett séta elsd fele W) = vy, va,. .., v, masodik fele pedig
W2 = Vis1,Vmt2,- - -, Vam. Ha beldtjuk, hogy W) = W,, akkor készen vagyunk, mivel ez pontosan azt
jelenti, hogy az ismétl6désesen szinezett sétaban v; = v,,.; minden i-re. A lemmat m szerinti indukciéval
l14tjuk be. Mivel g palindrémamentes, ezért:
1. g(vi) = g(vit+1), akkor és csak akkor, ha v; = v;;| (mert kiilonben xx alaki palindréma lenne), és
2. g(vi) = g(viy2), akkor és csak akkor, ha v; = v;;» (mert kiilonben xyx alaki palindréma lenne).

Azaz ha m = 1,2, akkor tényleg W) = W,. Legyen m > 3. Tegyiik fel, hogy 2m-nél rovidebb sétakra
teljesiil, hogy W) = Ws.

» Tegyiik fel, hogy v; = v;y1 valamely i < m — 1-re. Ekkor mivel W; szinezése megegyezik W, szi-

nezésével teljesiil, hogy:

gvm+i) = g(vi) = g(viy1) = g(Vmtit1)-

Ebbdl pedig kovetkezik g palindrémamentessége miatt, hogy vy, +; = Viptir1 (1.). Ekkor megte-

hetjiik, hogy kihagyjuk W;-b6l v;-t és W5-bdl v, ;-t, igy egy olyan 2m — 2 hosszi ismétlodésesen
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szinezett W{W, = Vi,...,Vi1,Vitls--sVimsVintls- - s Vimtiols Vmtit1,- - - , Vo SEtat kapva, amelyre
az indukciés feltevésiink miatt mar tudjuk, hogy teljesiil a W) = W, egyenlGség. Ekkor viszont
lathat6, hogy W) = W, is teljesiil, mivel W{-bdl és W,-bdl tgy kapjuk W;-et és W»-6t, hogy mind-
kettében ugyanazt a csicsot dupldzzuk meg, egy hurokél bevételével. Innentdl tegyiik fel, hogy

v; # viy1 semmilyen i < m-re, és hasonld indoklds miatt, semmilyen m < i < 2m-re sem.

Tegyiik fel, hogy valamelyik i < m — 2-re v; = v;;». Ekkor mivel W, szinezése megegyezik W,

szinezésével, teljesiil, hogy:

gvmti) = g(vi) = gviy2) = g(Vimtiv2)-

Ebbdl pedig kovetkezik g palindrémamentessége miatt, hogy v;,1; = Vptit2 (2.). Ekkor megtehet-
jik, hogy kihagyjuk W;-b6l v;i1-et és v; -6t és Wr-b8l vy qir1-€t €s vy yi0-6t, igy egy 2m — 4
hosszi ismétlédésesen szinezett W, W, sétat kapunk. Az indukcids feltevés miatt ekkor W/ = W.
Igy mar elegend beldtnunk azt, hogy vi | = vy it

Mivel v; = V14, Vi 7 Viel €S Vinri 7 Vimtit1, €2€rt vi 1 viviyir1 egy séta P-ben. Tovabba, mivel
git1) = 8(Vmyir1), ezért g(viy1)g(vi)g(Vmtiv1) egy palindréma. EbbSI kifolySlag viy1vivinrit

nem egy Ut, igy Vi1 = Vitit1-

Ha W W;-ben se xx, se xyx alakd rész nincsen, akkor W W, palindrémamentes és hurokélt sem
tartalmaz, igy W, és W, P részitjai. Ekkor W1 W, hatféleképpen nézhet ki. Ha W, és W, azonos
iranyba haladé utak P-ben, akkor ezen beliil harom kiilonboz6 esetet tudunk vizsgélni (6. dbra).
A kovetkezd harom eset mindegyikében ellentmonddsra jutunk abbdl, hogy mig W W, ismétl6dé-
sesen szinezett, P szinezése a 4.5. lemma szerint ismétlédésmentes kell, hogy legyen, igy ilyen

W1 W, sétak nem létezhetnek.
— 1. eset: v,,+1 nem egyenld se v,,-mel, se v,,_1-gyel. Ekkor W W, egy résziitja lenne P-nek,
amely ellentmondas.

— 2. eset: vy, egyenl v,-mel. Ekkor (W) — vy, ) (Wa — va,,) egy ismétlGdésesen szinezett rész-

utja lenne P-nek, amely ellentmondas.

— 3.eset: vyp1 egyenlS vy, 1-el. Ekkor (W) — vy 1 — v ) (Wa — vy 1 — Vo) egy ismétlédésesen

szinezett részitja lenne P-nek, amely ellentmondés.
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1. eset: =2 i —— .
VU1 V2m
Wi
2. eset: 2 Ut Y W
Um+1 V2am—1 g’m
Wi
3. eset: U vnoz i ve Wy
-

e
e

Uom—2 V2m—1 V2m

Um+1

6. abra. Az ellentmondésra vezetd ismétlods részek elsé és masodik felei az dbran a piros ovalisokban

lathatdak.

Ha W, és W, egymadssal ellentétes irdnyu utak P-ben, akkor ezen beliil szintén tovabbi harom esetet

kiilonithetiink el (7. dbra). A kovetkezd harom eset mindegyikében szintén ellentmondésra fogunk

jutni abbdl, hogy W W, ismétlédéses szinezése miatt nem futhat egymassal ellentétes irdnyban W

és W, P ugyanazon csucsain, mivel ez egy palindromat feltételezne P-ben, de P szinezése a 4.5.

lemma szerint palindrémamentes kell, hogy legyen, igy ilyen Wi W, sétdk sem létezhetnek.

— 4. eset: vy,+1 nem egyenld se v,,-mel, se v,_1-gyel. Ekkor az egymassal ellentétes iranyu, P

ugyanazon a cstcsain futé (W) —vy) és (Wo — vy,41) vezet ellentmondasra.

- 5. eset: v;,11 egyenld v,,-mel. Ekkor az egymadssal ellentétes irdnyt, P ugyanazon a csticsain

futdé W és W, vezet ellentmondasra.

— 6. eset: v, egyenld v,_1-gyel. Ekkor az egymassal ellentétes irdnyd, P ugyanazon a csu-

csain futé (W) —vy,) és (Wa — vo,) vezet ellentmondasra.

4. eset: W

U1 ’U2

< \é @2

V2m Um+2 Um+1

2

5. eset:

6. eset:

W

vy

'm—1

Vpn

V2m Um+1 U2m V2m— 1

Um+1

7. dbra. Az ellentmonddsra vezetd palindromdk egyik irdnyd és masik iranyu bejdrasai az dbran a piros

ovalisokban lathatdak.

Ezzel belattuk, hogy P’-ben csak akkor létezhet ismétlGdésesen szinezett W; W, séta, ha W

4.6 Lemma (Palindroma lemma|5])

=Ws.

O

Egy G grdf minden S szintezésére létezik G-nek egy olyan 4-szinezése, amelyben minden ismétlddésesen

szinezett vy, . ..

, Vo titra teljesiil, hogy S(v;) = S(vii,), mindeni=1,...,

r-re.
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Bizonyitas. Legyen P = po, p1,...,pn €2y olyan it, amely minden cstcsit G egy-egy szintjének felel-
tessiik meg: po = So,p1 = S1,p2 = S2,...,pn = S,. Tovédbbi legyen P’ egy olyan graf, amelyet P-bdl
kaptunk minden csticshoz egy hurokél hozzivételével. Ekkor G-ben egy ut szintsorozata egy sétdnak
felel meg P’-ben. Legyen P-nek a 4-szinezése egy palindroma- és ismétlddésmentes szinezés; 4.2. lem-
maban belattuk, hogy 1étezik ilyen. Tovabba G csicsai P szinezése szerint legyenek kiszinezve: S;-beli
csucsok szine egyezzen meg v; € P szinével. Ekkor G-ben egy séta csicsainak PP szintsorozata meg-
egyezik egy Wi W, sétdval P'-ben. Ekkor ha vy,...,v;, egy ismétlddésesen szinezett Gt G-ben, akkor a
hozz4 tartozé W W, séta is ismétlédésesen szinezett P'-ben. fgy a4.5. lemma szerint W, = W5, és emiatt

S(vi) = S(vitr) mindeni=1,...,rre. O

4.7 Tétel (Kiindgen és Pelsmajer|5))
7(G) < 4%, minden G k-fdra.

Bizonyitas. A tételt k szerinti indukcidval fogjuk belatni. k£ = 1-re lattuk, hogy teljesiil, mivel megfi-
gyeltiik, hogy az 1-fa fogalma megegyezik a fa fogalommal, a fakra pedig a 4.1. tétel kimondta, hogy
n(T) <4.Hak > 2, akkor tegyiik fel, hogy k — 1-ig teljesiil a tétel. Bizonyitsuk be, hogy k-ra is teljesiilni
fog:

Adjunk egy szdmozdst a G k-fa cstiicsainak a kovetkezd médon: minden i =0, ..., n-re, v; cstics olyan
szomszédjai, melyek i-nél kisebb indextiek, egy k-klikket alkossanak. Ilyen szamozas mindig lehetséges
a k-fa definici6jaban latott rekurziv épités miatt, mivel ha mindig ndvekvd sorrendben a kévetkezd inde-
xet a kovetkezd hozzavett csicshoz rendeljiik hozza, pont egy ilyen szdmozast kapunk. Nevezziik ezt a

szdmozdsét a csicsoknak szimpla szdmozasnak.

U1 U1 U1 Vs U1 Vs
Vo Vo U (%) Vo (%) Vo
U4

8. dbra. A csiicsszdmozds egy 3-fa példdjan bemutatva. Az dbra a 4.2.1. dbrdhoz hasonldan értelmezendd.
A szamozast a csticsokhoz fenti bekezdés szerint rendeltiik. JOI 1atszodik, hogy a csticsoknak a naluk

kisebb indexii szomszédjai valéban egy k-klikket alkotnak, melyek az dbrén lildval jelolve lathatéak.

Vegyiik a k-fanak egy vg cstcs szerinti S szintezését. A grafunk S; szintjének csucsait és az Sket

0sszekotd éleket nevezziik el G; részgrafnak. Példa graf k = 3-ra:
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U1 U3 U7

v
Vo 8

4.8 Allitas
Ekkor minden G; egy (k— 1)-fa részgrdfja.

Bizonyitas. A bizonyitast indukcidval fogjuk elvégezni, miutan belattunk egy fontos segédallitist hoz-
z4a. A bizonyitds sordn nevezziik egy csics olyan szomszédjait, amelyek a szimpla szdmozds szerint
kisebb indexiiek, a cstcs visszaszomszédjainak. A szimpla szdmozas és a k-fa definiciéjabdl kovetkezik,
hogy egy k-faban minden csticsnak pontosan k visszaszomszédja van, igy az is teljesiil, hogy egy k-fa
részgrafjdban (azaz mds széval egy maximum k favastagsdgd grafban) minden csicsnak maximum k
visszaszomszédja van. Azt dllitom, hogy minden G;-n 1év§ csicsnak l1étezik minimum egy darab vissza-

szomszédja, amely G;_1-en helyezkedik el. Ez igaz mert:

1. Egyrészt a szintezés definiciéja miatt minden S; = G; szinten 1év6 csticsnak biztosan l1étezik szom-

szédja, amely S;_| = G;_1-en helyezkedik el.

2. Masrészt ezek a S;_1-en elhelyezkedd szomszédjaik biztosan visszaszomszédok, mert:
Tegyiik fel, hogy 1étezik g,y csics, ahol g € S; és y € S;_1, amelyekre nem teljesiil, hogy y g-nak
visszaszomszédja. Ekkor keressiik meg azt az ilyen ¢,y part, amelyben y a lehetd legkisebb szinten
van. El6szor is y indexe nem lehet 1, mert akkor 6 lenne a gyokér a szimpla szdmozas szerint,
viszont a gyokér minden szomszédjanak nagyobb az indexe, igy g-nak is nagyobb indexiinek kéne
lennie, azaz ekkor y visszaszomszédja lenne g-nak. Tehdt y nem a legels6 szinten van. Ekkor a
szintezés definicidja miatt y-nak van egy c visszaszomszédja az S;_»-edik szinten. Tudjuk, hogy ¢
visszaszomszédja y-nak, mivel ha nagyobb indexi lenne, akkor a ¢,y part vettiik volna a legkisebb
szinten 1év{ ilyen par keresésénél, nem a ¢, y-t. Ekkor mivel y-nak kisebb index{i szomszédja c és
q is, ezért a szimpla szdmozds miatt a cq élnek 1éteznie kéne, viszont |S(q) — S(c)| > 1, ezért a
szintezés definicidja szerint ilyen él nem létezhet. Ezzel ellentmondasra jutottunk, igy y biztosan

kisebb index, mint g, azaz y biztosan visszaszomszédja g-nak.

Azaz ha mindegyik G;-n 1évG csucsnak Osszesen k darab visszaszomszédja van (mert G k-fa), és biztosan
1étezik egy visszaszomszédja, amely G;_i-en helyezkedik el (a fenti 1. és 2. indokldsok miatt), akkor
levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy G;-re megszoritva maximum k — 1 visszaszomszédja van egy G;-ben
1évd csicsnak. Ezen feliil azt is tudjuk a szimpla szdmozds és a k-fa definici6jabdl, hogy egy csucs
visszaszomszédjai teljes grafot feszitenek. Probaljuk meg G-t kiegésziteni élekkel tigy, hogy egy k — 1-

fat kapjunk, ezzel beldtva, hogy G; val6ban egy k — 1-fa részgrafja. A kiegészitett grafot jelolje G™.
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Ha G;-ben maximum & darab cstics van, akkor - amennyiben sziikséges - 4j élek és tj csicsok hoz-
zavételével kiegészitjiik G;-t egy K teljes részgraffa. Ekkor ez egy k — 1-fa, mivel megkaptunk egy Kj_ |
kezd§ klikket és egy cstcsot, amelynek pontosan k — 1 G/ -beli visszaszomszédja van (és a visszaszom-

szédjai egy Kj_1-et alkotnak), igy G; valéban egy k — 1-fa részgrafja volt.
Ha G;-ben tobb, mint k darab cstics van, akkor a kdvetkez8képpen jarunk el:

El6szor szintén kiegészitjiik - amennyiben sziikséges - 1j élek hozzavételével a szimpla szdmozas
szerinti els k csticsot egy Kj teljes részgraffd. Ezzel kapunk egy k méretii részgrafot G -n beliil, amirdl
mar tudjuk, hogy egy k — 1-fa. Legyen az indukcids feltevésiink, hogy a szimpla szamozas szerint haladva

mar az els6 n darab G;-beli csticsra tudjuk, hogy egy k — 1-fét feszitenek.

Ekkor a szimpla szdmozds szerint haladva az els6 n 4 1 darab csucsrdl is belathatd, hogy k — 1-fat
feszitenek. Legyen v € V(G;) az n+ 1. csics. Jelolje z; a v cstics visszaszomszédjainak szamét G;-re

megszoritva.

* Ha z; = 0, akkor vegylink hozz4 k — 1 darab uj élet v-hez, amelyek mdsik végpontjai a szimpla
szdmozas szerinti elsd k — 1 darab csuicsok legyenek. Mivel ezeket mar kiegészitettiik egy teljes
részgraffd, ezért igy v-nek lett k — 1 darab visszaszomszédja, amelyek teljes grafot alkotnak. fgy

mdr valéban a szimpla szdmoz4s szerinti elsé n+ 1 darab csucs is egy k — 1-fat feszit.

* Ha z; = k — 1, akkor mivel G egy k-fa, v G;-re megszoritott visszaszomszédjai egy Ki_ teljes

részgrafot feszitenek. Igy a szimpla szamozas szerinti elsé n+ 1 darab cstcs is egy k — 1-fat feszit.

* Ha 0 < z; < k— 1, akkor a kovetkez6képpen egészitjiik ki G;-t igy, hogy egy k — 1-fat kapjunk.
Definiéljuk:

— Az X := Gi[Nyjss;4(v)] halmazt, azaz a v csics visszaszomszédjai, G;-re megszoritva. Ekkor
0<|X|<k—1.
— AzY := G/ [Nyissza(w)] halmazt, azaz a w cstcs visszaszomszédjai a kiegészités utdn G -re

megszoritva, ahol w a legnagyobb index( visszaszomszédja v-nek. Ekkor |Y| =k — 1.

— Es az X" halmazt, amely X és par v € Y csiics unija tgy, hogy |Xt| =k—1legyen.

Az indukciés 1épés miatt w-nek k — 1 visszaszomszédja van, melyek teljes részgrafot feszitenek.
Mivel minden X *-beli visszaszomszédja w-nek (vagy maga w), ezért X C Y U {w}. Ekkor mivel
Y U{w} teljes részgrafot feszit, ezért X T is teljes részgrafot feszit, méghozza X egy k— 1 csdcsu
teljes részgraf. Igy a szimpla szdmozés szerinti elsé n -+ 1 darab cstics is egy k — 1-ft feszit.

Kivételes eset, amikor w a szimpla szdmozas szerinti elsd k cstcs része. Az elsd k cstcs a kezdd
K; Klikket alkotja G; -ban. Ilyen w esetén elSfordulhat, hogy kevesebb visszaszomszédja van, mint
k—2, ekkor |Y| < k—2 lenne, igy nem lenne alkalmas |[X | = k— 1 elddllitasara. Ebben az esetben
masképpen kell eljarni: v hidnyz6 visszaszomszédjait a V (K) \ w csticshalmazbdl pétoljuk addig,

amig k — 1 darab visszaszomszédja nem lesz (ahol K} a szimpla szimozas szerinti elsé k csticsbol

17



alkotott klikk). Ezzel v visszaszomszédjainak a szdma kiegészithet6 k — 1-re - amely visszaszom-
szédok méghozzd egy K;_; klikket alkotnak -, ezzel az els6 n+ 1 darab csucs is egy k — 1 fat

feszit.

Ezzel belattuk, hogy minden esetben kiegészithet6 G; gy, hogy egy k — 1-fat kapjunk, azaz G;
tényleg egy k — 1-fa részgrafja. |

Ez azt jelenti az indukci6s feltevésiink miatt, hogy minden G;-nek létezik egy maximum 4! szint
haszndl6 ismétlddésmentes szinezése. Legyen h(v) az a szinezése G-nek, amely minden G; részgrafot

ismétlsdésmentesen szinez ki, és minden részgrafban ugyanabbdl a 44! féle szinbsl dolgozik.

Fontos még megjegyezniink, hogy ekkor a G k-fankban a fenti S szintezéssel, minden uv élre igaz,
hogy |S(u) —S(v)| < 1, azaz egy él végpontjainak szintjeinek indexe maximum eggyel térhet el. Ez azért
igaz, mert ha lenne €1, amelynek végpontjai nem szomszédos szinteken (vagy nem ugyanazon a szinten)
helyezkednének el, akkor a szintezés definicidjdval ellentmondésra jutnénk:

A vp-tdl tavolabbi végpontja az élnek a szintezés definicidja szerint azért van az S;-edik szinten, mert
legrovidebben egy i hosszu tttal tudunk eljutni vo-boél bele. Mivel ezzel a tobb szintet athidalo éllel

taldlndnk egy i-nél rovidebb utat vy-bol bele, ezért ilyen él nem 1étezhet a grafunkban.

9. dbra. A piros pottydzott él példaul egy tobb szintet 4thidalé tilos él.

Legyen g(v) a k-fanknak egy 4-szinezése, amely kielégiti a 4.6. lemmat.

Ekkor a k-fankat szinezziik ki f(v) = (g(v), h(v))-vel, azaz a kett$ szinezés direkt szorzatdval. Mivel
h(v) 41 féle szint, g(v) pedig 4 féle szint hasznal, ezért osszesen 4* féle szint tudnak kikeverni, igy f(v)

osszesen 4 darab szint fog hasznalni.

Ekkor f(v) lesz a kivant 4% db szint haszndl6 ismétlédésmentes szinezésiink. Ahhoz, hogy belds-
suk, hogy valéban ismétlédésmentes, indirekt bizonyitdst fogunk alkalmazni. Tegyiik fel, hogy f(v)
nem ismétlédésmentes, és vizsgdljuk ezen f(v) szinezés mellett valamely ismétlGdésesen szinezett P =

p1,-..,p2r Utjat G-nek. Legyen m a legkisebb szint indexe, amelyen van csticsa P-nek, PN S,, pedig a
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P-nek az S;,-en elhelyezkedd része.

b1 D2 b3 Pr Pr+1  Pr4+2  Pr43 ... Dar
@ @ @ o

10. dbra. A narancssarga csucsok jelolik a metszetet.

Ekkor teljesiil, hogy:

* A metszet nem iires, mivel pontosan gy definidltuk, hogy ez egy olyan szint legyen, melyen

helyezkedik el csiicsa P-nek.

* A metszet nem az egész P, mivel ha az egész P S,,-en helyezkedne el, akkor nem lehetne ismétl6-

désesen szinezett a h(v) definicidja miatt.

* p; € PNS,, akkor és csak akkor, ha p,,; € PNS,, Vi€ {1,2,...,r}, azaz P els6 és mésodik felé-
ben ugyantigy helyezkednek el az S, szinten 1év6 csicsok. Ez azért lesz igaz, mivel ahhoz, hogy
ismétlédéses legyen P-nek f(v) = (g(v),h(v)) szerinti szinezése, ahhoz g(v) szerint is annak kell
lennie, f(v) elGallitasa miatt. g(v) szerint pedig (a 4.6 lemma miatt) csak akkor lehet ismétlédé-
sesen szinezett, ha teljesiil rd, hogy S(p;) = S(pi+r), minden i = 1,...,r-re. Azaz P cslcsainak a

szint-sorozata is ismétl6dd, azaz valéban az S, szinten 1év csucsok is ugyantigy helyezkednek el

az Ut elsd és masodik felében.
4.9 Allitas
Az igy kapott S,,-re megszoritott része P-nek egy it, azaz léteznek a kovetkezd dbrdn a pirossal jelolt
élek:

b1 D2 b3 “ee DPr Pr+1 Pr4+2  Pr4+3 ... Dar
\./\./ \./ .
11. abra.

Bizonyitas. Ha ezt az 4llitast beldtnank, akkor készen is lennénk, mivel ez egy ellentmondésra vezetne:
taldlndnk egy egy szinten belill haladé ismétl6désesen szinezett utat.

Bizonyitsuk be, hogy valéban minden lehetséges esetben 1éteznek ezek a piros élek. Ehhez hasznélni
fogunk egy segéd lemmat:

4.10 Lemma

Ha létezik Q uv iit, amelyben u,v € S; és minden mds csticsa Q-nak Siy1-en, vagy ndla nagyobb indexii

szinten helyezkedik el, akkor létezik uv él.
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Bizonyitas. Ennek a lemmanak a bizonyitdsdhoz vegyiik a legrovidebb ilyen Q utat, és vizsgaljuk ennek
a Q tutnak a legnagyobb index( csucsat, g-t. Ahhoz, hogy beldssuk, hogy 1étezik uv €él, felhasznaljuk a

bizonyitds elején meghatdrozott szimpla szdmozast.

Els6 eset: g # u,v. Ekkor a g Q-beli 2 szomszédja, a és b kisebb index ¢g-ndl, mivel ¢ a legnagyobb
indexii cstcs Q-ban. Igy a csticsok szimpla szamozéasa miatt 1étezik él a és b kozott. Ezzel talaltunk egy

0-nél rovidebb utat, amely teljesiti a lemma feltételeit, igy ellentmonddsra jutottunk.

U

Masodik eset: g = u. Ekkor g-nak egy darab Q-beli szomszédja van, amely kisebb indext és az S;, ;-
edik szinten helyezkedik el, nevezziik el x-nek. Ezenkiviil a csicsok szimpla szdmozdsa és a szintezés
definicidja miatt g-nak biztosan l1étezik még egy S;_;-en elhelyezkedd szomszédja, amely szintén kisebb
index{i, nevezziik el y-nak (y 1étezésérdl részletesebb indoklas itt: 1. és 2.). Viszont ez megint csak el-
lentmonddsra vezet, mivel a szimpla szdmoz4as alapjdn g e két szomszédja kozott kell, hogy fusson él,

viszont az egy nem megengedett €l lenne, mivel |S(x) —S(y)| > 1 lenne.

Harmadik eset: ¢ = v. Ez ugyanazzal a mddszerrel vezet ellentmonddsra, mint a masodik eset, mivel

G egy irdnyitatlan graf, igy jelenleg mindegy, hogy éppen melyik végét vizsgdljuk az ttnak.
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Igy beléttuk, hogy Q nem allhat t5bb, mint 1 é1b6l, mert mindenképpen ellentmondésra vezet. Ezzel
madr csak az az eset maradt, amikor Q 1 darab €lbdl all 6sszesen. Ez természetesen lehetséges, mivel ez
csak egy szimpla él, melynek mindkét végpontja egy szinten beliil helyezkedik el, és 1 éInél rovidebb
Q utat sem tudunk mar taldlni, igy ellentmondasra sem fog vezetni. Ezzel belattuk, hogy 1étezik uv él,
belattuk a 4.10. lemmat. ]

Ez azt jelenti, hogy igaz a fenti 4.9. allitds, mivel a lemmat PN S, megfeleld csicsparaira alkalmaz-

va, megkapjuk, hogy valéban 1éteznek a piros élek (11. dbra). U

Ezzel ellentmondasra jutottunk, mivel P ismétlodéses szinezése és a P csticsainak szimmetrikus S,,-
en valo elhelyezkedése miatt, a piros €s narancssarga élekkel kapott S,,-beli PN S, csicsait hasznalé ut
is ismétlddésesen szinezett, amely nem lehet, mivel a szinezésiink gy lett definidlva, hogy nem létezhet
olyan ismétl6désesen szinezett Gt, amely csak egy szinten (jelenleg S,,-en) beliil fut. Ez azt jelenti, hogy
f(n) ismétlédésmentes szinezés, és minden G k-fira maximum 4% szint haszndl, amivel bebizonyitottuk

a tételt. O

Igy mér barmely G egyszer(i graf Thue szdmara tudunk adni fels6 becslést, ha ismerjiik G favastag-

sagat.

4.3. Teljes grafok Thue szama

A teljes grafok esetében 7m(K,) = n minden esetben, azaz mindig sziikség van cstcsszamnyi szinre az
ismétlédésmentes csicsszinezésiikhoz. Ez abbdl kovetkezik, hogy barmely kettd csics kozott 1étezik él,
igy ha barmely kettd cstics egyszinii lenne, az mar magédban egy 2 cstcsbodl all6 ismétlddésesen szinezett

utat alkotna.

Eppen ezért vizsgéljuk inkabb a teljes grifok Thue indexét, amely az ismétlédésmentes élszinezé-

stikhoz kell6 minimaélis szinmennyiséget jelenti.

4.4. Teljes grafok Thue indexe

4.1 Tétel ([6])
7' (K,) < 2n— 3 minden teljes grdfra.

Bizonyitas. Bizonyitsuk be, hogy 7/ (Ky) = 2 —1 Vk > 1 minden K, teljes grafra. Ha ez teljesiil,
akkor 7'(K,,) < 2n — 3 igaz minden teljes gréfra, mivel:
* Minden n-re az n-nél nem kisebb legktdzelebbi kettGhatvidny maximum 2z — 2 méretd.

* Es ekkor, ha egy 2n — 2 méretii grafra bebizonyitjuk, hogy mennyi a Thue szdma, akkor a ndla
kisebb csucsu teljes grafoknak sziikségképpen szintén maximum annyi lehet, mivel egy grafbdl

élek és csucsok elhagydsdval a Thue szdma csak véaltozatlan maradhat vagy csokkenhet.
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Azt tudjuk, hogy sziikségiink van 2% — 1 féle élcimkére, mivel ha vessziik a grafunk egy cstcsat
és a hozza kapcsolddé éleket, akkor ezeknek mind paronként kiilonb6zé él-cimkéjlieknek kell lenniiik,
mert ha lenne 2 egyforma, akkor ezek egy 2 hosszd ismétlddésesen szinezett utat alkotnanak. Mivel a
grafunk egy teljes grif, igy minden csticshoz pontosan 2% — 1 él csatlakozik, igy ennyi féle él-cimkére

mindenképp sziikségiink van.

El6szor is cimkézziik fel a Ky« grafunk csdcsait paronként kiilonbozd k hosszi 0 és 1 elemekbdl
4ll6 szamsorozatokkal. Ez lehetséges, mivel ilyen sorozatokbdl pont 2% darab kiilonboz6 van. Ezutén az

éleket is felcimkézziik a kdvetkez6 szabdly szerint: minden uv élre
c(uv) =u+v mod?2

ahol u és v az u-ra és v-re irt k hosszii szamsort jelenti, és a modulo 2 6sszeadds pedig koordinatdnként

van értelmezve. Példdul a 0,1,1,0 és 1,0, 1,0 csucs-cimkék modulo 2 6sszege: 1,1,0,0.

070 071 070 0,1 0’1

1,0 1,1 1,0

12. dbra. Ez az dbra a cstcs- és él-cimkézés folyamatat mutatja be a K4 példdjan, azaz a k = 2 esetben,
balrdl jobbra haladva. El8szor a csticsokat latjuk el cimkékkel, majd ezekbdl kiszamoljuk az élek cimkéit,

és végiil minden fajta él-cimkéhez egy szint rendeliink, igy beszélhetiink majd élszinezésrol.

Igy maximum 2% — 1 féle él-cimkét kapunk, mert maximum 2 darab kiilonb6z6 k hosszi 0, 1 sorozat
lehetséges, viszont a csupa 0 él-cimkét nem kaphatjuk meg, mivel ahhoz kett§ azonos csics-cimkét

kellett volna 0sszeadnunk, amely nem lehetséges, mivel az 0sszes csics-cimkénk paronként kiillonbozo.

Amit még be kell bizonyitanunk, hogy ezzel az élszinezéssel K, minden ttja ismétlédésmentes.
Indirekt tegyiik fel, hogy 1étezik egy ismétlédésesen szinezett tt a grafunkban, amelyben az ismétlédés

a kovetkezSképpen néz ki:

C1 C2 C3 Cq Cs Co

 Ekkor egyrészt, c; +c2+c¢3+c¢1 +c2 4¢3 =2(c; +¢2+¢3) = {csupa nulla} a modulo 2 §sszeadds

miatt.

* Misrészt, pedig, mivel c; = u; +up; co = up +u3; ... és igy tovabb, ezért a fenti Osszeg felirhaté a

kovetkez6képpen is: uy + up 4+ up + uz +uz + ug + . .. + ug + u7. Ezen 6sszegben minden tag u; €s
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uy kivételével kétszer szerepel, igy a modulo 2 6sszeaddsban kiesnek:
Uy +uy+uy+uz+uzt+us+...+ug+u; =up +uy

u1 + u7 pedig barmi lehet, csak csupa nulla nem, mivel ahhoz u; = u7 kellene legyen, amely lehe-
tetlen, mivel minden cstcs-cimke paronként kiilonbozd, €s u,uy két kiilonbozé csics, mivel egy

utrél beszéliink, amelyben nem lehet ismétl6dd csucs.

Ez egy ellentmondas, mivel a fenti 6sszeg egyszerre csupa nulla is kellene legyen és nem csupa nulla is.

Igy belittuk, hogy ezen 2X — 1 szint hasznalé élszinezése K>r-nak valéban ismétlddésmentes. U

4.5. Sikgrafok Thue szama

Az ismétlédésmentes szinezések teriiletének egyik legfontosabb kérdése, hogy minden sikgrafnak véges-
e a Thue szdma. Adhat6-e egy nem végtelen fels6 becslés a sziikséges szinek szamdra, amelyekkel mar

az osszes lehetséges sikgrafot ki tudjuk csticsszinezni ismétlédésmentesen.

Mint azt latni fogjuk, igen, adhaté ilyen felsd becslés; be fogjuk bizonyitani, hogy minden sikgraf is-
métlddésmentesen csticsszinezheté maximum 768 szinnel [7]. Ennek beldtdsahoz két dj fogalmat (erGsen

ismétlédésmentes szinezés, grafok er8s szorzasa), két lemmat és egy tételt kell belatnunk, megérteniink.

4.5.1. Erosen ismétlodésmentesség

Mindenekel6tt meg kell ismerniink par fogalmat, amelyek segitségével fogjuk tudni kimondani az erSsen
ismétlédésmentesség definicidjat.

Képzeljiik el, hogy G grafunk minden csticsdhoz behtizunk egy hurokélt, majd ezen a G’ grafon vesziink
egy sétat. Ekkor e séta a G graf lusta sétaja, mivel e séta egy olyan sétét reprezentdl G-ben, amelyben
megtehetjiik, hogy egy 1épésben nem haladunk tovdbb masik csidcsra, hanem a G’-ben 1év3 hurokél se-

gitségével ugyanarra a cstcsra 1épiink, ahonnan kezdtiik a 1épést, azaz nem haladunk tovabb. Forma4lisan:
4.12 Definicio (Lusta séta)
G-ben a vy,...,v; csticsoknak egy olyan sorozata, amelyben minden i € {1,...,k}-ra v;v;;; vagy éle

G-nek, vagy v; = vjy1.

4.13 Definicié (Ismétlodésesen szinezett lusta séta)
G grafnak egy @ szinezésében, egy vy, ..., v lusta séta akkor P-ismétlédéses, ha P (v;) = P(vi) Vi€

(1,....k}

Most, hogy megismertiik a lusta séta fogalmat, definidlhatjuk az erésen ismétlédésmentességet. Egy
& szinezésre akkor mondjuk, hogy erfsen ismétlddésmentes, ha minden 2k hosszi ®-ismétlddéses lusta
sétara sziikségképpen teljesiil, hogy 1étezik v; csicsa, amelynek nemcsak hogy megegyezik a szine v;

szinével (mivel egy ismétlodéses sétardl beszéliink), hanem a két cstics egy és ugyanaz. Formélisan:
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4.14 Definicié (Erésen ismétlodésmentes szinezés)
A @ szinezés erdsen ismétlddésmentes, ha minden P-ismétlédéses vy,..., vy, lusta sétdhoz létezik i €

{1,...,k}, amelyre v; = v; 4.

Egy G graf er6sen ismétlédésmentes szinezéséhez sziikséges szinek szdmdnak minimumat pedig
jelolje: m*(G).

Mivel egy dtnak nincsen ismétlédd csicsa, ezért minden erdsen ismétlédésmentes szinezés egyben
ismétlédésmentes szinezés is, igy 7#(G) < m*(G) minden G-re. Ez egy fontos tulajdonség lesz a bizonyi-

tds szempontjabol.

Végiil pedig definidljuk az unalmas lusta séta fogalmat. Az unalmas lusta séta egy olyan lusta séta,
amelyet barhogyan is szineziink ki, mindig ismétl6déses szinezést fogunk kapni, mivel az i. és az i + k.
csucsai paronként megegyezd csticsok, azaz maguk a csicsok azok, amelyek egy ismétlédéses sorozatot
alkotnak. Formédlisan:

4.15 Definicié (Unalmas lusta séta)

Egy vi,..., v lusta séta unalmas, ha v; = v,y minden i € {1,... k}-re.

4.5.2. Grafok erds szorzasa

A grafok erds szorzatdt Sabidussi vezette be 1960-ban [8]. Az erGs grafszorzds egy kétvaltozds grafmii-

velet, amely grafok rendezett parjaihoz egy 1j grafot rendel. A miivelet jele X.

4.16 Definicio (A és B grafok eros szorzata)
A és B grafok erls szorzata a kovetkez6 paraméterekkel rendelkez6 kimeneti graf:
* Csiicsai: V(A) x V(B)  (ahol x egy Descartes-szorzat)
» Elei: egymistél kiilonbozs (v,x), (w,y) € V(A) x V(B) cstcsokat dsszekotjiik egy éllel, ha:

- v=wésxy€ E(B)
- x=yésvweE(A)

- vweE(A)ésxy€ E(B)

Azaz a szorzatgraf két egymastol kiillonbozo csucsa akkor és csak akkor van 6sszekotve, ha mindkét

bemeneti grafban teljesiil, hogy a vizsgdlt cstcs/csiicsok vagy azonosak vagy szomszédosak.
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B ® { ] { ] { ] { ]
® { ] { ] { ] { ]
® { ] { ] { ] { ]
® ® { ] { ] { ]

13. abra. Ezen a példagrafon két it - A és B - erGs szorzatat lathatjuk, amelyek igy egy kirdlygrafot
alkotnak. A szorzatgraf élei a fenti dbrdn csakis a megértés segitése céljabol lettek kiszinezve. A sdrga
élek a 4.16. definicid els6 esetei, azaz ahol az A bemeneti graf csicsai megegyeznek és a B bemeneti
gréf csicsai szomszédosak, a vildgoskék élek a definicié masodik esetei, ahol éppen forditva: B csticsai
azonosak és A csticsai szomszédosak, a lila élek pedig a definicié harmadik esetei, ahol A és B csticsai is

szomszédosak.

14. dbra. Ezen az abran szintén két graf (A és B) erds szorzatat lathatjuk, a szinezés ugyantigy értelme-

zendd, mint a 10. abran.

Felmeriilhet benniink a kérdés, hogy vajon ha tudjuk becsiilni a bemeneti grafok Thue szamét, ak-
kor tudunk-e mondani fels6 becslést a szorzatgraf Thue szdmara? A legegyszer(ibb példa a mar fent is
bemutatott szorzatgraf, melynek a 2 db bemeneti grafja 2 db ut. Vajon az igy kapott kirdlygraf Thue sz4-
madra milyen becslést adhatunk? Tobbek kozott ezzel a kérdéssel is foglalkozott Kiindgen és Pelsmajer
[9], akik megmutattdk, hogy 7 db ut erGs szorzata 4’ szinnel ismétlddésmentesen kiszinezhetd. Azaz az
eredményeik alapjan példaul a kirdlygraf ismétlddésmentesen kiszinezhetd 16 db szinnel, mivel ez éppen

at =2 eset.

Sajnos ahhoz, hogy felsé becslést adjunk a sikgrafok Thue szdmara, ez az eredmény még nem lesz
elegendd, mivel nem all el minden sikgraf utak er8s szorzataként. Ahhoz, hogy a sikgrafokra is tudjunk

adni fels6 becslést még be kell latnunk a kdvetkezd kettd lemmat és tételt.
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4.5.3. A bizonyitashoz sziikséges lemmak és tételek

4.17 Lemma ([10])
Legyen H egy grdf és ®, H-nak egy olyan [-szinezése, amelyben minden ®,-ismétlédéses lusta séta

egyben unalmas lusta séta is. Ekkor minden G grdfra:
" (GXH) <In*(G).

Bizonyitas. Legyen @, egy erdsen ismétlddésmentes szinezése G-nek, amely 7%(G) szint haszndl. Emel-
lett minden u € V(G) és v € V(H) csticsparra (u,v) € V(GX H) szorzatgraf csicsainak szinezése legyen

®(u,v), amelyet a kovetkezGképpen definidlunk:
DP(u,v) := (Pi(u), Pa2(v)).

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy ez a ® szinezés er6sen ismétlédésmentes szinezése a szorzatgrafnak.
Tegyiik fel indirekten, hogy ® nem erdsen ismétlédésmentes szinezés, azaz létezik egy P-ismétlédéses
L = (u1,vy),...,(uok,vox) lusta séta G X H-ban, amelyre 1étezik i € {1,...,k}, melyre v; # v; ;. Az
erdsszorzas és a ® szinezés definicidja miatt:

o Lg = (uj,un,...,ux), azaz L projekciéja G-n egy ®;-ismétl6déses lusta séta G-ben, és

e Ly = (vi,v2,...,v2k), azaz L projekcidja H-n egy P,-ismétlédéses lusta séta H-ban.

Tovabba mivel ®; egy er6sen ismétlédésmentes szinezés, ezért i index, amelyre u; = u; . Emelett ®,

definici6jabdl tudjuk, hogy v; = vjx minden j € {1,... ,k}-re, mivel Ly egy P,-ismétlodéses séta H-
ban.
Azaz a fentiek alapjan 3i € {1,...,k}, amelyre (u;,v;) = (tjsx,viik), azaz ® mégis erdsen ismétlédés-

mentes szinezés. Ezzel beldttuk magdt a lemmat is azaz, hogy n*(GX H) < In*(G), mivel:

e & definicid szerint @ és P, direkt szorzata, azaz maximum P, - , szint hasznalhat.

* Tudjuk, hogy ®; 7*(G) darab szint hasznal, ®, pedig / darab szint, igy ® valéban maximum
- 7*(G) féle szint haszndlhat.

Ezt a 4.17. lemmét alkalmazhatjuk konkrét esetekre is, példdul H = K),-re. Ekkor mivel K,,-nek

létezik egy n-szinezése, amelyben minden lusta séta unalmas, igy a 4.17. lemma miatt szintén igaz,

hogy:
7*(GRK,) < n-1*(G) (1)

4.18 Lemma ([15])

Minden P titnak létezik ® 4-szinezése, amelyben minden ®-ismétlodéses lusta séta unalmas.
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Bizonyitas. E lemma ugyanazt dllitja, mint a korabbi 4.5. lemma, az azéta bevezetett fogalmakat hasz-

nalva:

* A lusta séta fogalma megegyezik a 4.5. lemmaban vizsgalt P’ grafon vett séta fogalmaval

* Az unalmas séta fogalma pedig megegyezik a 4.5. lemmaban vizsgalt W; = W, eseménnyel.

A 4.5. lemmat mar belattuk, igy azzal ezt is bizonyitottuk. O

Ekkor a 4.17. és 4.18. lemmdkbdl kovetkezik, hogy minden G gréfra és P tutra:

m*(GRP) < 47*(G). )

Mar csak minddssze kettd tételre van sziikségiink ahhoz, hogy belassuk, hogy minden sikgraf ki-
szinezget$ 768 szinnel ismétlddésmentesen. Az els6 4.19. tétel Dujmovié és tarsszerzdi [11] munkéja

gylimolcseként latott vilagot 2019-ben, azaz egy meglehetdsen 4j eredményrdl beszéliink.

4.19 Tétel ([11])
Minden sikgrdf részgrdfja egy HX PX K3 alaki grdfnak, ahol H favastagsdga maximum 3, és P egy
kozonséges tit.

A kovetkezd tétel is Dujmovié és tarsszerz6i munkdjanak eredménye, és hasonldéan 1j eredmény,
mint az el6bbi tétel.
4.20 Tétel ([10])
7" (G) < 4%, minden G k-fdra.

Bizonyitas. A bizonyitdst k szerinti indukcidval végezziik el. Ha k = 0, akkor G-nek nincs éle, igy 1
szinnel kiszinezhetd erdsen ismétlédésmentesen. Innentdl a bizonyitds soran tegyiik fel, hogy k > 1.
Tegyiik fel, hogy G 6sszefiiggd, hirgraf, és maximum k + 1 méretd klikkel rendelkezik. Ha sziikséges,
akkor G-hez hozzavehetiink éleket, hogy teljesitse a fenti feltételeket.

Legyen S egy tetszdleges vy cstcs szerinti szintezése G-nek, ahol S; az i. szintet jeloli. A 4.8. allitas-
b6l lathatjuk, hogy egy k-fa szintezésével, a kapott szintek k — 1-fiknak részgréfjai. igy G-ben is minden
S; szint egy k — 1-fa részgréfja, azaz az indukcids feltevésiink miatt 1étezik 4! szint hasznal6, minden

S; részgrafot er6sen ismétlédésmentesen szinezd P, szinezése G-nek.

Ezenkiviil rendeljiink egy P = po, p1,-- ., pn Utat G-hez, amelynek minden p; csticsa reprezentilja
a G S; szintjében 1€vo csticsokat: a P-beli p; szine egyezzen meg minden G-beli v; € S; csics szinével.
Legyen P szinezése egy olyan 4-szinezés, amelyben minden lusta séta unalmas. A 4.18. lemma szerint

ilyen szinezés létezik. Ekkor P-nek ezen szinezése szerinti szinezését G-nek hivjuk ®,-nek.

Allitsuk el6 G szinezését @, és @, direkt szorzatdbol: ® = (®y,P,). Ekkor a ® szinezés maximum

4. 4k=1 = 4% szint hasznal.
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Be kell latnunk, hogy ® er6sen ismétlédésmentes szinezése G-nek. Legyen W = vy, ..., vy, egy
tetszGleges P-ismétlédéses lusta séta. Ha beldtjuk, hogy 1étezik j € {1,...,k} index, amelyre v; = vy,
akkor kész a bizonyitas, mivel ez definici6 szerint azt jelenti, hogy ® erdsen ismétlédésmentes. Legyen m
a legkisebb szint indexe, amelyen helyezkedik el csicsa W-nek, és W =W NS,,. Ekkor a 4.10. lemmabal
kovetkezik, hogy W’ is egy lusta séta, amely S,,-ben fut.

Mivel a G ®; szinezése egy olyan P-rol lett implementélva, amelyben minden ismétl6déses lusta séta
unalmas (és ® = (P, P,)), ezért minden 2k hosszi P-ismétldéses lusta séta csiicsainak szintsorozatdra
teljesiil, hogy v; és v; 4 ugyanazon a szinten helyezkedik el. Jelen esetben ez W-re teljesiil, igy W’

el6allitdsandl v; pontosan akkor lett eltdvolitva, ha v; is.

Mivel W ®-ismétlddéses, ezért a fentiek alapjan W' is ®-ismétlédéses. @, definicidja alapjan pedig
minden S; szint erdsen ismétlddésmentesen szinezett, ezért W'-ben biztosan létezik egy j € {1,...,k}
index, amelyre v; = v; 4 (mivel W’ egy szinten beliil halad). Ezzel pedig a tételt is beléttuk, mivel ha
W'-ben létezik egy j € {1,...,k} index, amelyre v; = v;, akkor ugyanez elmondhaté W-rdl is, hiszen
hav;,vjx € W, akkor vj,vj € W is teljesiil. Azaz ® valéban egy maximum 4% szint hasznal6 erdsen

ismétlédésmentes szinezése G-nek. O

Ennek ismeretében, barmilyen G grafhoz tudunk mondani egy felsé becslést, amennyi féle szinbdl

mar biztosan ki tudjuk szinezni erdsen ismétlddésmentesen, ha ismerjiik G favastagsagat.

4.54. A felsokorlat
Ekkor a fenti 4.17. és 4.18. lemmakbol és a 4.19. és 4.20. tételekbdl levonhatjuk, hogy minden G sikgrafra
teljesiil a kovetkez6:

7(G) < 7*(G) < n*(HRPRK3) < 3- 7 (HRP) < 3-4n"(H) <3-4-4> = 768. 3)

* (G) < 7*(G) teljesiil, mivel: 4.5.1. definici6 utani kett bekezdés.
* 7*(G) < n*(HX PXK3) igaz, mivel: 4.19. tétel

s T"(HXPXKj3) < 3-m*(HXP) teljesiil, mert: 1. kovetkeztetés

* 3-m"(HXP) <3-4n*(H) igaz, mert: 2. kovetkeztetés

* 3.47*(H) <3 -4 - 43 is teljesiil, mivel: 4.20. tétel

» 3.4.43 =768 is teljesiil. Ezzel sikeriilt egy fels6korldtot adnunk az dsszes sik graf Thue szdmara.

4.6. Fokszamkorlatos grafok Thue szama

A(G) > 3 gréfok esetén a pontos maximum 7(G) érték nem ismert (3.). Ahhoz, hogy tudjunk mondani

egy szamot, amennyi szin mar biztosan elég lesz az ismétlédésmentes szinezéséhez barmely maximum A
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fokszdmu G-nek, felsd becslést kell alkalmaznunk. Noga Alon és tarsszerzdi [12] bebizonyitottdk, hogy
minden G grifra A maximum fokszdmmal 7(G) < c¢-A?, ahol ¢ egy konstans. Mi egy ennél erésebb tételt
fogunk belétni a Lovasz Lokdlis Lemma segitségével: be fogjuk 1dtni, hogy ¢ = 16-ra is mindig teljesiil
az 4llitas.

4.21 Lemma ([14] Lovasz Lokalis Lemma)

Legyenek Ai-k i = 1,...,n események valamilyen valosziniiségi mezdn. Rendeljiink hozzdjuk egy D =

(V,E) dsszefiiggdségi grdfot a kivetkezd modon:

* V; = A, azaz minden csiicsa egy eseménynek felel meg, és

* Minden i-re és j-re A; és A kézott nem fut él, ha A és A; fiiggetlenek egymdstol.

Legyen V, : P(A;) = py, azaz a V,-ek azonos valdsziniiségii események csoportjai. Legyen A, egy felsd
becslés arra, hogy maximum hdny darab olyan V-beli csiics van, amelynek létezik V.-beli szomszédja.

Ha léteznek 0 < x1 <,..., < xy < 1 valds szdmok, amelyekre teljesiil, hogy:

k
pr< er(l *xs)Am)
s=1

akkor:

Szemléletesen a lemma azt fogalmazza meg, hogy egymdstdl nem fiiggetlen események egyiittes

bekovetkezésének a valészintisége nem 0, ha feliilrdl becsiiljiik, ,,mennyire fiigghetnek egymastol”.

4.22 Tétel ([13))
Ha G maximum fokszdma A, akkor n(G) < 16- A2,

Bizonyitas. Legyen G egy grif amelynek fokszdma maximum d. Vegyiik a csticsainak egy random
szinezését N = 16d? féle szinnel. G minden P ttjdra Ap legyen az az esemény, hogy P elsé fele ugyantigy
lett kiszinezve, mint P mésodik fele. Legyen V, az olyan Ap események halmaza, amelyekben P pontosan
2r csticsbdl all, azaz V, := {Ap : |P| = 2r}.

Ekkor P(Ap) = N, mivel:

* A; definici6 szerint az az esemény, hogy egy 2r hosszu vy, ..., v, Ut elsd fele ugyanigy lett szinez-
ve, mint a mdsodik fele. Ennek valészintisége pedig valéban (1/164)" = (1/N)" = N~", mivel
az elsé r cstcs barmilyen szind lehet, viszont a méasodik r cstics mar csak ugyanolyan szinezést
lehet, mint az elso r.

Tovabba P(c(vi) = c(vy+i)) = 1/N egy darab i-re,
ezért P(c(vi) = c(vei) Vie{l,...,r}-re) =1/N", mivel fuggetlen események.

Konstruédljuk meg az 6sszefiiggdségi grafunkat, D = (V, E)-t is:
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*Vi=Aiés

» Ap és Ap szomszédosak <= PN Q # 0, ahol P és Q utak, azaz létezik kozos csticsa P-nek és
Q-nak.

Ekkor ez valdban egy Osszefliggdségi graf, mivel két cstics D-ben akkor nincs 0sszekotve, ha a hozzajuk
tartoz6 G-beli utaknak nincs kozds csucsuk, azaz akkor, ha fiiggetlenek egymadstol a hozzajuk tartozé

utak szinezéseinek az eseményei. Ez azért igaz, mert egy Ut szinezése csak a benne 1év6 csicsok szine-

z¢€seitdl fiigg, igy ha nincsen kozos csticsa két titnak, a szinezéseik fiiggetlen események.

Ha a 4.21. lemma feltételeit beldtjuk, akkor a lemma szerint teljesiil, hogy P(N}_,A;) > 0, azaz
pozitiv valdszinliséggel 1étezik szinezés, melyben egyik ut sem ismétlédésesen szinezett = létezik is-
métlédésmentes szinezés 164> szinnel. Tudjuk, hogy P(Ap) :=1/(16d*)" = p, :=1/(16d*)" = 1/N".
Még kell olyan A, felsd becslés és 0 < x; < 1 valds szamok, amelyekkel teljesiil a p, < x; H];:1 (1 —x)2
feltétel.

4.23 Allitas
Egy 2r csiicsbdl dllé vitnak maximum mdsik 2rsd®® darab 2s hosszii iittal lesz kozos csiicsa. Azaz Ay =

2rsd® jé felsd becslés.

Bizonyitas. ElGszor is vegyiink egy 2r hosszu P utat G-ben..

v,

15. abra. Az abra a D Osszefiiggdségi graf V, és V; kozotti részét mutatja. A kérdés, hogy hany olyan 2s

hosszi it van, amellyel van k6z0s csticsa P-nek, azaz hany sotétkék él van Ap €s V csucsai kozott.
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16. dbra. Az dbra a G grafban 1évS P utat (lila), a P tt éppen vizsgalt v csicsat és a tobbi v-re illeszkedd

utakat dbrdzolja. A narancssargaval feltiintetett Gt az éppen vizsgalt v-re illeszkedd 2s hosszu ut.

Ekkor P egy adott csticsa maximum hany 2s hosszu tton lehet rajta? Ehhez két dolgot kell figye-

lembe venniink:

* Egyrészt, hogy hdnyadik csticsa a 2s hosszu dtnak (a rovidebbik felét6l szdmolva) a csics, amellyel

érinti P-t.

* Misrészt pedig a vizsgalt csics fokszdmat: d-t.

fgy d®-d> ' +d"-d> 2+ ... +d°-d* ' =s5-d¥ . Itt az s szorz6 felelSs azért, hogy a 2s hosszii tt
hanyadik csticsa a rovidebbik felét] a P-vel keresztez cstics, a d>~! pedig azt mutatja, hogy hanyféle
2s—1—1 [1={1,...,s} hosszd hosszabbik fele lehet a 25 hosszu keresztez§ dtnak (14. dbrdn a narancs-
sarga tut példdul egy ilyen keresztezd ut.)

Most pedig ahhoz, hogy kiszdmoljuk, hogy P maximum hdny 2s hosszu dton lehet rajta, csak egyszertien
szorozzuk be 2r-el az eredményiinket, mivel P minden cstcsdra elvégezhets a fenti gondolatmenet.
Ezzel 2rsd>~'-t kapunk. Mivel 2rsd>~! < 2rsd®, ezért a A,; = 2rsd” valéban egy helyes felsd becslés

lesz, ahogy az a 4.23. allitdsban szerepelt. (I

Azaz Ap maximum 2rsd? csticcsal szomszédos V;-bél. Erdemes megjegyezni, hogy példaul lehetsé-
ges olyan keresztez6 tt, amely tobb P-beli csicson is dthalad. Az ilyen utakat tobbszor is beleszdmoltuk
Ays-be. Ez természetesen nem probléma, mivel nem pontos értéket, hanem felsé becslést szerettiink vol-
na kiszdmolni, viszont ez mutatja, hogy kénnyen eléfordulhat olyan eset, amikor a felsé becslésiink nem
egyenld a pontos értékkel.

Mir csak valamilyen valés 0 < x; < 1-ekre van sziikségiink, amelyekkel teljesiil: p, < x, Hls‘: (1 —xS)A”.

4.24 Allitas
5 1
xg = (3d) 7 teljesiti az N~ < x, Hle (1 —x,)%" sd? feltételt és 0 < x; < 3 minden s-re.

1
Bizonyitas. Egyrészta 0 < x; < 3 feltételt valdban teljesiti, mivel:
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1. A (3d)~* kifejezés, (ahol d > 1 és s > 1) anndl nagyobb, minél kisebb d és s, igy a maximuma

(3-1)2 = g A%z X < 3 teljesiil minden s-re.
2. Egy pozitiv szdm egy negativ szimra emelve sose lesz negativ, azaz 0 < x; is teljesiil minden s-re.

Misrészt be kell latnunk az N~ < x, [T, (1 — x;)2rsd™ feltételt. Ennek a levezetéséhez lesz sziikségiink

a kovetkez0o allitasra:
4.25 Allitas
1

(1-x)>e 2 Vx< 5

Bizonyitas. Az illitds belatdsihoz vizsgiljuk e~>* sorfejtését:

—2x __ (2x)2 (2)6)3
e =1—(2x)+ TREEY +...
2 2
1—(2x)+<;) < (1 —x), mivel:
2x)? 1
(2¥) <x<:>(2x)2§2x<:>2x§1<:>x§f

\S]

Azaz pontosan akkor lesz a sorfejtés harmadik tagig vett részosszege kisebb vagy egyenld, mint (1 — x),
1
hax < 5 amely val6ban mindig teljesiil (1.) miatt. Ezen feliil ha x < 3 akkor a sorfejtés tovabbi tagjaira

igaz, hogy:

* A tagok abszoldtértéke csokken, mivel egy 1-nél kisebb szdmnak vessziik egyre nagyobb hatva-

nyét, és osztjuk le egyre nagyobb szammal.

* A 4. tag negativ el§jeld, és a tagok véltakozo elGjeliiek.

Ebbdl a kettd észrevételbdl pedig belathatd, hogy mindig teljesiil a kovetkezd allitas:
A sorfejtés egy részosszege a kovetkezd taggal bévitve, pontosan az el6z6 kett6 részosszeg kdzé fog esni.
Azaz a teljes végtelen Osszeg is a 3. és 4. részosszeg kozé esik, amely 3. tagig vett részosszegnél kisebb

(4. tag negativ elgjele miatt). Ezzel a 4.25. allitast belattuk. O

Igy a fenti eredményeket behelyettesitve a lemma feltételébe, a kovetkezs alsé becslést kapjuk:

k k
xrsl;ll(l — x> (3d)*2’He*4”37 "> (3d) ¥ exp ( 2rZ 32s) 4)

s=1

= 2
Vizsgaljuk a Y S—i végtelen sort. A hanyados-kritérium alkalmazdsival beldthatd, hogy a sordsszeg
71 ‘

2 2

konvergens. Szamoljuk ki a hatdrértékét. E16szor emeljiik ki a konstans tagot és egyszertsitsiik a kifeje-

zést:

27—22&9*3

L
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Mivel Y. f =
s=1 — X0

, ezért a két oldal lederivalasaval és ezutan xp-al valo felszorzassal a kovetkezd

_ 0
(xo—1)>
a kovetkezd eredmenyt kapjuk a sorosszeg hatarértékére:

1
egyenldséget kapjuk: Z n-xg = Ekkor (mivel s =1-re s-97° = 5) X0 = 5 behelyettesitéssel

2Zs 9 = -Lzz-gzi
.
(517

Igy, hogy mar tudjuk a sordsszeg hatarértékét, folytathatjuk a lemma feltételének alsé becslését (4):

9
(3d)~ exp( 2r232> (3d-€32)" > 4d "> = 1/(16d%)" = 1/N" = p,.

Azaz tényleg teljesiil, hogy p, < x,[T*_, (1 —xS)Z”dZS, ha x, = (3d) ™2, igy a 4.24. 4llitast is belattuk. O]
Ezzel beléttuk, hogy a 4.21. Lemma 6sszes feltétele teljesiil, azaz a Lemma szerint teljesiil a kovet-

P (ﬁ&-) >0

Mivel A; jelentése az, hogy egy 2i hosszu 1t elsd fele ugyanolyan szinezés(i, mint a masodik fele, ezért

kez6 egyenlStlenség is:

A; jelentése az, hogy az adott 2i hosszu it els6 fele masképp van szinezve, mint a masodik fele. Ekkor ha
minden i-re a graf osszes ttjdra nézziik az ilyen A; események metszetének valésziniiségét, az pontosan
annak a valdszinliségét jelenti, hogy a graf ismétl6désmentesen van kiszinezve. A 4.21. lemma szerint
ez a val6szinliség nagyobb, mint 0, igy biztosan 1étezik ismétl6désmentes szinez€s is.

Azaz bebizonyitottuk, hogy 16d? féle szinnel mindig létezik ismétlédésmentes szinezése egy maximum
d foku grafnak. O
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