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1. Bevezetés

A "Londoni Balna" néven elhiresiilt keresked 2012-ben 6,2 millidrdos dol-
laros veszteséget realizalt a JPMorgan Chase & Co. szamara, viszont ugyan-
ebben az évben, ez a probléma nem akadalyozta meg attol a bankot, hogy
az év végén kozel 21,3 milliard dollaros rekordnyereséget konyveljen el. A 6
probléma, viszont abban jelentkezett, hogy a bank megsértette az értékpapir-
torvényeket és beleegyezett, hogy tébb mint 1 millié dollar birsagot fizet az
allamnak és az amerikai szenatus egy elbiralo jelentést irt réluk és a bank
vezérigazgatojanak pedig pénz megvonassal kellett szembenéznie.

Az 2 fejezetben betekintést nyeriink, faktoranalizis vilagaba, hogyan ir-
hatoak fel és csokkenthetGek a valtozoink egy-egy kisebb latens véltozok-
ba (faktorokba). Feltarjuk, hogy hogyan irhat6 fel egy probléma faktormo-
dell alakban a kovariancia matrix segitségével, majd ugyanezen problémat
megfogalmazzuk, korrelacios métrix segitségével is. Ebben a fejezetben még
egy faktoranalizishez kozel allo valtozok szamanak csokkenését eredményezs
modszert is bemutatunk, mely a f{6kompens analizis. A f6komponens analizist
sokszor parhuzamba allitjak a faktoranalizissel és sokan ugy is vélik, hogy a
f6komponens analizis a faktoranalizis osztalyéba tartozik.

A 3 fejezetben, néhany fontosabb gazdasagi fogalmat, definiciét ismerte-
tiink, mely a tovabbiakban elengedhetetlen a probléma megértésében és egy
érdekes lemmat is bebizonyitunk a VaR-al kapcsolatban.

Ezutan a 4 altalanosan bevezetjiik a korrelacios stresszteszteket ezek els-
nyeit és hatranyait. Majd a LIBOR market modell segitségével, a korrelacios
méatrix értékeinek a meghatarozasara bevezetiink egy paraméteres megadasi
modot és egyszerd tgynevezett OLS mddszert mutatunk a paraméterek becs-
lésére. A tovabbiakban a portfoli6 kockazatanak kiszamitasara adunk egy
variancia-kovariancia megkozelitést, majd a szamunkra legjobb paraméterek
kivalasztasara beveztjiik a Mahalabonis-tavolsagot. Ezt kovetGen ismertetjiik
a hitel-nemteljesitési cseretligylet definiciojat majd ennek a kiszamitasat és
vegiil a portfolioban talalhato eszkozok egyes szeleteinek az értékét hataroz-

zuk meg. A szakdolgozat sordn sokszor a szakszavaknak az angol megfelelGit
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hasznaljuk, mivel ezek szerves részét képezik a pénziigyi szakzsargonnak.
Az utolso6 5 fejezetben pedig, az el6z6 fejezetekben, mutatott modszere-
ket, szamitasokat alkalmazzuk a "London Whale" portfélion és ezek alapjan
vonunk le kévetkeztetésket, hogy a korrelacionak, milyen nagy szerepe van a
pénziigyi kereskedésben és egyes eszkézok szemmel nem lathato, latens val-

tozo6i, milyen nagy hatassal vannak a piaci armozgasok alakulasara.



2. Faktoranalizis, F6komponens analizis

A fejezetben elsforduls, fogalmak, témék leirasahoz a [1] kényvet dolgoz-
zuk fel, mely betekintést enged a faktoranalizis és a f6komponens analizis
vildgéba.

A faktor - és f6komponens analizis a tobbdimenzids statisztikai modsze-
rek kozé tartoznak. Mindketts eljaras célja a valtozok szaméanak csoporto-
sitasa, majd ezek csokkentése, redukalasa. Azt gondoljuk, hogy egy-egy val-
tozékonysagminta, valamilyen nem megfigyelhet, a hattérben meghtzdédo
latens valtozok masnéven faktorok hatédsédnak az eredményeként all els. Ezek
a faktorvaltozok.

A faktorok segitségével a megfigyelt valtozok valtozékonysaga leirhato,
igy csak a faktorokat megtartva, informéciovesztés nélkil tudjuk redukalni a

valtozoinknak a szamat, vagyis az adatstruktirank dimenziojat.

2.1. Példa. Kosarlabddzok adatai: kosdrlabda 1Q), pdlyafutds iddtartama,
vertikalis emelkedés, 60 méteres sprint ideje, meccsenkénti dobott pontok dt-
laga, pdlyan toltott 1dd, asszisztok szdma. Vannak olyan adatok mellyeket
tobb wvdltozoval is lehet mérni. Néhdny adatot, mint példdul, dobott pontok
dtlaga, pdlydan toltott 1dd, asszisztok szama, tudunk egy-eqy kilon faktorban
is meqfigyelni, mint példdul az adott jdtékos hasznossdga. Igy tudunk alkotni

kiilonbozd faktorokat akdr tobb vdltozo dsszevondsduval.

2.1. Faktor analizis
2.1.1. Faktormodell és a kovariancia matrix

A faktor analizis (Factor analysis, azaz FA) célja a valtozok kozotti korre-
lacios mintak Osszegzése. A valtozoinkat a faktorok linearis kombinacidjaval,
akarjuk kifejezni. Ugy gondoljuk, hogy a faktorok a hattérben meghtzodo 1a-
tens folyamatokat Osszegeznek. Ezek a latens folyamatok, faktorok segitségé-

vel kifejezve a valtozoinkat jelentGsen tudjuk csokkenteni, a valtozok szamét.

2.1. Definicid. Legyen p a vdltozdink szdma (X1, X, ..., X,), n pedig vdl-
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tozonként a megfigyelések szdma. Legyen k a faktorok szama. A faktorok és a
vdltozok szdimdra igaz, hogy k < p szigorian. Igy kapott két matriz X := RP*"
a vdltozok mdtriza, F := R**" a faktorok mdtriza.

Ekkor a faktormodell egyenlete: (feltéve, E(X;) = 0Vi)
X =DF e (2.1)

Ahol D := RP** q faktorsilyok mdtriz, ¢ == RP*" az idoszinkratikus

komponens, mdsnéven a zajnak a mdtriza.

Az elgbbi definicioban feltettiik, hogy minden valtoz6 varhato értéke 0.
Ha nem igy lett volna akkor az adott valtozohoz tartozo atlaggal centralunk.
Tovabbé a kovetkez feltételek teljestilnek:

e F maétrix oszlopai, azaz a faktorok korrelalatlanok.

e DF és € korreralatlanok.

e D(F,)=1Vi

e Cov(F) =1, ahol I az identitas matrix, és a C'ov a kovariancia matrix

Ekkor:

Yx = Cov(DF +¢€) = DCov(F)D* + Cov(e) = DDT + Cov(e)  (2.2)

Az el6bbi egyenlet, jol mutatja, hogy a faktor analizisnek a célja a szo-
rasmatrix reprezentaldsa kisebb dimenziészdmmal, de ez a felbontas nem
feltétlen létezik, mivel k > n szigoruan.

A faktormegoldas, nem feltétlen egyértelmd, hiszen legyen T := RF**

forgatas matrix, ekkor:

TTT =1

(2.3)
Yx = DTTTDT = Couv(e

DDT + Couv(e)

Konnyen latszik a (2.2) és a (2.3) egyenldségek segitségével, hogy mivel T'
ortogonalis méatrix ezért Frr = TF' is faktor tulajdonsdgt matrix lesz és igy

a megoldas nem egyértelmi.



2.1. Faktor analizis 5

2.1.2. Korrelacidos matrix

Eddig csak a kovariancia métrixxal foglalkoztunk, viszont a gyakorlatban
sokszor inkabb a korrelacié matrixot hasznaljak, mivel konnyebben értelmez-
het6 mint a kovariancia matrix altal adott kovariancia tablazat.

Néhany definicié miel6tt a korrelacios matrixos modszert roviden targyal-

juk:

2.2. Definicid. Kolcsinds korreldcio (intercorrelation): korreldcid vizsgdlata

a vdltozok eqy csoportja és a filiggetlen vdltozok kozott

2.3. Definicié. Legyen X,Y,Z véges szordsi valdsziniségi valtozok. Ekkor

X, Y parcidlis kovariancidja Z ismeret mellett:
cov(X,Y|Z)=E[(X — E(X|2))(Y — E(Y|Z))] (2.4)

A kovetkezd definici6 el6tt még ismertetjik a X-re vett feltételes szoras-

négyzetet adott Z valdsziniiségi valtozo mellett.

D*(X|Z) = cov(X, X|7)
D(X|Z) = /D*(X|Z)

2.4. Definicié. A parcidlis korreldcio, a parcidlis kovarianica és a feltételes

(2.5)

szorasok hdnyadosaként dll eld:

cov(X,Y|Z)

X|2)D(Y|2) (2:6)

corr(X,Y|Z) = D

Legyenek ismét X, Xo, ..., X, a valtozoink, és Fi, Fy, ..., F,, pedig a fak-
torok. Minden X; és X; pérra olyan faktorokat akarunk talalni, hogy amikor
elhagyjuk ezeket akkor a valtozok kozott a parcilis korrelécio 0. Az alapdtlet
a modell mogott, hogy tgy keresiink faktorokat,hogy ha ezeket a faktorokat
kivonjuk akkor ne maradjon kolcsonos korrelacié barmely X; és X; par ko-
zOtt, mivel a faktorok maguk fogjak magyarazni a kolesoénos korrelaciot. Ez
jelenti azt, hogy barmely ketts elemre, (X;) , (Xj,...,Xp) fiiggetlenek az
Fi, by, ... F,, faktorok fiiggvényében.
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Miutan kiszamitottuk a korrelaciés matrixot, a faktorsilyok szamitasa
kovetkezik. Ebben az esetben a fakor modell a kovetkez6 egyenlettel irhato
fel:

R=PCP" +U? (2.7)
e ahol R a megfigyelt valtozok kozotti korrelacios egyiitthatok matrixa
e P a faktorsulyok matrixa
e (' a faktorok korrelaciés matrixa

e U? pedig a zaj korrelacios matrixa ami altalaban egy diagonalis métrix

Most, hogy attekintettiik a faktoranalizis alapjait kimondhatjuk a faktor
analizis egy nagyon fontos tételét melyet R.J.Rummel jegyzett fel:

2.1. Tétel. Legyen X1, Xo, ..., X, valosziiiségi vdltozok, legyen Fy, Fy, ..., Fy,
a faktorok. Legyen R := R™ ™ a faktorokkal csokkentett viltozok korreldcios
mdtriza, legyen U? := R™™ faktorokkal csékkentett vdltozok korreldlt zaja,

F :=R™P q faktor sulyok mdtrixa. Ekkor teljesiil a kévetkezd egyenlet:
R-U?=FF" (2.8)

Az egyenlet bal oldala, reprezentélja a kozos részek korrelécids méatrixéat.
Amikor viszont kivonjuk beldl a zajt, akkor a kozos varianciat kapjuk vissza.
Lényegében az egyenlet leirja, hogy mely kozos faktorok linearis kombinacidja
az adott valtozo.

A faktor analizis hasznossagat és alkalmazhatésagat az is mutatja, hogy
sok tudomaéanyteriileten hasznéljak f6leg ott ahol nagy mennyiségi adattal
dolgoznak. Ilyen teriiletek, pszichometria, viselkedés- és tarsadalomtudomany;,

a szociologia, a marketing és az operaciokutatas is.

2.2. F6komponens analizis

A fékomponens analizis (Principal Component Analysis,azaz PCA) a val-
tozok kozotti variancia, mintakat osszegzi. A faktor analizis egy specialis ese-

tének is tekinthetd. A modszer lényege, hogy adott egy adastruktura, melynek
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valtozoi kozott valamilyen kapcsolatot tudunk felfedezni, célunk a dimenzio-
szam csokkentése, mikdzben a varianciat lehetd legjobban megtartsuk.
Bizonyos valtozoknak a megfigyelések soran a szorésuk igen kicsi, vagyis
elhanyagolhato, ezeket a valtozokat nem tekinthetjiik jellemzoének és akar el is
hagyhatjuk, ha tudjuk melyek ezek, de altaldban nem egy-egy valtozé szérasa
kicsi hanem tobb lineédris kombinacioja. Ezek a fontos valtozok, illetve azok

melyek szorésa nagy, mivel ezek nem hagyhatoak el.

Altalaban a X7, ..., Xy minta egy N dimenzios teret feszit ki, mely nem
ortogonélis bazis. Az adatainkat egy 14j, Y7, ..., Yy ortogonalis bazisban akar-

juk felirni melynek a variancidja, azaz Ossz-hossznégyzete megeggyezik az

eredetiével. Az Uj bazisnak egy Y; eleme az X, ..., Xy valtozok liearis kom-
binaciojaként &all el. Ha megkaptuk az 1j bazisunkat mely Y7, ..., Yy ezekbdl

az utolsod parat elhagyhatjuk, mivel a variancidjuk kicsi igy nem lényegesek.
Az els6 f6komponens meghatarozasanal vagyis az Gj béazis megtaldlasa-
nal a célunk, maximalizalni a valtozok linearis kombinaciojanak szoérasat és
csOkkenteni a dimenzidszamot.
Az ébra vizualisan is szemlélteti, hogyan is csokkenti a dimenzidészamot

a Fékomponens analizis.

original data space

component space

PC2
-

5
i'§+
Feiln

1:1.
i

Gene 3

L

PC1

1. dbra. Fékomponens analizis vizualis megjelenitése |[2]
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3. Gazdasagtudomanyi definicidék

A fejezetben azokat a gazdasagi definiciokat ismertetjiik mellyek a tovab-
biakban el6fordulnak. Ezeket a definiciokat [3],[4] illetve [5] forrasok alapjan

gytjtottem Ossze.

3.1. Definicié. Ertékpapir alatt olyan pénziigyi terméket (részvény, kétvény,
befektetési jegy) értink, amely vételdr ellenében szabadon dtruhdzhatd. Az

allamkincstdr bocsdtja ki.

3.2. Definici6é. A bazispont a pénziigy teriletén haszndlatos aritmetikai eqy-
ség, a szdzalékpont 1/100-ad része. A bdzispont leggyakoribb célja a szdzalék-
ban kifejezett adatok kiilonbségének megaddsa. Altaldban a pénziigyi eszkiézok

értékének, kamatdnak vdltozdsdt szokds bazispontban kifejezni.

3.3. Definicio. A diverzifkdcio eqy befektetdi magatartds, amely a portfolio
kockdzatanak csokkenésére iranyul, mégpedig a portfolioban szerepld értékpa-

pirok szdmdnak novelésével.

3.4. Definicié. A portfolio kifejezés tobbféle értelemben haszndlhato, legtd-
gabb értelmezésben vagyondsszetétel, azoknak a befektetéseknek az egyiittese,
amely adott magdnszemély, vagy cég tulajdondt képezi, de értelmezhetd gy
s, mint kdétvények, részvények eqyiittese, amelyet eqy befektetésnek lehet te-

kintens.

3.5. Definici6. Hozamnak neveziink eqy pénzigyi terméken elért nyereséget/

veszteséget.

3.6. Definicidé. A pénzpiacokon az index bizonyos értékpapirok vagy az adott
piacon jeqyzett dsszes értékpapir értékének dtfogo vdltozdsainak mutatdja. Az
index olyan, mint eqy portfolio, melyben az egyes értékpapirokat piaci jelen-

toségiik alapjan sulyozzdk.

3.7. Definicio. Az értékpapirok névértéke az a pénzisszeg, amelyet az adott
papiron feltintetnek. Részvények esetében névértéknek nevezzik, a teljes jeqy-

zett tokébol valo részesedés mértékét hatdrozza meg.



3.8. Definicié. A fedezeti stratégia az értékpapirok vdsdrldsinak €s tartdsd-
nak gyakorlata a portfolio kockdzatdinak csékkentése érdekében. Sikeres vég-
rehajtds esetén a fedezeti stratégidk csokkentik a bizonytalansdgot és a be-
fektetésben kockdztatott téke dsszegét anélkiil, hogy negativan befolydsolndk a

potencidlis hozamrdtdt.

3.9. Definicid. Legyen & eqy valdsziniségi vdltozd, és a € (0,1). Ekkor a &
az o - kvantilise
Ga(§) = sup{[Fe(7) < o} (3.1)

q*(&) = inf{y|Fe(v) > o} (3.2)

a & felsd kvantilise.
Ha eqy portfolio profitjdt leiré wvdltozo eqy valdsziniiségi mezdn és a €
(0,1), akkor & alsé a - VaR (Value at Risk) értéke:

VaRa(§) = —4a(8), (3-3)

€s felsé a - VaR értéke:

VaR®(€) = —¢°(€) (3.4)

3.1. Megjegyzés. A veszteségekhez pozitiv kockdzatot rendeliink ezért sze-

repel a VaR képletében negativ eldjel.

3.2. Megjegyzés. A felsd és az also VaR értéke abszolit folytonos eloszldsok
esetében megegqyezik. Viszont diszkrét eloszldsok esetében a kvantilis nem

feltétlen egyértelmi ezért kell killon definidlni a felsé és az also VaR-t.

Alabb egy érdekes lemmat ismertetiink ami kapcsolatot teremt a felsé és

az alsé VaR kozott.

3.1. Lemma.

q*(€) = —q1—a(=E) (3.5)

Ga(§) = —¢'7(=¢) (3.6)
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VaR at a%

10 20 30 40 50 60 70

0

-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

2. abra. VaR « kvantilis mellett [6]

Bizonyitas: A kvantiliseket forditott relaciojelek segitségével is betudjuk

vezetni az alabbi modon

Ga(§) = inf{y|Fe(7) < a},
q“(&) = sup{y|Fe(v) > a}

Az Fe(y) = P(§ < 7) modon definialt eloszlastiiggvényt helyettesitsiik
az F¢(y) = P(§ < v) eloszlasfiiggvénnyel ami az eredeti eloszlésfiiggvény
jobbrol folytonos valtozata. A helyettesitas utdn a q,(§) és a ¢*(&) értéke

nem valtozik.

¢ = inf{y|Fe(y) > a}
= inf{y|P(=¢ > —y) <1—a}
= —sup{—|P(—=§ > =) <1—a}
= —sup{y|FZ¢(7) <1-a}
= —g-a(=5)
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4. Stressz teszt és a korrelacid

Ebben a fejezetben [7],[8] ¢és|9] forrasokat dolgoztam fel a [9] cikkben
stressz teszteinkhez egy faktor modelles megkozelitést alkalmazunk. Egy fak-
tor modellt épitiink fel a korrelacio segitségével. A korrelaciés méatrix meg-
alkotasanal figyelembe kell venniink a kiilonb6z6 kockazati tényezdket is,
mellyek befolyasolhatjak az eszkdzeink kozotti korrelaciot, mivel a korrelécio
igen érzékeny a kiilonboz6 gazdasagi eseményekre.

A stressz teszt egy szamitogépes kockdzatkezelési eszkoz, melyet a kii-
16nb6z6 intézmények, bankok, befektétési szakemberek egy adott portfolio
ellenallo képességének felmérésére hasznalnak, jovébeni pénziigyi szituaciok-
kal ellenben. Ezek a pénziigyi szituaciok lehetnek vilaggazdasagi valsagok
vagy egy-egy adott részvénypiacon a részvényekhez tartozo cégek csédje.

2006-ban torvénybe foglalta a Bazeli Bankfeliigyeleti Bizottsag, hogy a
bankoknak, biztositania kell, hogy elegendé téke alljon rendelkezésre a stressz-
tesztek eredményeinek fedezésére.

A kiilonboz6 eszkozoket és befektetéseket kezelg vallalatokat, mint pél-
daul a J.P. Morgan Chase. a stresszteszteket az adott portféliokockazata-
nak meghatérozéasara, majd ezeket az eredményeket a kiilonb6z6 veszteségek
mérsékléséhez hasznaljak fel, sziikséges fedezeti stratégiak bevezetésére és a
portfoliokat diverzifikaljak.

A portfolikezelk sajat stressztesztel§ programokat hasznalnak, hogy az
altaluk kinalt eszk6zok mennyire ellenallnak a piac viszontagsagainak. Ilyen
program példaul Moody’s Analytics, CCAR és a Dodd-Franklin Act (DFAST)
stressz tesztje.

A stresszteszteknek tobbféle tipusba tudjuk sorolni:

o A Torténelmi Stressz teszteléskor egy korabban megtortént valsag alap-
jan futtatjuk a szimulacidinkat. Ilyen példaul az 1999-2000-es technikai
buborék vagy a 2008-as nagy gazdasagi vilagvalsag.

e A Hipotetikus Stressz tesztelés egy valsidg atvészelésére Gsszpontosit,

mint egy foldrengés elleni stressz teszt vagy egy haboru kirobbanésa.
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e Szimulalt Stressz tesztek kozott az egyik legerterjedtebb a Monte Carlo-
szimulédcié. Ez a tipusd stressz tesztelés specifikus valtozok mellett,

kiilonb6z6 eredményt valosziniiségek modellezésére hasznéljuk.

A kovetkezdkben néhany elényét és hatranyat ismertetjik a stressz tesz-
teknek.

e Elényok: Segit a kockazatok felismerésében és ezéltal a cégek jobb
portfolio terveket tudnak elGallitani. Bankok vagy adott értékpapirok

erGsségeire vagy éppen gyengeségeire ravilagit.
e Hatranyok: Rejtett koltségekkel és kedvezGtlen koévetkezményekkel

jarhat.

A kovetkezd fejezetben elkezdjiik épiteni a faktor modellt a stressz tesz-
tiinkhoz a korrelaciokat parametrizaljuk és adott paramétereinkre egyszert

becslést adunk, a linearis regresszi6 segitségével.

4.1. Korrelacié parametrizalasa

Legyen C' € n x n a korrelaciéos matrixunk mely n daran pénziigyi esz-

s sz

alabbi tulajdonsigokkal rendelkezik:

e Szimmetrikus méatrix
e Vi,j=1,...,n parra igaz, hogy ¢;; € [-1,1]
e Vi = j parra igaz hogy ¢; ; = 1

A 9] alapétlete, hogy a korrelacid, mint paraméter meghatarozéasara hasz-
naljuk a LI BOR market modell paraméter meghatarozasat az eszkozok ko-
zott. A LI BOR modell a kamatlab modellek kozé tartozik, errél a modellek-
18l ez a szakdolgozat nem ad részletes leirast, [11] konyvben tudunk részle-

tesben olvasni .
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Azt a meghatarozast hasznaljuk, hogy a C' matrix elemei felirhatoak a
kovetkezd képpen a LI BOR modell szerint.

ci; = eIl (4.1)

Ahol 8 > 0 paraméteriink, és az i, j par reprezentalja a lejarati iddket.
Mivel ha két eszkoz kozott né a lejarati id6 akkor a korrelacié ezzel aranyosan
csOkken, ez a tény konnyen meggondolhato.

Legyen x = (2!, 22,...,2™) a faktorainkat tartalmazo6 vektor, ezek a fak-
torok magukban foglaljak a kovetkezs latens folyamatokat: lejarati idd, index
sorozatok, befektetési besorolas mértéke, kockazati mérték . ..

A faktorok és a 4.1 alapjan a kovetkez6 moédon tudjuk felirni a korrelaciot
egy-egy pénziigyi eszkozok kozott:

¢y = ePrlzt =z |+ B2z =] |4+ B 2] — 2| (4.2)

Ahol £k =1,...,m VB > 0. Ezeket a paramétereket, a stressz teszthez
sziikséges szenario kivalasztasanal fogjuk megvalasztani ezzel a késébbiekben
foglalkozunk. Ezen paraméterek becslésének legegyszertibb modja a linearis

regresszi6 OLS modszer hasznélata az —In(c;;) transzformalt korrelacion.

4.1.1. Linearis regresszio,OLS

A linearis regresszi6é magyarazo valtozok és valasz valtozok kozotti linea-
ris kapcsolatot elemzi. Az adott valasz valtozd valtozékonysagat szeretnénk

megmagyarazni a magyarazé valtozokkal az alabbi modell segitségével:

Y =By+Bi*X;+---+ B *x X, +e¢ (4.3)

Ahol Y = (y1,...,y,) a valasz valtozo vektora és X; = (T14,...,Tpn1)
a magyarazo valtozo i-edik vektora, By € R az gy nevezett intercept, a
By,...,Br € R regresszios egyiitthatok, € pedig, a mar faktoranalizisnél

latott zaj.
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Az adott B = (By, By, . . ., By) egyiitthatokat szeretnénk becsiilni. Amennyi-
ben az megfigyeléseink fiiggetlenek egymastol akkor a legkisebb négyzetes
becsléssel (Ordinary least squares,OLS) kénnyen tudjuk meghatarozni a B

vektor értékeit.

(Y - XB)Y'(Y - XB) = ||Y — XB|? (4.4)

A 4.4 egyenletbdl tudjuk szarmaztatni a kovetkezd becslést az egyiittha-

tokra:

Bops = (X'X)"(X'Y) (4.5)
Az alabb egy dbran is szemléltetjiik, az OLS modszert .

Urgent and Total Orders
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Urgent orders
3. abra. OLS technika alkalmazasa [12]

Az OLS modszert alkalmazva a transzformélt korrelacion mér kénnyen
meghatarozhaté a B vektor értékei. A torténelmi adatainkat hasznaljuk mint
Y valasz valtozoink, minél tébb ilyen B lehetséges egyiitthaté meghataro-
zésaval a késsGbbiekben konnyen tudjuk majd kalibralni a stresszteszthez

hasznélhato egyiitthatokat.
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4.2. VaR meghatarozasa

Az el6z6 fejezetben bevezettilk a VaR definicidjat a kovetkezGekben a
portfolié kockazatanak kiszamitasara egy variancia-kovariancia kozelitést al-

kalmazunk. A kozelités a kivetkezGképpen néz ki.

VaR, = —Ni_o - Vy - (W'ESw)2 (4.6)

Ahol N;_,, jeloli a normaélis eloszlas (1 — «) kvantilisét, Vj jeloli a port-
folibnak az aktualis piaci értékét, w a portolio silyanak a vektor, azaz a
kiilénbo6z6 eszkdzokhoz tartozo silyokat tartalmazza, o pedig a portfélioban
szerepld eszkozoknek a kovariancia matrixa, amelynek a féatlojaban a kiilon-
b6z6 pénziigyi eszkozok szoranégyzetét talaljuk. A stressz teszthez sziiksé-
giink lesz a VaR-ban megjelend w! Xw portfolio varianciajara.

A stressztesztekhez kikell valasztani egy szenaridt, amiben teszteljiik a
portfolionkat de mielStt ratérnénk a kivilasztasra elGtte definialjuk ezeket a
szenariokat. Ehhez bevezetiink egy valosziniiségi valtozot, mely legyen W. A
stresszszenarié meghatarozasahoz a faktorainkat két nagy halmazba soroljuk.
Egy ugynevezett ("core") mag faktorok csoportjaba és egy ("pheripheral")
faktorok csoportjaba.

Legyen ¥, azon j < m, j elemt csoport melyben azon faktorok egytittha-
toi vannak mellyekre hat a stressz szenério és legyen W azon m—j amelyekre
nem kozvetleniil hat a stressz szenario. Feltételezziik, hogy a faktorok homo-
gének, példaul V¥, = ¥ k =1,...,m ahol a faktor egyiitthatoinak valtoza-
sat jelolje AW, ekkor ezen valtozasok egyiittes eloszlasa normalis eloszlastu
N(0, p3). Emellett a feltétel mellett teljesiil a kovetekzs tétel:

4.1. Tétel. E(AV(|AV;) = EﬂEl_llA\I/l ahol Xy és Xy a kovariancia €s

variancia mdtriva AV és AV,

A kovetkezGekben latni fogjuk, hogy a korrelacios valtozasok egytitt jar-
nak a szorésok valtozasaival vagyis ha valamilyen eszkoznek a szorésa valtozik

akkor korrelacio is valtozni fog.
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4.3. Mahalanobis tavolsag, avagy a legrosszabb szenarié

kivalasztasa

Ebben a fejezetben azzal a kérdéssel fogunk foglalkozni, hogy az adott sze-
néariok koziil amelyben vizsgaljuk a portfolionk stabilitas, ezek koziil melyik
a legrosszabb forgatokonyv szamunkra. Ezen szenériok egy elére megadott
tartoményon beliil vizsgaljuk. Ehhez az egyik legkézenfekvébb megoldéas a
Mahalanobis tavolsag, amely egy P pont és egy D eloszlas kozti tavolsagat
méri.

Ennek t6bb dimenzioés megfelelGje, hogy adott egy véletlenszertien gene-
ralt normalis eloszlast vektorunk majd ennek a tavolsagat vessziik az at-
lagtol. A tavolsag bevezetésének sziikségességét az indokolja, hogy a tobb
dimenziés térben, két pont tavolsaga, korrelalatlan valtozok esetében egyér-
telmi, viszont esetiinkben a valtozoink korrelacioban allnak egymassal, ezt a

probléméat oldja meg a Mahalanobis tavolsag.

4.1. Definicid. Legyen x4, xp egy-eqy vdltozo vektora, ekkor:

D(Mahalanobis) = \/(zg — x4)T - C~1 - (zp — x4) (4.7)

Ahol C a kovariancia mdtrix.

A Mahalanobis tavolsag ezzel ekvivalens definici6ja amellyet mi is hasz-

nalni fogunk, az atlagot hasznalja.

4.2. Definicié. Legyen x; a vdltozo vektorunk és T a vektorunk dtlaga ekkor:

D(Mahalanobis) = /(z; — )T - C~1 - (x; — 7) (4.8)
Ahol C a kovariancia mdtrix.

Legyen B = (B4, ..., Bm)T véletlen vektorunk,ezen valtozokat a 4.2 egyen-
letiinkbol vett paramatérek, melynek a varhato értéke az adott vektor atlaga
E(B) = B és ezen vektor kovariancia matrixa Yg. Ezen feltételek mellett a

4.8 definicioba beirva a kdvetkezs képletet kapjuk.
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DB)=/(B-B) %5 (BB (4.9)

Ahogy mar a fejezet elején emlitettiik szdmunkra a legrosszabb forga-
tokonyv megéllapitasa sziikséges, vagyis azt a tavolsagot keressiik, ami egy
bizonyos paramétertél kisebb vagy egyenls tavolsédgra helyezkedik el. Ez pre-
cizebben megfogalmazza olyan 3 keresiink amely maximalizalja a VaR-t egy

adott ¢ korlat mellett:

B = argmax VaR,(B) (4.10)
B:D%(B)<c

Az el6bbi egyenletben hasznaljuk D?(3) eloszlast. Legyen 3 ~ N(3,33)
ekkor 4.9 négyzetre emelve egy Khi-négyzet eloszlast kovet, vagyis D?(3) ~
X (k).

Ha az 4.10 egyenletiinkbe behelyettesitjiik 4.6 egyenletet akkor konnyen
észrevehetjiik, hogy a maximializalas nem fiigg az a-t6l, hanem a feladatunk
lesziikiil a variancia matrix maximalizalasara.

Ekkor ha beveztjiikk o = /diag(3(5)) matrixot melynek a féatlojaban
vektorhoz tartozo szorésok tartoznak akkor a szenarié kivalasztésara alkal-

mazott maximalizélasi probléma a kovetkezs képpen irhato fel:

B = argmax w!X(8)w
B:D2(B)<c

T
= argmax w' (oC(B)o)w
B:D?(B)<c ( ( ) ) (411)

n n
= argmax ZZwiwjaiajcij(ﬁ)

B:D2(B)<c j=1

Ezen maximum érték megtalalasahoz, a Lagrange-féle multiplikdtor mod-
szert tudjuk alkalmazni mellyet [13] szakdolgozat, példakkal egytitt részletez.
A mi esetiinkben a maximalizaland6 feladat 4.10 az adott 4.9 tavolsag fiigg-

vényében. Ekkor az egyenlet a kovetkezé képpen alakul:

L=w(0CB)o)w +\(B-BS5' (BB —c)  (412)
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Ekkor a fentiek alapjan miel6tt a derivalast végre hajtanank a kovetkezd
alakban frhatuk fel:

L= Z Z ww;ooici;(B) + A (Z Z — B)si; — c) (4.13)

i=1 j=1 i=1 j=1

Ahol s;; € ¥g Vi,j=1,...,m

Ekkor a kiilonb6z6 szerinti derivaltak igy alakulnak behelyettesitve c;;
helyére 4.2.

a/Bl wa]o‘zo'e Zk 15k|:1: z|—|—2)\z /B] Sl]—o l:]_,...,m
,j=1

(4.14)

m

=D > (Bi=B)B = By)sy —c=DB) —c=0 (4.15)

=1 j=1

4.4. Hitel-nemteljesitési csereiigylet értékének szamitasa

Mielstt elkezdjiik ismertetjiik, a CDS szamolasi moédjat mely idében val-
tozik, megismerkediink a swap tigylet és a CDS definici6javal, majd kozelitést

adunk a CDS szerzddés értékének kiszamitasara.

4.3. Definici6. A swap tgylet valamely pénziigyi eszkéz - dltaldban deviza,
értékpapir vagy kamat - cseréjére vonatkozo olyan osszetett megdllapodds,
amely altalaban eqy azonnali és eqy hatdridds adasvételi tigyletbdl, illetve tobb
hatdridds tigyletbdl tevddik dssze és dltalaban jovobeni pénzdramldsok cseréjét

vonja maga utdn.

4.4. Definici6. A hitel-nemteljesitési cseretigylet angolul Credit Default Swap
(CDS), egyfagta biztositasi swap tgylet. A CDS vdsdrldja a CDS feldrdt fizeti
meg CDS kiirdjanak, aki viszont vdllalja, hogy ha a mégéttes termék esetén
nem fizetésre kertilne sor, akkor a maogdottes termék névértékét kifizeti a CDS

vdsdrloja részére.
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A kovetkezGekben csak mint CDS hivatkozunk hitel-nemteljesitési cse-
reiigyletre, és ennek a defiiniconak jobban megértése érdekében alabb egy

példéaval szemléletjiik, hogy mi is az a CDS.

4.1. Példa. Magyarorszag CDS feldra [14] honlap alapjin 2022 mdjus ele-
jén 115 pont kozelében mozog. Ez azt jelenti, ha kotink eqgy CDS szerzddést,
hogy biztositani szeretnénk befektetésiinket ezt évi 1.15%-0s dij mellett tehet-
Jiik meg. Példaul 10 millio eurds dllampapir portfolic esetén, minden évben
1.15%-o0t azaz (ha az évek sordn vdltozik a bazispont akkor vdltozik a fizetési
kitelezetség értéke) 150000 eurdt fizetiink 5 éven keresztil. Abban az esetben
ha nemfizetésre keriilne sor akkor a CDS kiirdja a befektetés névértékét vagyis

a 10 millio eurdt fizeti meg nekiink.

A fenti példaban szerepld vasarlo, a kiird felé tett fizetési folyamatot pre-
mium leg-nek nevezziik, amikor pedig a CDS kiir¢ja fizetési kotelezettségét
teljesiti azt pedig protection leg-nek nevezziik. Azt a CDS felarat amely a
premium leg és a protection leg értékét kiegyenliti fair CDS felarnak nevez-
zik. Azért igy angollal vegyitve definialjuk a fogalmakat mivel a magyarban
nem talalhatoak meg leforditva ezek a fogalmak vagy pedig a forditas soran
jelentésiik nagyon torzulna.

A kovetkez@ekben legyen r > 0 a kockdzatmentes kamatldb amit kons-
tansnak tekintiink az egyszertiség kedvéért. Legyen a nemteljesités valoszi-
niisége P(t,T) ahol t az adott id6pillanattol T" id6pillanatig. Legyen s(¢, 7))
fair CDS spread-nek a t idgpillanatban 7' futamidével. A CDS-nek a piaci
értékét kezdetben tekintsiik 0-nak.

Legyen adott a CDS szerz6dés mely a t idépillanatban 1ép érvénybe, akkor
a t idGpillanatban a szerz6dés kockdzatmentes értéke szamithatoé a premium
leg és a protection leg kiilonbségével. Ha kezdetben 0O-nak tekintjiik a CDS

értékét akkor a kovetkez6 modon irhato fel a képlete:

0=s(t,T) /T e (1 — P(t,u)) du— (1 — R) /T e "I P(t, du) (4.16)

Atrendezve azt az egyenletet kapjuk, hogy
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s(t,T) [ e dP(t )
=T
L=R [T er(1— P(tu))du
Egy létez6 CDS pozicié valés értékét, egy masik ellentétes CDS pozicid

(4.17)

értékével tudjuk kifejezni. A kovetkezSkben a CDS szerzddés futamideje le-
gyen T és névértéke 1$ és egy 0 < t iddpillanattol kezdve érvényes a CDS.
Az adott t idGpillanatban a pozicio értéke a kovetkezs képpen adhatd meg,

az el6z6 egyenlet segitségével.

V; = s(0,T ft “rw=(1 — P(t,u))du— (1 - R ft —rw=t) qP(t, u)
(s(0,T) —s(t,T) ft e "W (1 — P(t,u)) du
(s(0,T)—s(t,T))RPVOL(t,T)
(4.18)
Az RPV01 meghatéarozza a kockazatos értékét a bazis pontnak. A kovet-
kezGekben azt feltételezziik, hogy a nemteljesitési valdsziniiségek allando a
kockazati értéke. Legyen ez Ay > 0. A 4.17 egyenlet bal oldala pont a credit
spread (hitelfelar) képlete. Az egyenlet bal oldalala, pedig maga a kockazati

érték vagyis.

s(t,T)
1-R
Ekkor RPVO01 a kovetkezé modon irhato fel

=M

T A T s(t,T) n
RPVOL1(t,T) = / e~ A=) gy — / e~ R gy, (4.19)
t t
A kovetkezGekben a hozam értékét kell kiszamitanunk, amely sziikséges
lesz a VaR szamitasdhoz ezt els6-rendd Taylor-kozelitéssel konnyen megtud-

juk adni spread valtozasok segitségével As = s(t,T) — s(t — 1,T)

AV = V= Vi~ 2V - As =
= —RPVOL(t — 1,T) - As+ (s(0,T) — s(t — 1,T)) ZRPVOL(t — 1,T) - As
(4.20)
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A kovetkezGekben mivel az egyenletben az mésodik tag ha révid idévalto-
zasokat néziink akkor elhanyagolhatoan kicsi ezért az egyszertiség kedvéért az

érték valtozas meghatarozasanak kozelitése az alabbi egyenletre redukalodik.
AV =~ —-RPVO1(t—1,T) - As (4.21)

4.5. Egyes szeletek arazasa

A kovetkezGekben kiilonbo6zé credit index tranche-knek a fair spread-eit
fogjuk kiszamolni mellyek majd [ paraméterek meghatarozasdban fognak

segiteni "London Whale" portfélioval kapcsolatban.

4.5. Definicioé. A tranche-k (magyarul porcio vagy szelet), az értékpapirok
eqy csoportjabol létrehozott szegmensek, mellyeket kockdzat, lejdarati idd és eqy
jellemzdk szerint osztanak csoportokba. Ezek a csoportokat tudjik értékesite-
ni a befektetdk. Az ilyen csoportok €s ezek kisebb részei is értékesithetdek de
ktilonbozd kockdzattal, hozamokkal és lejdrati iddékkel kell szamolnia a befek-

tetének.

Az adott index tranche jelenértékét az aldbbi moédon tudjuk kiszamolni
ahol K azon pont/szint mely felett a CDS kiir6ja kompenzélja a vesztesége-
ket és Ky pontig/szintig, altalaban ezeket a szinteket szézalékban adjak meg.
Legyen U(K7, K») a kereskedés megkezdésekor fizetett el6zetes ar, S(K, K)
a folyamatosan fizetett ar, Z(t) = e~ a t id6pillanatban adott diszkontlab és
legyen Q(t, K1, K3) a tranche tulélési valosziniisége, vagyis, hogy a tranche
a nehéz piaci koriilményeket tuléli. Ekkor a jelenérték képlete a kovetkezd

képpen alakul.

T
PV(Ky, Ky) = U(Kq, K») +S(K1,K2)/ Z(t)Q(t, Ky, K3) dt—
0

_/0 Z(1)(— dQ(t, K1, Ky))

Az egyenlet elsé integralja az RPVO01-et fejezi ki mig a masodik derivalt
pedig, a premium leg-et. A fenti képletben ha az el6zetes spread-et 0-nak
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tekintjilk, vagyis nincs sziikség elGzetes fizetésre és fair spread-nek tekint-
jik az tigyletet akkor a feladat Q(t, K1, K3) a tranche tulélési fiiggvényének
kiszamitasara redukalodik a ¢ € [0, 7] intervallumon.

A tulélési valosziniiségek kiszamitasahoz mér az el6z6 fejezetben hasznalt
kockéazati értékkel vett egyenlGséget hasznéljuk, ami A = s/(1 — R) ekkor

At

a valosziniiség a kovetkezs képpen irhato fel @, = e és igy a kockézatos

bézispontok kiszamitasa az aldbbi egyenlettel irhato fel.

T T 1 — e(r+NT
/ 200, Ky, Ky) di — / T it — (4.22)
0 0 r 4 )\
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5. London Whale

Ebben a fejezetben az eddig leirt fejezetekben levezetett képleteket, téte-
leket és allitdsokat hasznaljuk a Londoni Balna nevezetii botranyra levetitve.
A portfolio két nagy hitel eszkoz csaladon alapszik az egyik CDX ami egy
amerikai eszkozcsalad mig iTraxx egy eurdpai eszkozcsalad. Ezen beliil ;mind
az CDX mind az iTraxx olyan eszkozoket tartalmaz, mint példaul befektetési
minGséget elért kotvények és az agynevezett High Yield kétvényeket. A High
Yield kotvények magasabb kockazatt de magas hozamot is igérnek, de alta-
laban nemteljesitésiiknek nagy a valosziniisége, mig a befektetési mingséget
elért kotvények biztosabban nytjtanak hozamot az ezeket vasarloknak.

Az eleinte hasznélt stratégia, amit alkalmaztak egy gy nevezett fede-
zeti stratégia volt, amiben a high yield kotvényeket abbdl finansziroztak,
hogy eladtak a befektetési mindségii kotvényeket. Ezzel a hozamot a megfe-
lels szinten tartottak, de a portfolio ezaltal erésen érzékeny volt a kiilonbo-
z6 korrelacios valtozasokra. Késgbbi dontésnek sem a kockézatos eszkozoket
csOkkentették a porfolioban hanem elGszor a hozam szintet tartottdk, majd
emellett lassan csokkentették a kockazatos eszkozok szamat. Vagyis a straté-

gidk cserlégetése soran, nem vették figyelembe a korrelacios valtozasokat.

5.1. Korrelacios stressz teszt

Az adott portfolionak, mint legtobbszor egy gazdaséigi elemzés sorén a
torténelmi adatokat tudjuk felhasznalni mint tAmpontok és ezek segitségével,
valamilyen becslést szamolunk ki, kiilonb6z6 valosziniiségek segitségével. Az
adott szamolasokoz hasznalt adatbazisok titkositva vannak igy ezek mellyek-
kel dolgozni tudnank nem elérhetéek. A kovetkezGekben [9] cikkben kapott
eredményeket fogjuk felhasznalni.

A portfolio analiziséhez a 2012. marcius. 23-ai, adatokat fogjuk hasznélni,
mellyek a piac zarasakor alltak rendelkezésiinkre.

A faktoranalizis soran hasznélt faktoraink a jelen esetben a kovetkeGek

lesznek:futamidd, index sorozat ,befektetési fokozat, CDX vagy itraxx, index
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vagy tranche. A kiilonboz6 eszkozeinket ebbe az 5 faktorba tudjuk leredukal-
ni. Ekkor a 4.2 egyenlet a kovetkez6 képpen irhato fel:

cij = exp(f1|isCDX; —isCDX;| + Ba|isIG; — isG||
+ 05| futamido; — futamido;| + Ba4|sorozat; — sorozat;|

+BslisIndex; — isIndex;|)

Azért, hogy a kalibralt 5 becslék, 6sszehasonlithatoak legyenek, a fentebbi
képletben tavolsagokat kifejezd méréseket lenormaltuk.

Barmely t idépillanatban a [ paramétereket a 250 credit spread segit-
ségével torténik vagyis a grafikonon az el6zé 250 credit spread segitségével
kalibraljuk a becsiilt paramétereket. A napi paramétereket a 2011. méarcius.
1-t61 2012. aprilis 12-ig vett adatokat segitségével kalibréljuk. Az Gsszesen
117 pénziigyi eszkozbdl allo portfolionak a 2021 marcius 23-ai kalibralt be-
csiilt paraméterei 3 = (0.35,0.37,0.21,0.05,0.20)". Ezeket a paramétereket
naponként tudjuk megadni mely nekiink jellemzi a korrelacié a kiilonbo6zé
faktoraink kozott és ezek alapjan kiilonb6z6 megéllapitasokat tudunk tenni a
latens valtozoink kozott. A 4 abran lathatjuk, hogy a vizsgélt idGszak sorén,
a befektetési besorolasok és a CDX vagy itraxx nem allnak erds linearis fiig-
gésben egymaéssal, viszont a & korrelacios kiilonbségeket CDX vagy itraxx
faktor okozza.

Az adott portfolionknak a kockazatat a 4.6 képlet segitségével fejezziik
ki. Feltételezziik, hogy a portfolio valtozasai kozelithetGek a hitelfelarak altal
adott els6rendd Taylor-sorral és hitelfelar hozamainkat normalis eloszlasunak
feltételezziik,emiatt a portfolio kockazatat a variancia foglalja magaba. Az i.
idépillanatban, A;, legyen a névleges értéke és RPV 01, pedig a kockazatos
bazispont a t id6pillanatban. Ezen szamolasok részletei a 4.4-es fejezetben
talalhatoak meg.

Ekkor a t idépillanatban a portfolio értéke a kovetkezd modon adhatod

meg
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4. adbra. 2011.mérc.01-2012.4pr.12-ig a kalibralt paraméterek valtozasai [9]

Vi= Z W,t ~ Z AiRPV()li,t(Si,O - Si,t)
i=1 i
Ezek alapjan ekkor a portfoli6 hozama a kovetkezd modon kozelithets:
As;
AV ~ — Z AiRPV01i7t,1A8i = — Z AZ'RPVOL"t,l‘—SSi’t,l

Sit—1

= -"ARPVOL, 1) Y wir
; i

Ahol a wi% jeloli, a portfolioban a sulyat a C'DS;-nek az
si¢—1. Ekkor az adott pozicionak a ¢ — 1 idépillanatban az értéke

As;
Sit—1

‘/;5,1 - Zj AjRPVOlj’tfl.

r, =

5.2. Eredmények

A JPMorgan befektetési bank 2012. mércius 23-an sziintette be az adott
portfolioval torténd kereskedelmet. A portfolionak a kockézati értékeinek a
kiszamitasdhoz a kiilonboz6 adatokat a Markit oldalan érhetéek el, melyek
titkositottak. A korrelacios modell meghatarozasahoz és a hozamoknak az

eloszlasanak kalibralasahoz a torténelmi adatok segitségével tudunk pontos
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képet nyujtani. A portfolié ezen a napon nettd 153, 34 billi6 dollarnyi névleges
értékkel rendelkezett. A VaR szamitasai alapjan 99% szint mellett az 1 napos
kockéztatott érték kozel 339, 32 millio dollar ami kétszer akkora, mint amit a
JPMorgan jelentett be. Ezt a szdmot hasznaljuk a kovetkezGekben viszonyi-
téasi alapként. Ezek utana a 4.3 fejezetben hasznalt Mahalabonis-tavolsag se-
gitségével megallapitjuk a portfolié szaméra a legrosszabb szenariot és ennek
segitségével nézziik meg a kockdztatott értéket. A legrosszabb B kiszamita-
sédhoz kiilonb6z6 numerikus modszerek alkalmazhatoak. Ha a 99% kvantilis
mellett vizsgéljuk a napos VaR-t akkor konnyen lathatjuk hogy a legrosszabb
esetben a kockaztatott érték kozel 381,08 millio dollar-t éri el, amely kozel
12, 31% novekedést jelent az altalunk kiszamolt alapesethez képest. Ha nem
korlatozzuk a paramétereket ez esetben, a Mahalanobis-tavolsag tekinteté-
ben az egy napos VaR kozel 620,96 millio dollarnyi valtozast eredményez,
mely 83, 01%-kal tér el a viszonyitasi alaphoz képest.

A fentebb lathaté eredmények tiikr6ben a korrelacios stressz teszt, kulcs-
fontossagu tampont lehetett volna a JPMorgan kockazatkezelésének, hogy a

portfolio kockazatait megfelelébben tudta volna értékelni.
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