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1. Bevezetés

Ha adott egy F ugynevezett tiltott graf, akkor mennyi annak az n csicsu G grafnak a
minimélis élszdma, amely nem tartalmazza F-et, de G barmely nem-élét behuzva kelet-
kezik benne F egy masolata? Ez az extremalis grafelméletben jol ismert tiltott részgraf
probléma egyik valtozata, melyben mi a maximalis élszdm helyett a minimélisra va-
gyunk kivancsiak. Ezt fogjuk szaturdldsnak nevezni.

Erd6s Pal, Hajnal Andras és J. W. Moon [1] voltak az els6k, akik a szaturdlt fiigg-
vénnyel foglalkoztak, és meghataroztdk a minimalis élszamot abban az esetben, amikor
a tiltott graf egy k csucsu teljes graf. Azota mér szdmos mds grafcsalddra is sikeriilt a
szaturdciés szamot meghatdrozni, péddul csillag grafra, fakra vagy utakra. A legismer-
tebb 4ltaldnos felsd korlatot Kaszonyi Laszl6 és Tuza Zsolt [2] adtdk 1986-ban. Ezekrol
az eredményekrdl Jill R. Faudree, Ralph J. Faudree és John R. Schmitt [3] nem olyan
régen egy tanulmdnyt tettek kozzé.

Dolgozatom sordn ezen eredményekbdl fogok néhdnyat bemutatni. A méasodik fejezet-
ben az ismertebb grafcsaladokrdl lesz szo: teljes grafok, ezen beliil is kitérek a teljes
paros grafokra, ezt kovetden a csillagok, utak, fak és korok szaturaldsat ismertetem. A
harmadik fejezetben mar nem hatirozom meg, hogy a tiltott graf pontosan milyen graf,
tetszbleges F esetén vizsgdlom egy F-szaturdlt graf élszdmat. Végiil, az utolso fejezet-
ben kiilonb6z0 rendezett grafokat fogok bemutatni, melyek relative friss eredmények az
el6zoekhez képest, ezdltal a szakdolgozatom aktudlis kérdéseket is targyal. El6szor a
rendezett paros grafokkal, masnéven a (0, 1)-matrixokkal foglalkozom, majd éttérek a
linedrisan és a ciklikusan rendezett grafokra. Mindharom esetben bebizonyitom a dicho-

tomidt, és mutatok példakat is az egyes viselkedéstipusokra.



2. Alapveto grafcsaladok

El6szor megismerkediink a szaturdltsdg fogalmdval, majd néhdny ismertebb gréaftipus
esetén megvizsgaljuk a szaturdlt fliggvényt. Nem emeljiik ki minden egyes alkalommal,
de végig egyszer( grafokkal foglalkozunk. Az egész dolgozat sordn jelolje Ky, Sk, Pr, Tk,
Cy, és Gy a k csucsu teljes, csillag, ut, fa, kor, illetve tetsz6leges grafot. Ezaldl kivétel,

ha kiilon hangsilyozva van, hogy mést jelol.

2.1. Definicio. Legyen F egy tetszOleges graf. A G grafot F-szaturdltnak nevezzik,
ha nem tartalmaz F-et részgrafként, de barmely élét behizva keletkezik benne F egy

masolata.

2.2. Definici6. sat(n,F) = min{|E(G)| : G F-szaturdlt, |V (G)| = n}, azaz az n csucsd,

F-szaturdlt grafok éleinek minimalis szdma.

2.3. Definicié. Sat(n,F) ={G:|V(G)|=n, |E(G)| =sat(n,F), G F-szaturalt}.

2.1. Teljes grafok

Miel6tt kimondanank a gréfszaturdléds egyik legismertebb és egyben legkorabbi tételét,
amely a teljes grafok szaturalt fiiggvényére vonatkozik, nézziikk meg Bollobds-tételét,

melyet utdna felhaszndlunk a 2.5 tétel bizonyitasdban.

2.4. Tétel (Bollobas). [13] Legyen Ay, ... ,A,, és By,...,B,, a-elemii és b-elemii halma-
zok sorozatai. Tegyiik fel, hogy AiNB; =0, és AiNB; # 0, ha i # j. Ekkor m < (a;“b).

Bizonyitds. [14] Legyen X az Osszes A; és B; unidja. Tekintsiik X egy tetszleges 7 per-
mutécidjat. Azt allitjuk, hogy legfeljebb egy olyan (A;, B;) par van, melynél A; minden
eleme megel6zi B; minden elemét a © permutdcidban. Tegyiik fel az ellenkezgjét, azaz,
hogy létezik két ilyen par, (A;,B;) és (A;,B;). Az dltaldnossag elvesztése nélkiil tegyiik
fel, hogy A; utolsé eleme A ; utols6 eleme eldtt vagy ugyanott van a 7-ben. Ez azonban
azt jelenti, hogy A; Gsszes eleme B; elemei elott jelenik meg 7-ben. Ezért A; €s B; disz-
junktak, ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy A; N B # 0.

Most vegyiink egy tetszSleges (A;, B;) part. Kérdés, hogy X-nek hany olyan 7 permuté-
cidja van, amely esetén A; elemei megel6zik B; elemeit. Tegyiik fel, hogy X-nek n eleme

van. A; UB; (CH"_ b) helyre keriilhet [n]-ben. Mivel A; elemeinek meg kell el6zni B; elemeit,
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ezért A; elemeit az elsd a helyre kell rakjuk, amit a! féleképp tehetiink meg. Hasonldan,
B; elemei b! féleképp keriilhetnek 7-be. Végiil, a maradék elemeket pedig (n—a — b)!
féleképpen lehet 7-be rakni. Ezért

n nla'b! a+b\ !
B\ (n—a—b)! = —n!
(a+b)“ (1= a=b =0 "( a >

darab olyan 7 permutdcio van, ahol A; elemei megel6zik B; elemeit. Kordabbi megfigyelé-

siink szerint, ha ezt a mennyiséget dsszeadjuk minden (A;, B;) parra, nem léphetjiik tdl X
e P ) -1 AT L .
lehetséges permutdcidinak szamat, azaz n!-t. Ezért mn! (“Zb) < n!, amibdl kovetkezik,
a+b
hogy m < (“17). [ |

2.5. Tétel. [3] Ha 2 < k < n, akkor sat(n,Ky) = (k—2)(n —k+2) + ;) =

(2) - ("2").

Bizonyitds. Legyen G egy n csucsu Ki-szaturalt graf. Megmutatjuk, hogy G-ben az [

n—k+2 , . .
5 ) Legyenek Ay, ...A; azon csicsparok halmazai, me-

nem-élek szdma legfeljebb (
lyek G nem-éleihez tartoznak, azaz |A;| = 2 minden i-re. Minden A;-hez 1étezik egy
megfelel$ k-csicsu C; halmaz, amely tartalmazza A;-t, és V(C;) egy Ky — e-t, ugyneve-
zett majdnem klikket alkot, ahol e az adott A;-beli csucsok kozotti nem-€1. Jeldlje B; a C;
komplementerét V (G)-ben, igy minden |B;| =n —k.

Azt éllitjuk, hogy ekkor a 2.4 tételben szerepld mindkét feltétel teljesiil.
A;NB; =0 nyilvan igaz, hiszen igy definidltuk a halmazokat. Indirekt tegyiik fel, hogy az
A;NBj=0,i+# j.Ez pont azt jelenti, hogy A; C B; = C;. Viszont C; éppen egy majdnem
klikk, amelyben az A ; egy nem-€élnek felel meg. Mivel egy majdnem klikkben pontosan
egy nem-€l lehet, ezért sziikségképpen A; = A, ami ellentmond a feltevésiinknek. Igy
alkalmazhatjuk a tételt, azaz | < ("_12‘”), vagyis sat(n,Ky) > (5) — (”‘S”).

A sat(n,Ky) < (5) — (”_I;FZ) teljesiiléséhez mutatunk egy konstrukciét, melyrdl be-
latjuk, hogy Kj-szaturdlt. Legyen G egy Kj_ és egy K, 12 diszjunkt unigjabdl allo
graf, amelyben Kj_» és K,,_;.» kozott minden élet behiizunk. Kénnyen latszik, hogy ez
a konstrukci6é nem tartalmaz Kj-t, hiszen legaldbb k — 1 fokszamu csticsbdl csak k — 2
darab van. Adjunk hozzd G-hez egy e élet. e csak két K,,_;o-beli cstcs kozti €l lehet.
Mivel ezen csicsok fokszama k — 2, és az e él pontosan két cstcs fokszamat noveli 1-
gyel, ezért keletkezni fog 2 darab k£ — 1 foku cstcs. Ezek a Kj,_»-beli csicsokkal egyiitt
egy Ki-t alkotnak, ezért G tényleg Kj-szaturdlt.

Mivel sat (n,Ky) > (5) — (”_1;“2) és sat(n,Ky) < (5) — (”_15”) is fenndll, ezért igaz a
tételben szerepld egyenldség. |



2.1.1. Teljes paros grafok

Legyen G, egy olyan péros graf, amelynek n zo6ld és m kék csicsa van, €s €lek csak a
kiilonbozo szint csucsok kozott mehetnek. Egy K ; teljes paros graf, ha minden kék €s

z6ld csucsa 0ssze van kotve.

2.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy G, ,, paros graf K; ;-szaturdlt, ha G, nem tar-
talmaz részgrafként K; ;-et, de barmely (j €l behiizdsa a két csucsosztaly kozott Iétrehoz

Gy,m-ben egy Kj ; masolatot. Természetesen feltessziik, hogy k < n, [ < m.

2.7. Tétel. [6] Minden minimdlis pdros Ky j-szaturdlt grdf élszdma éppen (k —1)m +
(Il—n—(k—1)(I—1).

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ez ugyanaz, mintha azt mondandnk, hogy G, ,,-bdl pon-
tosan (n —k+ 1)(m — [+ 1) él hidnyozhat. El8szor azt latjuk be, hogy legfeljebb ennyi
él hianyozhat.

Indukcidt fogunk haszndlni k-ra (a szimmetria miatt elég csak az egyik csticshalmaz-
ra). k = [ = 1 esetén trividlis az 4llitas. Tegyiik fel, hogy k-ig igaz a tétel, és nézziikk meg
k+ 1-re.

Legyen G = Gy, egy Ky -szaturalt graf €s legyen G a G komplementere gy, hogy
G csicshalmaza azonos G csticshalmazaval, és G-ben két kiilonbozd szind csidcs akkor,
és csak akkor van 0sszekotve, ha G-ben nincsenek, viszont az azonos szind csicsok ko-
zott G-ben sem megy él. Legyenek «; (i = 1,...,u) a G élei. Azt szeretnénk beldtni,
hogy p < (n—k)(m—1+1). Mivel G egy K -szaturdlt graf, ezért G-ben minden o;
élhez vélaszhatunk egy olyan k+ 1 kék és [ z6ld csicsbol 4116 G; csicshalmazt, hogy o;
legyen az egyetlen él G;-ben. Legyenek G; kék cstcsai xj),x}, ..., xt, ahol x}) az o; egyik
végpontja. Ekkor ¢ rendeljen n — k sulyt xé—hoz, és 1 sulyt x;—hez (j=1,...,k) minden
i=1,...,u-re.

Megmutatjuk, hogy az a;-k osszesen legfeljebb (n —k)(m — [+ 1) silyt rendelnek egy
a tetsz6leges kék csticshoz. Tegyiik fel, hogy G-ben r darab él indul ki a-bdl. Ekkor ez
az r él r(n — k) sulyt rendel a-hoz, ahol r < m — 1+ 1 (azaz G-ben a legaldbb [ — 1 darab
z06ld csuccsal van 6sszekotve).

G tobbi éle, amelyek silyt rendelnek a-hoz, nem lehetnek szomszédosak ezzel az
r éllel, kiilonben lenne olyan G;, amely legalabb 2 élet tartalmaz. Ezért ezek G egy
(n— 1,m—r) csdcsu pdros részgrafjanak a részét alkotjak, nevezziik ezt G*-nak. SGt, ha

G* egy q; éle sulyt (nyilvan 1 silyt) rendel a-hoz, akkor G; minden csucsa, kivéve a-t,
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G*-ban kell legyen. Ezért G* minden o éléhez 1étezik G*-nak egy olyan (k,[) cstcst
paros részgrafja, amelynek egyetlen éle o;. Igy az indukcids feltevés miatt G* o éleinek
a szdma legfeljebb (n —k)(m —r — [+ 1). Ebbdl kovetkezik, hogy az a-hoz rendelt stily
legfeljebb r(n—k)+ (n—k)(m—r—I1+1)=(n—k)(m—1+1).

Rendeljiink minden o-hez (i = 1,..., 1) n sdlyt. Littuk, hogy egy cstcsra legfeljebb
(n—k)(m—1+1) sdly jut, igy az élekre és csuicsokra is 9sszegezve a stlyokat azt kapjuk,
hogy

nu<nn—k)(m—1I1+1),
amibdl kovetkezik, hogy u < (n—k)(m—1+1).

Egy j6 konstrukciéval megmutatjuk, hogy az élszam legfeljebb (kK — 1)m+ (I — 1)n —
(k—1)(I—1). Az n z6ld csucs koziil kossiink 6ssze k — 1-et minden kék cstcesal, az
m kék csucs koziil pedig / — 1-et kdssiink 6ssze minden zold csuccsal. Az igy 1étrejovo
paros graf élszama éppen (k— 1)m+ (I — 1)n— (k—1)(I—1). Azt dllitjuk, hogy ez a graf
K} ;-szaturalt. Nem tartalmaz K} ;-et, hiszen csak k — 1, illetve [ — 1 csuicsnak a fokszdma
legalédbb [, illetve k, a tobbinek pontosan / — 1, illetve k — 1. Mivel egy 4j él behuzdsa a két
csucsosztaly kozott pontosan két csucs fokszdmat noveli eggyel-eggyel, igy keletkezik
egy Ky 1, azaz a gréf valoban K ;-szaturalt.

Mivel belattuk, hogy legaldbb ennyi él sziikséges, de legfeljebb ennyi él elég is, ezért

ebbdl kovetkezik, hogy pontosan ennyi €le van egy Kj ;-szaturdlt paros grafnak. |

Erdemes megemliteni, hogy teljes tobbparticids grafokhoz is 1étezik becslés a mini-
malis €lszamra. Jelolje K, ., a tobbparticids grafot, ahol s1,...,s,, r > 2 a particiok

elemszama.

2.8. Tétel. [5] Legyenr>2,5,>...>s51>1, F =K, s ésp=si+...+s5_1—1L

Ekkor minden elég nagy n esetén

sat(n,F) < (g) Fpn—p)+ [&2(”"’) - g .

Megmutatjuk az ehhez tartoz6 konstrukciét, viszont a bizonyitasra a dolgozat sordn
nem keriil sor.

Legyen F =K, s,p=s1+...+s—1—1,g=p+s,—1=s1+...+5,—2. Legyen
G’ az a graf, amelyet egy A C {1,...,n— p} |s,/2] méretdi klikkbsl kapunk dgy, hogy
AésB=1{l,....,n—p}\A kozott legfeljebb 1 élet hizunk be, a B-beli éleket pedig tgy

hizzuk be, hogy G'(B) ne tartalmazzon K5, 114t 1 <t <s,, valamint G’-ben minden
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B-beli cstcs fokszdma s, — 1 legyen. (Ilyen G’ 1étezik minden nagy n esetén.) Ekkor
G’ egy K s -szaturdlt grif az {1,...,n — p} csticshalmazon. Végiil, legyen G = K, * G/,
ahol a * azt jeloli, hogy K, és G’ diszjunkt csicshalmazok, koztitkk minden élet behtizunk.
Ekkor G F-szaturilt.

2.2. Csillag graf

A kovetkezd tételben az S; 1 jelolje azt a csillagot, amelynek ¢ darab levele van.

2.9. Tétel. [2]

=4[] hanzee
sat(n,S;41) =

(é)—i—(";) hal+1§n<t+L§J

Bizonyitds. Legyen G egy S;;1-szaturdlt graf. Mivel G-ben nincs S; 1, ezért minden
pont foka legfeljebb r — 1. A szaturdlds miatt pedig, ha G-ben tetsz6legesen behizunk
egy €élet két olyan csucs kozott, amelyek nincsenek Osszekotve, keletkezik Sy 1, igy a
két csucs koziil legaldbb az egyiknek a foka ¢ — 1 volt az élbehtizés el6tt. Tehat minden
legfeljebb  — 2 foku pont 0ssze kell legyen kotve egymassal, ezeknek a szamét jeldlje &,
azaz k = |{x € V(G) : d(x) <t —2}|. Ezek igy egy Ki-t alkotnak, ahol k < (kiilonben
lenne S;; G-ben), a tobbi csucs foka pedig # — 1 kell legyen. A k& csticsu teljes grafnak
(];) éle van, és mivel ¢ — 1 foki csticsb6l n — k darab van, ezért még legalabb w

él van a grafban (hiszen egy él legfeljebb 2 cstics fokszdmahoz jarul hozza), vagyis

E(G)] > (5) n (%) (k). M)

Legyen p(k) = (5) + (552 (n—k) = kz_”‘# Hirom esetet kell megvizsgalni:

l.eset: Han >t + L%J, akkor a p(k) mésodfoki polinom k = £-ben veszi fel a mini-

mumét. Ezt az (1) egyenl6tlenségben k helyére behelyettesitve, megkapjuk, hogy



Mivel k egész, ezért péros t esetén k = %—ben vétetik fel a minimum, pératlan ¢ esetén
pedig, ha k = L%J -t vagy k = ’—%-‘ -t helyettesitiink be és ezeknek vessziik a minimumat.

Ekkor paros és pdratlan ¢ esetén is igaz lesz, hogy

B 2
@) > = ta ] H . )

2.eset: Han <t+ | 5|, és n—k > 1. Az (1) korldt még mindig fenndll, és p(k)-nak a
minimuma tovébbra is k = £-ben van, viszont a feltétel szerint k <n—1t < £, ezért a
minimumot a lehetd legnagyobb k esetén éri el, ami az n — k > ¢ feltevés miatt k =n —t-

ben lesz. Ezt az (1) képletbe behelyettesitve, a kovetkez6t kapjuk:
1 n—t
E(G)| > . 3
6= (3)+ (")) &)

3.eset: Han <t+ [%J és n —k < t. Ekkor van egy n — k méretii részgraf, amin beliil
minden cstics foka maximum n — k — 1, igy egy-egy csucs esetén a maradék 1 — (n — k)
beldle kimend €l mindenképp a Kj-ba kell menjen. Ezért ebben a részgrafban 6sszeadva
a fokokat legaldbb ennyi élet egyszer szamolunk. Ebbdl ad6déan az n — k-as részen beliil,
valamint a két részgraf kozott az 6sszélszam minimum (n —k)(t —n+k) + w

Ehhez még hozzdadddik a Kj-ban 1év6 élek szama, ami az alabbi becslést adja:

@)= -0 - (") +(5): @

Legyen

g(k) = (t—1)(n—k) — (";k) + (’;) =nk—tk+nt—n2;n.

Mivel feltettiik, hogy n — k < ¢, ezért a polinom a k = n —t helyen fogja felvenni a

minimumat, ezért k heyére (n — t)-t irva nem rontunk a becslésen, ezért

6= (5)+ (")



1. abra. Példa (2)-re, aholn =6,¢t =4, és (3)-ra, aholn =8,r =6

2.3. Utak és fak

El6szor egy konkrét csucsszamu ut esetén vizsgdljuk az utszaturdldst, udna kimondjuk a

tételt altalanosan is.

2.10. Tétel. /2]
k, han =2k
sat(n,Py) =
k+1, han=2k—1

Bizonyitds. Legyen G egy n cstucsi minimdlis Py-szaturdlt graf. Azt éllitjuk, hogy G
n = 2k esetén k darab K, diszjunkt uni6jabdl, n = 2k — 1 esetén k — 2 darab K, és egy
K3 diszjunkt unidjabol 4ll. A konstrukciobol egyértelmien latszik, hogy G-ben nincsen
Py. Legyen x € V(Ky;) és y € V(Ky;), barmely i # j-re. Ekkor az xy €élet behiizva kelet-
kezik Py. Legyen z € V(K3). Ha az xz élet hizzuk be, szintén 1étrejon egy Py, ezért G
Py-szaturalt.

Mar csak azt kell beldtni, hogy ha G minimalis, akkor van maximum ennyi €10 szatu-
rélt G, hogy G’ minden komponense csak K, vagy K3, és K3-bol legfeljebb egy darab
lehet. Vegyiik észre, hogy ha G-nek lenne olyan / csticsi komponense, ahol / > 4, akkor
az csak csillag graf lehetne, kiilonben nem teljesiilne a szaturdltsidg. Mivel egy csillag
graf paros [ esetén % darab K-re, paratlan / esetén pedig % darab K>-re és egy K3-ra
bonthato, ezért az [ — 1 €l lecserélhetd % <[—1,illetve % +3 <[ —1 élre (a masodik
esetben egyenldség csak [ = 5 esetén lehet). Nyilvanvald, hogy G a csere utdn sem tar-
talmaz Py-et, valamint barmely uj élet behtzva keletkezik P, azaz szaturdlt is marad. fgy
3-nal nagyobb csticsszdmu komponens nem lehet G-ben. Mivel G P4-szaturdlt, minden

legfeljebb 3 csucsszamu komponense teljes kell legyen. Tegyiik fel, hogy G tartalmaz
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K-et is. Mivel egy izoldlt csics és egy K3 lecserélhetd 2 darab K»-re, ami csak 2 élet
tartalmaz 3 helyett, ezért ebben az esetben G nem lenne minimalis. Egy izolalt csucsot és
egy K>-t 0sszekotve nem keletkezne Py, ami a szaturédltsignak mond ellent, ezért G nem
tartalmazhat izolalt csicsot sem. Ha G-ben lenne tobb K3, akkor 2 darab K3 lecserélhe-
t6 lenne 3 K,-re, ami 6 €l helyett 3-at eredményezne. Ezért a feljebb leirt konstrukcio

valdéban minimalis. |
2.11. Tétel. [8] Legyen n > m.

1. Pdros m esetén, ahol m € {22,30,38,40,42,46,48,50} vagy m > 54

sat(n,Py) < n+§— L.

2. Pdratlan m esetén, ahol m € {23,31,39,41,43,47,49,51} vagy m > 55

3
sat(n,By) < S
Megjegyzés. Ennek a tételnek a bizonyitdsa Hamilton-tt segitségével torténik, de erre
a dolgozatban nem keriil sor.

Most térjlink at a fak szaturdldsira. Ehhez sziikségiink lesz egy specidlis fara, melyet

T;7-nak fogunk nevezni, ahol k a csticsszdmot jeloli.

AT, k> 4egy olyan k cstcsu fa graf, amelyet egy k— 1 csticsu csillag grafbdl kapunk
tigy, hogy egyik élét egy tj csiiccsal két részre osztjuk. Igy T;7-nak lesz egy k — 2-foku

csucsa, egy 2-foku €s k — 2 darab 1-foku. Ezt a 2. dbran egy példaval szemléltetem.

2. 4bra. T6*

A kovetkezd lemmaéval megmutatjuk, hogy 7;" az egyetlen T fa, amelyhez létezik azo-
nos csucsszdmu Tp-szaturdlt fa, majd ennek felhasznédldsaval belatjuk, hogy

Sat(n,T;) csillag grafok erdgje.
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2.12. Lemma. [7] Ha létezik olyan k csucsu T és Tk, fa, hogy Tk/ Tj-szaturélt, akkor
minden k > 4 esetén T = T;” és Tk/ =S;.

Bizonyitds. Ha k = 4, akkor csak két fa létezik, T;" és Sy, igy ebben az esetben konnyen
latszik, hogy igaz az éllitds. Ha k = 5, akkor 3 fa 1étezik, ezek koziil pedig csak Ss-re
teljesiil, hogy 75'-szaturdlt, tehat ekkor is igaz a lemma.

Tegyiik fel, hogy k > 6 és Tk, # 8. Ekkor Tk/ biztosan tartalmaz egy legalabb 4 csucsbol
all6 utat. Tovabbd, mivel Tk/ Ti-szaturélt, és a csicsszamuk megegyezik, ezért minden
ed Tk/ -hoz létezik ¢’ € Tk/ , hogy Tk/ +e— ¢ = T;. Vélasszunk ki egy P leghosszabb utat
Tkl-ben: P = (X1,X2,...,X4—1,%q), q > 4. Ekkor két eset lehetséges:
1.eset: Tegyiik fel, hogy d(x;) > 3 vagy d(x4—1) > 3. Vizsgéljuk mondjuk a d(x;) > 3
esetet (ezzel nem veszitiink az altaldnossdgbdl). Legyen y egy x1-t6l és x3-tdl eltérd, x,-
vel szomszédos cstcs, amelynek fokszdma 1. Ilyen y biztosan 1étezik, hiszen d(xp) > 3,
T-ben nincs kor, P pedig egy leghosszabb ut, ezért ha x;-nek nem lenne levél szom-
szédja, akkor ez nem lenne leghosszabb ut. Legyen ¢ = x1y ¢ E (Tk,) ¢ = yx, (ezen €'
valasztissal nem veszitiink az 4ltaldnossdgbdl). Mivel Tk/ + e — ¢’ = Ty-nak teljesiilnie
kell, ezért arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy 7} -nek pontosan eggyel tobb 1-foku csi-
csa van, mint Ti-nak. Most figyeljiik meg, hogy ha Tk/ tartalmazna két nem szomszédos,
legaldbb 2-foku u és v csiicsot, akkor a 7}/ 4 uv-ben keletkezd T; mésolat legaldbb annyi
1-foku csticsot tartalmazna, mint 7}/, igy az el6bbi megéllapitdsunk nem teljesiilne. Ezért
Tk/—ben minden legaldbb 2-foku csticspdr szomszédos, ami pont azt jelenti, hogy Tk/ -nek
maximum 2 darab legaldbb 2-fok csicsa van, és mivel Tk’ = Sy, ezért pontosan 2, u és v.
Ezenkiviil, u és v fokszdma meg kell egyezzen, hiszen az u szomszédai kozott behuzott
él altal keletkezd Ty izomorf kell legyen a v szomszédai kozott behuzott €1 dltal keletke-
z6vel. Emiatt Tk/ sziikségképpen egy szimmetrikus kettdscsillag.

Legyen most e egy leghosszabb ut végpontjai kozotti nem-él. Ekkor nincs olyan ¢’
él, amelynek torlése olyan fat eredményezne, mely izomorf egy olyan faval, amit ugy
kapunk, hogy e-t kozos szomszéddal rendelkezd csticsok kozott hizzuk be. Igy Tk/ sem-
milyen fara nem 7j-szaturdlt, ami ellentmondas.
2.eset: Tegyiik fel, hogy d(x2) = d(x,—1) =2. Legyen e = x1x3 € E (Tk/) Azért, hogy
ne ugyanazt a T}/-t kapjuk vissza, mint amib6l kiindultunk, ¢’ = x;x; kell legyen. Ekkor
Ti-nak eggyel tobb levele van, mint 7)/-nek. Vizsgéljuk meg Tk/ +x1x4-t1s. Ahhoz, hogy a
megfeleld szamu levél keletkezzen, kéne talalnunk egy olyan Tk/ +x1x4-beli €let, amely-

nek torlése 3 darab 1-foku csucsot eredményezne. Ez viszont lehetetlen, hiszen egy él
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legfeljebb 2 cstcs fokszaméhoz jarul hozza.

Mivel mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, ezért Tk/ nem tartalmazhat 4, vagy
anndl tobb csucsbdl all6 utat, ezért mindenképp egy csillag kell legyen. Ebbdl pedig
kovetkezik, hogy Tj csak a T;" lehet. [ |

2.13. Tétel. [7] Bdarmely Ty, k > 5 fdra és bdarmely n > k+2-re sat(n,Tj,) > n— L%J

Sot, Tj az egyetlen olyan fa, amely minden n esetén eléri ezt a minimumot.

Bizonyitds. Legyen G € Sat(n,T}) egy rogzitett, k > 5 csucsu Tj fara. Figyeljik meg,
hogy G barmely kevesebb, mint k csicsi komponense egy teljes graf kell legyen, és
barmely két komponens unidja legaldbb k csucsot kell tartalmazzon. Mivel k > 5, ezért
G-nek legfeljebb egy K; i = {1,2} komponense lehet.

Ezért, ha Tj # T}/, akkor a 2.12 lemma miatt G-nek barmely fa komponense legalabb

k+ 1 csudcsu, kivéve az el6bb emlitett 2 vagy 1 csicsi komponenst, igy

n—1 n+k—2
sar(n. 1) = |E(G)] 2 | g | - 120 | 2.

Az utébbi egyenl6tlenség éles, ha n > k> +k+2.

Tegyiik fel, hogy Ty = T;". Ha |E(G)| < n— | =2 |, akkor G-nek t5bb, mint | “t4=2 |
komponense van. Han = LLQ_ZJ k+ 1 alaku, akkor G-nek lehet L%J -nél tobb kom-
ponense ugy, hogy \_L’;_ZJ darab k csucsu csillag komponense és egy izoldlt csicsa van.
Viszont egy izoldlt csicsot egy k — 1 foku csiccsal 0sszekotve nem keletkezik 7;". Ezért
az egyik k csucsu komponenst €s az izolalt csucsot le kell cserélni egy k+ 1 cstcst csil-

lag grafra, igy az élszam legaldbb n — | “+5=2 |

. Ha n nem ilyen alak, akkor legalabb 2
komponensnek szigortian kevesebb, mint k csticsa van. Mivel ezek csak teljes grafok le-
hetnek, melyekrdl tudjuk, hogy egyiitt tobb mint k csticcsal rendelkeznek, ezért ezt a két
komponenst helyettesithetjiik egy azonos csticsszami csillag graffal. Igy 1étrejon egy G’
graf, amely szintén T;"-szaturdlt, viszont kevesebb éle van, ami ellentmond annak, hogy
G € Sat(n,Ty).

Mir csak azt kell megmutatni, hogy 7; = T;" esetén ezt a minimumot el is éri. Legyen
most G egy olyan n csicsud erdd, amely 7 darab Sy diszjunkt unidja, ha n = 0 modk,
% darab Sy és egy Sk diszjunkt unidja, han =1 modk, és HT#’ darab S, egy >
€s egy Siyp—2 diszjunkt unidja, ha n = p modk minden 2 < p < k — 1-re. Ekkor G-nek
pontosan L%J komponense van. Nyilvanval6, hogy G egyik komponense sem tar-
talmaz 7;"-ot, tehat G sem. Lattuk, hogy barmely legaldbb k csticsi komponensen beliili

élet behizva keletkezik 7. Barmely két komponens kozti élet behtizva is 1étrejon egy
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T/, mert minden legaldbb k csicsi komponensen beliil a legnagyobb fokszdmu cstics
legalabb k — 1, az 1-foku csticsokbdl legalabb eggyel tobb van a sziikségesnél, €s az uj €l
behizédsdval egy legaldbb 2-foku cstcs is keletkezik, ezért G T} -szaturdlt. Mivel G egy
| =2 | komponensii erdd, ezért G éleinek a szdma pont n — | =2 | {gy valoban eléri

a minimumot barmely n esetén. |

2.4. Korok

27 o2

Egy Cy-szaturdlt graf éleinek a szdmdra az eddig ismert legjobb becslést a kbvetkezd tétel
mondja ki. Jelenleg még nyitott kérdés, hogy ez optimadlis-e. Mindenesetre, bebizonyit-
juk, hogy ez a konstrukci6 a szaturédltsdgot mér teljesiti. (A kovetkezd bizonyitds sordn
ahol hosszuisigot irunk, ott az élszdmra gondolunk, ezért ebben az esetben az alsdindex

az élszamot jeloli.)

2.14. Tétel. [12] Minden k > 7 és n > 2k — 5-re

1 k—4
1 .
sat(n,Cy) < ( +k_4)n+( ) )

Bizonyitds. Legyen H = Hy ,, egy n cstcsu Cy-szaturlt graf, n >k >7ésn= (k—1)+
r+t(k—4), ahol r > 1 egész szam és 0 < r < k—5. Legyen V(H) =AUBUCUDU
R{URyU...URy, ahol A,B,C,D és R; (1 <i <t) paronként diszjunkt csicshalmazok,
valamint A = {a;,a,}, B={b1,b2}, C = {c1,¢2,...,¢ck_s5}, D ={d},ds,...,d;}, Rqy =
{ra1,7a2:- -, Tak—a} minden ot-ra. Jelolje Q =AUBUCUD ésR=R;{UR,U...UR;.
H élhalmaza a kovetkezd: b1b; €l nincs behuzva, igy C U B egy majdnem Kj_3, BUA

egy majdnem Ky, ezenkiviil pedig r darab €l megy c; €s d; kozott, valamint ¢ darab k — 3
hosszu P, ut, amelynek a csticsai az A U Ry halmaz elemei az ap,a; végpontokkal. Ezt a

konstrukciot a 3.abra szemlélteti.

Ekkor az élszamra a kovetkezd egyenldség teljesiil:

E(G)| = (k;’) +44r+i1(k—3).

Ezt dtalakitva megkapjuk, a tételben szerepl6 felsd becslést. Még meg kell mutatni, hogy
ez valéban Cy-szaturdlt. Ehhez el8szor azt bizonyitjuk be, hogy H nem tartalmaz Cy-t. Ha

egy Y csdcshalmazid kor Q-ban van, akkor az csak AUBUC része lehet, igy |V | < k— 1.
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k-4

3. dbra. Cy-szaturalt graf szerkezete

HaY tartalmaz egy rq ;-t, akkor AURy C Y, ezért a k — 3 hosszu Py ut biztosan része a

kornek. Azonban figyeljiik meg, hogy ugyan
AT, C Qlhosszd ut, I € {1,2,4,5,...,k—3,k—2}, aj,a, végpontokkal, (5)

viszont [ = 3 nem lehetséges, ezért |V | # k. Azaz, H nem tartalmaz Cy-t.

Huzzunk be H-ban egy e élet. Megmutatjuk, hogy igy keletkezik Cy. Ehhez el6szor
vegyiik észre, hogy O-ban minden a; (i = 1,2) és ¢ € Q\{a;} csics Ossze van kitve egy
Ui (m) m hosszi tttal, ahol (’%ﬂ <m<k-2,azaz

U (m) € Q mhosszi tt, m € {[(k+1)/2],....k—3,k—2}, (6)

ahol a végpontok a;,q € Q.

4 esetet kell megvizsgalni.

L.eset: Ha e € AURy és egyik vége a;, akkor egy v hosszi A URy-beli a; — a» utat
kapunk, ahol 2 <v < k—4. Ez az ut T;_,-vel egy k hosszu kort alkot.

2.eset: e végpontjai ro ; €s rg.j» O #P,1<i<j<k—4. Az rq; csics a Py utat két
részre osztja, az a;-bdl indulé i hosszi Pl-ra, és az ar-ben végz6d6 k — 3 — i hosszi P3-
ra. Legyen 7 = P&ePE tit. Ennek hossza k — 2 — j+i. Mivel ez a hossz 3 és k — 2 kozé

esik, ezért (5)-0t alkalmazva a megfelel6 T;_;>-vel T kiegészithetd Cy-ra, hacsaknem
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j—i+2=3.Ezutébbi esetben az aja; €l Pé,e,Pé—Val alkot egy C-t.

3.eset: Ha e végpontjai ro,; és ¢ € (BUCUD), akkor a szimmetria miatt (valamint U},
definiciéja miatt) feltehetjiik, hogy i < (k —3)/2, igy P}, hossza legfeljebb |(k—3)/2].
Ekkor (6) miatt 1étezik egy olyan U'(m), hogy P}, e és U'(m) egy Ci-t alkot.

4.eset: Ha e € Q:

e ¢ = ajcy esetén Pj-et hasznalva ajcibjax P -ben keletkezik Cy,

(c1 helyére barmely c; irhato)

e e=ad) esetén dicicy...cr_sbrarbiar-ben jon 1étre egy Cy,

(dy helyére barmely d; irhato, csak a c;-k sorrendje fog valtozni)
* ¢ = b1by esetén bra| Pjay b, altal keletkezik egy Cp,

* e =bid; esetén dicicy...cp_sbraza by alkot egy Cy-t,

(dy helyére barmely d; irhato, csak a c;-k sorrendje fog valtozni)

e e =cidy esetén cidrcy ... cr_s5brarabr-ben lesz Cy,
(c1 helyére barmely c; és d helyére barmely d; (j # i) irhatd, csak a c;-k sorrendje

fog véltozni)

» végiil pedig e = dd; esetén c1ddyc; . .. cx_sbrazby hoz létre egy Cy-t.

(dy és dy helyére barmely dy és d; (k # j) irhat6, csak a c;-k sorrendje fog véltozni)

Mivel barmely €l behizasa C; egy mésolatat eredményezi, ezért H valéban Cy-szaturalt.
[ |
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3. Tetszoleges grafok

Ebben a részben a tetszdleges F-szaturalt grafok éleinek minimaélis szdméval fogunk fog-
lalkozni, ltalanos becsléseket adunk a szaturdlt fiiggvényre, valamint mutatunk néhany
olyan példat, amikor a szaturdlt fiiggvényre teljesiil, vagy épp nem teljesiil a monotoni-
tas. A késdbbiekben bevezetiink egy sulyfiiggvényt, melynek segitségével djabb korlatot

tudunk adni egy tetszdleges F-szaturdlt graf élszamara.

3.1. Definicié. Legyen F = {F},...} a tiltott grafok osztdlya. Egy G graf F-szaturdlt,
ha F; € F, amely G-nek részgrifja, de G-ben egy tetszdleges élet behtizva keletkezik

benne tiltott részgraf.

Jelolje sat(n,F) az n csucsu, F-szaturdlt grafok éleinek minimalis szamadt. Egy F-

szaturdlt grafot, melynek sat(n,F) éle van, F-minimélisnak neveziink.
Megjegyzés. Ha F = {F}, akkor sat (n, F)-et irunk sat (n,{F }) helyett.
El6szor nézziik meg a dichotémiat tetszdleges grafokra.

3.2. Tétel. [2] Legyen F egy olyan grdf, amely tartalmaz izoldlt élet. Ekkor létezik no € N
kiiszébindex, hogy minden n > ny-ra sat(n,F) = sat(no, F), kiilonben sat(n,F) = ©(n).

Bizonyitds. Jelolje k az izolalt csticsok szamdt F-ben, és legyen p = |V (F)| — 1 — k. Fi-
gyeljiik meg, hogy ekkor egy K, n — p izolalt csucs hozzavételével F-szaturilt lesz, ezért
sat(n,F) < (5),han> |V(F)|.

Legyen G egy n csicsd F-et szaturdld minimdlis élszamu graf. Tegyiik fel, hogy
n> (p*— p) +k+2. Az el6z6 bekezdés alapjan G-nek legfeljebb (4) €le van, és mivel
n> ( i p) +k+2, ezért G biztosan tobb, mint k + 2 izoldlt csdcsot tartalmaz. To-
roljiink ki egy v izoldlt csicsot G-bdl, az igy keletkezd graf pedig legyen G’, amelynek
van legaldbb k + 2 izoldlt cstcsa. Azt allitjuk, hogy G’ is szaturdlja F-et. Nyilvanvalo,
hogy G’ nem tartalmaz F-et. Mdsrészt, G’ egy tetszSleges e nem-élét kivalasztva, és ezt
behiizva G'-ben, keletkezik benne F. Ennek beldtdsdhoz hiizzuk be az e-nek megfeleld
élet G-ben is, amit az egyszerlis€g kedvéért szintén e-vel jeldliink. Ekkor keletkezik F
egy masolata G 4 e-ben is. Mivel G + e-nek tobb, mint k izol4lt csicsa van, F-nek pedig
legfeljebb k, ezért feltehetd, hogy F-nek ez a masolata nem tartalmazza v-t, kiilonben v
felcserélhetd G-nek egy F'-en kiviili izoldlt csicsdval, hogy egy v-t nem haszndl6 F ma-

solatot kapjunk. Igy F G + e-beli masolata megfelel F G’ + e-beli masolatanak, vagyis
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G’ val6ban F-szaturdlt. Hasonl6an beléthat6, hogy G-hez hozzdvéve egy izolélt cstcsot,
szintén egy F-szaturdlt grafot kapunk.
Mivel feltettiik, hogy |E(G)| = sat (n, F ), ebbdl kovetkezik, hogy sat(n—1,F) < sat(n, F)
éssat(n+1,F) <sat(n,F), tehit a fent megvalasztott n-t6l kezdve a fiiggvény konstans.
Legyen n < (p*> — p) + k + 2. Ekkor G-ben nincs legalabb kettSvel tobb izolalt cstics,
igy nyilvanvald, hogy sat(n,F) = Q(n). sat(n,F) = O(n) teljesiilését a 3.6 tételben fog-
juk latni. Ezekbdl kovetkezik, hogy sat(n,F) = ©(n). |

Nézziink néhany olyan példat is, ahol a szaturdlt fiiggvény az extremdlis fliggvénnyel

ellentétben nem mindig lesz monoton. Ezt ellenpélddkkal fogjuk igazolni.
3.3. Definicié. ex(n,F) = max{|E(G)|: G F-szaturdlt, |V (G)| = n}
3.4. Példa. [2] Tudjuk, hogy az

ex(n,F) <ex(n+1,F)

egyenldtlenség minden n és F esetén teljesiil. Ezzel szemben a szaturdlt fliggvénynél a

kovetkez§ esetben ez nem lesz igaz. Legyen F = {P;}. Ekkor
sat(2n—1,F) =n+1, mig sat(2n,F) =n.
Ez a 2.10 tétel kovetkezménye.

3.5. Példa. [2] Ha F) részgrafja F>-nek, akkor minden n-re ex(n,F;) < ex(n,F,). Vi-
szont, ha F| = K4, F, pedig a 4.4bra szerinti graf, akkor

n,

| W

sat(n,F1) =2n—-3,  sat(n,F) <

ugyanis egy Ky-szaturdlt graf minimalis élszdmat dgy kapjuk meg, hogy két csucsot
osszekotiink, majd ezt a kettSt osszekotjiik az osszes tobbi csiicesal. fgy (n—2)2+1=
2n — 3 éliink lesz. Viszont K4-hez hozzdvéve egy izoldlt csicsot, mar F,-szaturdlt grafot
kapunk, vagyis egy Ky és K,,_4 diszjunkt uniéja adja a minimadlis élszamot, erre pedig jo
fels6 korlat a %n n = 8 esetén madr lathatjuk, hogy ez kisebb lesz, mint a 2n — 3. Azaz a

monotonitds valéban nem teljestil.
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4. abra.

Ahhoz, hogy egy egész grafcsalddra tudjunk adni egy explicit fels becslést, vezessiik

be a kovetkezd jeloléseket. Adott az F, a tiltott grafok osztilya. Legyen

u=u(F)=min{|V(F)|—a(F)—1:F € F,a(F)az F fiiggetlen csticsainak
maximadlis szdma},
t =t(F) = min{|E(F')| : F' CF € F, ahol F’ egy S maximalis méret(i fiiggetlen
csicshalmaz, S C V(F),|S| =|V(F)|—u—1ésegy x € V(F)\ S csics

feszitett részgréfja}

3.6. Tétel. [2] sat(n,F) < un-+ %(t —1)(n—u)— (”;1), ha n elég nagy.

A tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz két lemmadra, dgyhogy el6szor foglalkozzunk
ezekkel:

3.7. Lemma. [2] Ha minden F; € F 0sszefiiggd és G F-szaturalt, akkor G minden (0ssze-

fliggd) komponense F-szaturalt.

Bizonyitds. Mivel G F-szaturalt, ezért egyik komponense sem tartalmazhat F; € F-et
semmilyen i-re. Legyen G egyik ilyen komponense G'. Tegyiik fel, hogy létezik
uv ¢ E(G). Mivel G + uv-ben 1étre kell jojjon valamely F; € F mdsolata, és F;-r6l is
feltettiik, hogy Osszefiiggd, ezért F; ezen mdsolatdnak egésze G’ + uv-ben kell keletkez-

zen. Emiatt G’ is F-szaturalt. [ |

3.8. Lemma. [2] Legyen F' = {F;\ {u} : u € V(F,), F; € F}, és tegyiik fel, hogy léte-
zik x € V(G,) : d(x) = n— 1. Ekkor G, akkor, és csak akkor F-szaturdlt, ha G, \ {x}

F'-szaturilt.

Bizonyitds. Legyen G, az az n csucsu graf, amelynek létezik olyan x € V(G,) csui-

csa, hogy d(x) = n— 1, valamint legyen G,_; = G, \ {x}, ahol d(x) = n— 1 és jelolje
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F/=F\{u},F,eF,ucV(F).

Legyen G, F-szaturalt. E18sz6r megmutatjuk, hogy G, 1 nem tartalmazza F’ egyet-
len elemét sem. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan F} € F/, amelynek mdsolata megta-
lalhaté G,_1-ben. Vegyiik hozz4 G,,_-hez a G,_; definicidjdban szerepld x cstcsot, és
hiizzuk be az éleket. Mivel d(x) = n—1 (viszont d(u) < n— 1), és feltettiik, hogy G,
tartalmaz F;-t, ezért G, biztosan tartalmazni fogja F; egy mdsolatdt. Ez pedig ellentmon-
das, hiszen feltettiik, hogy G, F-szaturdlt.

Most beldtjuk, hogy G,_i-ben barmely élet behiizva, keletkezik valamely F/ egy ma-
solata. Vegyiink G-bdl egy e élet. Mivel G, F-szaturilt, G, + e-nek tartalmaznia kell
valamely F; egy példanyat. Ha x része az F; G,-beli mésolatanak, akkor G,_;-ben az
e-nek megfelels élet behiizva (amit szintén e-vel jeloliink) F/ egy mdsolata is megtaldl-
hat6 lesz G, + e-ben (mert ekkor x feleltethet6 meg u-nak). Ha x nem része ennek az
F; mésolatnak G, + e-ben, akkor G,,_| 4 e-ben F; masolata keletkezik. Emiatt viszont Fi’
egy mdsolata is benne lesz. Azaz G,_| F'-szaturilt.

Legyen G,,_| F'-szaturalt. Ismét, elGszor azt latjuk be, hogy G, nem tartalmaz sem-
milyen F; € F mésolatot. Indirekt tegyiik fel, hogy tartalmaz. Mivel F; = F; \ {u}, ezért
G, tartalmazza F/ egy masolatét. Ez viszont ellentmond G, F'-szaturéltsdgénak.

Mir csak azt kell megmutatni, hogy barmely G,-beli e esetén G, + e tartalmazza vala-
mely F; egy masolatat. Mivel F; = F/ U {u}, ahol u ugyanaz az u, mint F; definicidjdban,
valamint tudjuk, hogy G,_; + e-ben van F/, ezért G, + e-ben biztosan keletkezik F;,
hiszen d(x) =n—1, mig d(u) < n— 1. Ezért G, F-szaturdlt. |

3.6 tétel bizonyitdsa. Eloszor tegyiik fel, hogy u = 0. Ekkor l1étezik olyan F' € F, ami egy
Si+1 és 1zolalt csucsok diszjunkt unidjabdl 4ll. Ebbdl kovetkezik, hogy ha G, F-szaturalt,
akkor minden x € V(G,)-re, ahol n > |V (F)| teljesiil, hogy d(x) < — 1, hiszen ha lenne
ennél nagyobb fokszadmu csucs, akkor lenne benne S, 1, ami ellentmond a szaturaltsag-
nak, vagyis

EG)I< S

azaz ebben az esetben igaz a tétel dllitasa.

Most tegyiik fel, hogy u > 1. Ekkor egyetlen F € F sem lehet egy csillag graf, hi-
szen ebben az esetben a fliggetlen csucsok maximadlis szdma kisebb kell legyen, mint
|V(F)| — 1. Legyen V(G,) = {x1,...x,}, és d(x,) = n— 1. Ekkor a 3.8 lemma miatt
tudjuk, hogy G, akkor, és csak akkor F-szaturdlt, ha G, F'-szaturélt. Legyen d(x,) =

d(xp_1)=...=d(xXp_us1) =n—1, és egyesével konstrualjuk meg az F'.F”.... FW osz-

20



talyokat (F” = (F')’, stb). Ujra és tjra felhasznalva a 3.8 lemmét, megkapjuk, hogy G,
akkor, és csak akkor F-szaturalt, ha G,,_, FW_gzaturdlt. u és t definici6jabdl kovetkezik,
hogy S;11 € F®_ Ebbdl pedig egyértelmtien adédik, hogy egy tetszdleges F (W) _szaturalt
G-y grafnak legfeljebb 1 (n—u)(t — 1) éle lehet. Mivel az xy, ..., xy—y41 csticsok fok-
szdma pontosan n — 1, ezért a beldliik kiindul6 élek szdma u(n — 1) — (g) = un— (”}Ll),

igy ezeket 0sszeadva pont a tételben szerepld felsd becslést kapjuk. |

Becslés sulyfiiggvénnyel

Most egy picit masképpen fogjuk a szaturdlast vizsgélni, ugyanis ehhez egy masik
fliggvényt is felhaszndlunk, ez lesz a sulyfiiggvény. El6szor is, vezessiik be a témdhoz

sziikséges alapfogalmakat.

3.9. Definicié. A G graf egy x csticsanak a nyilt szomszédsdgdn azon csicsok halmazat
értjiikk, amelyekbdl megy él x-be, azaz Ng(x) = {y € V(G) : xy € E(G)}. Az x csucs zdrt
szomszédsdga Ng|x] = Ng(x) U{x}.

Jelolje dg(x) = |Ng(x)| az x csics fokszamat, valamint dg s(x) = |[Ng(x) N S| az x S-
beli szomszédainak a szdmadt, ahol S C V(G). Ha a szovegkornyezetbdl egyértelmiien
kideriil, hogy melyik grafrol van sz6, akkor G-t elhagyhatjuk az alsé indexbdl, igy a
jelolések N(x), d(x), ds(x)-re egyszerlisodnek.

3.10. Definicié. Legyen uv € E(G), ahol u,v € V(G) és d(u) < d(v). Ekkor jelolje
wt(uv) =2|N(u) "N (v)|+|N(v) — N(u)| az uv él siilydt.

Legyen az F graf silya wt(F) = mir(l )wt(uv). Ha E(F) = 0, akkor wt(F) = oo.
uveE(F

3.11. Tétel. [4] Minden F grdfhoz létezik ¢ konstans, hogy

wt(F)—1

t F)>
sat(n,F) = "2

n—ch.
Bizonyitds. El6szor is, vegyiik észre, hogy wt(F) > 1, minden F esetén, valamint, hogy
a tétel trividlis, ha wt(F) = 1. Mivel wt(F) mindenképp egy egész szdm, feltehetjiik,
hogy wt(F) > 2.

Legyen G egy F-szaturalt graf, x* egy legkisebb fokszamu csticsa G-nek, B = Ng(x*),
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vagyis |B| = dg(x*). Figyeljiik meg, hogy ha dg(x*) > wt(F) — 1, akkor mivel minden

gréfra tudjuk, hogy a fokszamok Osszege megegyezik az élszam kétszeresével, igy az

EG) > M1,

képlet azonnal adddik, ezért foglalkozzunk a dg(x*) < wt(F) — 1 esettel. Mivel tudjuk,
hogy dg(x*) és wt(F) értéke is egész szam, ezért feltehets, hogy dg(x*) < wr(F) —2.

Tekintsiik barmely y € V(G) — N[x*] csticsot. Ekkor a szaturdlt fiiggvény definicidja-
bol kovetkezik, hogy G + (x*y) tartalmaz F-et. Legyen ¢ : V(F) — V(G +x"y) az F
G + (x*y)-ba torténé bedgyazodasat leird fiiggvény. Mivel tudjuk, hogy G nem tartal-
maz F-et, ezért az 4j x*y él egy uv € E(F) élnek feleltetheté6 meg. Tegyiik fel, hogy
dr(u) <dp(v), éslegyen b = |Np(u) " Np(v)|, valamint a = dp(v) — b. Ekkor wt(uv) =
a+ 2b alakban all el6.

ElGszor azt éllitjuk, hogy dg(y) > a+ b — 1. Ehhez két esetet kell megvizsgalni:

Leset: Hay = ¢ (u), akkor
dg(y) > dg(x*) >dp(v)—1=a+b—1.
2.eset: Hasonldan, ha y = ¢(v), akkor
dg(y) >dr(v)—1>a+b—1.

Mi pedig pont ezt éllitottuk.
Most figyeljitk meg, hogy fiiggetleniil attdl, hogy y = ¢ (u), vagy y = ¢ (v),

¢ (Nr(u) NNE(v)) € NG(x") = B,

azaz a G grafban az y csucsnak biztosan van b darab szomszédja a B halmazbdl, ezen
kiviil pedig legaldbb a — 1 tovébbi €l indul ki beldle, igy minden y € B — {x* }-ra teljesiil,
hogy

2dGp(y) +dgp(y) > 2b+a—1=wt(uv) — 1 > wt(F)— 1.

Most vegyiik észre, hogy

Y do(x) > ) dgp(y).

xeB yeB
Ebbdl kovetkezik, hogy
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=1 Y,cB (2dG p(y) +d;500))
> 2dc(x*>+(wt(1;>—1)IE—{x*}I

_ 2d(;(x*)+(wt(F);1)(n—1—dg(x*))

A,

ahol C;: = dG(x*)(Wt(F)—23)+(w[(F)_1).

Mivel azt tettiik fel, hogy 0 < dg(x*) < wt(F) —2, ezért a ¢ érték a dg(x*) = wt(F) —
2. Ebbdl addédik, hogy

2-ben maximalizélhatd, ahol wt(F) >

— 2_
sat(n,F) > wt(Fz) ln— wt(F) ;lwt(F) —1—5,

minden wt(F) > 2-re. |

3.12. Példa. Legyen F = K3. Ekkor wt(F) = 3. A képletbe behelyettesitve minden n-re
azt kapjuk, hogy sat(n,F) > n— 1. Ez igaz, sGt ebben az esetben éles a becslés, hiszen
egy csillag graf a minimadlis él4 K3-szaturdlt graf. Az n csdcsu csillag grafokrdl pedig

tudjuk, hogy pontosan n — 1 éliik van.
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4. Rendezett grafok szaturalasa

A kozelmiltban nagy figyelmet kapott a (0, 1)-matrixok szaturdldsanak problémdja, ami
valgjaban tekinthetd a rendezett paros grafok szaturdldsi problémdjanak. Ez fog minket
elvezetni a linedrisan, valamint a ciklikusan rendezett grafok vizsgdlatdhoz. Mindharom
esetben bebizonyitjuk a dichotémiat, majd mutatunk néhany példat korldtos €s linedris

szaturdlt fiiggvényekre is.

4.1. (0,1)-matrixok

4.1. Definici6. Azokat a matrixokat, amelyeknek minden eleme O vagy 1,

(0,1)-mdtrixoknak nevezzik.

A kovetkezSkben legyen P"** és M™*" egy (0, 1)-matrix, r < m és s < n.

4.2. Definicio. Az M matrix tartalmazza a P matrixot (ami nem egy csupa 0-bol all6
(0, 1)-matrix), ha M tartalmaz egy olyan P’ részmatrixot, amely P-vé alakithat6 néhany

(esetleg 0) 1-es O-ra cserélésével. M elkeriili P-t, ha nem tartalmazza P-t.

4.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M matrix P-szaturdlt, ha M nem tartalmaz P-t

részmatrixként, és M barmely 0 elemét 1-re cserélve az igy keletkez8 M’ tartalmaz P-t.

Az M-beli 1-ek szdmat M sulydnak nevezziik. A minimélis sulya P-szaturalt M matri-
xot jelolje sat(m,n, P), a maximalisat pedig ex(m,n, P). Legyen sat(n,P) = sat(n,n,P)
és ex(n,P) = ex(n,n, P).

P-t 4ltaldban tiltott matrixnak nevezziik. Ha P egy olyan négyzetes matrix, amelynek
minden sordban és oszlopdban pontosan egy darab 1 van, akkor P-t permutdcids matrix-

nak hivjuk.
4.1. Megfigyelés. A definiciobdl adédik, hogy sat(m,n, P) < ex(m,n, P).

4.4. Definicié. Egy M = [m;;] m x n-es (0,1)-matrixban teljes jobbrol-balra cikcakk

titnak (roviden teljes R — L cikcakk ut) nevezziik azt az utat, amelyben
1) m+n—1darab 1 van,

1) my, =mpy =1,
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111) m,,; = l-et kivéve minden M-beli 1-nek van egy 1 szomszédja vagy kozvetleniil

t6le balra, vagy kozvetleniil alatta (mindkét irdnyban nem lehet).

A teljes L — R cikcakk ut hasonldan definidlhat6é m, = m,,, = 1-gyel.

0/0/0/0]0]0]0]1]
0/0(0/0|0|0/[0 |1
0/0[0|0|0[1]1]1
o/ojojo|0o|1]|0|0O
0/0|1|1]|1]|1]0]0
o/0|1/0(0|0]|0]|0O
111|/1/0]/0/0|0]|0
1[o/0/ofof0[0]0]

5. dbra. Példa teljes R — L cikcakk ttra egy (8 x 8)-as matrixban

4.5. Tétel. [11] Legyen I egy k X k-as egységmdtrix. Ekkor sat(m,n,I;) = ex(m,n, ) =
(k—1)(m+n—(k—1)), ham,n >k > 3.

Bizonyitds. El6szor az ex fiiggvényre bizonyitjuk a tételt. Legyen M egy m X n-es I-
szaturdlt (0, 1)-matrix. Tudjuk, hogy M-nek Osszesen (m+n — 1) darab étléja van, és
minden &4tl6jaban az 1-ek szdma legfeljebb (k — 1). Nevezziik ezt az 4tl6 hosszanak.
A matrix sarkaibol indulva mindkét oldalon 1 —1 1,2,...,k— 2 hosszu atl6 lehetsé-
ges, igy ezekben legfeljebb 2% = (k—2)(k—1) 1 fordulhat el8. Ezenkiviil még
(m+n—1—-2(k—2)) darab (k— 1) hosszu 4tl6 lehet. Ezeket 6sszeadva, legfeljebb

(k—=1)(k=2)+(k—D(m+n—1-2(k-2)) = (k— 1) (m+n—(k—1))

darab 1-et tartalmazhat az M. Az ex(m,n,ly) = (k—1)(m+n— (k—1)) teljesiiléséhez
még be kell latni, hogy sat(m,n,Iy) > (k—1)(m+n— (k—1)).

Legyen M = [m;;] egy Ii-szaturdlt m x n-es matrix, amelyben kevesebb, mint
(k—1)(m+n—(k—1)) 1 van. Tekintsiik M minden sordban a legbaloldalibb 1-eket. Ha
létezik ezeken a legbaloldalibb 1-eken dtmend, my,-et my,,-gyel 6sszekotd teljes R — L
cikcakk ut, akkor az 1t sordn felhaszndlt 1-eket O-ra cserélve, majd az els6 sort és 0sz-

lopot kitorolve, egy maximalis 1-et tartalmazo, I;—i-et elkeriild (m — 1) x (n— 1)-es
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(0, 1)-matrixot kapunk (mert a teljes R — L cikcakk it minden eleme kiilonbozé dtléban
volt, igy azok 0O-ra cserélésével pontosan egy darab 1 tlinik el minden 4tl6bdl, ezért ha
az igy keletkezd matrix nem lenne [ |-szaturdlt, az eredeti sem lehetne [;-szaturélt, ami
ellentmondds). Erre indukciészertien hasznéljuk ezt az eljarast, ameddig tudjuk.

Tegyiik fel, hogy ezeken a legbaloldalibb 1-eken keresztiil mar nem 1étezik ilyen cik-
cakk ut. Az m,-bdl indulva kovetjiik a cikcakk utat tigy, hogy mindig a lehetd legtobbet
balra, majd a lehet§ legtobbet lefele 1épiink. Igy elériink egy olyan my; = 1-et, amely-
re igaz, hogy my ;1 = 0 és my 1, = 0. Tegyiik fel, hogy van my, = 1, ahol 1 > p >
[ — 2. Ekkor my ;_; alatt jobbra nem l€tezhet I;_1, kiilonben M-ben lett volna I;. Ezért
mi py1 = ... = my = 1 kell legyen (hogy teljesiiljon a szaturéltsag), €s igy folytathatjuk
a cikcakk utat. Ha pedig my.1; = O-t cseréljiik egy 1-re, akkor nem johet I€tre I;_1, hi-
szen ha keletkezne, akkor my 1 ; az eredeti M matrixban is egy I; része lett volna. Ezért
az 1-ek szamdt minden esetben novelhetjiik, ha M kevesebb, mint (k—1)(m+n— (k—1)
darab 1-et tartalmazott, igy sat(m,n,I) > (k—1)(m+n—(k—1)).

Mivel belattuk, hogy legaldbb ennyi 1 sziikséges, valamint azt is, hogy legfeljebb ennyi
lehet, ezért ex(m,n,I;) = (k—1)(m+n— (k— 1)) teljesiil. A sat(m,n,I)-ra pedig a 4.1
megfigyelésbol kovetkezik az egyenlség. |

Az egyenlGség teljesiilése miatt az aldbbi algoritmus minden lefutdsa ugyanannyi 1-et
tartalmaz6é m x n-es métrixot eredményez, melyek koziil ezzel az eljardssal az Osszes

megkaphato.

Algoritmus: Maximalis -t elkeriil6 métrix

1. Legyen M egy m X n-es csupa O matrix.

2. Amig M-ben kevesebb, mint (k—1)(m+n— (k— 1)) darab 1 van, keressiink egy
olyan 0 elemet, amelyet 1-re cserélve I;-t elkeriild6 matrixot kapunk, és cseréljiik
ki.

3. Output M.

Most nézziik meg ezt a korlatot nem (feltétleniil) permuticids matrixra is. Ezzel egyiitt

fogjuk vizsgélni a dichotomiét.
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4.6. Tétel. [9] Bdarmely k x l-es P mdtrixra, és bdrmely fix ny,mg-ra
sat(m,n,P) < (k—n+(I—1)m—(k—1)(I—1),

sat(n,P) = O(1) vagy sat(n,P) = @(n),
sat(mo,n,P) = O(1) vagy sat(mo,n,P) = @(n),
sat(m,ng, P) = O(1) vagy sat(m,ng, P) = ®(m).

Tovdbbd, ha sat(mg,n,P) = O(1), akkor sat(my,n,P) = O(1) minden m| > my-re, és

hasonléan, ha sat(m,ng, P) = O(1), akkor sat(m,n;,P) = O(1) minden ny > ny-ra.

Megjegyzés. Han < k vagy m < [, akkor minden csupa 1-b6l 4116 m x n matrix elkeriili
P-t, ezért sat(m,n,P) = mn, ami azt mutatja, hogy ng < k és my < [ esetben az 4.6

tételben sat (mo,n, P) = @(n) és sat(m,ng, P) = O(m) trivialis.

Bizonyitds. Legyen P egy k x I-es nem csupa 0 mdtrix, amely k. sordnak /’. oszlopdban
van egy 1. Legyen M egy olyan m x n-es matrix, amelynek az elsé k' — 1 és az utols6
k — k' sordban, valamint az elsS I’ — 1 és az utols6 [ — [’ oszlopdban egyesek dllnak.

Konnyen latszik, hogy ekkor M szaturdlja P-t. Az M-ben 1év6 1-eket megszdmolva
sat(m,n,P) < (k—1)n+(I—1)m—(k—1)(I—1)

egyenlGtlenséget kapjuk, ami azt mutatja, hogy sat(n,n, P), sat(mg,n, P) és sat(m,ng, P)
legfeljebb linedrisan novekedhet.

Most bebizonyitjuk, hogy ez a fiiggvény vagy korlétos, vagy linedris.

Legyen k' =max(k,[). Tegyiik fel, hogy sat(no,ng,P) < 77, ahol ng > k' — 1. Meg
akarjuk mutatni, hogy ebben az esetben sat(n,n,P) < sat(ng,ng,P) minden n > np-ra.
Ebben az esetben létezik egy M ng X ng (ng > k') méretii P-t szaturdlé métrix, amelynek
a sulya kisebb, mint % Ekkor My-ban biztosan van k — 1 egymast koveto iires sor €s
[ — 1 egymadst kovetd iires oszlop. Minden n > ng-ra legyen M egy n X n-es métrix, me-
lyet Mp-bdl kapunk oly médon, hogy ezeket az iires sorokat és oszlopokat annyi uj iires
sorra és oszlopra cseréljiik, amennyi sziikséges.

Azt allitjuk, hogy M is egy szaturdlé matrix. El6szor is, nem tartalmazza P egy ma-
solatat, mert (kihasznalva, hogy P nem lires) ez a masolat legfeljebb k — 1 1j iires sort
és [ — 1 iires oszlopot haszndl. Ez viszont épp azt jelenti, hogy P mar My-ban is benne

kellett volna legyen, ami ellentmondés. Mdsrészt, azt llitjuk, hogy M egy maximalis P-t
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elkeriil6 matrix. Valoban, ugyanis ha M-ben egy 0-t lecserélnénk egy 1-re, akkor talal-
nank egy ennek megfeleld 0-t Mp-ban is, igy ha M nem lenne P-szaturalt, akkor My se
lenne az, ami szintén ellentmondas.

Hasonl6an (vagy csak az iires sorokat, vagy csak az iires oszlopokat megtobbszordzve)
lathatjuk, hogy ha sat (mg,ng, P) < %, no > k—18&s my >1— 1, akkor sat(mg,n,P) <
sat(mo, ng, P) (n > ng), és ha sat(mg,ng, P) < =%, ng > k és mg > I, akkor sat (m,ng, P) <
sat(mg,ng, P) (m > my). [ |

Nézziink egy példat a linedris viselkedésre:
) A0\ |
4.7. Tétel. [9] Ha P = 0 B minta, ahol A,B # 0 (0, 1)-részmdtrixok, akkor
sat(n,P) = @(n).

Megjegyzés. Ennek a tételnek a megforditisa miikodik permutdcidés matrixok esetén,

viszont erre a bizonyitds hosszisdga miatt a dolgozatban nem keriil sor.

Bizonyitds. Legyen M egy n X n-es P-t szatural¢ (0, 1)-madtrix, azaz amely elkeriili P-t,
viszont barmely 0 elemét 1-re cserélve egy olyan M’ matrix keletkezik, amely tartalmaz-
za P-t. Bebizonyitjuk, hogy M-nek nem lehet csupa O sora vagy oszlopa, ami természe-
tesen a tételt is bizonyitja.

Indirekt tegyiik fel, hogy M = (m;;) tartalmaz egy csupa O sort (a csupa 0 oszlop nem-
1étének bizonyitdsa anal6g mddon torténik). Legyen M [. sora ez a csupa 0 sor. Tetszble-
ges k-ra (1 < k < n) az my;, elemet 1-re cserélve megkapjuk a P-t tartalmazd My métrixot.
Figyeljik meg, hogy m;;-et biztosan az M-ben létrejovd P matrix A részmatrixa fogja
tartalmazni, mig my,-et biztosan valamely M} B részmétrixa.

Ebbdl kovetkezik, hogy létezik egy olyan 1 < k' < n maximalis index, amelyre még az
M,s-ben keletkez P matrix mdsolatanak (P') A részmatrixa tartalmazza my-et. Jelolje
B’ a P’ dltal tartalmazott B-t, A’ pedig az A-t. my ) mdr az My, 1-ben 1étrejovs P B”
részmatrixdnak a része. Hasonl6an, legyen A” a P” A-nak megfelels részmétrixa.

Mivel A” és B' egy M-beli P-t eredményez, ami ellentmond M P-szaturdlt tulajdonsa-

ganak, ezért M valéban nem tartalmazhat csupa O sort. |
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4.2. Linearisan rendezett grafok

Innentdl G-t gazdagrafnak, F-et pedig tiltott grafnak nevezziik, és végig feltessziik, hogy

F nem iires.

Egy rendezett graf olyan graf, amelynek csticshalmaza linedrisan rendezett. Egy n csu-
csu rendezett graf esetén a csuicsokat az 1,2,...,n pozitiv egész szdmokkal azonositjuk
oly médon, hogy a csiicsok sorrendje megegyezzen a megfelel6 pozitiv egész szamok
sorrendjével. Ezt ugy képzeljiik el, hogy a csucsok egy vizszintes vonalon fekszenek,
balrdl jobbra rendezve. Az e = uv él esetén mindig feltessziik, hogy u < v, valamint

I(e) = ués r(e) = v az e él bal és jobb oldali végpontja.

Egy F rendezett graf esetén legyen sar-(n,F) egy n csicsi G rendezett graf éleinek
minimalis szdma ugy, hogy G ne tartalmazza F-et rendezett részgrafjaként, de barmely

élet hozzdadva keletkezzen benne F egy mdésolata.

4.8. Definicio. F-ben két szomszédos csucsot dsszekotd izolalt élet minimdlis élnek ne-
vezziik.

F-nek egy uv éle szuperél, ha 1étezik egy olyan xy él, hogy u < x <y <.

4.9. Definicié. Egy F graf szétvdlaszthato, ha nem iires éldiszjunkt F; és F, grafokra
bonthat6 ugy, hogy Fi minden uv; €lére, és F>, minden upv, élére teljesiiljon, hogy
U <vy <upy <.

Egy F graf fészek alaki, ha nem iires €ldiszjunkt F; és F, grafokra bonthat6 gy, hogy

F1 minden u;v; élére, és F> minden uyv; élére teljesiiljon, hogy u; < up < vy < vj.

N I

6. abra. Szétvalaszthato és fészek alaku graf

4.10. Tétel. [10] Ha adott egy F rendezett grdf, akkor sat-(n,F) = O(1) vagy
sat-(n,F) = O(n).

Bizonyitds. Legyen G, az n csdcsu F-et szaturdlé gazdagraf, amelynek sar—(n,F) éle

van. Ha F-nek nincsenek izoldlt csucsai, akkor ha létezik olyan ng, amelyre G,, két
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szomszédos izolalt csucsot tartalmaz, akkor ezeket a csucsokat megtobbszorozhetjiik,
hogy egy n > ng cstcsszamu gazdagrafot kapjunk, melynek €élszdma azonos a G, gaz-
dagraf élszamdval, megmutatva ezzel, hogy sat-(n,F) < sat-(ng,F) = O(1) minden
n > np-ra. Ha F tartalmaz izoldlt csicsokat, akkor 2 helyett |V (F)| darab egymast kove-
t6 izolalt csucs sziikséges.

Igy vagy sat—(n,F) = O(1), vagy ha nincs 2 (ill. |V (F)|) darab egymast kovetd izolalt
cstcs a gazdagrafban, akkor az pont azt jelenti, hogy sar-(n,F) = Q(n).

Mir csak azt kell beldtni, hogy sar-(n,F) = O(n) mindig teljesiil. Ehhez vegyiik F
egy tetszGleges uv, u < v élét tgy, hogy ne létezzen masik u'v' €1, hogy u < u' <V <.
Jeloljik az u el6tti csucsok szamat szamat a-val, az u és v kozottiek szamat b-vel, a v
utdniak szamat pedig c-vel (igy a+b+c+2 = |V(F)|).

Minden n > |V (F)| esetén legyen G, egy olyan n csicsu graf, amelynek az elsS a és
az utolso ¢ csucsa 6ssze van kotve minden csuccsal, valamint hiizzuk be az dsszes olyan
ij élet, ahol legfeljebb b — 1 cstics van i és j kozott. Ekkor G,-nek O(n) éle van. Azt
allitjuk, hogy ez a gazdagraf F'-szaturalt.

El6szor is, G nem tartalmaz F-et: tegyiik fel az ellenkez6jét, és vegyiik F-nek egy G-
ben taldlhat6 masolatit. F' ezen példanyaban legyenek i és j az u és v szerepét betoltd
csucsok (G csicskészlete [n]). Ha i < a, akkor G-ben nem taldlhaté meg az F-ben sze-
repld a darab u el6tti csics. Ha j > n—c—+ 1, akkor G-ben az F'-beli ¢ darab v utdni cstics
nem lesz benne. Végiil, ha j —i < b, akkor az F-ben szerepld u és v kozotti b darab csu-
csot nem tudjuk megtaldlni G-ben. Azaz, minden eset ellentmonddshoz vezet.

Masodszor, G-hez hozzdadva egy tetszlleges ij életazi >a, j<n—c+1¢és j—i<b
feltételek teljesiilni fognak, igy az els6 a, az utolsé ¢ és az i és j kozti b csticsot véve F

egy mdsolata megtaldlhat6 lesz G 4 uv-ben. |

Példak mindkét esetre: (bizonyitds nélkiil)

Ha F' nem tartalmaz minimélis élet, akkor sat (n,F) = @(n).

Ha F minden éle minimdlis él vagy szuperél, akkor sat(n,F) = O(n).

Ha az F rendezett graf szétvélaszthat6 vagy fészek alakd, akkor sat— (n,F) = @(n).

Ha F-ben az els6 (vagy az utolsd) csics minden szomszédjanak a fokszdma na-
gyobb, mint 1, akkor sat- (n,F) = O(n).

sat<(n,I'(010y) = O(1).
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7. abra. 1—‘{07] 70}

4.3. Ciklikusan rendezett grafok

Most a ciklikusan rendezett grafok szaturalt fiiggvényére is bebizonyitjuk a dichotémiat.

C egy ciklikusan rendezett graf, ha minden u,v,x, u < x < v cstcsdra teljesiil, hogy
u-bol az 6ramutaté jardsdval megegyezd irdnyba indulva el6szor x-szel, majd v-vel taldl-
kozunk, ezzel meghatirozva egy 1,,, = {x € V(C) : u < x < v} nyilt intervallumot.

Egy F ciklikusan rendezett graf esetén legyen sat-(n,F) egy n cstcsi G ciklikusan
rendezett graf éleinek minimaélis szdma ugy, hogy G ne tartalmazza F-et ciklikusan ren-

dezett részgrafként, de barmely élet hozzaadva keletkezzen benne F' egy mdsolata.

4.11. Tétel. [10] Ha adott egy C ciklikusan rendezett grdf, akkor sat:,(n,C) = O(1) vagy
satey(n,C) = O(n).

Bizonyitds. A bizonyitds elsd része szinte ugyanaz, mint a 4.10. tételnél. Legyen G, az
n csucsu C-szaturdlt gazdagraf, amelynek sat;,(n,C) éle van. Ha C-nek nincsenek izolalt
cstcsai, akkor ha Iétezik olyan ng, amelyre G, két szomszédos izoldlt csticsot tartalmaz,
akkor ezeket a csicsokat megtobbszorozhetjiik, hogy egy n > ng csicsszamu gazdagra-
fot kapjunk, melynek élszdma azonos a G, gazdagraf €lszamaval, megmutatva ezzel,
hogy sat:,(n,C) < sat:,(ng,C) = O(1) minden n > nyp-ra. Ha C tartalmaz izolalt csticso-
kat, akkor 2 helyett |V (C)| darab egymadst kovetd izoldlt csics sziikséges.

Igy vagy sat:,(n,C) = O(1), vagy ha nincs 2 (ill. |V (C)|) darab egymast kovet§ izolalt
csucs a gazdagréafban, akkor az pont azt jelenti, hogy sat:,(n,C) = Q(n).

Miar csak azt kell beldtni, hogy sat:,(n,C) = O(n) mindig teljesiil. Tegyiik fel, hogy
C-nek k darab izoldlt csticsa van. Legyen s egy C csicsain vett [ intervallum minimélis

hossza gy, hogy az intervallum csticsai C minden élét lefogjak.

Legyen G az n csucsu ciklikusan rendezett graf, a csicsok egy J , |[J| = s — 1 inter-

valluma minden mas csticcsal 6ssze van kotve, és ezeken kiviil nincs mas él G-ben. Ez
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a G nem tartalmaz C-t s definiciéja miatt. Tovabba, G-nek legfeljebb (s — 1)n = O(n)
éle van. Most mohén adjunk hozzd éleket G-hez, amig egy C-szaturdlt G’ grafot nem
kapunk. Azt 4llitjuk, hogy G’-ben minden olyan cstcsnak, amely nem J-ben van, leg-
feljebb 2k — s — 3 a fokszdma, ami éppen azt jelenti, hogy G'-nek O(n) éle van, ahogy
akartuk.

Indirekt tegyiik fel, hogy J-n kiviil van egy v csucs, amelynek foka legaldbb 2k —s — 2.
G JU{v}-nkiviili csicsai két intervallumot alkotnak. Ezen intervallumok legaldbb egyi-
kében v-nek legalabb [(2k —s—2— (s —1))/2] = k — s szomszédja van. Igy JU {v}-n
és ezen a k — s csdcson létrejon C-nek egy mdsolata, ahol J U {v} csicsok toltik be az I

intervallum szerepét. Ez pedig ellentmondas. [
Példa mindkét esetre: (bizonyitas nélkiil)

* Ha C nem tartalmaz minimélis élet (uv = {uv € E(C) : vagy I, vagy I, ires,
deg(u),deg(v) = 1}), akkor sate,(n,C) = ©(n).

* satr,(n,X;) = O(1) minden k > 1-re.

8. abra. X
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