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1. fejezet
Bevezetés

A dolgozatomban grafok lerajzolasaval fogok foglalkozni. Ez pontosabban megfogalmazva
a kovetkezsket jelenti: egy G graf csicsait feleltessiik meg a sik egyes pontjaival és legye-
nek a graf élei a pontokat 0sszekots egyenes szakaszok a sikon. Ezt nevezziik a G graf egy
lerajzoldsdnak. Fontos megjegyezni, hogy ez a fogalom nem egyezik a sikbarajzolas fogla-
méval, utobbinél ugyanis nem engedjiik meg az élek keresztezését, a lerajzolasnal viszont
igen. Ha a lerajzolt grafok éleinek euklideszi hosszat vizsgaljuk, az sok érdekes kérdést
vet fel. Legyen D egy szamhalmaz. Keressiik azokat a grafokat, amelyek lerajzolhatok
ugy, hogy az élhosszai D-bdl keriilnek ki. A D halmaz lehet véges vagy végtelen, lehet
példaul az egész szamok halmaza vagy csak az 1-et tartalmazé halmaz is, a mi esetiinkben
legtobbszor viszont a péaratlan egész szamok halmazat fogja jelenteni. A dolgozatomban

ezt a problémakort fogom megvizsgalni.

1.1. Definiciok, alapfogalmak

A dolgozat kozéppontjaban grafok allnak, ezért bevezetiink most néhany jeldlést. Legyen
G graf, ekkor V(Q) jeloli G csticsainak a halmazat, F(G) pedig az élhalmazat. A G graf
cstucsszamat |V (G)|, élszaméat pedig |F(G)| jeloli. Ha v, w € V(G) cstcsok, akkor jelélje

epw 8 v és w kozott futod élt. Egy v csics fokszamat jeldlje deg(v).
A tovabbiakban néhany, a téma koriiljarasdhoz fontos fogalmat fogunk definialni.

1.1.1. Definicié (Kromatikus szam). Jelolje x(G) szineknek azt a minimalis szamaét,

amelyek a G graf csicsainak olyan szinezéséhez sziikségesek, ahol megkdveteljiik, hogy
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minden szomszédos csticspar kiilonbo6zé szini legyen. Ekkor x(G)-t a G graf kromatikus

szdmdnak nevezzik.

1.1.2. Definicié (Sikbarajzolhato graf). Azt mondjuk, hogy egy G graf sikbarajzolhatd,
ha lerajzolhat6 a sikban gy, hogy a csticsokat pontok reprezentaljak, az éleket pedig foly-

tonos, nmagukat nem metsz§ gorbék és az élek csak a végpontjaikban metszik egymast.

1.1.3. Definici6 (Tartoméany). Egy sikbarajzolhaté graf tartomdnya egy olyan kor, ami-

nek a belseje nem tartalmaz élt vagy pontot.

1.1.4. Definici6é (Euler-graf). Euler-kornek neveziink egy G grafban egy olyan zart él-
sorozatot, amely minden G-beli élt pontosan egyszer tartalmaz. Ha egy graf tartalmaz

Euler-kort, Fuler-grafnak nevezziik.

1.1.5. Definicio (Egész tavolsag graf). Azokat a grafokat, amelyek lerajzolhatok ugy,

hogy az élhosszai az egész szamok halmazabol keriil ki, egész tdvolsdg grdafoknak nevezzik.

1.1.6. Definici6 (Egységtavolsag graf). Egységtavolsdg grifnak nevezziik azokat grafokat,
amelyek lerajzolhatok gy, hogy az éleket egységhosszu szakaszokkal abrazoljuk.

1.1.7. Definici6é (Paratlan tavolsag graf). Pdratlan tdvolsdg grdfnak nevezziik azokat a
grafokat, amelyek lerajzolhatok tgy, hogy az éleit paratlan egész hossziisdgu szakaszok

reprezentaljak.

1.1.8. Definici6 (k-osztalya graf). Legyen k pozitiv egész. Azokat a G grafokat, amelyek

csucsai k db fiiggetlen halmazra particionalhatok, k-osztdlyd grdafoknak nevezziik.

1.1.9. Definici6 (Turan-graf). Legyenek m és n pozitiv egészek, T,,(n) a kovetkezs

tulajdonsagokkal rendelkezé graf:
1. [V(Tu(n))|=n
2. Tn(n) m-osztéalya

3. minden v, w € V(T,,(n))-re v és w kozott él fut pontosan akkor, ha v és w kiilénb6z6

csucsosztalyokban vannak
4. barmely két osztaly méretének eltérése legfeljebb 1.

Ekkor T,,(n)-t egyenletes teljes m-osztélyt grafnak, méas néven m-osztalya Turdn-grafnak

nevezzuik.



1.1.10. Megjegyzés. Adott m és n mellett csak egy olyan graf létezik, amire a definici-
6ban felsorolt tulajdonsagok teljesiilnek, tehat 7;,(n) egyértelm.



2. fejezet

Egész tavolsagok, egység- és valos

tavolsagok

2.1. Egész tavolsagok

Harborth [I] a sikbarajzolhato grafok élhosszait kutatta. A Fary-tétel kimondja, hogy
minden sikbarajzolhato graf lerajzolhato tgy, hogy az éleket egyenes szakaszok reprezen-
taljak. Ekkor felvetddik az a kérdés, hogy milyen élhosszakkal lehet igy sikbarajzolni a
grafokat.

2.1.1. Sejtés (Harborth-sejtés). Minden sikbarajzolhaté graf sikbarajzolhaté gy, hogy

éleit eqyenes, egész euklideszi hosszisagu szakaszok reprezentaljdk.

Harborth sejtése mai napig egy nyitott kérdés, de vannak gréafosztélyok, amikre igazolt,

hogy teljesiil a Harborth-sejtés.

2.1.2. Tétel. Legyen G egy olyan grdf, ami a kévetkezd két miivelet ismétlésével tires

graffa szikitheto:
1. eqy legfeljebb 2 fokszamu csics torlése

2. eqy 3 fokszdmil csicsot helyettesitiink egy olyan éllel, ami két szomszédja kozott fut.

(Ha mdar létezik ilyen él, akkor csak toroljik a 8 fokszamai csicsot.)

Ekkor G-re teljesiil a Harborth-sejtés, vagyis ha G sikbarajzolhato, akkor lerajzolhato egész

élhosszakkal anélkil, hogy az élei metszenék eqymdast.



A Tétel miatt a kovetkezs grafosztalyokra teljesiil a Harborth-sejtés:
e sikbarajzolhaté paros grafok

e a sikbarajzolhato (2,1)-ritka grafok, vagyis azok a sikbarajzolhato grafok, amelyek-

nek barmely nemiires, n-csicsu részgrafja legfeljebb 2n — 1 élt tartalmaz

e azok a sikbarajzolhato grafok, amelyekben minden cstics foka legfeljebb 4 és vagy
tartalmaznak részgraftként egy gyémantgrafot (melyet tgy kapunk, hogy K4-bdl el-

hagyunk egy élt), vagy nem négyszeresen élosszefiiggsk

e a kiilsikgrafok, vagyis olyan grafok, amik sikbarajzolhatok gy, hogy minden csticsuk

szomszédos a nem korlétos tartomannyal.

Nem csak olyan grafokra teljesiil a Harborth-sejtés, amikre alkalmazhato az [2.1.2] Tétel.
Maéra sok bonyolultabb grafot sikeriilt egész tavolsagokkal sikbarajzolni. Erre lathato egy

példa a [2.1] Abran.

159

2.1. abra. Az ikozaéder graf lerajzolasa egész tavolsadgokkal

Ugyan sok pozitiv eredmény létezik a Harborth-sejtéshez, fontos megjegyezni, hogy a prob-
léma korantsem trivialis. Az Abran lathato K4 egész tavolsagokkal valo sikbarajzolésa,
ami mutatja, hogy egyszertibb grafoknél is gondolkodést jelent mar ilyen sikbarajzolast

talalni.
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2.2. dbra. K, sikbarajzolasa egész élhosszakkal

Egész tavolsagokkal valo lerajzolhatosaggal kapcsolatos a kovetkezs tétel is, amelyet Erdds
¢s Anning bizonyitott be 1945-ben [2].

2.1.3. Tétel (Erd6s-Anning tétel). Egy végtelen méretd ponthazmazban csak akkor lehet

paronként barmely két pont tdvolsdga egész, ha azok eqy egyenesre esnek.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy harom altalanos helyzetii (nem egy egyenesre es) ponthoz
csak véges sok olyan pont rajzolhato, ami mindharomtol egész tavolsagra esik. Jelolje A,
B és C' a harom altalanos helyzett pontot és jelolje d(,) az euklideszi tavolsagot. Legyen
0 a hérom tavolsag maximuma. Legyen X egy A-tol, B-t6l és C-t6l kiilonb6z6 pont, ami
mindharom ponttol egész tavolasgra fekszik. Az ABX haromszogre felirhaté a haromszog
egyenlGtlenség:

|d(A, X) —d(B,X)| <d(A,B) <4.

Mivel minden tévolsag egész, ezért |d(A, X) — d(B, X)| € Z, ebbdl kivetkezik, hogy a

kiilonbség abszolut értéke csak § + 1 kiilonbozé értéket vehet fel.

Azok a pontok a sikon, amelyeknek az A-t6l és B-t6l vett tavolsdgainak kiilonbségének
abszolut értéke adott, egy hiperbolara esnek, tehat fel tudunk rajzolni 6 + 1 db hiper-
bolat az A és B pontokhoz, ezeken helyezkedhet el X. Hasonloéan az A, C' illetve a B,
C pontpéarokhoz is rajzolhatunk 0 + 1 hiperbolat, ennek a harom hiperbolacsaladnak a
metszetein lehet X. Két, kiillonb6z6 pontparhoz tartozo hiperbola legfeljebb négy pont-
ban metszi egymast, emiatt az A, B és a B, C' pontparokhoz tartozé két hiperbolacsalad
legfeljebb 4(6 + 1) pontban metszi egymast, tehat legfeljebb ennyi olyan pont létezik a
sikon, ami mind A-t61 B-t6l és C-t6l egész tavolsagra esik. Mivel ez véges, ezzel belattuk
az ErdGs-Anning tételt. m

2.1.4. Megjegyzés. A bizonyitasban alkalmazott érvelés nem zarja ki azt az esetet,

amikor minden pont egy egyenesre esik, ugyanis ekkor minden pontparhoz tartozik egy
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elfajult hiperbola, tehéat olyan hiperbola, ami két félegyenest alkot, és ezek egy egyenesre
esnek. Ezekre nem teljesiil az, hogy két kiilénb6z6 pontparhoz tartozé hiperbola legfeljebb
négy pontban metszi egymast, hanem lehet végtelen sok metszéspont is, ha az egyik

félegyenes tartalmazza a masikat.

Vegyiik észre, hogy a grafok racionélis élhosszakkal torténd lerajzolhatosaga szoros Ossze-
fiiggésben all az egész tavolsagokkkal vald lerajzolhatdsaggal, ugyanis ha egy véges G
grafot racionalis élhosszakkal le tudtunk rajzolni, akkor a nevezdk legkisebb kozos tobb-
szorosével felskalédzva csupa egész élhosszakat kapunk. Erdgs és Ulam megoldatlan prob-

léméja ezért osszefiiggésbe hozhato az egész tavolsag grafokkal.

2.1.5. Feladat (Erdés-Ulam probléma). Létezik-e a sikon olyan sird ponhalmaz, melyben

a pontok pdronkénti tdvolsdga raciondlis szam?

Ha a sejtésben megfogalmazott ponthalmaz létezne, akkor az azt jelentené, hogy min-
den sikbarajzolhato graf sikbarajzolhatéd racionalis élhosszakkal, tehat egész élhosszakkal
is. Ebbdl kovetkezne a Harborth-sejtés. Azonban az Erd&s-Ulam probléméban megfog-
lamazott stird ponthalmaz létezése nem sziikséges feltétele a Harborth-sejtésnek. Ma azt
tartjak legvaloszintibbnek, hogy az Erdgs-Ulam problémaban megfogalmazott ponthalmaz
nem létezik, de a Harborth-sejtés igaz. A Harborth-sejtéshez mar sok grafot sikertilt egész
tavolsagokkal sikbarajzolni, viszont kevés olyan ponthalmaz ismert, amire teljesiil, hogy
minden paronkénti tavolsag racionalis. Példaul nem ismert még olyan, nyolc pontbdl allo
halmaz, amire teljesiil, hogy minden paronkénti tavolsidg racionélis és altalanos helyze-
tiek, azaz semelyik hdrom pont nem esik egy egyenesre, semelyik négy pont nincs egy
koron. Ezzel a kérdéssel Kurz és szerzétarsai 3] foglalkoztak, cikkiikben megmutatték,
hogyan talaltak hét altaldnos helyzet pontot, amelyek tavolsiaga racionélis és emlitést
tesznek arrol, hogy nyolc pontbol all6 hasonlé halmazt még nem sikeriilt konstruélniuk.
Ez szemlélteti, hogy egy ilyen stirt, végtelen ponthalmaz létezésének bizonyitasa mennyire

nehéz feladat.

2.2. Egységtavolsag grafok

Egységtéavolsag grafoknak nevezziik az egységhosszu élekkel lerajzolhato grafokat, ahol az
élek keresztezése megengedett. Ha nem engedjiik meg az élek keresztezését, akkor gyufa-

grafokrol beszéliink. Az elnevezés onnan ered, hogy az ilyen gréafokat gy is lehet abrazolni,
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hogy gyufakat rakunk le egy sik feliiletre ugy, hogy két gyufa ne keresztezze egymast. A 2.3
Abran lathato, hogy a Petersen-graf egységtavolsag graf, azonban nem gyufagraf, hiszen

nem sikbarajzolhato.

2.3. dbra. A Petersen-graf mint egységtavolsag graf

Fontos megjegyezni azonban, hogy léteznek olyan grafok is, amik sikbarajzolhatok és
egységtavolsag grafok, d&m mégsem gyufagrafok. Ez akkor fordulhat el6, ha nincs olyan

lerajzolasa a grafnak, ami egyben sikbarajzolas is és minden él egységhosszi. Erre lathato
egy példa a Abran.

Az egységtavolsag grafok maximaélis élszamanak problémajat Erdds vetette fel.

2.2.1. Feladat (Erdgs-féle egységtavolsag probléma). Jeldlje f(n) az n-csicsi egységtd-

volsdg grafok éleinek maximdlis szamat. Milyen becsléseket tudunk adni f(n)-re?

Erdss [4] talalt egy also becslést, aminek a nagysagrendje O(nlogll0+5<">). A legjobb fels6
becslés Szemerédi, Spencer és Trotter [5] nevéhez fiizédik, 6k lattak be, hogy f(n) <
O(n3).

2.2.1. Hadwiger-Nelson problémakor

2.2.2. Definicié. Legyen G! az az egységtavolsig graf, aminek a csticsai a sik pontjai
és két csucs kozott pontosan akkor fut él, ha az azoknak megfelel6 pontok egymastol

egységnyi tavolsagra esnek a sikon.

Minden egységtavolsag graf G'-nek részgrafja, ezért ha meg tudnank hatérozni G'-nek a
kromatikus szamat, akkor azzal az Osszes egységtéavolsag graf kromatikus szamara kapnank

egy fels6 becslést. Bizonyitott az az érdekes tény is, hogy ha sikeriilne talalni egy felsé
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becslést minden véges egységtavosag graf kromatikus szaméra, akkor az y(G*)-nek is fels6
becslése lenne. x(G')-et szokds a sik kromatikus szdmdnak is nevezni. Az egységtavolsag

grafok kromatikus szdmara épiils kérdéskort Hadwiger-Nelson problémakornek nevezziik.

A stk kromatikus szaméra tobbféle becslés is létezik. Nem nehéz konstruélni olyan egy-
ségtavolsag grafot, aminek a kiszinezéséhez legalabb négy szin kell. Erre j6 példa a Moser
Spindle nevii graf, ami az Abran lathato. 2018-ban de Grey [6] talalt példat olyan egy-
ségtavolsag grafra is, ami nem 4-szinezhets. Az 1581 csticsbol allo egységtavolsag grafrol

szamitogép segitségével latta be, hogy a kromatikus szama 5.

2.4. dbra. A Moser Spindle: sikbarajzolhaté egységtévolsag graf, ami nem gyufagraf és

nem 3-szinezhetd

Az egységtavolsag grafok kromatikus szamara ismert egy konnyen belathato felsd becslés
is.

2.2.3. Tétel. Minden egységtdvolsag grdf 7-szinezhetd.

Bizonyitds vazlat. Osszuk a sikot szabélyos hatszogekre tigy, hogy minden szabélyos hat-
szOg atmérdje azonos, egy 1-nél valamivel kisebb szam, és a szemkozti oldalak tavolsaganak
a kétszerese legyen nagyobb, mint 1. Ekkor ha egy egységtéavolsag grafot lerajzolunk, akkor
barmely két szomszédos cstcs kiilonb6z6 hatszogbe esik. Szinezziik, ki a hatszogeket hét
szinnel gy, hogy két azonos szind hatszog tavolsaga mindig 1-nél nagyobb legyen. Ekkor
ha minden csticsot olyanra szineziink, amilyen szind hatszogbe esik, egy jo 7-szinezését

kapjuk az egységtavolsag grafnak. O]

A Tétel bizonyitdsaban alkalmazott konstrukciot szemlélteti a Abra. A rajta
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lathato egységtavolsagot Golomb grafnak nevezziik.

2.5. abra. Az egységtavolsig grafok 7-szinezhetGsége

Tehét az als6 és a fels§ becslések mar kozel allnak egymashoz, de pontosan még mindig

nem ismerjiik a sik kromatikus szamat.

2.3. A haromszog-egyenl6tlenség altalanositasa

Legyenek dy, ds és d3 adott, nemnegativ valos szamok. Létezik-e olyan p, q, r pontharmas
a sikon, amelyekre ||p — q|| = di, [|[p — r| = d2 ¢és ||q — r|| = d3 (ahol ||x]|| jeloli az x
vektor euklideszi (2-es) normajat)? A kérdés ekvivalens azzal, hogy a teljes harmas graf
lerajzolhato-e gy, hogy az élei dy, dy és d3 hossztiak. Erre nem nehéz a vélasz, hiszen
ha teljesiil rajuk a haromszog-egyenlGtlenség mindhdrom esete, akkor igen. Vagyis, ha
di+dy > d3 és dy +d3 > dy és dy + d3 > ds, akkor K3 lerajzolhato tgy, hogy az élei pont

dy, dy és dz hosszuak.

Vegyiik azt az esetet, hogy hat adott tavolsdghoz kerestink a térben egy tetraédert, amely-
nek élhosszai pont az adott téavolsidgok. Ekkor mar nem elégséges feltétel, hogy barmely
hérom, egy oldal éleit meghatéarozo tavolsagra teljesiiljenek a haromszog-egyenlGtlenségek.
A kévetkezo tétel Matousek [7] konyvének a 7. fejezetében jelent meg, ennek a segitségével

sziikséges és elégséges feltételt fogunk adni a fent felvazolt a problémara.

2.3.1. Tétel. Legyenek d;; nemnegativ valos szamok, ahol i,j = 0,1,...,n, d;j; = dj;

Jt

minden i,j pdrra és d; = 0 minden i-re. Ekkor létezik po, p1, ..., Pn € R", amikre |p; —
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p;ll = di; minden i-re és j-re akkor és csak akkor, ha G € R™™ pozitiv szemidefinit

mdtriz, ahol
9ij = — o
A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkezd linearis algebrai allitasra.

2.3.2. Allitas. Egy A € R™™ szimmetrikus mdtriz pontosan akkor pozitiv szemidefinit,
ha létezik olyan X € R™" hogy A = XTX.

Bizonyitds. Ha A = XTX, akkor minden x € R™re xT Ax = (Xx)TXx = || Xx|* > 0,
tehat A pozitiv szemidefinit.

A masik irdny bizonyitasahoz felhasznaljuk azt a tényt, hogy minden szimmetrikus, valos,
négyzetes matrix diagonalizalhato, azaz léteznek olyan T € R™*™ nemszingularis és D €
R™" diagonalis matrixok, amelyekre A = T~'DT. Ekkor a D 4tl6jaban pont A-nak a
sajatértékei vannak. Raadasul az is teljesiil, hogy T ortogonalis, azaz T~ = T, tehat A
felithato6 TTDT alakban. Legyen R = /D, vagyis R az a diagonalis matrix, amelynek
az atlojaban az A matrix sajatértékeinek a négyzetgyokei vannak. R is valos méatrix lesz,
mivel A pozitiv szemidefinit, tehat a sajatértékei mind nemnegativak. Legyen X = RT.
Ekkor valoban teljesiil, hogy A = X7X. O

Ezzel készen allunk arra, hogy belassuk az [2.3.1] Tételt.

Az[2.31) Tétel bizonyitdsa. Elészor a sziikségességet latjuk be, azaz ha pg, p1, . .. pn € R”
adottak és d;; = ||p; — p;l|, akkor G pozitiv szemidefinit.

Legyenek x; = p; — po, ahol ¢ = 1,2, ..., n. Ekkor a koszinusz tétel felhasznalasaval azt
kapjuk, hogy

(xi, %) = %(HX@II2 117 = llxi = %411*) = g5
Tehat G az x; vektorok Gram-matrixa, tehat felithato G = X?X alakban, emiatt G

pozitiv szemidefinit.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy G pozitiv szemidefinit. Ekkor fel tudjuk irni G = X7X
alakban, ahol X € R™*". Legyen p; € R" az X matrix i-edik oszlopa, aholt =1,2,...,n és
legyen py = 0. Ekkor a fenti szamitas megforditasat alkalmazva kapjuk, hogy ||p; — pj|| =
d;;. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

14



Ezzel tehat megoldéast kaptunk arra a probléméra, hogy mikor rajzolhato le n + 1 pont
adott tavolsagokkal R"-ben. Ha kevesebb dimenzioban keressiik az n+1 pont abrazolasat,

akkor hasznalhatjuk a Tétel alabbi altaldnositasat.

2.3.3. Tétel. Legyenek d;; nemnegativ valds szamok, ahol 1,5 = 0,1,...,n, d;j; = dj
mainden t, 7 pdrra és d;; = 0 minden i-re és legyen k < n € N adott. Legyen G € R™™" q

kovetkezd mdtrix: ) ) )

2
Ekkor létezik po, p1, - - -, Pn € R, amelyekre |p; — p;|| = di; minden i-re és j-re akkor és

Gij

csak akkor, ha a G mdtrix pozitiv szemidefinit és G rangja legfeljebd k.

Az Tétel bizonyitasdban alkalmazott gondolatmentetet és a Tételben leirt

altalanositast tobbszor is fel fogjuk hasznélni a dolgozat tovabbi fejezeteiben.
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3. fejezet

Paratlan tavolsagok

3.1. A négycstcsu teljes graf

A szakdolgozat kozéppontjaban a paratlan élhosszakkal lerajzolhatd grafok karakterizaci-

6janak vizsgalata fog allni, innentél tehéat ezt fejtem ki.

Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy mely grafokat tudjuk paratlan élhosszakkal abrazolni
a sikon, természetes megkozelitése a probléménak az, ha elGszor a kis cstcsszamu grafok
lerajzolaséval probéalkozunk. A legfeljebb kétcsicsu egyszerii grafok esete trivialis, ezeket
mindig le tudjuk rajzolni péaratlan élhosszakkal. A teljes harmas graf is lerajzolhato, hi-
szen barmely harom pozitiv szamra, melyekre teljesiilnek a haromszog-egyenlétlenségek,
létezik olyan harom pont a sikon, melyek paronkénti tavolsagai éppen az adott szamok.
A négycsucsu grafok esete viszont méar kevésbé egyszeri. A kovetkezd tétel mutatja, hogy
mar négy pont is elég ahhoz, hogy belassuk, hogy nem minden graf rajzolhato le paratlan
egész tavolsagokkal, hiszen Ky jo ellenpélda. Az alabbi bizonyitas Matousek [7] konyvében,
a 6. fejezetben talalhato és a [2.3.1] Tétel bizonyitasaban bemutatott altalanos modszert

hasznalja két dimenzioban, négy pontra.
3.1.1. Tétel. Nincs olyan négy pont a sikon, hogy kézilik bdarmely két pont tdvolsdga

paratlan egész.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik négy olyan pont a sikon, melyek koziil bar-
mely két pont tavolsaga paratlan egész. Feltehets, hogy az egyik pont az origd, a masik

harmat pedig jelolje a, b és c. Az indirekt feltevés szerint ekkor ||al|, ||b]|, |lc||, ||la — b,
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|la — c|| és ||b — c|| mindegyike paratlan egész.

Legyen B a kovetkez6 matix:

A koszinusz-tétel alkalmazasaval kapjuk a kovetkezd egyenlGséget:

2al® lal* + []* = [la = bI[* [lal* +[lc[* — [la — c||*
2B = | |lal* + [[bl[* — [la — b|* 2|[blf* o]+ llell* = b —c|®
lall* + flel® = lla =<l [bl* +[lc[I* = [[b —c]I* 2cl®

Vegyiik észre, hogy minden m pératlan egész szamra m? = 1 (mod 8) teljesiil. Tehat
2B =R (mod 8), ahol

I
—_ =N
_ N
N e

Mivel det(R) = 4, ezért det(2B) = 4 (mod 8). (Ahhoz, hogy ezt belassuk, alkalmaz-
zuk mindkét matrixra a determinans kiszamitasara vonatkozo Sarrus-szabalyt és figyeljiik
meg, hogy a két felbontasban szerepld, egymasnak megfelel§ tagok kongruensek modulo
8.) Abbol, hogy det(2B) # 0 az kovetkezik, hogy B determinansa sem lehet 0, tehat a B

métrix sorai fiiggetlenek, vagyis rang(B) = 3.

Vegyiik a B matrixnak a kovetkezd felbontasat: B = ATA, ahol

a b c

A |B A

a9 bg Co
ahol A elemei az a, b és ¢ megfelel§ koordinatait jeloli. Egy matrixszorzassal ellenérizhetd,
hogy ez tényleg B-nek egy felbontasa. Tudjuk, hogy rang(A) < 2, mivel A sorainak szama
2. Mivel két méatrix szorzatanak rangja legfeljebb a két matrix rangjainak a maximuma

lehet, azt kapjuk, hogy rang(B) < 2. Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat belattuk a
tétel allitasat. ]
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3.2. A haromosztalyt Turan-graf

Lattuk, hogy a négycsucsu teljes graf nem rajzolhaté le paratlan tavolsagokkal. Ebbsl
kovetkezik, hogy ha egy G graf részgraftként tartalmazza Ky-et, akkor G nem rajzolhato
le paratlan élhosszakkal. Felmeriil ekkor a kérdés, hogy mennyi lehet egy n-csicsu graf

maximalis élszama, ha azt szeretnénk, hogy ne tartalmazza részgrafként Ky-et.

3.2.1. Tétel (Turan-tétel). Legyen G egy n-csicsi grdf, amely nem tartalmazza részgraf-
ként a négycsicsu teljes grafot. Ekkor

2 pr(r—23)

n
EG)| < —
G < 5+

ahol r € {1,2,3}, n =7 (mod 3). G élszama pontosan akkor éri el a felsd korldtot, ha G

a hdaromosztdalyd Turdn-grdf.

3.2.1. A paratlan egész tavolsdgok maximalis szadma a sik cstics-

halmazain

A Turan-tétel mutatja, hogy ha egy n-csucsu graf lerajzolhaté paratlan élhosszakkal, akkor
annak élszdama nem lehet nagyobb T3(n) élszamanal. A kovetkezd tétel mutatja, hogy T3(n)
élszama als6 becslést is ad az n-cstucsu paratlan tavolsdg-graf maximalis élszamara, ezért

ez lesz a maximum érték.

3.2.2. Tétel. Jellje f(n) a paratlan tdavolsigok mazximdlis szamdt a sikon egy n méretid

csucshalmazban. Ekkor

ahol r € {1,2,3}, n =r (mod 3).

A fenti tételt Piepmeyer [§] bizonyitotta be. Harborth, Kemnitz és Moller [9] konstruk-
civjat felhasznélva megmutatta, hogy minden n-re az m-csiicsi Turan-graf lerajzolhato
paratlan tavolsdgokkal. Harborth, Kemnitz és Moller a cikkiikben fels6 becslést kerestek
az egész tavolsagi ponthalmazok minimalis &tmérGjére, ahol az &tmérs a paronkénti tavol-
sdgok maximumat jelenti. A becslésiik helyességének bizonyitasara hasznaltak egy olyan
konstrukeiot, ahol szabéalyos haromszogeket forgattak egy kor kozéppontja koriil igy, hogy
minden cstics egy kor korvonalara keriiljon és teljesiiljon, hogy a paronkénti tavolsagok

egészek.
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3.1. Abra. A konstrukeci6é alkalmazéasa

A Abran a Harborth, Kemnitz és Moller-féle konstrukeio egyik kis cstcsszami ese-
te lathato. Ez egy hat csticsbol allo hamaz, amiben minden paronkénti tévolsdg egész.
Piepmeyer ezeket gy hasznalta fel, hogy megmutatta, hogy a paraméterek megfelels va-
lasztasa esetén a paratlan tavolsagok pont a Turan-grafot adjak. A Abran lathato
példan 12 paratlan tavolsag szerepel. A szines élek jelolik a paratlan tavolsagokat, az azo-

nos szind élek hossza megegyezik. Tehat a szines élek altal meghatarozott részgraf pont
T5(6).

Ezzel tehat lattuk, hogy minden n pozitiv egészre T3(n) lerajzolhatéd paratlan tavolsagok-
kal. Ezt az észrevételt a kés6bbiek soran még tobbszor fel fogjuk hasznalni. Mivel minden

n-csucsu 3-szinezhetd graf T3(3n)-nek részgrafja, konnyen lathato a kovetkezo allitas.

3.2.3. Allitas. Minden 3-szinezhetd grdf lerajzolhatd pdratlan tdvolsdgokkal.

3.2.2. A paratlan tavolsag grafok kromatikus szama

Lattuk, hogy van Osszefliggés a grafok kromatikus szama és paratlan tavolsdgokkal valo
lerajzolhatosaga kozott. Az egységtavolsag grafok esetén azt is tudjuk, hogy létezik fel-
s6 becslés a kromatikus szamra. Ennek mintajara hasznos lenne, ha paratlan tavolsag

grafokra is talalndnk egy hasonlo allitast. Ehhez el6szor vezessiink be egy jelolést.
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3.2.4. Definicié. Legyen G°% az a paratlan tavolsag graf, melynek csticsai a sik pontjaival
feleltethetSk meg és két cstucs kozott pontosan akkor fut él, ha az azoknak megfelel6 pontok

tavolsaga a sikon paratlan egész.

Vegyiik észre, hogy minden paratlan tavolsag graf G°-nak részgrafja. A kérdés tehét az,
hogy létezik-e n € N, hogy x(G°¥) < n. Az ilyen tipust problémakat megkozelithetjiik
gy, hogy megprobalunk nagy kromatikus szamu paratlan téavolsag grafokat konstrualni.
Piepmeyer otlete a Tétel bizonyitasara azon alapszik, hogy egy egész tavolsagokkal
rendelkezd csticshalmazbol veszi a paratlan tavolsagokat. Ezzel sikeriilt megtalalnia egy
n méretd csicshalmazon beliili paratlan tavolsagok maximalis szamat. A kovetkezékben
megmutatjuk, hogy ez az 6tlet nem alkalmazhaté nagy kromatikus szamu grafok konst-
rukcidjara.

A kovetkezé allitéds bizonyitéasa a 2018-as Schweitzer Miklos Matematikai Emlékverseny

negyedik feladata volt.

3.2.5. Allitas. Legyen P véges ponthalmaz a sikon, amelyben barmely két pont tdvolsdga
egész szam és G az a grdaf, amelynek csicshalmaza P, és két csiucs kozott pontosan akkor

fut €l, ha azok tavolsaga pdaratlan. Ekkor G 3-szinezhetd.

Bizonyitds. Ha P-ben barmely két cstics kozotti tavolsag paros, akkor G-ben nincsenek
élek, tehat G 3-szinezhetd.

Ha G-nek van éle, akkor legyen p és g két olyan cstics P-ben, amelyek téavolsaga paratlan.
Legyen v € V(G) \ {p,q}. A v csics p-hez és ¢-hoz képest haromféleképpen helyezkedhet
el. ElsG eset: v paratlan tavolsdgra van p-t6l és ¢-tol is. Masodik eset: v mindkét cstcstol
paros tavolsidgra fekszik. Harmadik eset: v az egyik cstuicstol paros, a mésiktol paratlan
tavolsagra fekszik. Ebben az esetben p és g szerepe felcserélhets, most jeloljiik p-vel azt a

cstcsot, ami paratlan tavolsagra fekszik v -t6l.
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1. eset 2. eset 3. eset

3.2. abra. A csucsok elhelyezkedésének esetei

Nézziik hogyan tudjuk kiszinezni ezt a csicsharmast G-ben. Nyilvanvald, hogy p és ¢
kiilénbo6z6 szinnel rendelkezik, legyen p szine piros és g legyen kék. Az 1. esetben v-nek
muszaj a 3. szint adni, legyen ez most z6ld. A 2. esetben legyen v szine szintén zold. A
3. esetben v szine legyen a piros és a kék koziil az, amelyikkel nincs 6sszekdtve, tehat a
Abran szerepl 3. esetben a kék szint kapja, ha pedig ¢-val lenne szomszédos, akkor

pirosra szineznénk.

Belatjuk, hogy ez egy megfelel§ szinezés, vagyis hogy nincs két olyan cstucs G-ben, amik
kozott fut él és azonos szint kaptak. Tegyiik fel, hogy valahogy mégis talaltunk ilyet. Ekkor
p és q szinezése rendben van, hiszen a konstrukcioban ezt figyelembe vettiik. Tehat csak
két masik csucs lehet, amik azonos szint kaptak és fut kozottiik él. Nézziik, ezek hogyan
helyezkedhetnek el p-hez és ¢-hoz képest. Fontos megjegyezni, hogy a Abran lathato

4. eset itt is két esetet foglal magaba, p és g szerepe felcserélhetd.

O QO O @
O O O O
p q p q p q p q
1. eset 2. eset, 3. eset 4. eset

3.3. abra. A rossz szinezés esetei

Tovabbra is pontosan ott hiztunk élt két csics kozé, ahol azoknak a tavolsaga paratlan
egész. A hianyzo élek esetén tehat a két csucs paros tavolsidgra esik egymaéstol. Belat-

juk, hogy nem létezik négy olyan cstics a sikon, melyek a fenti négy eset barmelyikének
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megfelel§ paritasu tavolsagra helyezkednek el egymastol. Mivel csak a paritasokra van
szitkségiink, a 3. és 4. eset valojaban ugyanaz. Korabban belattuk, hogy az 1. eset nem
fordulhat eld, hiszen a3.1.1| Tétel pont ezt mondja ki. A tobbi eset bizonyitésa is hasonlo

otleten alapszik, a [2.3.1] Tétel bizonyitasanak egy specialis esetét fogjuk alkalmazni.

Legyen a p cstcs az origd, a q végpontu vektort jeldlje ¢, a mésik két csticsban végz6ds
vektorok pedig legyenek a és b. Definialjuk a B és A matrixokat tugy, ahogy a [3.1.1
Tétel bizonyitasaban, tehat B = AAT, ahol A rangja 2, tehiat B rangja is legfeljebb
2. A célunk most is az, hogy belassuk, hogy B determinansa nem nulla, hiszen abbol
kovetkezik, hogy B rangja 3, ezzel ellentmondasra jutunk. A 2B matrixot felirhatjuk a
koszinusz-tétel alkalmazasaval agy, ahogy a Tétel bizonyitasaban lathato. Vizsgéljuk
meg a Abran lathato 2. esetben a 2B matrix determinansanak nyolcas maradékat.

det(2B) = 8la|*||b]]*||c]*
= 2[al*(Ibl|* + [le]* — ['b — <]|*)?
—2|[bl(llall* + [le]* — [la — e[|*)*
= 2e[P*(llall* + IIb]* — lla — bJ*)*
+2(Ib)1* + llel* = b —clI*)([lal|* + [Ib]|* — [l = bI*)(|[al* + fle]|* — [la — <||*)

Mivel ebben az esetben a és b hossza paros, a nyolcas maradékot figyelve néhény tag
kiesik.
det(2B) = —2([c[[*([[al|* + [[b]|* — [la — b]|*)?
+2(|[o]* + [le)* = [b = c[*)(lall* + [[b]* — lla = b[I*)([al]* + [le|* — la —¢|?)
(mod 8)

Mivel ||c|| és [|a]|> + ||b]|*> — ||a — b]|? paratlan, és paratlan szamok négyzetének nyolcas
maradéka 1, ezért az elsé tag kongurens -2-vel modulo 8. Vizsgéljuk meg a masik tagot:
blI* +le|l* = [[b—¢[*=1 (mod 4)

a]l* + Ib[* — [la = b|* =3 (mod 4)

1 (mod 4)

lall* + flel* — a — ¢

Ezért a mésodik tag nyolcas maradéka 6. Azt kaptuk, hogy det(2B) = 4 (mod 8), tehat
a B méatrix determinansa nem nulla, ezzel a 2. esetben is ellentmondasra jutottunk, tehat

ez az elrendezés sem létezhet.
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A Abra 3. és 4. esetei koziil elég belatni az egyiket, ezek ugyanis paritas szempontjabol
nem kiilonboznek. Most vizsgaljuk meg det(2B)-nek a négyes maradékat a 4. esetben,

tehat ahol a, b, ¢, a — b hossza paratlan és a — ¢, b — ¢ hossza paros.
2 1 2
det(2B)=det [ 1 2 2 (mod 4)
2 2 2

Emiatt az utolso esetben sem nulla a determinéns, tehat itt is ellentmondasra jutottunk.
Ezzel belattuk, hogy a konstrukcidval jo 3-szinezést adtunk, tehat a tételt bebizonyitottuk.
m

Ezzel belattuk, hogy a fenti konstrukcié nem hasznalhatoé nagy kromatikus szamu grafok
létrehozasahoz. Sajnos nagyon keveset tudunk G°¥ kromatikus szamarél. Ahogy az
Fejezetben olvashato, tudjuk, hogy x(G') > 5, és mivel G! C G°%, ebbdl kivetkezik, hogy
G kiszinezéséhez is sziikség van legalabb 6t szinre. Ezen kiviil még Steinhardt és Bukh
[10] foglalkozott a kérdéssel, belattak a kovetkezd allitast.

3.2.6. Tétel. G° nem szinezhetd ki véges sok szinnel gy, hogy minden, adott szinhez

tartozo pontosztaly mérhetd halmaz legyen.

Ha viszont nem kovetejiik meg a pontosztalyok mérhetéségét, akkor nem tudjuk, hogy

kell-e végtelen sok szin a péaratlan tavolsag graf kiszinezéséhez.

3.2.3. Kerékgrafok

A tovabbiakban egy specialis grafcsoportot fogunk vizsgalni és ezek péaratlan tavolsaggal

torténd lerajzolhatosagat.

3.2.7. Definici6 (Kerékgraf). Legyen W, az a graf, amelyet ugy kapunk, hogy egy n
csucsi kor Osszes pontjat egy 1j csticesal kotjiik 6ssze. Ekkor W,,-t az n + 1 csticsu kerék-

grafnak nevezziik.

3.2.8. Megjegyzés. A kerékgrafokat egy masik modon is szokték definidlni, ahol a W,
jelolésben n a kerékgraf csticsszamaét jeloli, tehat W, az n—1 hosszt kor és egy 1j cstics altal
konstrualt kerékgrafot jelenti. Sokszor ez a moédszer kényelmesebb lehet, a mi esetiinkben

viszont a [3.2.7] Definiciéban bevezetett jelolés hasznéalata a célravezetSbb.
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Vegyiik észre, hogy minden k& € N-re Wy, 3-szinezhets. Ez konnyen adodik a paros cstics-
szamu korok 2-szinezhetGségébdsl. A Abran lathatunk erre egy példat.

3.4. abra. Wy, 3-szinezhetsége

Ezzel a Allitas miatt belattuk, hogy minden péaros n-re W, lerajzolhaté paratlan
tavolsagokkal.

Vizsgéaljuk meg Wor. 1 esetét, ahol k € N. Mivel W3 izomorf Ky-gyel, ezért a |3.1.1] Tétel
pont azt mondta ki, hogy W3 nem paratlan tavolsag graf. Rosenfeld és Tien [I1] latta
be, hogy W5 sem rajzolhaté le paratlan tavolsagokkal. Cikkiikben felmeriilt a kdvetkezd
kérdés: Igaz-e, hogy minden k € N-re Wy, nem paratlan tavolsag graf? A kérdésre

Damasdi [12] adott valaszt, amikor belatta a kovetkezd tételt.

3.2.9. Tétel. Ha n pdratlan egész, akkor W,, nem rajzolhato le pdratlan tdvolsagokkal.
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4. fejezet

Haromszogelések

4.1. A haromszogelések élszama

Ebben a fejezetben egy tijabb specialis stkgraf-osztallyal fogunk foglalkozni.

4.1.1. Definicié (Haromszogelés). Azokat a grafokat, melyeket sikba lehet rajzolni tgy,
hogy minden tartomany (beleértve a nem korlatos tartomanyt is) egy haromszognek fe-

leljen meg a sikon, haromszogeléseknek nevezziik.

4.1.2. Tétel. Egy n € N csucsu sikbarajzolhato grdaf élszama pontosan akkor mazimadalis,

ha izomorf eqy n csicsi hdaromszogeléssel.

A [£1.2] Tétel mutatja, hogy miért érdekesek szamunkra a haromszogelések, ugyanis ha a
maximalis élszamu sikbarajzolhato grafok lerajzolhatosagarol belatunk valamit, akkor az
egy erds allitas lesz. Példéaul ha a Harborth-sejtést sikeriilne igazolni haromszogelésekre,
akkor abbol kovetkezne az allitas minden sikgrafra. A bizonyitashoz sziikségiink lesz Euler

formulajara.

4.1.3. Tétel (Euler-formula). Ha G dsszefiiggd sikgrdf, akkor n —m +t = 2, ahol n =
\V(G)|, m =|E(G)| ést jeloli a tartomdnyok szdmdt.

A Tétel bizonyitdsa. Egy sikbarajzolt graf élei bévitheték, ha nem minden tartoma-
nya haromszog, ugyanis ha maradt még olyan tartomany, ami egy legalabb négy csticcsal
rendelkezd kor, akkor egy atlo behizéasaval a graf tovabbra is sikbarajzolt marad, az él-

szamat pedig eggyel megnoveltiik. Ezzel belattuk, hogy ha egy graf nem haromszogelés,
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akkor nem maximalis élszamu, tehat az egyik irdny kész.

Ha minden tartomény haromszog, akkor az Euler-formulaban bevezetett jeloléseket alkal-
mazva m = %, hiszen minden tartomanyt pontosan harom él hatarol, és minden él két
tartomany hataran fekszik, ezért kell osztani 2-vel. Ezzel az Euler-formula haromszogelé-

sekre vonatkoztatott valtozata a kovetkezs lesz:
—=n—2
2

Tehat haromszogelések esetében a csticszdmmal ki lehet fejezni a tartoményok szamat,

majd abbdl az élszamot:

3t
t=2(n—2); m:5:>m:3(n—2)
Azt kaptuk, hogy ha adott egy haromszogelésnek a csicsszama, akkor annak az élszamét
is tudjuk. Mivel egy n-cstcsu sikbarajzolt graf csak akkor lehet maximalis élszami, ha
haromszogelés, és az n-cstcsi haromszogeléseknek megegyezik az élszama, belattuk a tétel

allitasat. [

4.2. Heawood tétele

Szorosan kapcsolodnak ehhez a témahoz a[3.2.3] Alfejezetben targyalt kerékgrafok, ugyan-
is minden nemtrivialis haromszogelés tartalmaz részgrafként kerékgrafokat. Ha vesziink
példaul egy tetszdleges csiicsot a haromszogelésben és annak a szomszédait, az ezek altal
kifeszitett részgraf pont egy kerékgraf lesz. Innen konnyen adodik egy elégséges feltétel ah-
hoz, hogy egy haromszogelés nem paratlan tavolsag graf, ugyanis elég talalni egy paratlan
fokszamu csicsot a haromszogelésben, az egy péaratlan kerékgréafot feszit ki, a[3.2.9| Tétel
miatt nem lehet paratlan élhosszakkal lerajzolni azt a részgrafot, tehat az egész gréfot
sem. Ezzel tehat belattuk, hogy egy haromszogelés nem lehet paratlan-tavolsidg graf, ha

tartalmaz paratlan fokszamu csicsot.

Hasonl6an, ha egy haromszogelés minden csticsanak fokszama péaros, akkor minden ke-
rékgraf, amit 6 részgrafként tartalmaz, 3-szinezhetd, tehéat paratlan tavolsag graf. Ez még
sajnos nem elég ahhoz, hogy az egész graf 3-szinezhetGségét vagy a paratlan tavolsdgokkal

val6 lerajzolhatosagat belassuk. A kovetkezs tétel viszont segitségiinkre lehet még.

4.2.1. Tétel. Eqgy G grdaf Euler-grdaf pontosan akkor, ha minden csicsdnak fokszama pdros.
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Ebbdl tehat adodik, hogy azok a hdromszogelések, amik nem tartalmaznak paratlan fok-
szamu csucsot, tartalmaznak Euler-kort. Ezeket a grafokat Fuler-hdromszogeléseknek ne-

vezzik.
4.2.2. Tétel (Heawood-tétel). Az Euler-hdromszigelések 3-szinezhetdek.

Heawood tételébdl és a Allitasbol kovetkezik, hogy az Euler-haromszogelések lerajzol-
hatok paratlan tavolsagokkal, ezért a tovabbiakban némi el6készités utan a Heawood-tétel

bizonyitasa fog kovetkezni egy erésebb allitas belatasa révén.

4.2.3. Definicio (Kozel-haromszogelés). Kozel-hdromszigelésnek nevezziik azokat a gré-
fokat, amelyek sikbarajzolhatok tigy, hogy a korlatos tartomanyai haromszogeknek felelnek

meg a sikon.

Ha egy kozel-haromszogelésnek van Euler-kore, akkor azt euleri kozel-haromszogelésnek
nevezziik. Mivel a kozel-haromszogeléseknek részhalmaza a haromszogelések halmaza,

ezért a Heawood-tételnél erdsebb allitas a kovetkezs, amit Tsai és West latott be [13].
4.2.4. Tétel. Minden elueri kozel-hdromszogelés 3-szinezhetd.

A bizonyitashoz elGszor egy fogalmat kell tisztazni. Egy Euler-korben metszésnek neve-
ziink négy olyan e, €', f, f’ élt, amelyek egy kozos v csticesal szomszédosak, és az Euler-
korben e utan €’ kovetkezik, f utan pedig f’, és a graf sikbarajzolasdban {e, ¢’} felvaltva
szerepel {f, f'}-vel a v cstcsnal. Ha egy Euler-kérben nincs metszés, akkor azt egy nem-

metsz6 Euler-kornek nevezzik.

4.2.5. Lemma. Minden sikbarajzolhato Euler-grafnak van nemmetszd Fuler-kore.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy G egy olyan sikbarajzolhaté Euler-graf, aminek nin-
csen nemmetsz6 Euler-kore. Vélasszuk ki G Euler-korei koziil azt, amelyikben a metszések

széma minimalis, jeloljik ezt a kort C-vel.

Tegytik fel, hogy e, ¢/, f és f' metszést alkot a v cstcsban gy, hogy e utan ¢/, f utan pedig
f! kovetkezik C-ben. Forditsuk meg C-nek azt a részét, ami €’ és f kozé esik. Jeloljiik ezt
a modositott Euler-kort C’-vel. Ekkor C’'-ben e utén f kovetkezik és ¢ utéan f’, tehéat a v
csticsban ezt a metszést megsziintettiik. Ezt a 1épést szemlélteti a Abra.
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4.1. abra. Az Euler-kor modositasa

Azt allitom, hogy C" metszéseinek szama szigortian kisebb, mint C' metszéseinek szama.
Ehhez elég csak a v-beli metszéseket vizsgélni, mivel minden masik pontban valtozat-
lan az élparok elhelyezkedése az Euler-korén. Ha v-ben létrejott egy 1j metszés, akkor
az tartalmazza {e, f} és {€, f'} valamelyikét. Tegyiik fel, hogy az ] metszés {e, f}-et
tartalmazza (hasonlé érvelés hasznalhato szimmetrikusan {e’, f'}-re is). Jeloljiikk g-vel és
h-val azt a két élt, ami {e, f}-fel metszést alkot C’-ben. Ezek koziil az egyik él e és f

kozott helyezkedik el a v csticsot koriiljarva, tegyiik fel, hogy ez g. Ekkor hdrom eset van:

Els6 eset: h f és €’ kozott helyezkedik el. Ekkor {g, h} metszést alkotott C-ben {f, f'}-vel,

tehat a metszések szama nem valtozott.

Masodik eset: h f" és e kozott helyezkedik el. Ekkor C-ben {e, ¢'}-vel alkotott metszést

ez az élpar, szintén valtozatlan a metszések szama.

Harmadik eset: h e’ és f” kozott helyezkedik el. Ekkor {g, h} metszést alkotott C-ben mind

{e, €'}-vel, mind {f, f'}-vel, tehéat Osszességében eggyel csokkent a metszések szama.

1. eset 2. eset 3. eset

4.2. dbra. Az tjonnan létrejott metszés harom esete

Ezzel belattuk, hogy C’-ben szigortian kevesebb metszés van, mint C-ben, de mivel C-t

miniméalisnak valasztottuk, ellentmondésra jutottunk. O
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4.2.6. Definici6. Egy sikbarajzolt graf kiilsd éler illetve kiilsd csicsai azok az élek illetve

cstcsok, amelyek a nem korlatos tartomanyhoz tartoznak.

4.2.7. Lemma. Minden euler: kozel-haromszogelés éleinek szama hdrommal oszthato.

Bizonyitds. A korlatos tartoményok szama szerinti teljes indukciét fogunk alkalmazni. Az
élek nélkiili euleri kozel-haromszogelésre teljesiil az allitds. Legyen G egy élekkel rendel-
kez6 euleri kozel-haromszogelés és legyen F' egy olyan korlatos tartomany, ami tartalmaz
kiilsG élt. Legyen G’ az a graf, amit ugy kapunk, hogy G-bdl kitoroljiikk F-nek mindharom
élét. Ekkor G' néhéany, kevesebb tartomanybol allo euleri kozel-haromszogelés nem Gssze-
fiigegs unioja, ezért erre alkalmazhatjuk az indukcios feltételt, tehat G’ élszama harommal

oszthato. Mivel |E(G)| = |E(G")| + 3, azt kaptuk, hogy G élszama is 3-mal oszthato. O

4.2.8. Definici6. Egy graf C' korének részkire az az élsorozat, ami egy csics kétszeri

érintése kozé esik a C' koron végighaladva.

4.2.9. Lemma. Egy euleri kézel-haromszogelés nemmetszd Fuler-korének bdarmely rész-

korének élszdma hdrommal oszthatd.

Bizonyitds. Legyen C' a G euleri kozel-haromszogelés nemmetszd Euler-kore és legyen C”
részkore C-nek. A C' altal bezart tartomanyok szama szerinti teljes indukciot fogunk

hasznalni.

Ha csak egy tartomany van C’ belsejében, akkor az egy haromszog, tehat az éleinek szama,
3. Legyen H C G az a részgraf, amely tartalmazza C'-t és G-nek azokat a cstcsait és éleit,
amelyek C’ belsejében vannak. Ha C” magéban foglalja az egész H-t, akkor mivel C’ egy
kor és H egy haromszogelés része, kovetkezik, hogy H egy euleri kozel-haromszogelés,

tehat az Euler-korének, C’'-nek az élszama harommal oszthato.

Kiilénben C-nek van olyan része, ami bejarja a H \ C'-beli csucsokat. Ez csak ugy tor-
ténhet, ha C belép C’ belsejébe. Legyen v a C” els§ és egyben utolsd csticsa. C' beléphet
C' belsejébe a v cstesnal vagy H barmely olyan kiilsé cstucsanal, amit C” legalabb kétszer
jar be. Mivel C' nemmetsz6, C-nek barmely ilyen része ugyanannal a csicsnal lép ki H
belsejébdl, ahol belépett. Emiatt tehat H-nak minden kiilsé csticsa, tehat az Gsszes csi-
csa paros fokszamu. Ebbdl kovetkezik, hogy H egy euleri kozel-hdromszogelés, tehat az

élszama harommal oszthato.
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Mivel C-nek minden olyan része, ami H belsejét fedi le, ugyanannal a csticsnal 1ép ki, ahol
belépett, ezért ezek a részek is részkorei C-nek, raadasul kevesebb tartoményt olelnek
koriil, mint C’, tehat az indukcios feltevés miatt ezek élszama harommal oszthato. C”
élszamat megkaphatjuk ugy, hogy H élszamabdl kivonjuk a H belsejét bejard részkorok
¢lszamainak Osszegét. A kisebbitendd és a kivonando is harommal oszthato, ezért |E(C”)|

is az, ezzel a lemmaéat bebizonyitottuk. O

Az utébbi harom lemma felhasznaldsaval nem nehéz bebizonyitani a [4.2.4] Tételt, amibsl

kovetkezik a Heawood-tétel.

A[[-27] Tétel bizonyitdisa. Legyen G egy euleri kozel-haromszogelés és C' a nemmetszo
Euler-kore. C-n végighaladva szinezziink ki minden cstcsot gy, hogy az 1, 2, 3 szineket
ciklikusan ismételjiik. Ha egy olyan csiicshoz érkeziink, amit mér kiszineztiink, azzal C-
nek egy részkorét zarjuk be. A [£.2.9 Lemma miatt ennek a hossza harommal oszthato,
tehat ugyanaz a szin kovetkezik, mint amit mar hozzarendeltiink. Ezzel a konstrukcioval
tehat G-nek egy jo 3-szinezését kaptuk, mert az Euler-kor minden élén végigmentiink
és minden élre teljesiil, hogy a két végpontja kiilonbozs szintd. Ezzel belattuk, hogy G

3-szinezhetd. O

A Heawood-tétellel tehat azt kaptuk, hogy egy haromszogelés pontosan akkor rajzolhato

le paratlan tavolsagokkal, ha minden csticsanak paros a fokszama, azaz ha van Euler-kore.
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Osszegzés

A dolgozatban grafok egy adott halmazbdl kikeriils élhosszakkal valo lerajzolasanak prob-
lémakorét vizsgaltuk meg. El6szor az egész élhosszakkal lerajzolhato grafokat targyaltuk,
a2.1] Fejezetben kimondtuk a Harborth-sejtést, roviden bemutattunk néhany eddigi ered-
ményt és felvazoltunk még néhany, egész tavolsidg grafokkal kapcsolatos problémat. A
Fejezetben egységtavolsag és gyufagrafokra, ezekkel kapcsolatos tételekre, feladatokra mu-
tattunk példakat, majd a[2.2.0] Alfejezetben az egységtavolsag grafok kromatikus szaméara
épiils kérdéskort, a Hadwiger-Nelson problémakort ismertettiik. Majd a Fejezetben
tettiink egy kis kitekintést és bemutattunk egy tételt, ami a haromszog-egyenlStlenséget
terjeszti ki d dimenzidéba és n pontra. Az itt bemutatott bizonyitas otletét kétszer is
felhasznaltuk a |3| Fejezetben.

A dolgozat 3| és 4] Fejezetei a paratlan tavolsag grafokat targyalja. ElGszor megmutattuk
a[3.1] Fejezetben, hogy a négycsucsu teljes graf nem rajzolhato le paratlan tavolsagokkal,
majd a [3.2] Fejezetben mutattunk a paratlan élhosszakkal valo lerajzolhatosagra elég-
séges feltételt és akadalyt. A Alfejezet 6 eredménye az volt, hogy megmutattuk,
hogy a 3-szinezhet§ grafok lerajzolhatok péaratlan élhosszakkal majd a Alfejezetben
tovabb targyaltuk a paratlan tavolsag grafok kromatikus szaméval kapcsolatos eddigi is-
mereteinket. Ezutan a [3.2.3] Alfejezetben megismerkedtiink a kerékgrafokkal és ebben a
specialis grafosztalyban sziikséges és elégséges feltételt adtunk a paratlan tavolsagokkal
vald lerajzohatosagra. A [ Fejezet a haromszogelésekrsl szolt. Elgszor a [4.1] Fejezetben
megmutattuk, hogy a hdromszogelések élszama maximalis az adott cstcsszamu sikgrafok
halmazan, majd a [£.2 Fejezetben bebizonyitottuk Heawood tételét, ezzel karakterizaciot

adtunk arra, hogy egy haromszogelés mikor lehet paratlan tavolsag graf.
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