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Bevezetés

A szakdolgozat témaja a Gauss-egészeken keresztiil a Pitagoraszi-szamnégyesek, illetve a
kvaterniokon keresztiil a négy négyzetszam-tétel feldolgozasa.

A Gauss-egészek Carl Friedrich Gauss-t6l szarmaznak. 1832-ben irt roluk elGszor, egy mésik
matematikai probléma kapcsan, a kvadratikus reciprocitas, azaz egy bizonyos kongruencia
megoldasanak reményében. Ekkor még ,egész komplex” szamoknak nevezte dket.!!! Ez az
elnevezés talald, ugyanis ennek a szamkornek az elemei azon komplex szamokbol allnak,
amelyeknek mindkét egyiitthatdja egész. FEzen Gauss-egészek létezése nem csak Gauss
szaméara egyszeriisitett le egy problémat: a Pitagoraszi-szdmnégyesek elGallitasat is meg-
konnyitik. Egy Pitagoraszi-szamnégyes alatt pedig azt értjiik, hogy létezik négy (egész)
szam, amelyek koziil harom négyzetosszegét véve éppen a negyedik négyzetét kapjuk. Ilyen
szamnégyeseket nagyon konnyen alkothatunk: létezik hozzajuk egy konkrét képlet, amit
késébb tétel formajaban bizonyitunk.

A kvaterniok a komplex szamok kibévitése, amelyek csoportjarél elészor Olinde Rodrigues
irt 1840-ben, azonban a legtobben Sir William Rowan Hamilton nevéhez kotik, aki a kva-
terniokat 1843-ban fedezte fel. A matematika sok teriiletén hasznaljak Gket, alkalmazott
matematika esetén példaul forgatasok leirasara. 2l A kvaterniok kozott is vannak egészek, de
ezek k6zé mar nem csak az egész egylitthatosok tartoznak. A négy négyzetszam-tételt, azaz
azt, hogy minden természetes szam elGall négy négyzetszam Osszegeként is egész kvaterniok
segitségével latjuk be.



1 Gauss-egészek

Ebben a fejezetben el6szor Freud Robert és Gyarmati Edit 2014-es Szdmelmélet cimid kony-
vel®l alapjan szedjiik Gssze a Gauss-egészek legfontosabb tulajdonsagait, miutan néhany
alapfogalmat bevezettiink.

1.1 Euklideszi-gytri

1.1.1 Definici6: (gytri)

Olyan struktira, amely az dsszeaddsra nézve Abel-csoport, a szorzdsra nézve pedig félcsoport,
és tetszdleges elemeire teljesilnek a disztributivitdsi szabdlyok (ha x,y,z gytribeli elemek,
akkor x - (y+z2)=(x-y)+(x-2)és (y+2)-z=(y -z)+(z-2)).

1.1.2 Definicié: (balideal)
Egy R gytirid eqgy B részhalmaza balidedl, ha az dsszeaddsra nézve részcsoport, ésVb € B,r €
R elemre rb € B.

1.1.3 Definici6: (jobbideal)
Egy R gyird eqy J részhalmaza jobbidedl, ha az dsszeaddsra nézve részcsoport, ésVj € J,r €
R elemre jr € J.

1.1.4 Definici6: (f6idealgyqiri)
Egy R szokdsos gytirid féidedlgytird, ha minden idedlja féidedl, azaz eqy elemmel generdlhato.

&

El6bbi néhany definicié a késébbiekben, a kvaterniokrol szolo részben is fontos lesz, ott
azonban nem kommutativ a szorzas. Ebben a fejezetben még csak kommutativ gytriikrsl
lesz sz6.

1.1.5 Definici6é: (Euklideszi-gytiri)

R euklideszi-gyird olyan kommutativ, egységelemes, nullosztomentes gyirid, amelyben min-
den ¢ € R elemhez hozzdrendelink egy f(c) > 0 egész szamot 1gy, hogy f(c) pontosan akkor
nulla, ha ¢ = 0, és minden a,b € R, b # 0-hoz létezik q,7 € R, amelyekre a = bq + r és

flr) < f(b).



o

Tehat az R Euklideszi-gytirtiben van maradékos osztas, amely egy ismert tétel alapjan azt
jelenti, hogy R féidealgytirt is. A féidealgytiriikben pedig érvényes a szdmelmélet alaptétele,
azaz ezeknek minden eleme (amely nem egység és nem nulla) egyértelmien felbonthato véges
sok felbonthatatlan szam szorzatara. [4l

1.2 Gauss-egészek

A Gauss-egészek szamos tulajdonsaga hasonloan fogalmazhatd meg, mint az egész szamok
tulajdonsagai, igy a Gauss-egészek szamelmélete és az egészek szamelmélete valamilyen
szinten Ossze is kapcsolhat6. Ehhez el6szor definidljuk a fogalmakat, és nézziik ezeknek
néhéany tulajdonsagat.

1.2.1 Definicié: (Gauss-egész)
Az o = a + bi komplex szam Gauss-egész, ha a,b € Z.

o

Ebbdl kovetkezik, hogy Gauss-egészek alkotjak az egységnyi oldalii négyzetracs pontjait a
komplex szamsikon (hiszen minden egész koordinataju pontot hozza tudunk rendelni egy
Gauss-egészhez).

1.2.2 Definici6: (norma)
Az a = a + bi Gauss-egész normdja: N(a) = |a|? = a® + b

1.2.3 Tétel:
Legyenek o, B tetszdleges Gauss egészek. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) N(«) >0 egész szdm
(i) N(a) =0 akkor és csak akkor, ha oo =0
(iii) N(af) = N(a)N(B).

1.2.4 Definici6: (osztd)
Legyenek o, B Gauss-egészek. B osztdja a-nak, azaz B|a, ha létezik v Gauss-egész, amelyre
a = [y.

&

Ezen fogalmak bevezetésével mar megfogalmazhat6 a Gauss-egészek és egészek szamelmélete
kozotti egyik fontos kapcsolat:

1.2.5 Tétel:
Ha o, 8 Gauss-egészekre o | 8, akkor normdikra N(«) | N(B) (ezek egész szamok, igy ezek
korében értelmezve).

A tétel megforditasa nem teljesiil, lassunk erre egy példat:



Példa:

Legyen a =2 — i, =2 +i. Ekkor N(a) =22+ (—1)2=5=22+12= N(#).
3
5

Természetesen 5|5 teljesiil, azonban 2412 — 4, 3—;1 = % =32

2. .
— £i, ez pedig
nem Gauss egész.

1.2.6 Definicio: (egység)
Egy Gauss-egész egység, ha minden Gauss-egésznek osztdja.

1.2.7 Tétel:
Legyen ¢ Gauss-egész. A kévetkezdk ekvivalensek:

(i) € egység
(ii) € |1
(iii) N(e) = 1
(iv) e =1,—1,i,—i.

1.2.8 Tétel: (maradékos osztas a Gauss-egészek korében)
Ha o, B(B # 0) Gauss-egészek, akkor léteznek v, p Gauss-egészek, amelyekkel o = By + p és
N(p) < N(B).

1.2.9 Definici6: (legnagyobb kizos osztd)
Legyenek o, 8 Gauss-egészek, 5 # 0. Ezek legnagyobb kézds osztdja §, ha § osztdja a-nak €és
B-nak is, és ha létezik ugyanilyen tulajdonsdgi vy, akkor v | 6. Jelolés: (a, f) = 0.

1.3 Gauss-primek

A Gauss-primek a Gauss-egészek korében olyanok, mint a primek az egészek korében.
Emiatt minden primekkel kapcsolatos definicid, allitas megfogalmazhaté a Gauss-primekkel
kapcsolatban. Ezek azért lesznek fontosak, mert segitségiikkel kimondhato, és bizonyithato
a szamelmélet alaptételének ezen szamkdrbeli megfelelGje.

1.3.1 Definicié: (Gauss-felbonthatatlan)

Legyen m # 0 Gauss-egész, ami nem egység. m© Gauss-felbonthatatlan, ha csak gy bonthato
fel két Gauss-egész szorzatdra, hogy valamelyik tényezd egység, azaz ha m = af, akkor «
vagy B eqység.

1.3.2 Definicié: (Gauss-prim)
Legyen m # 0 Gauss-egész, ami nem eqység. m Gauss-prim, ha két Gauss-egésznek csak igy
lehet osztdja, hogy legaldbb az egyik tényezdnek osztdja, azaz ha w | af, akkor w | o vagy

| .



Természetesen a Gauss-egészek korében is ekvivalens a két fogalom, az egészek korébdl ismert
tétel itt is megfogalmazhato:

1.3.3 Tétel:
Egy a Gauss-egész pontosan akkor Gauss-prim, ha Gauss-felbonthatatlan.

Bizonyitas:
Feltehets, hogy a nem nulla és nem egység.

Az egyik irdny: a Gauss-prim = « Gauss-felbonthatatlan.

Ehhez tegyiik fel, hogy a Gauss-prim, és el6all a kovetkezs szorzatként: o = By (8,7~
Gauss-egészek). Emiatt « | B is teljesiil, ami a primek definici6ja szerint azt jelenti, hogy

a| B vagy ay.

Ha « | 8, az azt jelenti, hogy v | 8, és mivel 8 # 0, ezért ekkor « | 1, vagyis v egység.
Ha « | v, az azt jelenti, hogy 87 | v, és mivel v # 0, ezért ekkor 8 | 1, vagyis 3 egység.
Mindkét esetben a Gauss-felbonthatatlansag definiciojat kapjuk.

A masik irany: o Gauss-felbonthatatlan = « Gauss-prim.

Tegyiik fel, hogy a Gauss-felbonthatatlan. Induljunk ki az « | 87 oszthatosagbol (ezek
most is Gauss-egészek).

Ha « | 8, akkor o Gauss-prim.
Ha nem, akkor mivel tudjuk, hogy « felbonthatatlan, és («, 8) | «, ezért (o, §) = 1. Ekkor

(o, B) =1 = ary + B2, (ahol 71, 75 megfelels Gauss-egészek).
Ezt balrél szorozva «y-val kapjuk, hogy
Y =am + 767

A jobb oldali 6sszeg mindkét tagja oszthatd a-val, ezért a bal oldal is oszthato vele, azaz
a | v, igy a Gauss-prim.

1.3.4 Tétel: (a szamelmélet alaptétele)
Minden nulldtol és egqységtdl kilonbozé Gauss-egész egyértelmiien (tényezdk sorrendjétdl és
eqységszerestdl eltekintve) felbonthatd véges sok Gauss-felbonthatatlan szorzatdra.

Bizonyitas:
A felbonthatosag létezésének bizonyitasa:

Legyen a Gauss-egész nem nulla és nem egység. Ha o Gauss-felbonthatatlan, akkor o6n-
maga a felbontésa.



Tehat feltehetjik, hogy o nem Gauss-felbonthatatlan. Ekkor pedig létezik nemtrivialis
Gauss-felbonthatatlan osztdja, mert a legkisebb normaji nemtrivialis osztéjanak Gauss-
felbonthatatlannak kell lennie. FEzen osztoja legyen «, ezzel pedig a = aq; valamilyen
egységtdl kiillonbozs £ Gauss-egésszel.

Ha By is Gauss-felbonthatatlan, akkor megkaptuk « felbontésat, ha nem, akkor ehhez is
van olyan Gauss-felbonthatatlan as Gauss-egész, amellyel a; = ao 82 valamilyen egységtol
kiilonbo6z6 By Gauss-egésszel. Ugyanezt folytatjuk as-vel, majd tovabb, ameddig sziikséges.

Ez az eljaras egy id6 utan véget ér, mert egyre kisebb norméaji Gauss-egészeket vesziink,
ezen normak pedig mindig pozitivak, igy egy id§ utan eljutunk egy Gauss-felbonthatatlan
an, Gauss-egészhez, amelyre igy «,, = 3, ezzel pedig a felbontas a kovetkezs:

a = p152...0n-

A felbonthatosag egyértelmiiségének bizonyitéasa:
Indirekt tegyiik fel, hogy a-nak létezik két lényegesen kiilonb6z6 felbontésa:

a=B1.6n=71-Ym

(81, --Bns71s --ym Gauss-felbonthatatlanok).

Ha van olyan +; tényezs, amely egységszerese valamelyik [3;, akkor <y;-vel leoszthatunk,

és az % nek kapjuk két lényegesen kiilonb6zé Gauss-felbontasat.

i

Ezt addig ismételjiik, amig olyan Gauss-egészhez nem jutunk, amelynek kétféle felbonté-
sdban nincsenek olyan tényezdk, melyek egymasnak egységszeresei. Feltehetjiik, hogy a mar
ilyen (eljutottunk hozza egy nagyobb Gauss-egésztdl).

Mivel
Bl--ﬁn =71--UYm>
ezért
Bl | Y1--Ym-
B1 Gauss-felbonthatatlan, illetve a 1.3.3 tételbdl tudjuk, hogy minden Gauss-felbonthatatlan
egyben Gauss-prim is, ezért f; Gauss-prim, azaz biztosan osztdja valamelyik v; tényezének.

De ekkor 7; Gauss-felbonthatatlansaga miatt 5, egység, vagy -; egységszerese, ez pedig nem
lehetséges.

1.3.5 Tétel: (az 6sszes Gauss-prim)
Ha ¢ egy tetszdleges egység, akkor az dsszes Gauss-prim megadhatd a kévetkezd hdrom
mddszer valamelyikével:

(i) (1 +1)

(ii) eq, ahol ¢ = 4k + 1 alaku prim valamely egész k-ra



(iii) 7, ahol N(mw) = 4k+1 alaki (pozitiv) prim valamely (pozitiv) egész k-ra: minden N (7)-
hez (egységszerestdl eltekintve) két Gauss-prim tartozik, amelyek egymds konjugdltjai
(normdik ekkor trividlisan megegyeznek).

Ennek a tételnek a segitségével konnyen ellendrizhets egy Gauss-egészrol, hogy Gauss-prim-
e, vagy sem. Nézziink is erre néhany példat.

Példa:
Trividlisan Gauss-prim az 1 + i, illetve a —1 + 4, hiszen ez utobbi megyegyezik (1 + 7)-vel.

A 2 —5i és 2+ 5i is Gauss-primek: (2+5i)(2 —5i) =44+25=29, 6329 =4-7+ 1,

tehat k = 7-re 4k + 1 alakd.

Azonban az 5 — 2i és az 5 + 2i esetében hidba ugyanez a szorzat, ezek az el6bbieknek
egységszeresei (pontosabban i-szeresei), igy a szaimelmélet alaptétele miatt mar nem lehetnek
azoktol kiilonb6z6 Gauss-primek.

Példa:
A 9 — 2i nem Gauss-prim, mert (9 — 2¢)(9+ 2i) = 81 + 4 = 85 nem primszam, és nem is egy
primszam négyzete.

A —13 sem Gauss-prim, mert bar 4k — 1 alaki, de negativ. Emellett egységszerese a 13-nak,
amely egy prim, de ez pedig méar nem 4k — 1 alakd.

1.4 A két-négyzetszam-tétel

Egy diofantikus egyenlet olyan egész egyiitthatds egyenlet, amelynek megoldasai is egészek.
Az 2% + y? = n diofantikus egyenlet megoldhatésagat és megoldasszamat taglald tétel az
eddigieknek egy alkalmazasa:

1.4.1 Tétel: (két-négyzetszam-tétel)

Legyen azn € Z+ kanonikus alakjan = 2apf1...p,ﬁ.*q¥1 ..qYs, aholpy, ..p, 4k+1 alaku primek,

q1,--9s 4k — 1 alaku primek, és az dsszes kitevd nemnegativ egész.

Az 2?2 +y? = n diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhatd meg, ha v; pdros Vi-re, és
T

ekkor a megolddsszam 4 [] (B; + 1).
j=1

Kimondhat6é ennek egy magasabb dimenziés valtozata is, ez viszont nem arrél szol, mikor
van megoldés, hanem arrél, hogy mikor nincs:

1.4.2 Tétel: (harom-négyzetszam-tétel)
Azn € 7 akkor és csak akkor nem dll elé hdrom négyzetszdm dsszegeként, ha n = 4% (8m+7)
(k,meZ).

Példa:

Ha n = 4*(8 -1+ 7) = 60, akkor nincs ilyen elsallitas, azonban ha hozzdadunk 1-et (igy
biztosan nem lesz olyan alakd, mint a 60), akkor 61-et kapunk, ami pedig el6all harom
négyzetszam Osszegeként:

61=9+25+36=232+4+62.



Ezzel persze nem lattuk be, hogy minden esetben igaz a tétel, de erre a nehéz bizonyitésra
ebben a dolgozatban nem tériink ki.

A dolog érdekessége az, hogy még magasabb dimenziot tekintve, négy négyzetszam Osszege-
ként minden pozitiv egész szam elGall. Ennek a tételnek a kimondésa és bizonyitasa majd
kés6bb kovetkezik, a kvaterniok bevezetése utan (2.3.1).

1.5 Pitagoraszi-szamnégyesek bevezetése

Ebben a részben egy cikk[?l, és annak korabbi, nem kiadott valtozata alapjan foglaljuk ssze
az eredményeket.

Ha a,b,c,d € Z Pitagoraszi-szamnégyes, akkor a? 4+ b + ¢ = d? teljesiil. Ezt abban az
esetben vizsgaljuk, amikor ezek relativ primek, azaz (a,b,c¢,d) = 1. Ebbdl vilagos, hogy
nem lehet mindegyik szam péaros, hiszen akkor a 2 is osztéjuk lenne. Tehét lennie kell
koztiik paratlan szdmnak: ha b és ¢ paros, akkor a és d paratlan, ez konnyen belathato a
4-gyel valo osztasi maradékok segitségével:

Ha valamelyik szam 2k + 1 alakd, akkor négyzetre emelve 1-gyel lesz kongruens mod 4,
a 2k alaka szamok pedig nyilvan 0-val. Ebbdl és (a, b, ¢, d) = 1-bsl méar kévetkezik, hogy a
bal oldalon pontosan egy szam paratlan (persze ekkor a négyzete is az), és a jobb oldal is
paratlan.

A Pitagoraszi-szamnégyesek elGallitasarol szolo tétel bizonyitasa a {6 célunk, amelyhez sziik-
ségiink lesz egy lemméra.
1.5.1 Lemma:
Legyenek x,y pozitiv egészek, v Gauss-egész, vy = v, (z,y,7v,7) = 1. FEkkor léteznek
m,n,p,q pozitiv egészek, amelyekkel

x = (m+ ni)(m — ni),

y=(p+qi)(p— qi),
v = (m+ni)(p + qi),
Y = (m —ni)(p — qi).

Adott x,y,v-hoz pontosan négy (m,n,p,q) szdmnégyes van, és minden ilyenre teljesiil, hogy
(z,7) =m+mni, (y,v) = p+qi, hiszen y éppen x és y nagyobbik szorzétényezdinek szorzata.

Bizonyitas:
Definialjuk a kdvetkez6 Gauss-egészeket:

a:=(z,v) =m+ni,

B:=(y,7) =p+qi.

Ezeket konjugélva kapjuk:

Ql

10



B=p—qi=(y,7)

Nézziik o és B legnagyobb kozos osztojat. xy = 47 miatt felirhato a kovetkezs:

Q1=

=
=2l

T
(0%

Ebbdl lathato, hogy

o8

==

0sztoi egymasnak, mert

(£,2) = (m = ni,p+ai) = (o + gi,m — ni) = <y 7) _1

o« 3B
(a,@ osztoja lesz x,y, v, 7 legnagyobb kozos osztojanak, ami viszont feltétel szerint 1, igy
0,B) =1
(o, ) = 1 miatt % és (a%,g%) egymas egységszeresei, és
oL 32 = ((m+ni) (m —ni)(p — ¢1). (p— i) (m —ni)(p —ai)\
g B p—q p—ql

tehéat (z,7) = @ = m — ni is egységszerese ezeknek.
Ennek felhasznélasaval és a-t egy megfelels Gauss-egységgel szorozva azt kapjuk, hogy

=a.

=

Ezt rendezve v = o3, balrél a-val szorozva pedig o2 = aa-t kapjuk, amely z-nek egységsze-
rese. Mivel x és a@ is pozitiv egészek, igy ezek megegyeznek. Azt hozzavéve, hogy xy = vy
kapjuk, hogy

y="2 _ 48
X

Konnyen belathato a lemma utolsé része is, azaz, hogy négy ilyen szdmnégyes van, ez abbol
kovetkezik, hogy a Gauss-egészek korében négy egység van: {1,—1,4,—i}.

1.6 Pitagoraszi-szamnégyesek elGallitasa
1.6.1 Tétel:
Ha (a,b,c,d) = 1, a,d pdratlanok és a®> + b + c® = d?, akkor a,b,c,d a kévetkezd alakiiak
(m,n,p,q € Z):
a=m?+n?—p®—¢,

b = 2(mgq + np),

11



¢ =2(—mp+ nq),
d=m?+n*+p* + ¢
(Azn =0 = q vdlasztdssal a = m? —p%, b= 0, c = —2mp, d = m? + p?, amivel Pitagoraszi-
szamhdrmast kapunk.)(®/

Bizonyitas:
Az eredeti a? +b% +c? = d? egyenletbdl kivonva a?-et és leosztva, 4-gyel, illetve a jobb oldalon
egy azonossag felhasznalasaval kapjuk a kévetkezdt:

)+ (L) =2 4

Ezt tovabb alakitva, a Gauss-egészek korében:

c b. c b. d+a d—a
——t =) == =1 = .
2 2 2 2 2 2

d+a
Xr =
2
__d—a
Y= B)
c+b,
=—= 4+ =1
Ty

Hogy hasznalhassuk a lemmaét, még be kell latnunk, hogy ezek legnagyobb kozos osztdja az
1. Ezt indirekten kénnyen megtehetjiik: ha létezne egy Gauss-egész, ami osztoja d%"—nek

és dg“—nek is, akkor ezek Gsszegének, azaz d-nek is osztoja lenne, és kiilonbségiiknek, azaz

5= %i-nek is, ebbdl pedig Gsszegiliknek, azaz —c-nek,
és kiilonbségiiknek, azaz bi-nek is osztdja. Igy osztoja lenne a, b, c-nek is, de feltettiik, hogy
(a,b,c¢) =1, igy ellentmondasba iitkoziink.

a-nak is. Oszt6ja még —5 + gi—nek és —

Igy mar megkaphatjuk a lemma segitségével, hogy adott m,n, p, ¢ egészekre teljesiilnek:

d;a:(m—i—m’)(m—m’),
d—a . .
—5— = (p+ai)(p — qi),

e b (i) o+ gi)
5 "= pTq).

Az els6 kettsbol
d+a=2(m?+n?),

d—a=20p"+q¢°).
Ezeket 6sszeadva, kivonva

d:m2+n2—|—p2+q2,
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a:m2—|—n2—p2—q2.

A harmadikbol

c b, .
—3 + gt = (mp — ng) + (mgq + np)i.

A két oldal valos és képzetes részeit egymassal egyenlévé téve kapjuk, hogy

c
——=mp—n
9 p q

b
§=mq+np.

Ezekbdl kifejezve b, c-t:
¢ =2(—mp+ ngq)

b = 2(mq + np).

O

Nézziink meg egy konkrét elGallitast, amelyet a tétel alkalmazasaval kaphatunk. Ehhez csak
m,n,p és q értékeit kell megvalasztanunk tetszGleges egész szamnak, iigyelve arra, hogy
(a,b,c,d) = 1 teljesiiljon, illetve a és d paratlanok legyenek. Ezt konnyen megtehetjiik, ha
a négy paraméter koziil pontosan egyet valasztunk paratlannak.

Példa:
Legyenek a paraméterek értékei a kévetkezsk:

m=1n=2p=4,q9q=6

Ezekbdl a kévetkezGképpen kapjuk a szamnégyes tagjait:
a=m*4+n?—p?—¢>=12+2% 4% 6% = 47
b=2(mg+np)=2(1-6+2-4) =28
c=2(—mp+ng) =2(-1-442-6) =16
d=m?4+n2+p*+¢>=12422+4%2+6% =57

Nézziik, hogy valoban Pitagoraszi-szamnégyest kaptunk-e:

a® 4+ % 4 % = (—47)% + 16% + 282 = 2209 + 256 + 784 = 3249 = 57% = d?,

azaz a {—47,16, 28,57} valoban Pitagoraszi-szamnégyes, és az is lathato, hogy ezek relativ
primek.
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2 Négy négyzetszam-tétel

Ebben a fejezetben az 22 + y? + u? + v?> = n, n € N,x,y,u,v, € Z diofantikus egyenlet
megoldasait keressiik. Maga a négy négyzetszam-tétel éppen arrél szol, hogy ennek az
egyenletnek barmilyen (a feltételnek megfelels) jobb oldallal van megoldasa, vagyis az ed-
digiekkel ellentétben most nem kell més kikotéseket tenniink, ahogy példaul a harom négy-
zetszam-tétel esetében meg kellett hatdroznunk, hogy milyen alakii n-re nincs megoldas.

Ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy keressiik egy természetes szdm négy négyzetszamra
valo felbontasait. Amit kés6bb bizonyitunk, az az, hogy ilyen felbontas mindig létezik, a
szaméarol pedig néhany érdekes részeredményt olvashatunk a dolgozatban.

2.1 Kvaterniok

A kvaterniok hasonloak a komplex szamokhoz, csak ezeket nem ketts, hanem négy dimen-
zioban értelmezziik. Ezek esetében a valds szamok korét nem csak i-vel, hanem 1, j, k-val
egészitjik ki, amelyekre igazak a kévetkezok:

o i?=jt=k?=ijk=-1
oij=k, ji=—k
o jk=1i, kj=—i
o ki=j,ik=—j

Ezen tulajdonsagi i, j, k elemek segitségével megadhatjuk a kvaterniokat: olyan a+bi+cj+
dk alakt szamok, ahol a,b, c,d € R. A kvaterniok gytirtjét H-val jeloljiik.

Legyen a = a+ bi+ cj + dk egy kvaterni6, azaz a,b,c,d € R. A tovabbiakban ezt hasznaljuk
a definiciokban.

2.1.1 Definicio: (konjugalt)
Az a konjugdltja @ = a — bi — ¢j — dk.

2.1.2 Definici6é: (norma)
Az a normdja N(a) = a® + b + % + d°.
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Ez megegyezik aa-val és aa-val is, hiszen
aa =aa = (a+bi+cj+dk)(a —bi — cj — dk) = a* — b*i® — *5% — d*k?

(a vegyes tagok kiejtik egymast), és mivel i2 = j2 = k% = —1, ez épp a norma.

2.1.3 Definicio: (valos rész)
Az a valds része a.

2.1.4 Definicié: (képzetes rész)
Az a képzetes része bi + c¢j + dk.

2.1.5 Definici6: (kvaterni6é inverze)
Az o kvaternid inverze az az o~ kvaternid, amelyre o' = 1.

2.1.6 Definicié: (tisztan képzetes kvaternio)
Az « kvaternio tisztdn képzetes, ha valds része 0 (a =0), azaz o = bi + ¢j + dk.

2.1.7 Definici6é: (nyom)
Az a nyoma tr(a) = o+ a@ = 2a.

Ezekbdl kovetkezik:
2.1.8 Allitas:
a?—tr(a)a + N(a) = 0.

Bizonyitas:
Ezt konnyen ellendrizhetjiik az eddigieket alkalmazva:

o —tr(a)a+ N(a) =a? — (a+a@)-a+aa=ao? - o® —aa+ oa = aa — an

Természetesen aa = ey, igy a végeredmény valéban 0.

2.1.9 Allitas:
Ha Q1,02 € H; akkOrm:@.a.

Bizonyitas:
Legyen a1 = a1 + bll + Clj + dlk és o = ao + bQZ + ng + dzk

Nézziik el6szor az egyenlGség bal oldalat.

araz = (ay +bii + c1j + dik)(ag + bai + cpj + dok).

15



Tehat el6szor Gsszeszorozzuk ap-et és aa-t, majd konjugalunk. A szorzéas kifejtve:
(a1 + b1Z + Clj + dlk)(ag + bQZ + CQj + dgk) =

= ajaz + albgi + alcgj + aldgk + blagi + b1b2i2 + blczij + bldzik—F
+e1as) + e1baji + creof® + erdajk + diask + diboki + dicokj + didaj?

Erre alkalmazzuk a kvaterniok szorzasi szabalyait, és kiemeliink 4, j, k-t:
(a1a2 — biby — c1co — dids) +i(a1by + bras + c1ds — dyca)+
+j(aica — bida + crag + dibs) + k(ards + bica — c1be + dias)
Ebbdl konjugalassal kapjuk az eredményt:
alag =

= (araz — biby — c1c — didy) —i(arby + brag + crda — dica)—
—j(a162 — b1d2 + cras + dlbg) - k(a1d2 + b102 - Cle + dlag)

Most nézziik meg az egyenlGség jobb oldalat.
Itt @3 = ag — boi — coj — dok és a7 = a1 — byi — c1j — dik, tehat
Qg - Q1 = (ag — byt — coj — dgk)(al —byi — c1j — dlk)

A bal oldal kiszamitasdhoz hasonloan ezt is fejtsiik ki, majd alkalmazzuk a szorzéasi szaba-
lyokat, és emeljlink ki —i, —j, —k-t.
(ag — boi — coj — dak)(ay — b1i — c1j — dik) =
= aga1 — agb1i — ascrj — agdik — baagt + bobyi® + bacyij + badyik—
—Coa1j + Cabiji 4 cocr1j? + cadijk — doark + dobi ki + dacikj + dodi k? =
= (a1ay — bybs — c1co — d1da) — i(a1bs + bras + c1da — dyca)—
—j(aica — byds + cras + diba) — k(ards + bica — c1b2 + dias)

Ez pedig éppen az, amit a masik oldalra is kaptunk, tehat valoban ayas; = @z - a7.

Ennek az allitasnak a hasznalataval kdnnyen belathato a kovetkezs:

2.1.10 Allitas:
Ha ay, a9 € H, akkor normdikra: N(ajaz) = N(a1)N(asg).
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Bizonyitas:

N(alaz) = 1010y = (1 Q0 - O] = OélN(Otz)Ozil = N(al)N(ag)

Az els6 egyenlség a norma definiciojabol, a mésodik a 2.1.9 allitasbol kovetkezik. A
harmadik trivialis, a negyedik pedig amiatt lesz igaz, hogy a norma valos szdmként fel-
cserélhetd barmely kvaternioval.

O

A kvaterniok egy sziikebb csoportja a Hurwitz-kvaterniok, més néven egész kvaterniok, ezek
esetében a, b, ¢, d mindegyike egész, vagy minden egyiitthato egy egész péaratlan szamnak a
fele. Ezt vehetjiik a Gauss-egészek megfelelgjének magasabb dimenziéban.

Az egész kvaterniokat E-vel jeloljiik. Egy egész kvaterni6 paritdsa a normaja paritasa alapjan
adodik.
Definidlunk még egy specialis kvaterniot:

1+i+j+k
U:f.

Ennek norméaja N(o) =4- (%)2 =1, illetve azt is érdemes megjegyezni, hogy 7 =1 — 0.

2.1.11 Allitas:
A Hurwitz-kvaternidk gytridt alkotnak.

Bizonyitas:
Egy «a kvaterni6 pontosan akkor van E-ben, ha a {0, 1, j, k} elemek egész egyiitthatos linearis
kombinacidja, igy elég ezeket vizsgalni.

Szamoljunk ki néhany lehetdséget:

o _ltitj+k 14itj+k _

g

2 2
1+ P PR+ 20+ 2+ 2k + i+ ik + i+ jk+ ki+ kj
— 1 —
C1-3420+j+k)  —2420i+j+k)
- i — 1 —
_2+2(i+j+k)—4_1+i+j+k_1
N 4 N 2 '
o l4i+j+k . —14+i+i—k
o1 = 1= .
2 2
. Cl4it+j+k —14i—j+k

Hasonl6an lehetne igazolni a tobbi szorzatra is, hogy E-beli elemet kapunk, tehét valéban
gytrd.

O
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2.2 A kvaternidk szimelmélete algebrai szemmel

A kovetkezdkben az egész kvaterniok E gytrtijében dolgozunk, egy cikk felhasznalasanak
segitségével °!. Ehhez majd sziikségiink lesz néhany alapvetd algebrai, gytrtkkel kapcsolatos
fogalomra, amelyeket a Gauss-egészek fejezetében mar definialtunk.

A kvaterniok korében is létezik oszthatosag:

2.2.1 Definici6: (oszthatosag)
Egy a € E balrdl oszthato B € E kvaternidval, ha létezik v € E kvaternid, amire o = By,
ennek jelolése | a.

o
Emiatt definialhatunk egységeket is:
2.2.2 Definici6: (egység)
Egy egész kvaternic egység, ha B minden elemét osztja (balrdl).

o

2.2.3 Allitas:
Egy € € E pontosan akkor egység, ha normdja 1.

2.2.4 Allitas:
Az egységek E-ben a kovetkezdk:
+1+id+5+Ek
+1, +4, £j, £k %
tehdt dsszesen 24 darab van beldlik.

Bizonyitas:
Nézziik meg, hogy pontosan miért is ezek az egységek E-ben: az elsé nyolc trividlis, igy a
maradék 16-r6l lesz sz6.

Ha o = @Atk | akkor N(a) | N(1) = 1, azaz N(a) = 1.

a2 b\ > c\?2 d\® @+ +A2+ &
o= 3 () + (' (2=
() 2+(2>+2+2 4
Azaz a® + b? + c® + d? = 4, ami mivel a (£2)? = 4 esetben azt jelentené, hogy az egység a

felsorolés elsé nyolc egységének valamelyike, de most a tobbit nézziik, csak tgy lehetséges,
hogy a, b, c,d = £1, azaz valéban % alakuak.

O

A kévetkezo tétel a maradékos osztéasrol szintén hasonloan fogalmazhatoé meg, mint a Gauss-
egészek esetében.

2.2.5 Tétel:
Az egész kvaterniok E gyirdje bal euklideszi, azaz Yo,y € E (v #0) 35,0 € E, amelyekkel

a=By+6 és N(§) < N(v), azaz van maradékos osztds E-ben. %/
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Bizonyitas:
Belatjuk, hogy E bal euklideszi gytrii.

Legyenek «, 8 € E nem nulla kvaterniok olyanok, hogy
B a = a0 + a1i + 12 + w3k
Keressiik meg azt az E-beli elemet, amely a lehet6 ,legkdzelebb” van S~ 'a-hoz.
Legyenek cg, c1, c2, c3 azonos paritasi egészek, amelyekre igaz, hogy
22, —¢;] <1,1=0,1,2,3
Valasszuk ugy c;-t, hogy legaldbb egy i-re szigoru egyenlGtlenség is teljestil.
Tudjuk, hogy az 6sszes E-beli kvaternio felirhato a kovetkezs alakban is:
1 . .

w= 5(80 + c11 + coj + c3k)

Tehét w is egész kvaternié.

Nézziik a kovetkezs miveletet:

) . 1 ) .
ﬁ—la —w =9+ 211+ T2) + 23k — (2(00 + 11+ cog + c3k)> =

1 1 1 o1
= 5(23:0 — o) + 5(2301 —c)i+ 5(21’2 —c)j + 5(2333 —c3)k,

ennek a kvaterniénak a norméaja 1-nél kisebb.
Vezessiink be egy jelolést: v = B(f~ a — w)

Ezt hasznalva kapjuk a kovetkezét:
a = Bw + 7, és teljesiil, hogy N(y) < N(5),

hiszen tudjuk, hogy kvaterniok szorzatdnak norméja megegyezik a normék szorzatéaval,
amely pedig sziikségképpen nagyobb vagy egyenls, mint barmelyik (szorzatbeli) kvaternio
normaja.

Ebbdl kideriil, hogy az E gytrtben létezik baloldali euklideszi osztés, azaz valdéban bal
euklideszi.

O
Ennek legfontosabb kévetkezménye, hogy a Hurwitz-kvaterniok korében is érvényes a szam-

elmélet alaptétele, azaz, hogy minden E-beli kvaterni6 felbonthaté irreducibilis kvaterniok
szorzatara (ennek bizonyitasa késsbb, a 2.2.8 éllitasban).

Az egész kvaterniok korébe athozhatjuk a Gauss-egészeknél latott definiciokat; teljesen
hasonléan adodik, hogy melyek a felbonthatatlanok.
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2.2.6 Definicio: (felbonthatatlan)
Az o € E (amely nem egység) felbonthatatlan, ha felirva

a =By

alakban, ahol B,y € E, B és v egyike csak egység lehet.

2.2.7 Allitas:
Ha egy a € E-re N(«) = p, ahol p Z-beli prim, akkor « felbonthatatlian.

Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy N(«) = p prim, de « felbonthato, azaz o = v valamely 3,y € E-re. Ekkor

p=N(a) =N(B7) = N(B)N(v),

azaz [ és y normainak szorzata p, de mivel a normak nemnegativ egész szamok, és p prim,
ez csak két modon lehetséges:

N(By)=1-pvagy N(By) =p-1,
ez mindkét esetben azt jelentené, hogy S és v valamelyike egység, azaz « felbonthatatlan.
O

2.2.8 Allitas:
Minden E-beli elem felbomlik felbonthatatlanok szorzatdra.

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan o € E, amely nem bomlik fel. Vegyiik a legkisebb
norméjut ezek koziil.

« biztosan nem felbonthatatlan, mert akkor lenne egy egytényezGs felbontésa.

Emiatt 38,v € E, amelyekre o = 8y. N(B) és N(v) kisebb, mint N(«), és mivel a volt a
legkisebb norméaja elem, ami nem bomlik fel, 5 és v felbomlik. Legyenek ezek a felbontasok

a kovetkezdk: . l
B=118" esv=1]
i=1 j=1

ahol 3;,7; € E felbonthatatlanok, b;,c; € Z". Ekkor

k l

a=py=1]8" 1~

i=1 j=1

ezzel pedig a-nak egy felbontasat kaptuk felbonthatatlanok szorzatara, ami ellentmondas,
hiszen feltettiik, hogy nincs ilyen.
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A tovabbiakban hasznélni fogjuk a kiovetkezd jeloléseket:

2.2.9 Jelolés
(a,b),: jobbideal, melynek elemei ax + by Vz,y € E.
(a,b);: balideal, melynek elemei za + yb Va,y € E.

2.2.10 Allitas:
E-ben minden J jobbidedl féidedl, azaz 30 € J, hogy J elemei pontosan a 0& elemek, ahol
ek

Bizonyitas:
Feltehetjiik, hogy J nem csak nullabol all, mert ebben az esetben 6 = 0 j6 lenne.

Ekkor legyen 6 J-nek az egyik olyan eleme, amelynek a legkisebb a normaja.

Mivel J jobbideal, ezért ha egy ¢ € E elemmel szorozzuk jobbrél, akkor az is J-ben lesz,
azaz ¢ € J, V¢ € E.

Forditva, ha tudjuk, hogy « € J, akkor ezt osszuk el maradékosan #-val:
a=0y+§

Ha § = 0, akkor az £ = v valasztas jo lesz.

Ha § # 0, akkor a normékra igaz, hogy N(0) < N(0), és
d=a—0velJ,

de ez nem lehetséges, mert 6 volt az ideal legkisebb norméaja eleme.

2.2.11 Allitas:

Legyen a € B, p € Z prim olyan, amely nem osztdja a-nak, de N(«)-nak, azaz o normdjdnak
igen. Ekkor « felirhatd mo! alakban, ahol N(m) = p, és w egyértelmien meghatdrozott (jobb
eqységszeres erejéig).

Ha egy 7 elem p-normdji balosztdja a-nak, akkor m generdlja az (o, p), jobbidedlt. (Ez
minden ilyen w-re teljesiil.)

Bizonyitas:
Hasznaljuk a 2.2.10 allitast. Legyen R = (a, p), a 7 altal generalt jobbideal.
Abbol, hogy a,p € R, kovetkezik, hogy 7 balosztoja a-nak és p-nek is.

Legyen 7 az az osztoja p-nek, amellyel p = 77, és legyen o« = 7wy. Ekkor ha 7 egység,
akkor innen m = pr~! és ezért a = pr 17, azaz p balosztoja a-nak.

A 2.1.10 allitas hasznalataval:
N(m)N(1) = N(n7) = N(p) = p?

A bal oldal két egész szam szorzata, igy vagy 1-p® = p? - 1, vagy p - p alaku.
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Ha 7 normdja p?, akkor 7 egység, de ekkor p egységszerese m-nek, és igy 7 | a miatt
p | a is, amirdl feltettiik, hogy nem igaz, igy ellentmondasba titkoziink.

Ha 7 norméja 1, akkor m egység, és R jobbideal 1éte miatt 371, 75 € E, melyekre
ar +pry = 1.
Ezt balrél szorozva @-val kapjuk:
aaT] + apTe = Q.
Ebbdl latjuk, hogy p osztoja a-nak, igy a-nak is, ami megint ellentmond a tétel feltételének.

Az utolso eset az, hogy m norméja p. Ekkor mivel N () egy Z-beli prim, 7 felbonthatatlan
a Hurwitz-kvaterniok korében. Igy 7 p-norméaja balosztoja a-nak.

Tegyiik fel, hogy 71 is megfelel az allitas feltételeinek, azaz p norméaju balosztoja a-nak.
Ekkor a,p € (m1)r, ezért w € (7), = (o, p)r C (m1)r, tehat m balrol osztja m-t. Emiatt
™ =y egység, igy (m1)r = (), = (o, p);-

2.3 Lagrange tételének bizonyitasa

2.3.1 Tétel: (Lagrange)
Minden pozitiv egész elddll négy négyzetszam &sszegeként, azaz minden n € Nt szdmhoz
létezik egész egyiitthatds kvaternid, amelynek normdja n.

A tételnek a bizonyitasa 4 részbdsl all.
Az els6érsl mar kordbban volt sz6: tudjuk a 2.2.5 tételbdl, hogy az E gytrid euklideszi.

A kovetkezd allitas segitségével pedig megkapjuk, hogy elég a tételt primekre igazolni, hiszen
az Osszetett szamok felirhatoak primek szorzataként.

2.3.2 Allitas:
Ha van két olyan szamunk, amelyeket mdr elddllitottunk négy négyzetszam dsszegeként, akkor
szorzatuk is eldadllithato ilyen maodon.

Bizonyitas:
Legyenek z,y € E, amelyekre:

T =xg+ 211 + 227 + w3k,

Y = Yo +y11 + y2J + ysk.

Nézziik a kovetkezs egyenlGséget:

N(z)N(y) = (z§ + a3 + a5 +23) (yg + v7 + 3 + ¥3) =
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= (zoyo — T1y1 — Tay2 — w3y3)” + (Toy1 + L1y + T2y — T3y2)*+
+(@oy2 — T1ys + xayo + w3y1)” + (zoys + T1y2 — T2y1 + T310)°,
azaz valoban elGall a szorzat is négy négyzetszam Osszegeként.
O
Kvaterni6 norméaval megfogalmazva azt kaptuk, hogy ha létezik olyan egész kvaternio, a-

melynek norméja n, és olyan is, amelynek m, akkor nm normaju kvaterni6 is létezik, hiszen
ez a 2.1.10 allitas alapjan ennek a két kvaternionak a szorzata.

Tehét elég megmutatni, hogy minden p pozitiv primszamhoz taldlhatunk egy E-beli kva-
ternidt, amelynek a normaja épp p.

Legyen el6szor p = 2, ez az 1 + 4 kvaternié normaja: N (1 +4) = 12 + 12 + 02 + 02, ezért
innentdl elég a p > 2 esetet vizsgalnunk.

2.3.3 Allitas:
Minden p > 2 primszdmhoz van olyan a,b € Z, hogy p | 1 + a® + b*.

Bizonyitas:
A négyzetszamok % maradékosztalyt alkotnak mod p, hiszen:

z? =9® (mod p) pontosan akkor, ha z? —3?> =0 (mod p),

ami azt jelenti, hogy p | 2% — y? = (x — y)(x + y), azaz két eset lehetséges:
plr—y<=ax=y (modp)vagyp|z+y<=x=-y (mod p).

Ha nézziik az 12,22,32, .., (p — 1)? maradékosztalyait, akkor pontosan p%l—t kapunk, hiszen
ez p — 1 szam, viszont mindent kétszer szamoltunk, példaul 12 = (p — 1)?> (mod p). Mivel
p — 1 egy paros szam (p péaratlan), valoban minden maradékosztalynak megvan a parja.

p+1

A p%l pedig tgy jon ki, hogy ezekhez hozzavessziik a 0 maradékosztalyat, azaz %4—1 = £

van 0Osszesen.

Tehat a? alakt maradékosztaly p—;l van, és —1 — b? alakiibol szintén ennyi van (mert létezik

x — —1 — x bijekci6 a mod p maradékosztalyokon).

Ezeket osszeadva L‘gl + p—;l =p+ 1> p, igy talalhatoé két egybeesd maradékosztaly, azaz
van olyan a,b € Z, amelyekre:

a’>=—1-0b% (mod p), ami pontosan azt jelenti, hogy p | 1 + a® + b*.

A bizonyitas utolso 1épése az, hogy belatjuk, hogy létezik p-normaju elem E-ben.

2.3.4 Allitas:
Van olyan elem E-ben, amelynek normdja p.
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Bizonyitas:
Ehhez a 2.2.11 allitasra lesz sziikségiink.

a € E-t valasszuk a kévetkezSképp:
a =1+ ai + bj, ennek normaja N(a) = 1% + o + b* 4 02.

Tudjuk, hogy « felithaté wa’ alakban, ahol N(w) = p, és 7 jobb egységszeres erejéig
egyértelmii.

—1

a=a'w, azaz (o) la = (/)" ta/m = 7, és ez a ™ megfeleld.

O

Ezzel belattuk, hogy E-ben van p-normaji elem, de a négy négyzetszam-tétel bizonyitasanak
befejezéséhez az is kéne, hogy ne csak E-beli, hanem egész egyiitthatés p-norméaja kvaternio
is létezzen. A kovetkezd részben belatjuk, hogy minden E-beli kvaternionak van olyan
egységszerese, amely egész egylitthatos, ezzel befejezve a bizonyitast.

2.4 Primér kvaternidok

Erre a részre, amely Rédei konyvérelf! épiil, a megoldasok szaméanak megértéséhez lesz
sziikségiink. ElGszor a primér kvaternio fogalmat nézziik, amihez elGszor egy bizonyos
elemrél, az 1 4+ i-r6l lesz sz6.

A 2.2.7 allitas miatt nyilvanvalo, hogy ez felbonthatatlan, hiszen a norméja N(1 + i) = 2
prim. El6szor ennek a maradékosztalyait nézziik.

Ehhez sziikség lesz a kongruenciakra: baloszthatosag esetében 8 | « azt jelenti, hogy I,
amire « = (v, ekkor ay = as (mod B) azt jelenti, hogy 8 | oy — g, ilyen esetben van
lehetGség a kongruenciak jobbrol valo beszorzasara (a, 8,7, a1, as € E).

2.4.1 Allitas:
Az E gydridben minddssze négy 1 + i szerinti maradékosztaly van: 0,1,0,0 + 1.

Bizonyitas:
Minden E-beli kvaterni6 felirhato a 2.1.11 allitas bizonyitasanak eleje szerinti modon, azaz
a kovetkezd alakban az a, b, ¢, d egészekkel:

ao + bi + cj + dk.

Nézziik meg, mi torténik, ha balrol szorozzuk 1+ i-vel a -t (természetesen jobbrol szorozva
is hasonl6 eredményre jutnank):

ltidg+k  l4itjrhk+itid+ij ik

(1+i)o = (1+1) . 5

%4 2% 2-242+24+2k-2 2-(1+itj+k) -2-2j
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=25 —1—7,

ez pedig egy egész egyiitthatos kvaternio, vagyis az (1+)E olyan egész egyiitthatos kvater-
niokbol all, amelyeknek a normaja paros, hiszen N(1 4+ i) = 2, és barmely « € E-re

N((1+i)a) = N(1+i)N(a) =2 N(«).

Ebbdl kovetkezik, hogy az allitdsban felsorolt négy maradékosztily mind kiilonb6z6, hiszen
barmely kettének a kiilonbségét véve vagy nem egész egyiitthatoés, vagy paratlan normaja
kvaterniot kapnank. A kiilonbség lehet:

17_1a0-7_0-a0-_ 170+ 1)
és mivel o nem egész egyiitthatos, +1-et hozzédadva sem lesz az, a +1 norméja pedig 1, ami

paratlan.

Maér tudjuk, hogy ezek valéban mind kiilonbo6zéek, azt kell belatnunk még, hogy nincs tobb
maradékosztaly.

Az 1+i balosztoja a 2-nek, ezért minden egész szam benne van a 0 és az 1 maradékosztalyaik
koziil az egyikben (hiszen egy egész vagy paros, vagy paratlan). Ekkor 1 = —1 (mod 1+4),
tehat az elGjelektd] eltekinthetiink.

Nézziik 1 + j-nek egy felirdsat, amelyben szerepel az 1 + i:

. . o — . N (1=90Q+3
1+57=(0+4)- -(1+1%) 1'(1“):(1“)'W:
N 1l—i+j5+Ek
= (1 + Z) . 7‘],
2
és mivel # egy E-beli egység, ezért 1 4+ j és 1 + ¢ balosztoi egyméasnak, azaz jobb
egységszeresek.

Ebbdl kovetkezik, hogy
1+j=1+i=0 (mod1+i),azazl1=—j (mod1+7)
A baloszthatosag miatt a kongruenciat jobbrol szorozhatjuk be barmivel, legyen ez most k:
1-k=—j-k=—i (mod 1+1),

és mivel az eljelek nem szamitanak, k =i (mod 1+ 17).

Nézziik bi 4+ ¢j + dk + b+ ¢ + d-t, ez megegyezik, azzal, hogy
b(1+ i)+ c(l+j)+d(l+ k), ami mod 1+ ¢ kongruens nullaval, ebbdl pedig felirhato a
kovetkezd:

ac+bi+cj+dk=ac—b—c—d (mod1+1)
Ha az ebben szerepl§ egészeket redukaljuk mod 2, akkor mindegyikbél 0 vagy 1 lesz, azaz
végiil 0-t, 1-et, o-t és o+ 1-et kaphatunk, azaz valoban csak ez a négy maradékosztaly létezik
mod 1 + 4.
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Ko6vetkezmény:
Ha az « kvaterni6 egész egyiitthatos, és paros normaja, akkor oszthatoé 1+ i-vel.

Valéban, lattuk, hogy a 0 maradékosztalyaAban paros norméaja egész egyiitthatés kvaterni-
o0k vannak, igy a o és o + 1 maradékosztalyaiban 1év6k a nem egész egyiitthatésok, az 1
maradékosztalyaban pedig bar egész egylitthatos kvaterniok vannak, de norméajuk paratlan.

Ebbdl az is egyértelmd, hogy az egész egyiitthatos kvaterniok pontosan azok, amelyek a
0 vagy az 1 maradékosztalydban vannak mod 1 + 4.

Azt mar tudjuk, hogy a o és a 0 + 1 mod p maradékosztalyok elemei nem egész egyiitthatos
kvaterniok, azonban ezek normajarol még nem esett sz6. Ezzel kapcsolatban jon most egy
allitas.

2.4.2 Allitas:

Azon kvaternick, amelyek a o vagy a o + 1 maradékosztilydban vannak (természetesen mod
1+ 4) pdratlan normdjiak.

Bizonyitas:
Elgszor nézziik a o maradékosztalyat: legyen 0 egy kvaternio, ami a o maradékosztalyaban
van. Ez azt jelenti, hogy

0=0 (mod1+1),

ezt jobbroél szorozva o-tal:

0

00 =N(o)=1 (mod 1+1)

Tehat a 6o az 1 maradékosztalyaban van, ezért ez egy paratlan norméaja egész egyiitthatos
kvaternio, igy ¢ is paratlan normaja, hiszen felhasznélva, hogy 0,7 egységek:

N(67) = N(0)N(7) = N(0) - 1 = N(9).
Most § legyen olyan kvaternié, ami a o + 1 maradékosztalyaban van. Ekkor
0=0c+1 (mod 1+1),
ezt jobbroél szorozva o-val kapjuk, hogy:
bo=(c+1)c=c0=1 (mod 1+1),

felhasznélva, hogy @ =1—0 =0+ 1 (mod 2). Tehat hasonloan az el6z6 esethez, § paratlan
norméju.

O

Tehat azt kaptuk, hogy a négy mod 1+ ¢ maradékosztalybol egyben vannak paros norméja,
és haromban péaratlan norméaju kvaterniok. Ahogy korabban emlitettiik, a paros norméjuak
azok a kvaterniok, amelyek oszthatok 1 + i-vel, azaz E-ben is a paros norméju kvaterniok
oszthatok 1 4 ¢-vel.
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Megjegyzés:

Ha egy E-beli kvaternié balrél oszthaté 1 + i-vel, akkor jobbrol is, azaz mindkét irany-
bol val6 oszthatosag szempontjabol ugyanazok a mod 1 + ¢ maradékosztalyok, igy az ilyen
kongruencidkat nem csak jobbrol, hanem balrél is szorozhatjuk barmilyen E-beli kvaternioval.

Az 22 4+ % + u? + v? = n diofantikus egyenletnek pontosan annyi megoldasa van, ahany
n normaju egész egyiitthatos kvaternio létezik. Ahhoz, hogy egy jo gyitirit kapjunk kva-
terniokbol, az egész egyilitthatésokhoz hozza kell venniink azokat is, amelyekben minden
egylitthato egy paratlan szam fele. A kévetkezGkben azt vizsgéljuk, hogy ekkor mennyivel
né a megoldasszam.

El6szor nézziik meg azt az esetet, amikor n péaratlan. Legyen o € E, norméaja pedig n. Ha
a-t balrol szorozzuk a 24 egységgel, akkor megkapjuk bal egységszereseit, természetesen ez
24 elemet jelent. Ezek kozott keressiik azt, amely egész egyiitthatos, ezt fogjuk primérnek
nevezni. Ilyenbdl pontosan egy van:

2.4.3 Allitas:
a bal eqységszeresei kézott egyetlen olyan van, ami egész egyiitthatos. Ez legyen
o =a+bi+cj+dk, ekkor igazak a kévetkezdk:

a+b+c+d=1 (mod4),
a—1=b=c=d (mod 2).
Bizonyitas:
Elgszor értsiik meg, hogy pontosabban mirél is van sz6. Az eddigiektdl eltéréen, most nem

az 1 + 4, hanem a 2(1 + ¢) maradékosztalyait nézzik, amivel azt szeretnénk elérni, hogy
minden egység kiillonb6z6 maradékosztalyba keriiljon.

Elgszor lassuk be, hogy az 1 + ¢ maradékosztalyai 16 tovabbi részre bomlanak, azaz mivel
1 + 4 szerint 4 volt, 2(1 4 ¢) szerint 4 - 16 = 64 darab lesz.

Legyenek a, 3,y € {0,1,0,0 + 1}. Tekintsiik a 2a + (1 + i)3 + 7 elemeket. Mivel 43-
féleképpen valaszthatjuk ki, hogy a, 3, v koziil melyik melyik maradékosztalyban van, ezért
ez Osszesen 64 elemet jelent.

Belatjuk, hogy ezek az elemek paronként inkongruensek mod 2(1 + 7).

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik oy, as, f1,B2,71,72 (a1 # o, f1 # B2, 11 # 72 koziil
legalabb egy teljesiil), amelyekre:

200 + (1 +9)B1+71 =202+ (1+ )2 + 72 (mod 2(1 +14)).
Tudjuk, hogy 1+ 7 | 2, vagyis az a-k és -k egylitthatoi oszthatoak 1 + i-vel, ezért:
M =7 (mod1+1),

ami pedig csak ugy lehetséges, hogy 71 = 2. Ezt tehat elhagyhatjuk. Ezutan osszuk le
(balrol) 1+ é-vel a fenti kongruenciat.
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Mivel 2 = (1 +4)(1 — i), ez tovabb alakithato:
(1—dar+ B =(1—i)as+ P2 (mod 2).
1+4|1—4, hiszen 1 — i = (1 +14)(—1i), vagyis az eddigiekhez hasonloan:
pr=p2 (mod 1+1),
tehat B1 = Ba, igy ezt is elhagyhatjuk, és leoszthatunk (balrol) 1 — i-vel, igy kapjuk:
a1 =ay  (mod 1+1i),

ami azt jelenti, hogy a1 = ag, vagyis az eredeti kongruencidnkban minden egyiitthato
paronként megegyezett egymassal, tehat az elemek valéoban mind kiilonb6z6 maradékosz-
talyban vannak 2(1 + 4) szerint.

Azt is be kell még latnunk, hogy ezek az Gsszes mod 2(1 + i) maradékosztaly elemeit
reprezentaljak.

Legyen 0 € E tetsz6leges. Ez benne van 1 + i valamelyik maradékosztalyaban a négy koziil.
Legyen v € {0,1,0,0 + 1} a megfelel§ reprezentans. Ekkor

§—v=(1414)¢ valamely §' € E-re.

Ezt ¢’-vel kétszer megismételve kapjuk 8-t, majd a-t.

Igy megkaptuk, hogy ez valoban egy teljes maradékrendszer mod 2(1 +1), tényleg 64 osztaly
van.

Most legyen § paratlan normaja kvaternio, reprezentansa: 2a + (1 +4)8 + v, ahogy v # 0.
Mivel y-ra kikGtést tettiink, ez Gsszesen 4 -4 -3 = 48 osztalyt jelent. Ebbdl vegyiik ki az 1 és
a 20 + 1 osztalyat, amikben paratlan normaju egész egyiitthatos kvaterniok vannak. Ami
nem trivialis, az az, hogy ezek a kvaterniék pontosan a primérek lesznek. Ezt két 1épésben
latjuk be.

Elsgként belatjuk, hogy ebben a két osztalyban pontosan azok a kvaterniok vannak, a-
melyeket az allitas is emlit, azaz azok az a + bi 4+ ¢j + dk egész egyiitthatos kvaterniok,
amelyekre
a+b+c+d=1 (modd),ésa—1=b=c=d (mod 2).

Nézziik az 1 osztalyat. Ebben az 1 + 2(1 + ¢)y alakuak vannak, ahol v € E. Az (1 +14)y
alakiakrol mar belattuk, hogy ezek pontosan a paros norméju egész egyiitthatosak. Tehat
az 1 osztalyaban az 14 2x + 2yi + 2uj + 2vk alakt kvaterniok vannak, ahol z,y, u,v € Z, és
2% 4+ y? + u? + v? péros, igy x +y + u + v is paros.

Az, hogy (1 + 2z) — 1,2y, 2u, 2v paronként kongruensek mod 2 trivialis, hiszen mindegyik
Szam pAaros.

A miésik kongruencidhoz kéne, hogy:

1+2x+2y+2u+2v=1 (mod 4),
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azaz
2 +y+u+v)=0 (mod4).

22 + 1% +u? +v? sziikségképpen paros, hiszen 1+i-nek osztéjanak kell lennie & +yi+uj+vk-
nak. Mivel barmely z € Z-re teljesiil, hogy z = 2% (mod 2), ezért

r=2> (mod2),y=y® (mod?2),u=u?> (mod2),v=0v? (mod ?2),
amiket Osszeadva kapjuk, hogy
r+ytutv=22+y2 +u> 402 =0 (mod 2),
azaz r + Yy + u + v is paros.
Visszatérve a 2(x + y + v + v) = 0 (mod 4) kongruenciara, a bal oldalon két paros szam

szorzata 4ll, igy természetesen néggyel is oszthato lesz, azaz valéban igaz, hogy 0-val kong-
ruens mod 4.

Hasonléan végezziik el ezt az 1 + 20 osztalyara is.
Ebben az 1 + 20 + 2(x + yi + uj + vk) alaktiak vannak, ahol 22 + y? + u? + v? paros, igy
ezek az 1+ 2z + 1)+ 2y + 1)i + (2u+ 1)j + (2v + 1)k alaka kvaterniok (x,y,u,v € Z).

A mod 2 kongruencia itt is trivialis, hiszen 1 + (22 + 1) — 1,2y + 1,2u + 1,2v 4+ 1 mind
paratlanok.

A mod 4 kongruencia a kovetkezs:
I+2z+1)+2y+1)+Q2u+1)+2v+1)=1 (mod 4),
azaz
2+ 2y+2u+2v+4=2x+y+u+v)=0 (mod4),

ez pedig ugyanaz, amit az 1 maradékosztalyanak esetében mar belattunk.

A maésodik bizonyitando dolog az, hogy minden paratlan norméaji kvaternionak egyetlen
bal egységszerese esik ennek a két osztalynak az uniéjaba.

Legyen p egység. Ekkor ha pé = 1 vagy pd = 20 + 1 (mod 2(1 + 7)), akkor p~t-zel (ami
szintén egy egység) szorozva azt kapjuk, hogy az a 2 - 24 elem, ami egyrészt egységszer 1,
maésrészt egységszer 20 + 1, lefedi mind a 48 pératlan osztalyt.

Ahhoz, hogy megkapjuk, hogy minden osztalyhoz pontosan egy jo egység van, a forditott
iranyt kell megmutatnunk: azt, hogy ez a 48 konkrét elem paronként kiillonb6z6 osztalyba
esik mod 2(1 + i).

Legyenek p1, p2 egységek, amelyek kongruensek mod 2(1 + ¢). Szorozzuk be mindkettst
balroél pfl—zel:

pilpr=1=p;'pa=:p (mod 2(1+1)).
Tehat p = a4 bi+cj+ dk egy mod 2(144) 1-gyel kongruens egység. Egyiitthatoira teljestil,
hogy egészek, és a+b+c+d =1 (mod 4), a paratlan, b, ¢, d paros (igy a—1, b, ¢, d kongruensek
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mod 2). Ilyen feltételeknek egyetlen egység felel meg, az 1. Igy 1 = p = pflpg7 azaz p; = pa.

Most legyenek p1(20 + 1), p2(20 + 1) egységek, amelyek kongruensek mod 2(1 + i). Ez
azt jelenti, hogy

2(1+1) [ p2(20 +1) = p1(20 + 1) = (p2 = p1)(20 + 1)
Ezt balrél szorozva p; inverzével kapjuk, hogy
2(1+1) | (py 'p2 — 1)(20 + 1).
Vegyiik mindkét oldal norméjat, ezekre is teljesiil az oszthatoség:
N(@2(1+1i)=2"+2>=8|N(py'p2—1)-N(20 +1) = N(py 'p2 — 1) - 7,

a jobb oldalon felhasznalva, hogy 20 +1 = 2- W +1=2+41i+ j+k, aminek normaja
22 +3-12 = 7. Azaz leegyszertisitve, mivel (7,8) = 1

8| N(prps —1).

Hasznaljuk a kovetkez6 jelolést: p := pfl p2 (ez is egység). Ezzel, és a norma egy tulajdon-
sdgat hasznalva

Nip-1=@(p-Dp-1)=p-D@E-1)=p—-—p-—p+1
A 2.1.7 definici6 alapjan
pp—p—p+1=1+pp—2-Re(p) =2~ 2Re(p)

Mivel |Re(p)|< 1, ezért csak tgy teljesiilhet az oszthatosag, hogy Re(p) = 1, ekkor pedig
p=1,1gy p1 = p2.

Az utolso lehetGség az, hogy p1(20 + 1) és p mod 2(1 4 i) kongruens egységek. Ezeket
balrél szorozva p; inverzével:

20+ 1=p;tps=:p (mod 2(1+1)).

Ebben az osztalyban azok az a+bi+cj+dk kvaterniok vannak, amelyek egyiitthatoi egészek,
a paros, b, ¢, d paratlan, és Gsszegiik kongruens 1-gyel mod 4, de ilyen egység nincs.

Ezzel belattuk, hogy paratlan n esetén minden n-normaji E-beli kvaterniénak pontosan
egy olyan bal egységszerese van, ami primér.

Ezzel teljesen belattuk a négy négyzetszam-tételt.

Kovetkezmény:
Az o € E egész egyiitthatos, paratlan norméja kvaternionak pontosan 8 egész egyiitthatos
bal egységszerese van, specialisan akkor is, ha « primér.
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Bizonyitas:
Legyen « egész egylitthatos, N(«) paratlan, p pedig egység. Ekkor

a=1 (modl+1),

ezt p-val szorozva:
pa=p (mod1+7)

A bal oldal akkor lesz egész egyiitthatos, ha 1-gyel kongruens mod 1 + 4, ekkor pedig p =1
(mod 1+ 1), azaz p is egész egyiitthatos, amibdl 8 darab van.

O

Tehat ha az 2% + y? + u? + v? = n diofantikus egyenletiink egy megoldasa (x,y,u, v), akkor
a = + yi + uj + vk egész egylitthatos, és N(a) = n.

Ha S az egyetlen primér bal egységszerese a-nak, akkor N(8) = n, és [ barmely bal
egységszeresének a norméja is n. Azaz N(8) = n minden primér megoldasidhoz 24 bal
egységszeres megoldés tartozik E-ben, és 8 az egész egylitthatos kvaterniok kozott.

2.5 Hurwitz eredménye példakkal

Egy természetes szam négy négyzetszamként valo felbontésainak szaméarol Hurwitz bizonyi-
totta kvaterniok hasznélatéaval Jacobi tételét:

2.5.1 Tétel: (Jacobi)
Legyen n pozitiv egész, és N a megolddsszdma a kévetkezd diofantikus egyenletnek:

22+ y? +u? + 0% =n, ahol z,y,u,v € Z.
Jelolje f(k) a k szdm pozitiv egész osztdinak dsszegét.
Ekkor ha n pdratlan, akkor N = 8- f(n).

Ha pedig n pdros, azaz elddll n = 2'm alakban valamely t > 0 és m pdratlan szdmokra,
akkor N = 24f(m).l"

Ezt nem bizonyitjuk, de nézziink néhany példat a tétel alkalmazaséara, hogy valéban kijon-e
az el6irt megoldésszam.

Példa:
Nézziink meg el6szor két egyszeri példat a paratlan esetre.

ni=1=az%+y?+u? 4+ v?
Ennek trivialisan csak kétféle osszetételd {z,y, u, v} szdmnégyes lehet a megoldasa:
{1,0,0,0}

{-1,0,0,0}
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Mindkét esetben 4 lehetdség van az egyes ismeretlenek megvélasztésara, igy 2 - 4 = 8 el6al-
litas van.

Ennek egyenldnek kéne lennie 8- f(n)-nel, és mivel 1-nek az egyetlen pozitiv osztoja 6nmaga,
az Osszeg is 1 lesz, tehat ez valoban 8-cal egyezik meg.

Nézzik az n = 3 esetet.

Ekkor 3 olyan szam kell, amely négyzete 1, a negyedik tag pedig 0.

{1,1,1,0}
{1,1,-1,0}
{17 71a 7170}
{-1,-1,-1,0}

Az els6 és negyedik lehetGség megint 4-4-féleképpen lehetséges.

A masodik és harmadik eset szintén szimmetrikus, igy elég az egyiket megnézniink, legyen
ez a masodik.

Itt a két 1-es "helye" (3) = 6-féleképpen valaszthatd, a maradék két elemet pedig min-
den esetben felcserélhetjiik, igy 1j lehetGséget kapva, igy Osszesen 6 -2 = 12 lehetGségiink
van.

Osszeadva:

2-442-12=32=8- f(n) =8-(1+3) = 8-4, tehat valoban teljesiil a tétel.
Nézziink meg két példat a paros esetre is, legyen n = 2.
Itt azt is meg kell nézniink, hogy milyen r > 0, és m péaratlan pozitiv egésszel teljesiil,

hogy n = 2"m.
2=n=2"m=2"1,

tehat m = 2 és r = 1 (ez utdbbinak most nincs jelentGsége).

Mivel 2 =1+ 140+ 0, ezért a lehetSségeink:

{17 ]‘? 07 0}
{1,-1,0,0}
{~1,-1,0,0}

Az els6 és harmadik eset itt is azonosithaté egymaéssal, ugyanannyiféleképp valaszthatjuk az
x,y,u,v értékeit ezekben az esetekben.

Egészen pontosan mindkét esetben rogzithetjiik a két 0-t, Osszesen (3) = 6-féleképpen, a
maradék ilyenkor pedig egyértelm.
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Hasonlé ehhez a méasodik eset is, ott a 0-k rogzitése utan még felcserélhetjiik, hogy me-
lyik helyen all az 1, és melyiken a —1, igy Gsszességében (g) -2 =12 lehet6ség van.

Osszeadva:
2:6+12=24=24-1=24" f(m),
hiszen az m-nek egyetlen osztéja az 1.

Es utoljara nézziik meg az n = 4 esetet, amelynek felbontasaiban mar nem mindig csak
0,1, —1 szerepel.

Ennek a felbontasa a kévetkezs:
4=22.1=2"m,azazr=2ésm=1
Ebbdl pedig f(m) = 1 megint. A lehetséges esetek:
{1,1,1,1}

{1,1,1,-1}
{1,1,-1,-1}
{1,-1,-1,-1}
{-1,-1,-1,-1}
{2,0,0,0}
{-2,0,0,0}

Az els§ és az 6todik esetnél 1-1 lehetGségiink van, hiszen mind a négy szam ugyanaz.
A masodik és a negyedik eset 4-4-féleképpen johet ki, csaktugy, mint az utolso kettd.

Mar csak a harmadik eset maradt ki, de ehhez hasonlét is lattunk méar: a lehet&ségek
szama 6.

Osszeadva:
14+4+6+4+1+4+4=24=24-1=24- f(m).

Jacobi tételének bizonyitasdhoz sziikségiink lenne E-ben a primfelbontas egyértelmtségére.
Ennek pontos megfogalmazéisat nem adjuk meg, az alabbi allitds bizonyos esetekben ezt
helyettesiti. Ez egy prim normaji kvaterniérdl szol, amirél az eddigiek alapjan tudjuk,
hogy 1étezik ilyen, hiszen minden természetes szam el6all kvaternié norméjaként.

2.5.2 Allitas: B
Legyenek 0,n,m € E, és N(w) = p valamely Z-beli primre. Ekkor ha 7|0 ésp|0n, dept0,
akkor m | n.
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Bizonyitas:
A 2.2.11 &llitas miatt (p, ), = (7)., és 311, 2 € E, melyekre m = 071 + pro.
Ezt konjugalva, és jobbrol szorozva n-val:

=0+ Dn="1-0-n+p-72-n,

és mivel tudjuk, hogy p | O, igy az osszeg mindkét tagja oszthatd p-vel, amibél kovetkezik,
hogy 7n is oszthato p-vel.

N(m) = p miatt p = 7, igy 7w | 7T, ebbdl pedig nyilvanvalo, hogy = | 7.
O

Jacobi tételének specialis esete, amikor n = p paratlan prim. A tétel szerint ebben az esetben
8(p + 1) megoldas van. Az el6z6 szakaszban frottak alapjan tehat igaz a kovetkezd:

2.5.3 Tétel: (prim normaja egész kvaterniok)

Az B gydrdben ¥p € Z,p > 2 prim esetében pontosan 24(p + 1) p-normdji egész kvaternid
létezik.

Az ebbdl kimaradd p = 2 prim esetében csak az 1 + i-nek és annak bal egységszereseinek a
normdja 2.

Az eddigiek alapjan elindulhatunk annak vizsgalataban, hogy hany megoldas van, amikor n
egy paratlan prim hatvanya.

2.5.4 Allitas:

Legyen p € Z prim és 1 > 0. Legyen w1 € E rdgzitett, N(mw1) = p. Nézziik az dsszes olyan
a € E-t, amelyre N(a) = p! és am nem oszthatd p-vel. Ilyen a-bél pontosan 24p' darab
van.

Bizonyitas:
A bizonyitas eszkoze az [ szerinti indukci6 lesz.

Ha [ = 0, akkor teljesiil az allitas, hiszen 24p" = 24, és pontosan ennyi egység van.

Tegyiik fel, hogy pta. A 2.2.11 allitasbol kovetkezik, hogy « felirhato

a = agme-ként, ahol N(my) = p és as jobb egységszeres, o pedig bal egységszeres erejéig

egyértelmii.

A harom egész kvaterniordl szolo 2.5.2 allitast alkalmazzuk a kévetkezd valasztasokkal:
d=a,n=m, n=ms.

Igy kapjuk, hogy ha p | am;, akkor m és 77 bal egységszeresek.

Forditva pedig a bal egységszerességhbdl kovetkezik, hogy p | am.

A 2.5.3 tétel alapjan bal egységszerestsl eltekintve a p-norméju elemek szdma p + 1. E-
miatt mo-t p-féleképpen valaszthatjuk, as-t pedig adott mo-re az indukcios feltevés szerint
24p'—1-féleképpen.

Igy o = aomy pedig p - 24p!—1 = 24p!-féleképpen valaszthato meg.
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