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1. Bevezetés

Ez a dolgozat a hidrodinamika egyik legalapvet&bb fogalméaval az aramvo-
nalakkal foglalkozik. Célunk, hogy megértsiik elsé korben, hogy mily médon
tudjuk a komplex fliggvénytan segitségével modellezni az ideélis aramlasokat,
és ezt hasznalva hogyan tudunk az aramvonalak képének meghatérozasara
egy differencidlegyenlet megoldasanal egyszertibb modszert talélni.

Arra jutunk majd, hogy egy holomorf fiiggvény konjugéltja, (avagy egy
antiholomorf fiiggvény) ad meg olyan sebességvektormezst, amelyhez idealis
aramlas tartozik, és ez a holomorf fiiggvény primitiv fliggvényének képzetes
részének szintvonalaiként allnak el§ az aramvonalak.

A teljesség iganye nélkiil targyalni fogjuk, elészor, hogy hogyan nézhet ki
az aramlas lokalisan. Itt az deriil ki, hogy az 6t leird fliggvény zérushelyei
illetve polusai kornyezetében egyszeri leirni az aramlést és rendre ezek foka
illetve rendje és reziduuma alapjan ekvivalencia osztalyokat tudunk felalli-
tani. Tobbnyire le is irjuk, hogy hogyan néz ki egy-egy ilyen ekvivalencia
osztéalyba tartozo aramlas.

Ezek utén kisérletet tesziink ra, hogy néhany egyszeri esetben az ara-
vonalakat globalisan is meghatérozzuk. Ehhez meggondoljuk, hogy hogyan
néznek ki a Riemann-gombon az dramvonalak, majd megmutatjuk, hogy bi-
zonyos érteleben megkaphaté minden kor-és sugarsor, mint aramvonal.

Ezek utan targyaljuk az aramvonalak numerikus kozelitésének egy kézen-
fekvé megkozelitését, amit MATLAB-ban implementéltunk is.

Majd legvégiil egy kis kitekintGként elgondolkozunk azon, hogy milyen
esetekben nem kapunk ideélis aramlast és miért, holott az aramvonalak neve-
zetes gorbék. Illetve illusztraljuk, hogy mi mindent le lehet olvasni ranézésre

az aramlast leir6 fiiggvényrdl az dramvonalakbol.



2. Hidrodinamikai alapfogalmak

El6szor is néhany jelolést tisztazunk.

A tovabbiakban a képzetes részt 3-vel, a valos részt R-el fogjuk jelolni.

Egy pont ¢ sugart kérnyezetét B(w,e) = {z € C: |z —w| < €}-vel, ugyan
ilyen sugart pontozott kornyezetét B(w,e) = B(w, ) \ {w}-vel jeloljiik.

Amikor const-ot frunk, azt ugy kell érteni, hogy valamilyen tetsz&leges, C,
vagy R-beli konstansrol van sz6. Irni fogunk példaul olyat, hogy {p(2): z €
D,3(F(z)) = const}, ezt gy kell érteni, hogy egy eldre lerdgzitett konstans

const-hoz tartozik egy ilyen halmaz.

2.1. Idealis Aramléas

Az ideélis folyadék aramlasat szeretnénk komplex fiiggvénytani modsze-
rekkel jellemezni, ehhez a kovetkezs feltételekre lesz sziikség. ElGszor is, sta-
cionérius aramlast vizsgalunk, azaz feltessziik, hogy id&tél fliggetleniil egy
adott pontban a sebesség allando, és igy az aramlast egy D C R? kétdimen-
7i6s tartoméanyon egy (u,v): D — R? fiiggvénnyel jellemeziik, ami megadja
a sebességvektormezst.

Tovabba feltessziik, hogy a folyadék osszenyomhatatlan és, hogy az aram-
las orvénymentes. Ez a két feltevés azt fogja eredményezi, hogy az f: D — C,
flx+iy) = u(z,y)—iv(x,y) képlettel megadott fiiggvény holomorf a D tarto-
manyon (pontosabban az {x + iy|(z,y) € D} altal megadott tartomanyon).

ElGszor is ennek a bizonyitasahoz fel kell tenni, hogy u és v folytonosan
differencialhatok legyenek.

Kezdjiikk most a forrés-és nyel6mentességgel. Ez azt jelenti, hogy ha
f(x,y) = (u(z,y),v(x,y)), akkor div(f) = 0, ezt akarjuk levezetni.

Az (z0,90) € D pontban vizsgaljuk azt, hogy egy tetszdleges kicsi h € R
esetén az (xo, o) kozéppontu h oldala kisnégyzetre mennyi a bele befolyo
illetve a beldle kifoly6 folyadék mennyisége a teriiletre mérve, ennek a h2-et
szerese legyen I, tehat a folyadék Osszenyomhatatlansaga azt jelenti, hogy

: I
llmh*)(] h—’; =0.



Mivel D nyilt, elég kicsi h-ra [xq — h, 20 + ] X [yo — h,yo + k] C D.

h
Ih:/ —v(zo+t, yo+h)+u(zo+h, yo+t)+v(zo+t, yo+h)—u(xe—h, yo+t) dt
—h

itt az (g — h,yo — h) pontbdl indulva az ora jarasaval ellenkezd sorrendben
vessziik az oldalakat és integraljuk rajtuk a kifolyé mennyiséget, ha ez negativ
akkor folyik be az adott ponton folyadék és mivel az integral elGjeles teriilet
ez a képlet pont a kivant mennyiséget adja meg.

Most felhasznalva a Lagrange kozépérték tételt kapjuk, hogy d&1,& €
[—h, h], hogy

[h = 2]1(’0(.150—1-51 —U(iEo—l—fl, yo—h)))+2h(u($o+h7 y0+§2)—u(270—h7 y0+£2))

tovabba 3¢y, (o € [—h, h], hogy

v v(wo + &1, 90 + ) — v(To + &1, 90 — h)

(o + Ci,y0 + C1) =

dy 2h
ou v(xg + h,yo + &) — v(zo — b, Yo +
8_y($0+<,27y0+c2) _ ( 0 Yo f2)2h ( 0 Yo 52)

Ezeket Gsszevetve kapjuk, hogy

0 0
I, = 4h28—Z($0 +&,90+ G) + 4h28—Z(iEo + o,y + &)

Tehat abbol, hogy, limy_.o % = 0 a tetsz6legesen valasztott (x,y) € D

pontunkban egyrészt tényleg div(f) = 0, mésrészt

0
8_2(%"%) = _g(%,yo)

Most ratériink az orvénymentességre, ez is nagyon hasonlé6 moédon torté-
nik, ez azt jelenti, hogy rot(f) = 0.

Jelolje @, hogy mennyire forgatja meg a kis négyzetet az aramlas megint
csak a teriiletben mérve. Azaz a feltételiink az, hogy limj, g % =0 Az

el6z6hoz hasonloan egybevonva az oldalakon az integralokat kapjuk, hogy

h
Qh:/ w(zo+t,yo—h)+v(zo+h, yo+t)—u(xe+t, y+h)—v(xo—h,yo+t) dt
—h



és megint csak 3¢, & € [—h, h], hogy

Qn = 2h(u(zo+&1, yo—h) —u(zo—E1, yot+-h))+2h(v(To+h, Yyo+&2) —v(To—h, y+£2))

tovabba 3¢1, (o € [—h, h], hogy

ov

0
Qn = —4h2a—z(x0 +&,90+ G) + 4h2(9_x(x0 + (2,0 + &2)

Es megint csak abbol, hogy limy,_,q % = 0 azt kapuk, hogy a tetsz6legesen

valasztott (x,y) € D pontban teljesiil, hogy egyrészt rot(f) = 0, masrészt

Z—Z(ﬂﬁoaye) = %(Ioayo)

Tehat megkaptuk, hogy az f(x +iy) = u(z,y) —iv(z,y) fliggvény holom-
orf. Masképp fogalmazva azt mondhatjuk, hogy az W =u(x,y)+iv(x,y)
fiiggvény antiholomorf, és habar valojaban ez a fiiggvény irja le az aramlés
sebességvektor mezGjét, mivel mi a komplex fliggvénytan ezkozeit szeretnénk
hasznalni f-el fogunk dolgozni. Ahhoz, hogy f holomorf legyen pedig csak
annyira volt sziikség, hogy az u és v fliggvények folytonosan differencialha-

toak legyenek.

2.1. Definicié (Aramvonal). Az f: D — C holomorf fiiggvény, ha f(z) # 0,
meghataroz egy a zy ponton atmené aramvonalat, ami egy olyan gérbe, ami-
nek van egy v: R — D paraméterezése ami a kovetkez§ differencidlegyenlet
rendszer (mivel ez valojaban két egyenlet, egy a valos és egy a képzetes részére

v-nak) megoldasa:

V()= f(v(t) VieR
7(0) = 20
Ha f(z9) = 0, akkor zp-at stagnéacios pontnak nevezziik és nem tekintjiik

a v(t) = zo konstans megoldést aramvonalnak.

Példa: Szamoljuk ki az f(z) = £ dramvonalait. Most

_ Y oz
Tty = —1
u v) x2 + 92 x? + y?
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Legyen ~y(t) = x(t) + iy(t), ezzel a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

(0
2'(t) = 2mrem

v(t) = —=mim
A tovabbiakban elhagyjuk a t-ket. Most attérve projektiv koordinatékra:
x = cos(p)r
y = sin(p)r
Es igy 22 4+ y?> = 7 miatt:

(U:B’ = COS(QO)’I“/ N Sin(go)gp”/“ _ Sin:cp)
(2)y" = sin(@)r’ + cos(p)p'r = _Cosr(sa)

Ezeket Osszevetve azt kapjuk, hogy
(1) cos(p) + (2)sin(p): =0
—(1)sin(p) + (2) cos(p): ¢'r=—;
Azaz Osszességében azt kaptuk, hogy egy adott zp ponton dtmend aram-

vonal
(t) (20) — . |20] + isi (20) — . |20l
= COS | arglz 2 781N | arglz Z
v g(2o 202 ol + g(2o 202 0

hiszen r = |zy|. Ez pedig azt jelenti, hogy az d&ramvonalak koroket jarnak be,

& szdgsebességgel.

2.2. Fluxus

Legyen D C C tartomany, v: [a,b] — D rektifikalhato gorbe és feltessziik,
hogy egyszerd, vagy Jordan-gérbe. Ekkor a fluxus a gorbe bal partjarol a
jobb partjara egységnyi idé alatt atfolyo folyadék mennyisége. Itt a jobb
partot ugy értjiik, hogy a gérbén haladva a jobb keziink fel6li rész, a bal part
pedig a bal keziink fel6li rész.

Feltehetjiik tovabbé, hogy a gorbe ivhossz szerint van paraméterezve,
azaz, hogy |v'(t)] = 1. Ugyanis latszik, hogy a fluxus nem fiigg a gorbe

paraméterezésétSl. Most a fluxust megadhatjuk egy integral formajaban:



b b
/ (1)), v (1)), A1) dt = / S () (1)) dt = S / f(2) dz

Ahol 4 a gorbe megfelels iranyba mutaté normalvektora. Megjegyezziik,
hogy ennek az integralnak, ha a képzetes rész helyett valos részét vettiik
volna, akkor pont a v menti cirkulaciot kapjuk.

Ez megad nekiink egy 1uj moddszert az aramvonalak meghatarozaséra,
ugyanis az aramvonalak olyan gérbék, amik minden részivén a fluxus 0. Azaz,
hogyha meg tudjuk hatarozni az f primitiv fiiggvényét, F-et, akkor az aram-
vonalak elgéallnak, mint J(F(z)) = const megoldésa, ez viszont impliciten
definidlja a gorbét és nem ad ra paraméterezést.

Példa: Ha meg akarjuk ezzel a modszerrel hatarozni az f(z) = é fiigg-
vény altal megadott aramvonalakat, akkor habar globalis primitiv fiiggvényt
nem tudunk adni, de az (z) > 0 féltéren meg az J(z) < 0 féltéren meg
tudjuk adni a primitiv fiiggvényeket, hiszen ezeken a tartoméanyokon az ar-
gumentumot lehet egyértelmden értelmezni. F(z) = iln(|z|) —arg(z)+ const,
és igy az S(F(z)) = In(]z]) = const egyenletbdl latszik, hogy az dramvona-
lakat az also és felsg félsikon is a |z| = const egyenlet adja, azaz koroket jar

be az aramvonal kapunk (1] &bra).

1. 4bra. aramvonalak

Ha az aramvonalakat mér ismerjiik, akkor azt paraméterezve, mint 7y: R —
C, majd megkomponalva egy g: R — R fliggvénnyel egy szeparabilis egyen-
letre jutunk:

%(9(8)g'(t) = f((g(1))

8



Ezt megoldva g-re kapjuk a v(t) = v(g(t)) paraméterezését az aramvonal-
nak, ami leirja a részecskék mozgasat. Ha ivhossz szerint paramétereztiink
eredetileg, akkor g pont a sebességet adja meg az adott pontban.

Tovabb haladva tehat a korabbi példankon, ha azt mondjuk, hogy a ko-

roket mint re® paraméterezziik, akkor azt az egyenletet kell megoldanunk,

hogy
ieta(®)

. ig(t) /t -
ire"g'(t) .

Innen pedig egyszertisitések utan azt kapjuk, hogy

1
/
) =—=
gt)=——>
Es ezzel megkaptuk a mar korabban is latott paraméterezését az aramvona-

laknak a kezdeti feltétel figyelembe vétele utan.

2.3. Iranymezd

Az mar a korabbiakbol latszik, hogy ha g: C — R nem konstans nulla
fiiggvény, akkor g(z) f(z)-hez is ugyanazok az aramvonalak tartoznak, feltéve,
hogy ez a fiiggvény is holomorf (ami viszont persze csak akkor lehet, ha g(z)
konstans, de ettdl egyenlére tekintsiink el). Viszont ebbdl az latszik, hogy
az aramlas leirdsdhoz majdhogynem elég az irdnymez6 megadéasa. Tovabbé,
ha az dramvonalakat atparaméterezziik ivhossz szerint, akkor a derivaltakbol
megkapjuk az iranymezdét. Tehat elviekben megkisérelhetjiik f megkeresését,
ha az aramvonalak adottak.

Legyen tehat

2) = m :e—iarg(f(z))
P& = 17

az irdanymezG, ami a stagnacios pontok kivételével mindenhol értelmezve van
D-ben.
Legyen tovabba

0(z) = —arg(f(2)) = =S(log(f(2)))



a logaritmus egy holomorf agéval az iranymezd egy (nem stagnacios) pont-
janak kis kornyezetében. Ez folytonos és egyértelmd 27 t6bbszorésétsl, mint
additiv konstanstol eltekintve. Tovabba az is latszik, hogy 9 egy lokalisan
harmonikus fiiggvény.

Mivel 9 kiilonboz6 értelmezései csak additiv konstansban térnek el, a
@(m,y) = (RI(x + 1y),I¥(z + iy)) fiiggvény segitségével alabb megadott
fiiggvény jol definialt, és egyenls —log(f(z)) derivaltjaval.

v v f(z + iy)

h(x +iy) = 8—y($,y) +i%($,y) = et

Most h ha D egyszeresen 0sszefiiggs és igy f-nek nincs benne szingula-
ritasa, akkor mindenhol definidlva van h D-ben, kivéve azokat a helyeket,
ahol f-nek zérushelye van. Ha pedig f-nek a zp-ban k-szoros zérushelye van,

akkor h-nak egyszeres polusa van a zp-ban, és a reziduum ott —k.

2.1. Allitas. Ha adott egy egyszeresen 6sszefiiggd D tartomanyban a p irany-
mez§ izolalt pontoktol eltekintve, mint p(z) = e*’*) ahol ¥ lokalisan harmo-
nikus és a 9¥-bol a korabban ismertetett médon kapott ~A holomorf fliggvény-
nek a kivételes pontokban elsérendi polusa van negativ egész reziduumokkal,
azokon kiviil pedig D-ben mindenhol értelmezve van, akkor egy olyan zy € D

pontot valasztva, ahol h értelmezve van az
F(2) = p(z0)e” 2 Q) d¢

holomorf fiiggvény olyan aramlast hataroz meg, amelynek az iranymezGje p

(tetszbleges zp-bol z-be mend tton integralhatunk).

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy az fz'z h(¢) d¢ integral értéke tényleg nem
fligg attol, hogy 2p-bol z-be milyen gorbét valasztunk.

Ez abbdl latszik, hogy a reziduum-tétel szerint barmely két ilyen gérbén
is integralunk, az eredmény csak —2m: egy pozitiv egész tobbszorosében tér,
hiszen h reziduumai negativ egészek. Az pedig, hogy az integral csak —2mi
egy tobbszorose mint additiv konstans erejéig van definidlva nem szamit végsé

27

soron, hiszen csak egy e=2™ = l-szeres szorzot hoz be a képletbe.

10



Most az mar latszik, hogy f jol van definidlva a D pontjaiban, kivéve a
kivételes pontokat. Ezekben viszont megsziintethets szingularitésa lesz, és
ha wg a h-nak polusa, akkor lim, ., f(z) = 0.

Legyen ugyanis

Ez ugyan nincs jol definidlva, attol fiiggGen, hogy milyen gérbe mentén
integralunk 2mi egy egész tobbszorosében eltérhet az integral, de ez nem okoz

gondot, ugyanis ahhoz hogy lassuk, hogy lim, ., f(z) = 0 az kell, hogy

lim RH(z) = o0
Z—rwo
Ismert, hogy 3 g: C — C holomorf, hogy h(z) = —waO + g(2), most
HE) = [~ e+ [ g
20 C — Wo 20 g

Viszont lim, ., f; 9(¢) d¢ € C, hiszen g holomorf, tehat minket az érde-

kel, hogy a kovetkez6 H* kifejezés valos részének mi a hatarértéke wg-ban

H*(z):/z:— U

¢ — wo

Ugyanakkor adott gérbe mentén integralva a logaritmusok értékeit meg-

felelGen vélasztva fennal, hogy

H*(z) = —klog(z — wo) + klog(z0 — wp)

Es mivel a log valos része mar jol van definialva, azt kapjuk, hogy

lim In(|z —wp|) = lim RH*(2) = lim RH(2) = 00

Z—rwo Z—rwo Z—rwo

Tehat a kivételes pontokban f-nek tényleg zérushelyei lesznek.

Még azt kell megmutatni, hogy p(zo) = |§8| Mivel h-bol ¥ lokélisan mar

megkaphato integralassal, ehhez a korabbiak alapjan elég, hogy h(z) = — ];,((ZZ))

és, hogy f(z0) = ¢p(z0), hogy az integrélasnal bejovs szorzé ne forgassa

el az iranymezG6t, itt ¢ € R, és ez nyilvan teljesiil ¢ = 1 mellett. Most

11



tehat tekintsiik a kovetkezd, az f-et definialo képlet atrendezésével kapott

egyenletet

_ / B(C)de = log(f(2)) — log(p(z0)) mod 2ri

20

Es most mindkét oldalt derivalva kapjuk, hogy

_F'?)
f(z)

h(z) =
[l

Ezzel egyrészt megmutattuk, hogy legalabbis egyszeresen Osszefiiggs tar-
toméanyokon tényleg elég az iranymezs ismerete, de ez bizonyos szemponthol
trivialitas, lasd a [3.I}es megjegyzést. Masrészt viszont ennél sokkal tobbet
mutattunk meg, hiszen egy modszert is kaptunk az aramlast megado fiigg-
vény megkeresésére.

Az, hogy D egyszeresen Osszefiiggd legyen kellett is, ahhoz, hogy ez a
modszer, miikodjon. Ugyanis ha ezt nem koveteljiik meg f nem lett volna jol
definialva, hiszen h-nak akkor lehetett volna olyan szingularitasa, ami nincs
D-ben és az integralasnal nem tamaszkodhattunk volna A izolalt szingulari-
tasainak ismeretére.

Emellett abban, hogy ¥ lokalisan harmonikus nyertiink egy viszonylag
egyszeriien ellenérizhetd feltételt is arra, hogy mikor tartozhat egy iranymezé

idedlis dramléashoz.
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3. Aramvonalak lokalisan

Ennek a fejezetnek a célja, hogy képet kapjunk arrél, hogy egy pont kis
kornyezetében hogyan néznek ki az aramvonalak attol fiiggéen, hogy altala-
nos pont, polus, vagy zérushely-e. Lényeges szingularitasok kornyezetében
jellemezni az aramlasokat reménytelen volna. A tovabbiakban tobbnyire az
érdekel minket, hogy mi az aramvonal képe és az kevésbé, hogy hogyan van
paraméterezve. Tehat mostantol amikor aramvonalat mondunk akkor az szo-
vegkornyezet alapjan néha gy értendd, mint az aramvonal képe nem pedig

a gérbe maga.

3.1. Hasonl6 dramlasok

Legyenek D, D* C C konform ekvivalens tartomanyok, ¢: D — D* a kon-
form bijekcié ami ezt mutatja. Legyen D-n és D*-on egy-egy idealis aramlas,
amelyet az f : D — C, illetve g : D* — C fiiggvények irnak le. Azt szeret-
nénk, hogy a ¢ leképezés olyan legyen, hogy az aramvonalakat (pontosabban
az aramvonalk képét) egymésba viszi. Ehhez elégséges, hogy ha F' az f, G
pedig a g primitiv fliggvénye lokalisan, akkor F' = G o ¢ legyen, hiszen ekkor

az {z € D: $(F(z)) = const} aramvonalakat ¢ a

{p(2): z € D,;3(F(2)) = const} ={w € D*: J(G(w)) = const}
aramvonalakba viszi. Az F' = G o ¢ 6sszefiiggést lederivalva kapjuk, hogy
f=(gop)

Ez viszont annyiban nem tokéletes, hogy a részecskék mozgasanak sebes-

sége eltér a két tartomanyban.

3.1. Definicié (Hasonlo aramlas). A D, D* C C tartomanyokban értemezett
f(2) és g(w) konjugaltjaval adott vektomezdk &altal meghatarozott aramlé-
sokat hasonlonak mondjuk, ha létezik egy w = p(z) : D — D* konform

leképezés, amire
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f(2) = g(p(2))¢'(2)

Egy konform leképezés lokélisan egy eltolas és egy forgatas kis hibaval, ez
biztositja, hogy az adramlasok tényleg nagyjabol ugyanugy nézzenek ki z és

w korul.

3.1. Megjegyzés. Az nem sziikséges a lokalis hasonlosag ahhoz, hogy az
aramvonalak ugyanugy nézzenek ki, ugyanis példaul valos const esetén f(z) =
const - g(z), akkor az dramvonalak pont ugyanazok lesznek. Persze itt az
is igaz, hogy az aramvonalak pontosan akkor lesznek ugyanazok, ha a két
fliggvény ily modon viszonyul egyméshoz, hiszen azon véges sok pont kivé-

telével, ahol ¢ nulla, az £ fiiggvény holomorf, tovabba tisztan valés, hiszen

az aramvonalak meghatégrozzék az [ és g irdnyat minden pontban. Viszont
a Cauchy-Riemann egyenletekbdl, ha egy holomorf fiiggvény tisztan valds,
akkor konstans. Tovabba mivel f és ¢ folytonos és minden pont kivételé-
vel, ahol az egyik nulla konstans a hanyadosuk, pontosan ugyanazokban a

pontokban kell, hogy nullak legyenek.

Alternativan gy is gondolhatunk erre a képletre, hogy van az eredeti vek-
tormezd a D-n és a ¢ fiiggvénnyel ezt leképezziik D*-ba, ekkor a z pontban
a vektormezs az f(z) értéket veszi fel. Ez impliciten feltételez egy koordiné-
tarendszert a z egy kis kdrnyezetében. Amikor alkalmazzuk a ¢ leképezést a
z egy kis kérnyezetében a koordinatarendszer ¢'(z)-al szorzodik (hiszen erre
végiilis matrixként is gondolhatunk) azaz elforgatodik és megnytlik és ezért
van az, hogy ahogy ¢-t alkalmazzuk minden pontban az ottani vektor értéke

is megszorzodik ¢'(z)-vel.

3.2. Definici6 (Lokalis hasonlésag). Két aramlast egy-egy pontjukban ak-
kor mondunk lokalisan hasonlénak, ha a pontok alkalmas nyilt kornyezetére

megszoritva azokat hasonloak lesznek.

Ez a definici6é viszont sajnos nem miikodik izolélt szingularitasi pontok-
ban, hiszen azoknak az aramlés csak pontozott kornyezetében van értelmezve,
az viszont nem egy tartomény és amugy se lenne az f = (g o p)¢’ képlet-

nek értelme lényeges szingularitas esetén (ha polus van mondhatnank, hogy
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f: D — CU{oco}). Ezért aztan a precizitas kedvéért megfogalmazzuk a

kovetkezd definiciot:

3.3. Definici6é (Lokalis hasonlosag szingulartiasoknal). Azt mondjuk, hogy
az [ altal leirt aramlas a zy pontban hasonl6 a ¢ &ltal leirt aramlashoz a
wo pontban, ha Je,d > 0, hogy Jp: B(zg,e) — B(wy,d) konform leképezés,
hogy ¢(z0) = wo és Vz € B(z,2) f(2) = g(p(2))¢/(2).

Erdemes megjegyezni, hogy ha vesziink egy ¢: B(z,¢) — D* konform
leképezést, akkor az kiterjed B(zp,e)-ra és lim,,., p(z) = wp mellett, ha
f-nek szingularitésa volt zp-ban, akkor g(w) = f(p~'(w))(¢ ') (w) esetén
g-nek szingularitasa lesz wyp-ban és az aramlasok lokélisan hasonléak lesznek.

Fontos észrevenni tovabba, hogy a lokalis hasonlésag egy ekvivalencia
reléacio.

Az is latszik, hogy egy f : D — C altal leirt a D tartoméanyon értelmezett
aramlasok esetén barmely két pont D-ben, ahol az f nem nulla, lokalisan
hasonlo, hiszen az aramvonalak az ilyen pontokban parhuzamos egyenesek

konform képei.

3.1. Tétel (Lokalis hasonlosag leirasa).

1) Ha f-nek a zg-ban k-szoros zérushelye van, akkor az f a zg pontban
akkor és csak akkor lokalisan hasonl6 a g-hez a wy pontban, ha g-nek wg-ban
k-szoros zérushelye van.

2) Ha f-nek a zp-ban k-ad rendd polusa van, akkor az f a zy pontban
akkor és csak akkor lokalisan hasonl6 a g-hez a wy pontban, ha g-nek wy-ban

k-ad rendi polusa van és Res,—u, (9(w)) = Res,—., (f(2)).

Ennek a tételnek a bizonyitésa, f6leg a 2)-es esetnek hosszadalmas, meg-

talalhato a [I]-ben.

3.2. Poélusok és zérushelyek kornyezete

Ebben a fejezetben a célunk az, hogy feltérképezziik, hogy egy adott pont
kis kornyezetében hogyan néznek ki az aramvonalak. Ehhez elGszor is fel-

tessziik, hogy az adott pontban nincs lényeges szingularités, ekkor ugyanis
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reménytelen volna a helyzetiink. Ezt feltéve viszont tudjuk alkalmazni a
Tételt, hiszen ha két pont koriil az dramlas lokalisan hasonlo, az azt
jelenti, hogy az dramvonalak egy konform leképezéssel, azaz elforgatéassal és
egy eltoléssal egy kis hibatag erejéig, egymasba vihet6k. Most tehat meg kell
nézni, hogy hogyan néznek ki az d&ramvonalak egy n-szeres zérushely kozelé-
ben, illetve egy n-szeres polus kozelében, ahol a reziduum b € C lesz. Azt is
feltehetjiik tovabba, hogy a pont aminek a kornyezetében az aramvonalakra
kivancsiak vagyunk az a 0.

Masképpen fogalmazva elég leirni az dramvonalakat f(z) = 2+az" esetén,
aholn € Z\{—1},a € {0,1},b € C tetszleges (megengedhetnénk az n = —1-
et is, de akkor nem mindig b lenne a reziduum). Most tehéat a reziduum b
lesz, ha b = 0 és n > 0, akkor n-szeres zérushely van, ha b # 0, akkor van
legalabb egyszeres polusa f-nek a 0-ban.

Trividlis megallapitéasa a kovetkezd:

3.1. Allitas (n = 0 eset). Ha f(2) = a valamilyen a € C szamra, akkor az

aramvonalak parhuzamos, a iranyvektori egyenesek az egész sikban.
Most els6 korben megvizsgaljuk az a = 0, illetve n = —2,b = 0 eseteket.

3.2. Allitas (a = 0 eset). Most legyen b = a + i (o, B € R) és igy f(2) =
%ﬁﬂ. Ekkor, ha o« = 0, akkor az &ramvonalak korok lesznek, ha § = 0, akkor
egyenesek, egyébként pedig logaritmikus spiralokat kapunk (feltéve persze,

hogy f nem azonosan 0).

Bizonyitds. 1)a =0

Ez az eset mar szerepelt. A fels6 és alsd félsikon a primitiv fiiggvény
F(z) = B(iln(|z]) — arg(z)) + const alaku, ezeket Osszevetve latszik, hogy
koroket kapunk.

2)5=0

Most f(z) = %, ahol a € R Az als6 és fels6 féltérre is megint csak a
primitiv fiiggvény hasonlé alakot vesz fel: F(z) = a(In(|z])+iarg(z))+const,
azaz az J(F(z)) = const egyenelet carg(z) = const-ot adja, ami pont azt

jelenti, hogy az aramvonalak félegyenesek lesznek.
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Most f(z) = #, és igy megint nézziik meg az also és a felsd félsikon a
primitiv fiiggvényt, hogy az arg(z) egyértelmtien értelmezhetd legyen. Ekkor
a primitiv fliggvény F(z) = (a+if)(In(|z|)+i arg(z))+const alaku lesz, tehat
az aramvonalk képét az adja meg, hogy S(F'(z)) = Bln(|z]) + aarg(z) = ¢,

konstans ¢ € C-re. Ezt atalakitva kapjuk, hogy In(|z|) = %f‘g(z), most

2z = re® mellett azt kaptuk, hogy r = e 7 ehben pedig felismerhetjiik az

logaritmikus spiral polarkoordinéatéas egyenletét. O
////

_ 0.2+i

2. abra. spiralis aramvonalak f(z) ~

A 2] abra demonstral egy ilyen spiralis dramvonalat, most 8-at nagyobb-
nak valasztjuk, mint «, hogy stirtibben keriilje meg a 0-t.

Valojaban elég lenne az a = 1 esetet vizsgalni, de nem sokkal bonyolultabb
az altaldnos a # 0 esetben se leirni az aramvonalakat. Ezt meg is tessziik a

kovetkezd allitasban:

3.3. Allitas (n = —2,b = 0 eset). Most legyen a = a + i3 (o, B € R) és igy
f(z) = %;5 Ekkor az aramvonalak parabolikus korsort alkotnak (legalabbis,
ha a 0 pontot hozzavessziik mindegyikhez, és a két félegyenest a 0-val egyiitt

egy egyenesnek vessziik), ahol a hatvanyvonal iranyvektora o + if3.

Bizonyitds. Ekkor F(z) = —%2 + const a primitiv fiiggvény. (F(z)) = ¢
atalakitva z = o + iy (z,y € R) mellett

ay — fr
xz_,_yz o
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azaz ha c # 0, akkor 22 + y? = —éx + 2y, és igy

B8\’ ( a)2_B2—|—oz2
(QH—QC Y 2c/  Ac?

ha ¢ =0, akkor az y = g:v egyenletet kapjuk.
Ezeket az egyenleteket Gsszevetve latszik, hogy tényleg egy olyan parabo-

likus korsort kapunk, aminek a hatvanyvonala dtmegy az o+ i3 ponton. [J

3. abra. parabolikus korsor f(z) = 1

z

A t6bbi esetben altalaban nem ilyen szép nevezetes alakzatokat kapunk,
de ezeket is le tudjuk irni.

Ha b =0,n € Z\ {0,—1,—-2},a # 0, akkor f(z) = 2™ és F(z) = Zr:ll
Most z = re' (r € R, ¢ € [0,27]) mellett

7071—1—1
3(F(2)) = —sin((n +1)p)
Az ebbdl mar latszik, hogy ha ¢ = nk—fl, akkor sin((n+1)p) = 0, és igy az 2|n+
1| darab nk—fl, k=1,2,...,2|n+ 1| irAnyu félegyenesek dramvonalak lesznek.

Ezen til nehéz volna tobbet megallapitani az aramvonalak képletérdl, ezért

inkabb &brakkal demonstraljuk ezeket (] &bra).

Most tehat mar csak az f(z) = 2 + L lefrasa van héatra, ahol n € NT.
Itt
1
F(z)=— + b(In(|z]) + i arg(z)) + const

azaz b= a + i3 és z = re'? mellet azt kapjuk, hogy
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(a) 16here szerti alakzatok (b) n > 0 eset: f(z) =23

f(z) = ;5

4. 4bra

S(F()) = sin((n —1)p)
AF() =

egyenlet adja az aramvonalakat, ahol ¢ € C konstans.

+ Bn(r) + ap =c

sin((n—1)¢p)
(n—1)rn—1

aramvonalait kapjuk meg. Viszont minket igazabdl az érdekel, hogy mi

Ezen latszik, hogy ha r nagy, akkor kicsi, ezért aztan nagyjabol

&g
torténik, hogyha az r kicsi. Errél nem tudunk nagyon tobbet mondani, mint,
hogy f(2) = g + Z-ben, ha z nagyon kicsi, akkor a sebességvektor irdnyat

féleg zin adja meg, tehat inkdbb annak az dramvonalaira fog hasonlitani.
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4. Aramvonalak globalisan

Ebben a fejezetben néhany specialis esetben megvizsgaljuk, hogy mit
tudunk mondani az aramvonalakrol globalisan. Emiatt pedig a fejezet to-
vabbi részében feltessziik, hogy a D tartomény, amin f holomorf az C \

{wg,wn, ..., w,}, ahol {wg,wr,...,w,} a polusok.

4.1. Aramvonalak a Riemann gémboén

El6szor is tisztazunk néhany fogalmat amit ebben a fejezetben fel fogunk
hasznélni. A tovabbiakban ugyanis a végtelenbeli viselkedését egy holomorf
fiiggvénynek, az altala megadott aramlas viselkedésével akarjuk jellemezni.
Tehét amikor azt mondjuk, hogy a végtelenben zérushelye vagy szingularitésa
van, az valamelyest el fog térni ezen fogalmak szokésos definiciojatol (lasd
[2, 34. oldal]).

Ugy gondolhatunk erre, hogy az dramlast a Riemann gombén nézziik (a
Riemann gomb az egység gomb C x R-ban, amire sztereografikusan vetitjiik
C-t) , és akkor ott a kapott vektormezs R3-ben S? minden pontjidhoz egy
a gombfeliiletet érinté vektort rendel. Most a végtelen koriili viselkedést
akarjuk vizsgélni de az is csak egy pont S?-6n, nevezetesen a (0, 0, 1), tehét
azt mondhatjuk, hogy a g(z) = —%f(2) altal megadott aramlas lokélisan
hasonlé az f altal megadott dramlashoz a végtelenben. Itt gyakorlatilag
elforgatjuk a Riemann gémbot az x-tengely (a C valds tengelye) koril 180

fokkal, ugy, hogy a végtelen a 0-ba keriiljon, hiszen % fix pontjai az 1 és —1.

4.1. Definicié. Azt modnjuk, hogy az aramlasnak a végtelenben poélusa
(zérushelye) van, hogyha a —=% f(£) fliggvénynek a nullaban polusa (zérus-
helye) van. Tovabb4, a rezuduuma a végtelenben legyen tigy definialva, mint

—Z%f(%) reziduuma a 0O-ban.

4.1. Allitas. Az aramlasnak a végtelenben pontosan akkor van polusa, hogy

. 2 o
Zlirgoz f(z) =0
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Bizonyitds. Ismert, hogy —Z% (%) pontosan akkor van poélusa a nullaban,
ha lim,,o — % f(£) = co. Ez pedig nyilvan ekvivalens az allitasban adott

leiraséaval a végtelenbeli pélusnak. O
Ehhez hasonléan a kévetkezs all fent a zérushelyekre:

4.2. Allitas. Az aramlasnak a végtelenben pontosan akkor van zérushelye,
hogyha
lim 2%f(z) =0

Z—00

Ezekbdl az allitasokbol az is latszik, hogy egy f: CU {0} — CU {0}
racionalis tortfiiggvénynek mindig multiplicitassal szamolva kettével tobb po-
lusa van, mint ahany zérushelye. Ugyanis az ilyen fiiggvényeknél ha a C beli
polusok szama P, a C-beli zérushelyek szama pedig Z, akkor a végtelenben
Z + 2 — P-szeres zérushely lesz, ha ez pozitiv, illetve ha ez negativ, akkor a
végtelenben polus lesz aminek ez a rendje.

Viszont az is igaz, hogy ha egy f: CU{oo} — CU {oco} holomorfsaganak
az a feltétele, hogy sehol se legyen lényeges szingularités, viszont ekkor nem
lehet semelyik pont koriili Laurent-soraban sem végtelen sok tag, hiszen az a
végtelenben lényeges szingularitast eredményezne, tehat ez azt jelenti, hogy
f valamilyen racionalis tortfiiggvény.

Amikor a tovabbiakban azt mondjuk, hogy egy aramvonal zart a Riemann
gémbon, hogyha vagy periodikus vagy pedig ha a végtelenben nincs se szin-

gularitas se zérushely és fennal, hogy lim; .. y(t) = lim;_, o y(t) = oc.

4.3. Allitas (Aramvonalak torlédasi pontjainak leirasa). Tegyiik fel, hogy
a reziduum mindenhol tisztan képzetes. Ekkor ha a v(t) aramvonal ¢ — oo
esetén egy zo € D ponthoz torlodik, akkor zp = limy o, y(t) és f(z0) = 0,

vagy pedig az dramvonal periodikus.

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy ha a reziduum mindenhol tisztan

képzetes, akkor tudjuk I(F(z))-t globalisan értelmezni, mint



valamilyen rogzitett w-re. Ugyanis nem fiigg, hogy milyen rektifikalhaté gor-
bén megytlink w-bol z-be, hiszen ha vesziink két goérbét, majd Osszeftizziik
az els6t a masodik negéltjaval, akkor az igy kapott I' gorbe zart lesz, te-
hat [, f(z)dz el6all, mint f(z) Jordan-gorbéken vett integraljanak osszege,
amik viszont a reziduum tétel miatt mind valésak, tehat a két gorbén az f
integraljanak képzetes része egyenld.

Megjegyezziik, hogy ha v periodikus, akkor barmely pontjahoz torlodik,
ahogy t — oo.

Most ha v nem periodikus feltessziik, hogy lim; ., ¥(t) nem létezik. Ek-
kor zg-nak van olyan kornyezete, amelybe végtelen sokszor belép és amely-
b6l minden alkalommal ki is 1ép az aramvonal, az egy ilyen kornyezetbeli
szakaszaira az dramvonalnak mostantol a szegmenseiként fogok hivatkozni.
Legyen most wy, és wy két kiilonboz6 szegmensen tgy, hogy van lokélis primi-
tiv fiiggvény B(zo, €)-ban és g, w; € B(wy, €), ilyenek nyilvan vannak. Most
tudjuk, hogy a korabban vett globalis értelemben (F(wp)) = S(F(wy)),
ugyan akkor a lokélis primitiv fliggvénynek wq és w; kiilénb6z6 szintvonalan
van, tehat "

& 1 f(z)dz#0

wo
ez pedig ellentmondés.
Ha limy_, o, y(t) 1étezik, akkor a hatéarérték nem lehet nem stagnacios pont,
hiszen az rajta van egy dramvonalon és arra az dramvonalra ez nem teljesiil.
O

4.4. Allitas. Ha f minden szingularitasa polus (vagy megsziintethetd, de ak-
kor feltessziik, hogy megsziintettiik) és a reziduuma mindenhol tisztéan képze-
tes, beleértve a végtelent is, akkor kétféle aramvonal van. Azok amik zartak a
Riemann gdmbon, vagy azok amikre fennal, hogy lim; o y(t) és lim;_, o Y(t)

is zérushely vagy legaldbb masodrendi szingularités.

Bizonyitds. Az els6rendii polusok kozelében az aramvonalak lokalisan korok-
hoz hasonléak szerint. Tovabba [4.3] szerint ha egy aramvonal torlodik
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egy ponthoz, ahol f értelmezve van, akkor stagnéciés ponthoz torlodik, vagy
pedig periodikus.

Mivel a Riemann gomb kompakt (és metrikus, tehat sorozat-kompakt)
ezért lesz konvergens részsorozat tehat kell, hogy legyen torlodasi pont. Most
mivel az els6rendd polusok kozelében az aramvonalak koérokhoéz hasonloak
lokalisan, igy hozzajuk bizonyosan nem torlédhat aramvonal.

Ezeket Gsszevetve kapjuk az allitast. O

Ebbdl kovetkezik, hogy ha minden reziduum tisztan képzetes és nincs
lényeges szingularitas, akkor az aramvonalak zartak, kivéve véges sokat amik

polusok és vagy zérushelyek koézott mennek.

4.2. Korsorok mint aramvonalak

Korabban lattuk, hogy parabolikus korsor megkaphat6é mint egy aramlés
Allitas). Felmeriilhet tehat a kérdés, hogy vajon elliptikus és hiperbo-
likus korsort is el§ tudunk-e allitani. Az a valasz, hogy igen, tovabba azt is
megéllapithatjuk, hogy azon f fiiggvények esetén alkotnak az aramvonalak
korsorokat vagy sugéarsorokat, amelyeknek multiplicitassal szamolva ponto-
san két polusuk van, nincs zérushelytik, illetve a reziduumuk mindeniitt vagy
tisztan képzetes, vagy pedig tisztan valos (itt mindig beleértve a végtelent
is).

El6szor adunk egy tijabb bizonyitast arra, hogy miért kapunk parabolikus
korsort az f(z) = z% esetén, hogy lassuk, hogy erre a fliggvényre hogyan
alkalmazhato az otlet, amit a hiperbolikus és elliptikus korsorok elGéllitasanal

hasznalni fogunk.

4.2. Definici6. Az f: CU{oc} — CU{0}, f(2) = % alaku fiiggvényeket,

ahol a,b,c,d € C és ¢
c

# 0, lineéris tortfliggvényeknek nevezziik.

A linearis tortfiiggvények két fontos tulajdonsaga, hogy kogyeneseket (az-
az koroket és egyeneseket) kogyenesekbe visznek és szogtartok minden pont-

ban a poélus kivételével (ha van).
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4.5. Allitas. Az f(z) = % 4dramvonalai a 0 stagnacios ponttal kiegészitve

parabolikus korsort alkotnak.

Bizonyitds. Az aramvonalakat az %(—%) = const egyenlet adja meg. Itt

tehat valojaban az aramvonalakat a komplex stk vizszintes egyeneseinek az %—
re vett 6sképe adja meg. (Hiszen a vizszintes egyeneseken konstans a képzetes
rész.)

Mivel % linearis tortfiiggvény, azt rogton megallapithatjuk, hogy az aram-
vonalak korok és vagy egyenesek lesznek. % inverze énmaga, tehat azt kell
megvizsgalni, hogy hova viszi a vizszintes egyeneseket. Az R U {oco}-ent
nyilvan onmagéaba viszi, tovabba oo + 0, tehat mivel ezek az egyenesek a
végtelenben metszik csak egymast a képeik mind csak a 0-ban metszik majd
egymast.

Az is latszik, hogy korok lesznek, hiszen 0 — oo és igy mivel R U {oco}
kivételével nem mennek at a 0-n igy a képeik sem mennek at co-en. Azt, hogy
a kozéppontjaik mind egy egyenesen vannak, ami meréleges a valds egyenesre
ezekbdl az informéaciokbol mar ugyan lathatjuk, de gy is eljuthatunk erre
a kovetkeztetésre, hogy az (z) = const egyenesek merdlegesek a képzetes
tengelyre, igy annak a képére is, de a képzetes tengely képe 6nmaga, igy

minden kor kézéppontja a képzetes tengelyen kell, hogy elhelyezkedjen. [
Ezt a gondolatmenetet tovabb altalanosithatjuk:

4.6. Allitas. Ha f egy linearis tortfiiggvény derivaltjakent all els (f(z) =

ad=be ) akkor egy sugarsort vagy parabolikus kérsort alkotnak az aram-

c22242cdz+d?
vonalak.

. P . L1 . . . . o (IZ-"-b - .
Bizonyitds. Vizsgiljuk ugyanis a végtelen képét (a ¢(z) = 25 inverzére

7dz+b)'

cz—a

nézve: ¢ (z) = Ha oo — oo (azaz ¢ = 0), akkor parhuzamos
sugarsort kapunk, tényleg: f(z) = ¢'(z) = § konstans. Ha oo + ¢ valamilyen
¢ € C-re, akkor az el6z¢ allitdsban ismertetett gondolatmenetet hasznalva

latjuk, hogy tényleg parabolikus korsort kapunk. O

4.7. Allitas. Ha f(z) = 2 L akkor hiperbolikus kérsort kapunk, mely-

z—a z—b?

nek az alappontja (ahol a korok metszik egymaést) a és b.
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Bizonyitds. Most lokalisan

F(z) =1In(]z — a|) + iarg(z — a) — In(|z — b]) — iarg(z — b)

azaz
(F(2)) = arg(z — a) — arg(z — b) = arg(z;(g) = const
Z —_—
Tehat ha ¢(z) = 2=, akkor a 0-n d&tmend egyenesek Gsképei hiperbolikus

korsort alkotnak, hiszen a ¢~1(0) = a és ¢~ '(c0) = b pontokban metszik
egymast, és mivel a,b € C ezek korok kellenek, hogy legyenek, kivéve az
a-n és b-n 4tmend egyenest, ami a valos tengely Gsképe. (Két egyenes mar
nem lehet az Gsképek kozott, mert nem metszhetnék egymast pontosan két
pontban.)

Valojaban az daramvonalak a 0 végpontu (nyilt) félegyenesek Gsképei, de
ha egy ilyen félegyeneshez hozzavessziik a 0-t és a negaltjat a kapott egyenes
Gsképe az ezekhez tartozo két aramvonal és egy stagnéciés pont unidja, ami
egy kor (vagy esetleg egy egyenes) megfelelGen elrendezve, de alapbol is csak

ilyen értelembe véve alkotnak hiperbolikus kérsort az aramvonalak. O]

2 2
1 1// ’/ Y
o 4 (|
-1 1»\\ P ;
2 - - T
“ 5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 B 775 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
(a) hiperbolikus kérsor (b) elliptikus kérsor f(z) = =5
2
f(Z) = 2211
5. abra

Megjegyezziik, hogy csak ilyen alaktak lehetnek azon fiiggvények, amik-
hez hiperbolikus korsor tartozik (tehat f(z) = %= — %, ahol a € R, hi-

a z—b’

szen egy valos konstanssal szorzas csak az dramlas sebességét befolyasolja).
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Ugyanis az alappontok pontosan két elséfoki polust adnak valos reziduumok-

az+b
22+4czd

kal és masutt polus mar nem is lehet (ez mar lesztkiti a lehet&ségeket
alaku fiiggvényekre) de nem lehet zérushely sem, hiszen akkor a végtelenben
is lenne polus. Es ha belegondolunk abba, hogy a hiperbolikus kérsor hogyan

néz ki a Riemann gémbdén, akkor vildgos, hogy a végtelenben nincs poélus.

4.8. Allitas. Ha f(z) = —= — -~ akkor elliptikus korsort kapunk, melynek

z—a z—b’

pontkorei az a-ban és b-ben vannak.

Bizonyitds. Az elliptikus korsorok elGallnak, mint hiperbolikus koérsorok "kon-
jugaltjai’. Két korsor konjugalt, hogyha barmely két elemiik merdlegesen
metszi egymast. Most lathatjuk, hogy mivel if(z) parabolikus korsort ad
meg, igy f(z) elliptikusat fog megadni.

Gyalogosabb (de nem kevésbé geometriai) modon is elmondjuk azért,

mert ez is tartogat érdekes észrevételeket. Most lokalisan
F(z) =iln(]z — a|) — arg(z — a) —iln(|z — b|) + arg(z — b)

azaz a
Z—a
= const

S(F(z)) =In

z —

képlet adja meg az dramvonalakat. Viszont ekkor pont olyan pontokat kere-
siink, amik a-tol és b-t6l vett tavolsaganak aranya allando, azaz pont az a és
b pontokhoz tartozd Apollonios-kéréket kapjuk (lasd [3, 372. oldal]), amik a
két ponttal, mint pontkorrel, valamint az 6sszekotd szakaszuk felezGmerdle-
gesével egytitt elliptikus korsort alkotnak. (Azt nagyon egyszerd latni hogy
tényelg kogyenesek az dramvonalak, azaz, hogy az Apolloniosi-kérok valo-
ban korok vagy egyenesek lesznek, mert a 0 kdzépponti koncentrikus korok

$(z) = Z=5-re vett Gsképei.) O
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5. Numerikus kozelitése az aramvonalaknak

5.1. Hibabecslés

Szeretnénk most kisérletet tenni az aramvonalak numerikus kozelitésére.
Erre a legkézenfekvébb modszer talan, hogy ugy kozelitjik a v: (0,7) —
C aramvonal szakaszt, hogy szimulaljuk, hogy merre menne egy a ~(0) =
zo pontba lerakott papirhajo, ha a viz aramlasat az f: C — C holomorf
fliggvény konjugaltja irja le. Ahhoz, hogy a papirhajo utjat szimulédljuk, azt
mondjuk, hogy egy kis h = % id6 elteltével koriilbeliil a zo—l-hm. Vezessiik
be a kovetkezs jelolést: t, = t + nh. Tovabba z, jelolje a y(t,) kozelitését.
Most tehéat azt mondhatjuk, hogy

Zn = Zp—1 —i—hm% ahol n € {1,2,..., N}

Ez pedig val6jaban a numerikus analizisben ismert Euler-moédszer, komp-
lex fiiggvényekkel felirva. Vizsgéaljuk tehat a szokésos lokélis és globélis hi-
bakat, rendre:

Gy = v(tn)—;(tn—l) _ m

€n = V(tn) — Zn

5.1. Tétel (Stabilitasi becslés). Ha 30, hogy Vi € {1,2,...,n — 1} esetén
le;] < 8 és K = J,ep B(2,6) € D, ahol B(z,6) a z-nek a ¢ sugart zart
kornyezete és I' = {y(¢t) : t € (0,7)}, akkor 3C > 0, hogy Vn = 0,1,..., N

esetén

lenl < CR Y |gil
k=0

Bizonyitds. Definicié szerint: v(t,) = v(t,—1) + hf(y(tn-1)) + hgn_1

Ezt 6sszevetve a becsléstinkkel:

Zp = Zp—1t hf(znfl)
Azt kapjuk, hogy

en = en1+h(f(v(tn-1)) = f(2n-1)) + hgn
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Azaz

len| < len—1|+h]f(Y(tn-1))=f(2n1)|F+P|gn-1| = |en—1|F+h]f(7(tn-1)) = f(2n-1)|+h|gn-1]

Most legyen Ekkor ha M = max{|f'(z)| : z € K} (itt lehet maximumot
venni, hiszen K zart), akkor mivel a tételben feltettiik, hogy |e,_1| < J, azaz

Y(tn-1) — 2n—1] < 9, ezért

)~ F (2nt)] = | / (:1)f’(2)d2| < / P dz < My(taor)— ]

(tn—1)

(itt nem szamit, hogy milyen rektifikdlhato gorbe megy ~y(t,_1)-bol z,_1-
be, feltéve, hogy B(v(t),d)-an beliil halad). Ebbdl kapjuk, hogy

len| < (14 Mh)len—1| + hlgn]

Ezt az Osszefiiggést ismételve kapjuk, hogy

n—1 n—1
lenl < (14 Mh)"h Y (1+ M) *gi| < (1+Mh)"h ) " |gyl
k=0 k=0

Most C' = eMT > (1 + Mh)", ahol T = N - h az id6mennyiség amire y-at

kirajzoltuk, valasztéassal teljesiil a tétel allitasa. O]

Most mér csak |g,| becslése van hatra ahhoz, hogy tudjunk valamit mon-
dani ezen megkozelités hibajarol.

Legyen v(t) = (x(t),y(t)) és z, = (Tn,yn), most z-re, y-re kiilon-kilon
felirjuk a Lagrange-kozépérték tételt:

2(tn) = 2ty 1) + ha'(tyr) + 2o (u)

Y(t) = y(ta—s) + by (tar) + 59" (0)

Most |2" ()| < |v"(w)] és |y"(n)| < |7"(n)| miatt azt mondhatjuk, hogy

gn < hmax|y"(t)]

Osszevetve ezt az el6z6 eredményiinkkel, azt kaptuk, hogy
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k—1
le,| < C <h2 thax\'y”(t)|> <C-h*. nmax V') <h-C-T- max 17" (t)]

Jj=0

Tovabba a (Y(1)) = F((0) = ['((0)7(0) = ['((0) (D), aa

V() = f(v(0) f(v(1))
tehat ebbdl azt kapjuk, hogy

len] < h-C-T - max [f/(y(1)) f((1))]
Azaz azt mondhatjuk, hogy |e,| = O(h) minden n = 0,1,..., N-re.

5.1. Allitas. Ha {y(t) : t € (0,T)} C D, akkor elég kicsi h véalasztasa mellett
3C, hogy Vn = 0,1, ..., N esetén

leal < CRY gkl
k=0

Bizonyitds. Mivel T < oo az nyilvan teljesiil, hogy elég kicsi d esetén K =
Uzerm C D, hiszen D tartomany és igy nyilt is, tehédt minden pont
bels6 pont. Most elég kicsire valasztva d-t, elérjiik, hogy e, elég kicsi legyen
h valasztasaval.

Legyen a tovabbiakban

M = max [ f"(y(8)) f(v(t))]

Teljes indukciot hasznalunk:

Nyilvan |eg| < 4, hiszen ey = 0.

Most ha Vi € {1,2,...,n — 1} esetén |e;| < §, akkor
o

C-T-M

mellett a korabbi megéllapitasaink alapjan

h <

len| <h-C-T-M<$§

Azaz a tétel feltétele elég kis h mellett tényleg elérhets Vn € {1,..., N}.
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Ezt a hibabecslést demonstralja a @ abra, itt is f(z) = £, viszont egész
pontosan azt csinaljuk, hogy egyszerre indulunk el f és —f szerint is és
megallunk amikor 6sszeériink, ezzel szebb abrank lesz. Most ugyan tényleg
csak annyi szerepet jatszik, hogy két irdnyba indulunk el egyszerre, hogy
megfelezi a hibat, ha az aramvonal azonban egy spiral lenne példéul, akkor
ha csak f-szerint rajzolnank ki, az aramvonal z, el6tti részébdl semmit se

latnank.

(a) a feketével rajzolt 1 sugart (b) hptue = 0.02, hgreen = 0.01
kort kozelitjitk

6. abra. lathato, hogy a h felezésével, a hiba is felez&dik

Egy tovabbi szép tulajdonsaga ennek a fliggvénynek, hogy +” mindig me-
réleges +'-re, ezért aztdn a hibak osszeadddnak. Hogyha példaul f = %—t
véalasztottuk volna, akkor az dramvonalak félegyenesek lennének, és a kiraj-
zolt &ramvonalak pontosan megegyeznének a valodi aramvonalakkal, a hibak

csak annyit mutatnanak, hogy valamelyest méas sebességgel jarnank be Gket.

5.2. Aramvonalak kirajzolasa MATLAB-ban

A korabban leirt megkozelitését az aramvonalak numerikus kirajzolasa-
nak MATLAB-ban meg is valositottuk, az 0sszes korabbi abra ennek a prog-
ramnak a segitségével késziilt. Most tehéat ismertetjiik, hogy a gyakorlatban
hogyan lehet megvalositani ezt a megkozelitését az dramvonalak kirajzolé-
sanak. Habar ez egy nagyon kézenfekvé modszer jol illusztralja a probléma

nehezen kezelhetdségét, hogy mennyi kisebb-nagyobb akadéaly meriilt fel a
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megvalositas kozben.

Itt most nyilvan egy torott vonalat rajzolunk ki mint aramvonal: a z,
és z, kozti szakaszok Osszességét.

Els6 korben azt kell észre venniink, hogy ha azt akarjuk latni, hogy ho-
gyan néz ki egy dramvonal, ami atmegy egy adott ponton, akkor nem elég
f szerint haladni, ugyszintén el kell indulnunk —f szerint is, mint ahogy
azt mar korabban megallapitottuk (a rovidség kedvéért azt fogjuk mondani,
hogy két iranyban haladunk).

Most ha mar eldontéttiik, hogy egyszerre indulunk két irdnyba egy adott
kezdGpontbol, akkor a kovetkezd felmeriils kérdés, hogy mikor alljunk meg,
hiszen az aramvonalak (—oo,00) — C fliggvények, nincs egy természete-
sen adodoé megallasi idpont. Kézenfekvd, hogy limitaljuk a megtett 1épések
szamat, hiszen a futésidét mindenképpen limitalni szeretnénk, féleg ha egy-
mésutan tobb aramvonalat is ki akarunk rajzolni, mint altalaban. De egy
ilyen erds korlatot tgy érdemes &llitani, hogy lehetéleg ne befolyasolja az
outputot, inkdbb csak vészfékként funkcionédljon. Most tehat meggondoljuk,
hogy milyen megallasi feltételeket érdemes még tenni.

Hogyha az aramvonal zart, akkor elég egy periodusnyit bejarni (avagy fél-
fél periodust f és —f szerint), utdna ugyis ugyanazon az uton mennénk végig
djra és Ujra amin mar egyszer végig mentiink. Viszont sajnos azt, hogy egy
aramvonal periodikus-e nem tudjuk egyszertien eldonteni. Az, hogy Osszeér-
jink ahogy két irdnyban haladunk nem torténik meg a gyakorlatban szinte
soha, hiszen a hibak, ha nem oltjak ki egymést akkor azt eredményezik, hogy
hidba kéne Osszeérniink, ez nem fog megtorténni. Azt gondolhatnéank pél-
daul, hogy amikor kérok az aramvonalak, akkor a két iranyban ugyanannyit
fogunk hibazni. De sajnos még ebben az esetben se lesz tobbnyire soha, hogy
pont ugyan azon a ponton lennénk valamilyen idépillanatban, hiszen a 1épé-
seink hossza miatt lehet, hogy pont két lépés kozben taldlkoznank (és mivel
a zp-ek meghatarozasahoz teljesen folosleges lenne kiszamolni a 2,1 - z, sza-
kaszok pontjait, igy azt se tudjuk megmondani, hogy metszik-e egymast az

ilyen szakaszok). De a helyzet még sokkal rosszabb, hiszen ha véletlen Gssze
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is érnénk, akkor se tudjuk garantaltan azt mondani, hogy az aramvonal pe-
riodikus, hiszen lehet, hogy csak az tortént, hogy a hibék szerencsétleniil
adodtak Ossze.

Ez a kis gondolatmenet is jol illusztralja, hogy a legfontosabb kérdés az,
hogy mikor alljunk le. Egyrészt inputként kériink majd egy function handle-t,
ami egy megéallasi feltételt ad annak a fiiggvényében, hogy éppen hol vagyunk
(ugyan az a fiiggvény lesz érvényes a két irdnyra). Ez f6leg arra van szanva,
hogy egy a felhasznalo altal megadott kereten beliil maradjunk. Ezzel az in-
puttal még nem lehetne megoldani a periodikus aramvonalak kérdését, hiszen
ehhez nem elég csak az épp aktualis helyzetiinket ismerni. Tovabba az, hogy
egy kereten beliill maradunk nem jelenti még azt, hogy ne tudnank végtelen
sokdig menni, hiszen ha egy spiral az aramvonal, vagy egy zérushelyhez tart,
akkor pont ez torténik.

A periodikus aramvonalak kérdését ugy oldjuk meg, hogy inputként ké-
riink egy elfogadhatod hibaértéket, és azt mondjuk, hogy ha a két iranyban
haladva ennél kozelebb kertilnek a pontok egymashoz, akkor ugy tekintjiik,
hogy az aramvonal periodikus. Ha ez az érték elég kicsi, akkor ez a hiba alta-
laban nem is latszik, ha nem nagyit bele az ember az abraba. Itt még fontos
megjegyezni, hogy az els6 néhany lépésben el kell ettsl a leallasi feltételtsl
tekinteni, hiszen ugyan abbol a pontbdl indulunk két irdnyba, tehat az els6
par lépésben szinte biztos, hogy elég kozel lesziink.

Ezek a feltételek a megtett 1épések szamanak korlatozasaval egyiitt mar
az esetek tobbségében szép abrakat eredményez. Valamelyest meglepd mo-
don még a [2| dbran lathato spiralt is szépen ki lehet igy rajzolni. Azért
mondhatjuk, hogy megleps, mert ahogy kozelediink ebben az esetben a 0-
beli polushoz egyre-egyre né f értéke, tehat arra gondolhatnank, hogy egy
id6 utan valahogy kil az aramvonal és ugrik egyet. De ehelyett ebben az
esetben inkabb nem is kozeliti meg annyira a 0-t, hogy valami ilyesmi tor-
ténjék, hanem stabilizalodik egy nagyon kis sugara korben, amig el nem éri
a lépések szama a felsé korlatot.

Ezzel ellentétben viszont a parabolikus korsorok kirajzolaséanal . abra)
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valamivel tobbre van sziikség ahhoz, hogy mutatos abrat kapjunk. Itt ugyanis
tényleg megtorténik a kordbban leirt ugras az dramvonalakban, ha ttl kozel

keriiliink a poélushoz.

10+10:

7. abra. ugras az aramvonalban f(z) = *5

Ezt illusztralja a [7] abra, itt nagyon szépen latszik, hogy ahogy kozel
ériink a poélushoz f megugrik.

Megjegyezziik, hogy itt azért zarodik végiil be az ugras utan az aramvonal,
mert [ szimmetrikus és mi pont a szimmetriatengelyérdl indultunk, tehét
pont szimmetrikusan viselkedett az ugras mindkét iranyban.

A3 abra elkészitéséhez tehat be kellett vezetni még egy leallasi feltételt,
méghozzé azt, hogy ha egy 1épés hosszabb lenne, mint egy adott felsé hatar,
akkor alljunk meg. Ezzel a feltétellel egyiitt a kapott dramvonalak lathatoak
a[8. abran, itt egy 1épés hosszat elég volt 1.5 alatt tartani, ez is illusztralja,

hogy mennyire hirtelen ugrik meg f értéke.

1041017

8. abra. ugras kikiiszobdlve f(z) = =5

Ehhez az abrahoz még kézzel hozzaadva a hatvanyvonalat kapjuk a[3] ab-

rat.
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Azt is fontos észrevenni, hogy ezzel a korlatozassal, gyakorlatilag elérjiik,
hogy tudjuk hasznélni a 8.1. fejezetben targyalt hibabecslést, hiszen ott az
kell, hogy |f'(v())f(7(t))| értékét meg tudjuk becsiilni, amit egy kritikus
pont kozelében meg is tudunk tenni, ha a A - f értékét mér korlatoztuk.

Tovabbi informéciét tudunk k6zolni azzal, hogyha az aramvonalakat asze-
rint szinezziik, hogy éppen mekkora az adott pontban a sebesség. A [0 abra
ezt kivanja illusztralni, itt hiperbolikus korsorok vannak, és minél pirosabb
(rozsasziniibb ebben az esetben, mert ezen az dbran igy jobban latszik az at-
menet) annal nagyobb ott a sebesség, minél kékebb, annal kisebb a sebesség.

Most a sebességet is dbrazolva mér majdnem minden jellemz§je meg-
jelenik az abran az aramlasnak, ugyanis ha pontosan le tudnéank olvasni a
szineket és tudnank, hogy melyik melyen sebességhez tartozik, akkor mar
f-et meg tudjuk hatérozni egy —1-es szorzo erejéig. Azaz az iranyitastol el-

tekintve egy ilyen abra mar minden informéciét tartalmaz az aramvonalakrol.

A b b L o 4N w s

5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5

9. abra. parabolikus korsor f(z) = 1

z

A szinezést persze nem lehetett tgy megvalositani, hogy minden pont-
hoz individualisan rendeljiink szineket, hiszen az messze til sok memoriat
hasznalna, tehat a gyakorlatban tgy kerekitiink, hogy Osszesen csak 10 féle
szin szerepel az abran és akkor szakaszokra bonthatjuk az aramvonalakat a

sebesség szerint és szakaszonként abrazoljuk.

5.3. Nem idealis Aramlasok

A korédbbi fejezetben ismertetett program minden nehézség nélkiil hasz-
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nalhaté barmilyen fliggvény dramvonalainak a kirajzolésara, nem kell, hogy
az holomorf legyen. Most tehat mutatunk néhany példat arra, hogy hogyan
néznének ki azon dramvonalak, amik nem holomorf fliggvényhez tartoznak
(habar ezek precizen nem is aramvonalak).

Korabban azzal, hogy azt mondtuk, hogy f hatarozza meg az aramlas
vektormezGjét az az elénylink szarmazott, hogy f holomorf fiiggvény lett.
Ha ragaszkodtunk volna ahhoz, hogy f irja le a vektormezét, akkor antiho-
lomorf fiiggvényekkel kellett volna dolgoznunk (olyan fliggvények, amiknek a
konjugéltja holomorf), és ekkor extra konjugalasok jottek volna be a képbe
példaul a lokalis hasonlosag definicidjanal. Ebben a fejezetben viszont érde-
kiinkben all az f(z + 1y) = u(x,y) + iv(z,y) fuggvényeket tekinteni, amik
maguk irjak le a sebességvektormezst. Tehat a tovabbiakban ezt a jelolést
fogjuk hasznélni. Ez azt jelenti, hogy a fejezet tovabbi részében az antiho-
lomorf fiiggvényekhez fognak idealis aramlésok tartozni.

Azért érdemes pontosan definialni, hogy egyaltalan mi is egy aramvonal,
ha f nem antiholomorf, hiszen ekkor nincs idealis aramlas, kérdéses is, hogy

egyaltalan az aramlas sz6 hasznalata helyénvalo-e.

5.1. Definici6é. Az f: R?> — R? folytonosan differencialhato fiiggvényhez
tartozo

V() =f(y{1) teR
autonom differencidlegyenlet v(0) = p kezdeti feltétel melletti megoldésa
meghataroz egy ¢(t,p) dinamikai rendszert, azaz egy olyan ¢: R x R? — R?

folytonosan differencialhaté fiiggvényt, amire
o VpeR? ¢(0,p) =p
o VpeR*Vt, s €R ¢(t,¢(s,p)) = o(t + 5,p)

Ezzel a jeloléssel beszélhetiink a p € R? pont palydjarol, mint a ¢(-, p)
gorbe.
Tehat altaldnos esetben pélyékrol fogunk beszélni, és azt mondhatjuk,

hogy az aramvonalak olyan specialis palyak, amiket antiholomorf f fiiggvé-

nyek esetén kapunk.
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Most megvizsgalunk néhany egyszerd példat. Megnézziik, hogy miért
nem eredményez idealis dramlast az adott fiiggvény, ami nem is feltétleniil
lesz antiholomorf, illetve megnézziik az aramvonalaik hogyan néznének Kki.

Kezdetnek vizsgaljuk meg az f(z) = iz fiiggvényt. Ha ugyanis mondani
akarunk egy fiiggvényt, ami esetén a palydk koroket jarnak be ez az egyik
legtermészetesebb vélasztas. Persze ez a fliggvény holomorf, azaz sehol sem
antiholomorf tehat barmilyen tartomanyon is vizsgalnank nem kaphatunk
ideélis aramléast. Felmeriilhet a kérdés, hogy pontosan melyik feltételét is sérti
meg ez a fliggvény az ideélis aramlasnak. A stacionariussag nem sériilhet, az
azt jelentené, hogy nem autoném differencialegyenletekrél beszéliink.

Marad tehat az orvény, illetve forras és nyel6 mentesség. Ezek vizsgala-

“ e,

kiszamolni. Most u(z,y) = —y és v(z,y) = z, azaz
ou Ov
divf=—+—=0
/ or Oy
ov  Ou
ot f = — — — =2
/ or 0Oy
Tehat latszik, hogy az érvénymentesség sériil, méghozza a rotacié minden
pontban 2.
0 | of | - \:\
(a) nem idedlis aramlas f(z) = iz (b) idealis dramlas f(z) = £

10. abra

A [I0] abréaval probaljuk illusztralni, hogy abban kiilonboznek a palyak,
hogy milyen gyorsan jarjuk Sket be, az iz esetében ahogy egyre kozelebb

36



keriiliink a 0-hoz gy az dramvonalak szine egyre inkdbb kék, mig az % esetén,
amikor a 0-hoz kdzeledve a sebesség nd, az aramvonalak egyre inkabb pirossal
vannak szinezve.

Most megvizsgaljuk az f(z,y) = (—y,2z) fliggvény esetét, ezen latszik,
hogy ellipsziseket kapunk [T} 4bra, tovabb4, ez a fiiggvény nyilvan nem ho-
lomorf igy az d&ramlas nem idedlis (megint csak a rotécié nem 0, hanem kons-
tans —3). Viszont felmeriilhet a kérdés, hogy lehet-e egyaltalan ellipsziseket
kapni, mint idealis Aramlés, ha f-et egy furfangos g: R? — R fiiggvénnyel

megszorozzuk.

11. 4bra

A r6vid valasz, hogy nem, hiszen az ismert, hogy sem polus, sem megsziin-
tethetd szingularitas, sem pedig olyan pont kozelében ahol az antiholomorf
fiiggvény értelmezve van sem lehetnek az ideélis aramlas aramvonalai ellip-
szisek. Az utolso eset a lényeges szingularitis esete, de arra végiil is agy is
gondolhatunk, hogy végtelenszeres polus és igy ott se hissziik, hogy lehetné-
nek ellipszisek ha polusok kozelében mindig voltak olyan d&ramvonalak, amik
a polushoz tartottak.

Viszont szerencsére nem kell az intuiciéonknak hinni ebben az esetben, egy-
szertien megmutathaté ugyanis, hogy valéoban nem kaphatunk ideélis dram-
las aramvonalaiként ellipsziseket. Valdjaban az a kérdés, hogy ha adott egy
irinymez6 (ebben az esetben az ellipszisek ivhossz szerint paraméterezve,
majd Sket derivalva kapjuk ezt meg), akkor az lehet-e egy idedlis aramlas
iranymezdje. Ezt pedig mar vizsgaltuk a 2.3. Iranymez6 cimii fejezetben és

arra jutottunk, hogy ha az iranymez6 mint ’(*) van adva, akkor sziikséges,
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hogy ¥(z) lokalisan harmonikus legyen. Itt

2
Wz +iy) = arctg(——x)
Yy

hiszen f(x,y) = (—y, 2x) volt. Most, ha nekitiliink és derivalunk azt kapjuk,
hogy

o0 f 4xy
52t = T
és
0 f 162y
Oy? - (22 + 4y?)2
azaz .
Ty
8 @y

ez pedig nyilvan nem konstans 0 tehat tényleg nem kaphatunk ellipsziseket
idealis d&ramlés aramvonalaiként.
Most még egy kis gondolatkisérletet csinalunk, meggondoljuk, hogy mit

tudunk elmondani egy abra alapjan az aramlésrol.

e N
Por e P AT i
1517 - B
; =
v U\

051,

-05

A5

-25

12. 4bra

Ehhez egy tekintsiik a [I2] abrat, ahol valamilyen antiholomorf fiiggvény
adja meg az aramlast, tehat azt feltessziik, hogy idealis aramlasrol beszéliink.

Ezen az dbran a kezdGpontok racspontjai egy viszonylag stird racsnak.
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Az latszik, hogy az aramlas hirtelen gyorsul be és lassul le, ezért van,
hogy példaul a (-3,0) pont kornyékén mar csak rovid szakaszokat rajzolunk
ki, itt ugyanis életbe lép a lépések korlatozasa.

Rogton latunk két elsérendd polust, koriilbeliil az (1, 0) és (2, 0) pontok-
ban, hiszen ezek kozelében korok vannak. Ebbdél arra is kovetkeztethetiink,
hogy ezekben a pontokban tisztan képzetes a reziduum. Az, hogy itt nem
parabolikus korsorok vannak lokélisan, az lathat6 abbol, hogy a korok nem
érintenek egy tengelyt, ehelyett ilyen nyalabokba csoportosulnak, és nem is
gyorsulnak be annyira, hogy elérjék a programban eldirt sebességhatart (nem
tesz ott a program tul nagy lépéseket).

Latunk még egy zérushelyet is valahol a (-2, 0) kérnyékén, hiszen ha meg-
nézziik az aramvonalakat ott valahogy keresztezniiik kéne egymast, és azt is
le lehet olvasni a kornyez6é aramvonalkbol, hogy egyszeres csak a zérushely,
hiszen 4 oldalrdl torkollik bele dramvonal (és lattuk, hogy n-edfoku zérus-
helybe 2|n + 1| aramvonal torkollik).

Azt méar nehezebb megallapitani, hogy vajon a (0, 0)-ban lokélisan ho-
gyan néz ki az dramlés, mivel ott mar le is 4ll a program mert annyira be-
gyorsul az aramlés. De azért ez sem lényegesen bonyolult, mivel t6bbszoros
polusoknal ilyen lohere-szerd alakzatok voltak, viszont itt csak két iranybol
torkollanak aramvonalak a poélusba, ebbdl pedig arra koévetkeztetiink, hogy
lokalisan parabolikus korsor lesz ott, és a polus masodfoku. Itt az is latszik,
hogy a hatvanyvonala képzetes tengelyel kell, hogy parhuzamos legyen, tehat
a reziduum itt is képzetes.

Ez a kis gondolatmenet illusztralja, hogy tényleg viszonylag sok minden

leolvashaté egy ilyen &brarol.
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6. Filiggelék

A korabban ismertetett program koédjat, mint fiiggelék ide beillesztjiik.

ElGszor is csindltam egy egyszers tortfiiggvény osztéalyt, amiben ki tudom
szamitani a derivaltat is, mert kisérletezni akartam masodfoki kozelitéssel, de
ebben az esetben ez gyakorlatilag folosleges. Szerettem volna eredetileg, ha
az osztalyon beliil ki tudom szamolni a fiiggvény értékét egy adott pontban,

de az nagyon lelassitotta a programot, tgy néz ki, hogy a MATLAB nem

szereti az osztalyokat.
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Most a kovetkezd a kozelits fiiggvény kodja. Nem tul elegéns az, ahogy a
varargin jelenleg miikodik, azért raktam bele, mert ahogy hozzaadtam tjabb
és tjabb inputokat szerettem volna, ha a régebbi verzidkat hasznalé kod

hasznalhato maradnak.

© 00 N O Ut ks W N

[ T T = St
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—
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169
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172
173

Még sziikségiink van egy kis fiiggvényre, ami a kirajzoldsnal megcsinélja

a szin atmenetet az dramvonalban.
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Végiil pedig egy gyors példa arra, hogy hogyan rajzolhatunk ki ennek

segitségével koncentrikus koroket.
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