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1. fejezet

Bevezetés

A jarmdirdnyitési feladat (VRP - Vehicle Routing Problem) olyan problémékra keres megoldast,
melyekben a feladat termékek széllitdsa egy vagy akar tobb raktartdl a vasarlokig. A feladat NP-
teljes, az NP-teljes utazo-iigynok probléma (TSP - Traveling Salesman Problem) éltalanositasa,
ahol a cél megtaldlni a legrovidebb kort, mely minden védsarlét pontosan egyszer meglatogat.
Elgszor G. B. Dantzig és J. H. Ramser [4] definidlta 1959-ben, akkor még Truck Dispatching
Problem néven. Megfelel§ modellezéssel megoldast taldl rengeteg valos kiszéllitasi problémadra,
kiemelkedS a gyakorlati haszna, emiatt rengeteg tipusa létezik. Alkalmazdsa tobbek kozott
el6fordul a szemétszallitdsban, iskolabuszok irdnyitdsdban és szallité cégeknél.

Altaldnosan a kiszallitast néhany jarmiivel végezziik, melyek akar kiilonbozdek is lehetnek,
kiilonboz6 kapacitasokkal. A jarmiivek egy vagy tobb depobdl indulnak, kiszolgéljak a fogyasz-
tokat, majd visszatérnek a depdba. El6fordul, hogy menetidejiiket korldtozzuk. Ezt a mozgdst
egy uthalozaton hajtjdk végre. Feladatunk, hogy megadjuk a - valamilyen célfiiggvény szerint
- optimdlis utvonalak halmazat, melyek a depdban indulnak és végzddnek. Ezeken végighalad-
va a jarmivek kielégitik a hozzdjuk rendelt fogyasztok igényeit és teljesitik a kapacitdsra és
menetiddre tett feltételeket.

Az uthélozatot egy graffal reprezentdljuk, ez lehet irdnyitott vagy irdnyitatlan. Csucsai a fo-
gyasztoknak és a depodnak, élei az tuthédlézat ttjainak €s utcdinak felelnek meg. Az élekhez
élkoltségeket rendeliink, ezek a két csics kozotti Gt hossza, a jarmd gézolaj fogyasztdsa vagy
az utazdsi idS. Ezek alapjan a grafot ezentul teljes grafnak tekintjiik, egy €lének koltsége a két
csucs kozti legrovidebb ut hossza, menetideje pedig az utcak menetidejének Osszege.

A legegyszer(ibb tipusfeladat a kapacitdsos jarmdiranyitasi feladat, vagy roviden CVRP (Capa-
citated Vehicle Routing Problem). A problémdban egyetlen dep6 van €s n darab fogyaszto, a
jarmiivek mind egyformak, egyforma kapacitassal, €s minden csucs kozott adott az utazasi kolt-
ség, mint élkoltség. Ha a kapacitdst végtelennek vélasztjuk és egyetlen jarm 4ll rendelkezésre,
az utaz6 ligynok feladatot kapjuk vissza.

A CVREP feladatnak tobb szélesen kutatott specidlis esete van. Ilyen példdul a jadrmdirdnyitds
felvétellel vagy lerakdssal, roviden VRPPD (Vehicle Routing Problem with Pickup and Delivery),
ahol minden fogyasztonak van kiszdllitdsi és elszallitdsi igénye is, ezeket az igényeket kiilon
taroljuk, a jdrmdveknek mindkettSt figyelembe kell venni a kiszolgélds sordn.

Egy masik CVRP problémakor az idGablakos jarmiranyitasi feladat, roviden VRPTW (Vehicle
Routing Problem With Time Windows), amit ebben a dolgozatban alaposabban vizsgdlunk.



VRPTW-ben az eddigi megkotéseink (jairmd kapacitdsa, a csicsok igényei) mellett, minden
fogyasztéhoz tartozik egy idGablak, és csak azon az idGintervallumon beliil szolgdlhatjuk ki. Ha
egy jarm{ a legkorabbi idSpont elStt érkezik a vasarlohoz, varnia kell. Legtobbszor ez a varakozas
koltséges, ezért igyeksziink elkeriilni. Tovabbi CVRP és VRP fajtdk leirdsa megtaldlhat6 Paolo
és Vigo jarmdiranyitédsi feladatokrol szol6 konyvében [10].

A masodik fejezetben bemutatdsra keriil néhdny altalanos linedris programozasi algoritmus,
amelyeket a késGbbiekben alkalmazni fogunk, utdna a feladat tobb matematikai modelljét irjuk
le. A negyedik fejezetben két algoritmus szerepel, az egyik egy branch and price, a mésik egy
branch and cut algoritmus. Végiil bemutatunk néhdny heurisztikat a feladatra.
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1.1. dbra. A jarmdiranyitasi feladat [8]



2. fejezet

Algoritmikai bevezeto

Ebben a fejezetben bemutatunk harom fontos eljardst, amik segitségével hatékonyan lehet nagy-
méretd linedris programozasi illetve egészértéki programozasi feladatokat megoldani. A kés6b-
biekben ezeknek a médszereknek a VRPTW-re vett alkalmazasat is 1atni fogjuk. A leirdsokhoz
felhaszndltuk Dimitris Bertsimas és John N. Tsitsiklis linedris programozdsrol sz6l6 konyvét [2]
és Marco E. Liibbecke cikkét az oszlopgenerdldsrol [9].

2.1. Oszlopgeneralas

Adott a

min cx
Ax > b,
x>0,

feladat, ahol A € R"™" olyan sok oszlopbdl 4ll, hogy egy ekkora madtrix tdroldsa és a feladat
megolddsa szimplex algoritmussal lehetetlen lenne [9].

Az otlet az, hogy nem tdroljuk az egész métrixot, csak a bazist, ami az eredeti matrixunk néhédny
oszlopa, és erre alkalmazzuk a primdl szimplex algoritmust. Az algoritmusnak csak a téarolt
bazisra van sziiksége.

Legyen A’ az aktudlis, néhany A-beli oszlopot tartalmaz6 matrix, x* az erre vett primal optimum,
y* a hozza tartoz6é dudl megengedett megoldds. Az x*-ot nulldkkal kiegészitve egy primél-
megengedett megoldast kapunk az eredeti feladatra nézve. A megoldas optimalitdsét szeretnénk
ellendrizni. Ha (x*, 0)-ra teljesiil, hogy minden redukalt koltség nemnegativ, akkor kész vagyunk,
optimélis megoldashoz jutottunk. Kiilonben frissitjiik a bézist, amihez sziikségiink van egy
oszlopra, ami belép, illetve ami majd kilép bel6le. Utébbi meghatirozasa egyszer. A belépd
oszlop kereséséhez pedig a kovetkez$ drazdsi feladatot (pricing problem) kell megoldani:

¢ =min{c; —ya; : 1 < j <n}.
Ahol a; A j-edik oszlopa. Abban az esetben, ha ¢ > 0, tovabbi iteraciok végrehajtasara nincs
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sziikség, megtaldltuk az optimdlis megoldast. Ha a fenti feladat optimalis megoldasa olyan j,
amelyre c¢; — y*a; < 0, akkor a -t A’-hoz vessziik, majd a kdvetkezd iterdcidra lépiink.

Fontos megjegyezniink, hogy ¢ kiszamitdsdhoz nem kell végignézniink az egész feladatot, ugyan-
is éltaldban egy jol felépitett optimalizdldsi problémédhoz vezet, ahol a megolddshoz hatékony
algoritmusokkal rendelkeziink.

2.2. Vagosikos algoritmus

A kovetkezd egészEértékl programot szeretnénk megoldani:

min cx
Ax = b,
x>0,

X €Z.

(2.1)

Ehhez elGszor tekintsiik a linearis relaxalt feladatot:

min cx
(2.2) Ax = b,
x> 0.

Legyen x* a (2.2) optimdlis megolddsa. Ha x* egész, akkor optimumot kaptunk (2.1)-re is.
Ha nem, akkor keresiink olyan egyenlStlenségeket, amiket az eredeti feladat minden egész
megolddsdnak teljesiteni kell, de x* nem teljesiti, azaz oldjunk meg egy tigynevezett szeparicios
feladatot. A sértS egyenlStlenségeket hozzdvessziik a (2.2) feladathoz, és ujraoptimalizélunk.

2.1. dbra. Vagosikos algoritmus [2]

A 2.1 dbran P néhédny egyenlStlenséggel definidlt poliéder. Valasszuk ki a hdrom vastag egyenes
4ltal definilt egyenlStlenségeket, ekkor az x megolddshoz jutunk, ami nem része a poliédernek.
Ha vessziik a szaggatott vonal éltal hatdrolt egyenl6tlenséget, akkor lathatjuk, hogy a tobbi
megoldas ezt teljesiti, de x nem, azaz levagjuk vele x°-t.
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Nagy szabadsdgot ad a megoldadsban, hogy sokféle vagast nézhetiink és hozzdadhatunk, ez be-
folyasolja az algoritmus hatékonysdgat is. Konkrét feladatokndl tobb otletet, akédr heurisztikdkat
is alkalmaznak a minél jobb egyenlGtlenségek megtaldlasdhoz.

Fontos megjegyezni, hogy a vdgoésikos algoritmus nemcsak egészértéki feladatok megoldé-
séandl hasznos, hanem nagyméretd linedris programozdsi feladatok megolddsandl is, ahol az
oszlopgeneréléssal ellentétben nem a véaltozok szdma, hanem a feltételeké a nagy. Azaz A-nak
nagyon sok sora van. A néhany feltételt tartalmaz6 A’ részfeladatot megoldjuk, a megoldasanal
kapott optimumot jeloljiik x’-vel. Ezutan olyan feltételeket keresiink, amiket az eredeti feladat
x* megoldésa teljesit, de x’ nem, majd ezeket a sorokat A’-hz véve djraoptimalizalunk.

A dualitas tételének kovetkezményeként megfigyelhetjiik, hogy az oszlopgenerdlds és a vagdsikos
algoritmus tulajdonképpen egymdsnak a dudlisai: a primél feladatra az egyiket alkalmazva
ugyanazt kapjuk, mintha a dudlis feladatra a masikat alkalmazndnk.

2.3. Branch and bound

A branch and bound, vagy magyarul korlatozas és szétvdlasztds, gyakran haszndlt technika
az egészErtékd feladatok megoldasidndl. Az oszd meg és uralkodj elvén mikodik. Az eredeti
problémat részfeladatokra osztjuk fel, a részfeladatokat pedig még tovabbi részfeladatokra: ez a
branch/szétvalasztds része az eljardsnak, a részfeladatok fajat mutatja az 4bra.

F
x<[ x°] ° x> x°]
I:1 FZ
X< x| x> x X<l %2 . x> %21
Fs@ of, Fso [ ] Fe
[ ] @ ] [ ] ] e [ ] @

2.2. dbra. Branch and bound algoritmus, részfeladatok féja.

Mivel arészfeladatok optimalis megoldésat sokszor ugyanolyan nehéz megtalalni, mint az eredeti
feladatét, ezért minden részfeladatra alsé korlatokat szamolunk ki, ez a bound/korlatozas rész.
Feltételezziik, hogy egy hatékony algoritmussal tudunk alsé becsléseket adni a részfeladatokra,
ez altaldban a relaxalt feladatok optimalis megolddsa.

Ha egy adott részfeladatra megtaldlt alsé korldt nagyobb, mint az addigi megtalélt legjobb
megoldasunk, akkor azt a részfeladatot a tovdbbiakban nem kell nézni, hiszen ekkor a részfeladat
optimuma sem lehet jobb, mint az eddigi legjobb megoldas.

Legyen U az eddigi legjobb megolddsunk (ez kezdetben végtelen), és legyen F = (JF; a
részfeladatok halmaza. Az algoritmus éltaldnos lépése a kovetkezd:

1. Vegyiink ki egy F; részfeladatot F-bSl.



2. Ha a részfeladat nem megoldhatd, akkor toroljiik, kiilonben szdmoljuk ki az alsé korlétot:
b(F;) (arelaxdlt optimum).

3. Hab(F;) > U, akkor tordljiik a részfeladatot, hiszen a jelenlegi legjobb egész megolddsunk
is jobb mint a taldlt tortoptimum.

4. Ha b(F;) < U és relaxalt feladat optimuma egész, akkor jegyezziik meg ezt a megoldast,
és legyen U := b(F;).

5. Ha b(F;) < U és relaxalt feladat optimuma nem egész, bontsuk tovabb a részfeladatot
tovabbi részfeladatokra amiket késébb megvizsgilunk, ezeket tegyiik F-be.

A részfeladatok alsé becslésére, a feldolgozds sorrendjére €s a részfeladatokra bontdsra is nagyon
sok megoldas és otlet 1étezik. Azt, hogy melyik a legjobb, az adott feladat tipusa és a tapasztalat
hatdrozza meg.

X
2 IX2>3
3 X;>1 .Xo
X:Z Xl B
2 X2 | x<2
1
0 1 2 3 4 X3

2.3. abra. Példa branch and bound-ra [2]

A 2.3 4brén egy egyszerti branch and bound algoritmus l4that6. A kezdeti megolddsunk x°,
ami mindkét véltozdjaban tort. Kivalasztjuk a masodik valtozdjat, az als6 és felsG egészrésze
szerint vélasztjuk szét két kiilon részfeladatra, az egyik részfeladatban x, > 3, ez a poliéder
ires, igy nem kell vele foglalkoznunk, a mésikban x, < 2. Ut6bbit hozzavéve a feladathoz és
tjraoptimalizalva az x' megoldést kapjuk, neki az elsd valtozéja szerint hajtjuk végre ugyanazon
szétvalasztdsokat.

A branch and bound algoritmusnak van két specidlis esete, amit a szakdolgozat tovabbi részében
is targyalni fogunk:

Branch and price

A branch and bound algoritmusban az alsé korlatokat dltaldban a lineéris relaxalt feladat optimu-
maval adjuk meg. Ha a feladat véltozdinak szama nagy, akkor hasznédlhatunk oszlopgeneralast
a kiszdmolésukra. Ez als6 korldtot ad a relaxalt részfeladatra, igy magéra a branch and bound
keresési fajaban 1év§ aktudlis részfeladatra is.

Branch and cut

A moddszer a fenti eljarashoz hasonléan a branch and bound algoritmus kis mddositdsa, de itt
nem az oszlopgenerdldst, hanem a vagosikos algoritmust alkalmazzuk. Amikor a részfeladatra

10



kiszdmoltuk a linedris relaxdlt als6 korlatjat, akkor ezutdn a szepardcios algoritmus segitségével
keresiink sért6 feltételeket, ezeket a részfeladathoz tessziik, és ezzel folytatjuk az eljarast.
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3. fejezet

A VRPTW feladat leirasa

Ebben a fejezetben az idGablakos jarmdirdnyitasi feladat (VRPTW) kiilonbozd§ felirdsait mutat-
juk be. Adott n fogyasztd, akiknek az igényeit szeretnénk kiszolgdlni adott idGintervallumokon
beliil.

A problémdt egy irdnyitott grafon definidljuk, legyen ez G = (Vy, A), ahol V az {1,...,n}
fogyasztdkat tartalmazoé csicshalmaz, Vy pedig V uniéja a depdval. Legyen Q a megengedett
utak és K a jarmtvek halmaza, a legtobb feladatban |K| értékét nem korlatozzuk, de elGfordul,
hogy a jarmiivek szdma fix, sét, az is, hogy pont ezt szeretnénk minimalizdlni. A jarmdvek
rendelkeznek egy Q kapacitassal.

Minden i csticshoz tartozik egy g; kovetelés, ami megmondja, hogy mennyi terméket kell ahhoz
nulldnak vessziik) és egy [a;, b;] idGablak, ami megadja, hogy az adott csicsot legkordbban és
legkésébb mikor szolgdlhatjuk ki.

Az egyszeriiség kedvéért a depora nincsenek koveteléseink, az idGablakét ugy éllitjuk be, hogy
ao egy jarmd lehetd legkordbbi induldsat, by a lehetd legkésdbbi érkezését mutassa. A dep6t
reprezentdlhatjuk két cstccsal: 0 a forrds, és n + 1 a nyelS. Igy a megengedett ttvonalak a
forrasbdl a nyel6be mend utak. Minden (i, j) élre adott egy c;; koltség, ez legtobbszor a két
csics tavolsaga, valamint 7;; az utazdsi id6 i csicsbol j-be.

3.1. Matematikai modellek

Ebben a fejezetben bemutatunk néhdny sokat haszndlt matematikai modellt a VRPTW feladatra.
A modellek koziil kettSt a 4. fejezetben leirt algoritmusok is haszndlnak.

3.1.1. Vegyes-egészértéki linearis programozasi feladat (MILP)

ElsSként két vegyes-egészértékd linedris programozasi modellt mutatunk be. Ezekben a felira-
sokban néhany véltoz6 egészErték, néhany pedig tetszSleges valds értéket is felvehet (MILP -
Mixed-Integer Linear Program). Az els6 modell ([1]) egy két-indexes x;;, a mdsik modell ([10])
egy harom-indexes x; jx bindris valtoz6t hasznal, ezek mellett tovabbi segédvaltozokat definidlva.
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Minden ij élre legyen az x;; bindris valtoz6 a kovetkezG: x;; pontosan akkor 1, ha a megolddsban
hasznéljuk az (i, j) élet, azaz egy jarmd athalad rajta, és kiilonben 0. Ezen kiviil jeloljiik #;-vel
az i csucs elhagydsanak idGpontjat, és y;-vel a jarmd i-ig lerakott terhét. Megjegyezziik, hogy y;
definici6jan keveset modositva a feladat egyszertien atirhatd pickup and delivery problémava,
ahol nem csak kiszallitani, de felvenni is tudunk termékeket.

A vegyes-egészértékd linedris programunk igy a kovetkezd lesz:

n

(3.1) min Z CijXij
i=1
(3.2) D oxip=1 VieV,
JeVo
(3.3) D oxij= ) xi=0 Vi€V,
J€Vo J€Vo
(3.4) tj > ti+ 1% — (b —aj)(1 —x;;) Vi,jevV,
(3.5) yji 2 yi+q;—(Q—q;)(1-xi) Vi,jev,
(3.6) qi <yi<Q ievV,
(3.7) a; <t < b; VieV,
(3.8) xij € {0,1} Vi, eV

A teljes ttvonal koltségét szeretnénk minimalizélni (3.1)-ben. (3.2)-(3.3) garantélja, hogy min-
den csucsot pontosan egyszer ldtogassunk meg egy uton, €s minden csticsbdl annyiszor menjlink
ki, ahdnyszor bementiink. (3.4) megértéséhez vegyiik elGszor azt az esetet, ha x;; = 1, ekkor az
egyenlGtlenség a t; > 1; + 7;;x;; alakra egyszer(isodik le, ami pont azt jelenti, hogy ha i-bdl j-be
megyiink, akkor j elhagydsdnak ideje nem lehet hamarabb mint i elhagydsa plusz az utazasi
id6, ez minden megengedett uthoz sziikséges. Abban az esetben, ha x;; = 0 az egyenlGtlenség
tj > t; — (bj — a;), ami a (3.7) teljesiilésével mindig igaz, nem ad uj feltételt. Ugyanis ha i
elhagyasi idejét a lehets legkésdbbi idSpontra, b;-re allitjuk, azzal a jobb oldalt csak noveljiik,
az eredmény pedig 7; > a;. A (3.5) hasonl6an dtgondolhatd, az egymast kovetd kovetelésekre
ad korlatozast. (3.6) és (3.7) a kapacitaskorlatot €s az idGablakokat tartatja be minden csucsra.
A bindris egészértékliséget (3.8) koveteli meg.

Tekintsiik most a masik modellt: itt a jorm{veket is indexelni fogjuk, egy jarmivet k € K-val
jeloliink. Legyen a bindris vdltozonk x; jx, ami pontosan akkor 1, ha az (i, j) élet hasznaljuk a k.
jarmtvel a megolddsban, kiilonben 0. Minden csticsra és minden jarmdre szdmon tartunk egy
id6valtozét T -t, ami megmondja, hogy pontosan mikor kezdtiik el az i csucs kiszolgédlasat a k.
jarmivel.
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A feladat tehat:

3.9) minz Z CijXijk

keK (i,j)eA
(3.10) IR VieV,
keK jest(i)
(3.11) > xoi =1 VkeKk,
j€67(0)
(3.12) Z Xijk — Z )Cl'ijO VkGK,jEV,
i€s=(j) €6t ()
(3.13) D Ximx=1 VkeK,
i€6~(n+l)
(3.14) x,'jk(T,'k+S,'+Tij—Tjk) <0 VkekK,(i,j) € A,
(3.15) a; <Tix < b; VkeK,ieV,
(3.16) Zq,- Z Xijk <0 VkeK,
ieEN  jes*(i)
(3.17) xijr € {0,1} VkeKk,(,j) € A.

(3.9) az 0sszkoltség minimalizalasa. (3.10) biztositja, hogy minden csucsot kiszolgaljunk ponto-
san egyszer. Azt, hogy minden jarm{ pontosan egyszer hagyja el a kiinduldsi pontot €s pontosan
egyszer térjen vissza, (3.11)-al és (3.13)-el érjiik el. (3.12)-re azért van sziikség, hogy sehol ne
akadjon el jarm(, vagyis ugyanannyiszor menjen be és jojjon ki egy cstcsbodl. (3.14) és (3.15)
veszi figyelembe az idGt. ElSbbi kizarja, hogy idSutazok legyiink és hamarabb szolgédljunk ki
egy csucsot mint az odaérkezés ideje, utdbbi az idGablakok betartdsdra szolgdl. (3.16) az egyes
jarmikapacitasokat tartatja be és (3.17)- (3.8)-hoz hasonldan biztositja az egészértékliséget.

3.1.2. Halmazparticios feliras

A halmazparticios felirdshoz ([5]) legyen Q az 0sszes megengedett forrds-nyeld ut halmaza. Egy
Q-beli r 1t koltsége c,. Legyen ¢;, értéke 1, ha az r dton megldtogattuk az i-edik pontot, és
kiilonben 0. Az utak ismeretében ezeket az értékeket is ismerjiik.

Minden tdthoz definidlunk egy x, valtoz6t, ami 1, ha az r utat haszndljuk a megolddsban és 0,
hanem. T; = 3\ cq Tk, és t;j-t az el6z8 lefrashoz hasonl6an definidljuk.

Egy utat megengedett ttnak tekintiink, ha teljesiti a kovetkezd feltételeket:

* Az 1t kezdGpontja a O forrds, végpontja az n + 1 nyeld.
* Az egy uton 1évS csucsok Osszigénye nem haladja meg a jarm( kapacitdsat.

o T;+1t;; <T; ésa; <T; < b, teljesiil minden, az tton 1év§ (i, j) élre.
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A modell igy:

(3.18) min Z cox,
reQ

(3.19) Z Six, =1 VieN,
reQ

(3.20) x, € {0, 1}, VreQ.

(3.18) a koltségek minimalizdldsara szolgal. (3.19) éri el, hogy minden pontot pontosan egyszer
szolgédljunk ki, mig (3.20) a bindris megkotés. Néhdny feladattipusban azt is megkoveteljiik,
hogy a megoldés kozben legfeljebb |K| jarmivet kelljen felhasznélni. Olyankor hozzavessziik a
kovetkezd feltételt: 3, ..o xr < |K]|.

3.1.3. Halmazfedési feladat

Legyen y;, egy konstans, ami megadja, hogy az r ut hanyszor érinti az i cstiicsot. A halmazpar-
ticios feladathoz definidlt 9;,.-rel ellentétben y;, nem bindris, hanem egészértékd.

A kordbban definidlt jelolésekhez még két tovabbi valtozot vezetiink be: legyen X; az utak
(Jarmivek) szdma, X, pedig az utak 0sszkoltsége a megolddsban. X, egészértékiiségét csak az
Osszes ¢, egészértékiiségével érhetjiik el, amit ¢;; € NV (i, j) € A teljesit. Ebben a felirdsban
megengedjiik, hogy egy csticsot akdr tobbszor is meglitogassunk.

(3.21) min Z X,
reR
(3.22) Z Yirkiy > 1 Vi € N\ {d},
reR
(3.23) Zx, X, =0,
reR
(3.24) Z cx, — X, =0,
reR
(3.25) x, € {0,1} VreR,
(3.26) 0< X, X, €N,

(3.21) a szokdsos minimalizél4si feladat. Minden cstiicsot megldtogatunk legalabb egyszer (3.22)
miatt. (3.23) és (3.24) bedllitja X, és X értékeit. Az x, egy bindris valtozo, ezt (3.25) garantdlja.
A koltségfiiggvény, valamint a (3.22) és (3.25) feltételek adjdk a feladat halmazfedési jellegét.

Fontos megjegyezni, hogy bar a halmazparticiés modell végiggondoldsa sokkal egyszer(bb, a
halmazfedési feladat a gyakorlatban konnyebben kezelhet§, és numerikusan is stabilabb [5].
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4. fejezet

Egzakt algoritmusok

4.1. Branch and price

1992-ben Desrochers, Martin, Jacques Desrosiers, és Marius Solomon [5] kiadott egy 0j opti-
malizacios algoritmust a VRPTW-re. A feladatot a (2.3) fejezetben mdr ismertetett branch and
price algoritmussal oldjdk meg, egy olyan drazési feladatot adva hozz4, ami a kordbbi megol-
dasokhoz képest sokkal nagyobb problémadkat képes optimdlisan megoldani. Ezt mutatjuk be
ebben a fejezetben.

ElGszor tekintsiik 4t magdt az algoritmust, késébb az egyes részeket kiilon-kiilon is kifejtjiik.
Oszlopgenerdldssal megoldjuk a feladat LP relaxéltjat. Ehhez a (4.1.2) fejezetben haszndlunk
egy algoritmust, aminek segitségével meghatarozhatjuk az utak margindlis koltségét. Ha minden
margindlis koltség pozitiv, akkor a megoldas optimdlis lesz LP-re, kiilonben a sértd oszlopokat
hozzdvessziik a feladathoz. A kapott relaxdlt megoldasokat a branch and bound algoritmushoz
hasznaljuk, melyben kezeljiik a nem megfelel§ és tort megolddsokat, a kereséfaban 1) dgakat
hozunk létre az élekre kapott x, értékek szerint és kialakitjuk a végleges megoldast.

4.1.1. A részfeladat definialasa

A (3.1.2) felirdasban mar definidltuk, milyen egy megengedett tit, most dinamikus programozassal
probdljuk kiszdirni a nem megengedetteket. A megolddsban attériink a gyakorlatban sokkal
alkalmazhatébb (3.1.3)-ban ismertetett felirdsra. Természetesen a kapott eredmény megolddsa
az eredeti modellnek is.

A kovetkezd dinamikus program egy két kor eliminédcids procedura (2-cycle elimination). Ez
azt jelenti, hogy elkeriiljiik a pArhuzamos éleket, egy csicsbdl nem megyiink kozvetleniil vissza

az el6zébe. Otlete, hogy két részutat is szamon tartunk a forrasb6l minden egyes csticsba, ezek
a legjobb és a masodik legjobb részutak.

Legyen H;(q,t) a minimalis margindlis koltsége (minimal marginal cost) a forrasbdl i-be mend
legjobb részitnak, ami eddig ¢ mennyiségl terméket szolgalt ki és i-t legkordbban ¢ idGben
képes elhagyni. p;(g,t) az i pont sziil§je azon az tton, amit a H;(q, t) koltséggel azonositunk.
Legyen tovabbd H’(q,t) a margindlis koltsége a legjobb forrdsbdl i-be mend utnak, amin az
eddig felhalmozott termék mennyisége g, leghamarabb ¢ id6ben képes elhagyni i-t és az i csucs
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sziilGje nem p;(q,t). A definiciokbol adédik, hogy H;(q,t) < H(q,t). H;(q,1)-t és H;.(q, 1)-t
a kovetkez$ dinamikus programmal tudjuk kiszdmolni:

Hy(0,0) =0,ésminden j € N,q; < q < Q,a; <t < bj-re:
Hj(g.t) = (mggA{[Hf(q’,t’) +cijlj # pi(g, ).t +1;; <t,a; <t < biésq' +q; < ql,
i.j

[H(q',t) +cijlj = pi(q’, 1), +1ij < t,a; <t < b;iésq' +q; < ql},
Hj(q,1) = (l_ffjl)igA{[Hi(CI',f') +cijlj # pi(q, 1), i #pi(q.t),t' +t;; <t,a; <t <b;éq +q; <ql,

[H!(q'.t") +<cijlj = pi(q'. 1), i #pj(q.1),t' +1;j <t,a; <t < b; és q' +q; < q]}.

A 4.1 dbra szemlélteti a H;(q,t) és H;.(q, t) kiszamitdsat. A szaggatott nyil jeloli a 0-bol i-
be mend utat, titkdzben tobb csucsot is bejarhatunk. A kettd hosszi koroket minden 1épésben
elkeriiljiik, hiszen olyan (i, j) élek vizsgalatakor, mikor j sziilGje i-nek a legrovidebb megfelel§
uton, vessziik a masodik legrovidebbet. Ez jol definidlt, ugyanis H;.(q, t) szdmitasdban sem i,
sem j irdnyabdl nem engedjiik meg a sziilgséget, és csak olyan utakat vdlasztunk, amik eleget
tesznek a feltételeknek. Iterdcionként csak egy csics cimkéit kell frissitentink.

i J
Hi(a,t) e H.(q,t) v

4.1. dbra. H;(q,t) és H;.(q, t) szamitasa

Egy fontos jelolést eddig még nem definidltunk, a margindlis koltséget, c;;-t. Ehhez irjuk fel
(3.1.3) dualisat, ami a kovetkezd:

maxZ T
ieVy
TYir + Tg + o€ < Cpy
-y >0,
—n. > 0.

Innen a mésodik sor dtrendezésével leolvashatd, hogy

Cr=¢Cr— Zﬂiyir — g —rmecr 2 0.
i€V
Az ut koltségét az €lkoltségek Osszegével definidltuk, és a kezd§ és végpont is a depd, igy a
koltség:
4.1) &= ) [ =n)ey —m).
(i.j)er
Most mér (4.1) segitségével tudjuk definidlni a margindlis koltséget egy (i, j) élre:

cij=(—-n)cij—m,V (i, j) € A.
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4.1.2. A részfeladat megoldasa Pulling algoritmussal

2

Az eléz6ekben definidlt dinamikus programot felhasznédljuk a kovetkez$ algoritmusban. Az
algoritmus Iényege, hogy alsé és fels6 becsléseket adunk H;(q,t)-re és H;.(q, t)-re, ezekkel a
becslésekkel cimkézziik fel az Osszes csucsot. Ezeket addig médositjuk, mig elérjiik az optimélis
megoldast, az alsé €s felsd becslés egyezését.

Jelolje Qj(q, 1) és ﬁj(q, t) az alsoé és a felsd becslést (H’'-re hasonldan), P; pedig azon (q,t)

allapotok halmaza a j csucsra, ahol az alsé és felsG becslés megegyezik. Jeloljiik ﬁj—vel P;
komplementerét (azaz azon allapotok halmazat, ahol szigort egyenlGtlenség teljesiil).

Definicié. Két dllapot, (q1,11) és (g2, 12) € R? koziil (g1, t1) lexikografikusan kisebb (g2, t2)-nél
pontosan akkor, ha q1 < g2 és t] < ty.

1. Inicializdlas. Bedllitjuk a kovetkezdket:

E](q’t) = _Oo»ﬁj(q’t) = 09, ﬁ;(f]»t) = .

pj(g,t) =nil, minden j € V\{0},0< g < Q,ésa; <t < bjre.
EO(O, 0) ZEO(()’ O) = 0

P;=0,j € N\{0}raésPy=1{(0,0)}.

2. Megkeressiik a lexikografikusan legkisebb (g, ) dllapotot a W = | J J-GN(ﬁj) halmazbdl.
Ha W = 0, STOP.

3. Hasznéljuk a kordbban ismertetett dinamikus programot:
Hj(q.1) = (i{?)igA{[ﬁi(q’, ) +Cili # pi(q' 1), +ti; <t,a; <t < biésq’ +q; <ql,
[(H,(q', 1) +Cijlj = pi(q'st'), 0 +1;j < t,a; <t < biésq +q; < ql}
Beallitjuk sziilének p (g, 1)-t.
Hi(q.1) = ({rjl)igA{[ﬁi(q’,t’) +cijlj # pi(q, )i # pi(g, 1), +tij <t,a; <t < biésq +q; <ql,

[Hi(q',t') +Cij|j = pi(q’, )i #pi(q.1),t +t;j <t,a; <t < b; ésq' +q; < ql}.
Ej(q,l‘) = (m)inA{Ei(q,,t/) +El‘j|t’ +t;;<t,a; < " <b;jésq +q; < q}
i,j)e

Frissitsiik P -t €s térjiink vissza a 2. 1épésre.

4.1.3. A branch and bound algoritmus

Ha az algoritmus elsd 1épésében médr nem generdlunk tobb negativ marginélis koltség utat, akkor
megkaptuk az LP relaxdlt optimumaét. Ha ez nem egész, vagy a megolddsban nem szolgdlunk ki
minden csuicsot pontosan egyszer (tobbszor szolgaljuk ki, vagy egyszer sem), akkor sziikséges
bejarni a branch and bound fat.

Altal4nos esetben mér lattuk, hogyan miikodik az algoritmus a (2.3) fejezetben. Most a szétvi-
lasztds modszereit két kategdridba soroljuk. Az elsd, ha a haszndlt jarmtvek szdma a szimplex
algoritmussal kapott megoldasban tort, X; = 13, két agra bontjuk szét, az egyik X; < ], a

18



masik X; > [9]. Ha még mindig tort megoldast kapunk, akkor a kovetkezd dgon egy korlatozast
hajtunk végre (csokkentjiik az eseteket). Ezt az 0ssztdvon tessziik, ha X, = ¢, akkor mostantdl
csak az olyan utakat nézziik, melyekre X. < [c]. Végrehajtjuk a branch and bound fa (1asd kép
fentebb) minden sziikséges részén.

A madsodik kategdridban az éleket nézziik. ElGszor a kort tartalmazé utakat vdlasztjuk ki (kettd
hosszu koreink nincsenek, de masok lehetnek), és pontozzuk azokat az éleket, amik olyan
csicshoz kapcsolddnak, amit tobbszor latogatunk meg. A pontszdm x, = )., X, ahol az r utat
hasznaljuk a (4.1.2)-ban kapott megolddsban. Kivalasztjuk a legjobb pontszammal rendelkezd
élet €s ennek mentén hozunk 1étre két 1) dgat, egyet ahol ezen az élen az indikétorvéltozo értéke
0, azaz nem hasznéljuk a megolddsban és egy madsikat, ahol 1, azaz hasznaljuk az élet.

Amikor mér nincs tobb kort tartalmazé oszlop, akkor a tort megolddsok kovetkeznek. Ha egy
oszlop minden élének értéke 1, nem kell vizsgdlnunk. A tobbi oszlopot a valtozok fiiggvényében
rangsoroljuk, és kivdlasztjuk koziiliik a vizsgdlni kivantakat. A kivélasztott oszlopok éleinek
ismét kiszamitjuk a pontszdmat és a legjobb pontszammal rendelkezd élen két 1Gj dgat hozunk
1étre 0 és 1 értékkel az el6z6hoz hasonldan. Ha egy €10 értékd, eltavolitjuk a részfeladat grafjabal,
és minden utat, ami haszndlta ezt az élet, biintetiink. Ezen oszlopokon valé optimalizdlas utdn
(megoldjuk djra az LP-t) 4j oszlopokat vesziink be a feladatba. Ha egy (i, j) €l értéke 1, minden
(i,k) e A,k #jés (I,j) € A, 1 # i élet torliink a grafbol és biintetiink minden utat, ami ezeket
az éleket haszndlja. Ha sziikséges, a kapott oszlopokkal djra megoldjuk a feladatot.

4.2. Branch and cut

A branch and cut algoritmusok szintén gyakran alkalmazottak linedris programok megoldaséra,
igy az altalunk vizsgdlt feladatra is. Az els6 branch and cut algoritmust a VRPTW feladatra
Jonathan F. Bard, George Kontoravdis €s Gang Yu [1] mutattdk be a (3.1.1)-ben ismertetett mo-
dellre, egy apro valtoztatdssal. Elsddleges célfiiggvénynek ugyanis nem az utak 0sszkoltségének
minimalizdldsat, hanem azok szdmdnak minimalizaldsat vették, (3.1) képletbdl igy min 37 xo;
lesz. Ugyanakkor ez a feladat konnyen dtalakithat6 az édltaldnos célfiiggvényre is, amikor az
0sszkoltséget szeretnénk minimalizalni, ezt itt nem részletezziik.

Els6ként bemutatunk néhany egyenlStlenséget a TSP és VRP feladatokra, majd néhédny fel-

adatspecifikus megfelel§jét a VRPTW feladatra, végiil a definiélt egyenlStlenségek segitségével
felirjuk az algoritmust.

4.2.1. Egyenldtlenségek a TSP és a VRP feladatra

Legyen most Gy = (V, E) egy iranyitatlan, silyozott graf, ami csak olyan (i, j) éleket tartalmaz
ahol x, = x;; +x;; > 0. Egy S C V halmazra legyen E(S) = {(i,j) : i,j € S} az S-beli
élek, 6(S) = {(i,j) : i € Sésj ¢ S} az S-t elhagyo élek halmaza. Az S| és S, csucshalmaz
kozott futé élek halmazat (S, S»)-vel jeloliiljik. G grafon egy e = (i, j) élre az él stlya legyen
We = Xjj +Xjj.

Legyen x(E(S)) = Xecr(s) Xe €s legyen As alsé becslés az S-hez sziikséges jarmivek minimalis
szdmdra. Természetesen TSP feladat esetén, ez az érték 1, VRP esetén egy lehetséges vdlasztas

As = [Dies qi/ Q1. Jeloljiik 80: (V, A)-val a sulyozott irdnyitott grafot, szintén minden éléhez
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tartozik egy w;; = x;; sily. G illetve 5 jeloli a grafokat a forrds cstcs nélkiil.

Résziit eliminacids egyenl6tlenségek

A kovetkez$ egyenlGtlenségek arra szolgadlnak, hogy egy S halmazat a csticsoknak legalabb Ag
jarm( szolgdlja ki. Irdnyitatlan esetben:

(4.2) Z x, > 24s.
ee(S,V\S)

Irdnyitott esetben tekintsiink egy k > 3 cstcsbdl allo részutat, ezekre sulyozast elvégezve
élesebb, de bonyolultabb egyenlStlenséget kapunk.

k-1 k-1 k=1 j-1

(4.3) D i+ Xigiy +2 ) Xy + X, < k=1,
A = J=3 h=2
k-1 k k j-1

(4.4) D Figipa + Xty +2 ) Xigig + ) ) Xy, S 1.
j=1 j=3 j=4 h=3

A két egyenlGtlenséget Bk és Bk egyenlGtlenségeknek nevezik. B6vebb magyarazat Fischetti és
Toth 1997-es aszimmetrikus TSP-r8l sz616 cikkében szerepel [6].

Fésii egyenldtlenségek

Definicio. Legyen H, Wy, ..., Wy C V. A csiicsok egy halmazat (H, Wy, . .., Wy) féstinek nevez-
ziik, ha teljesiilnek ra a kovetkezd feltételek:
[HNW;| >1,i=1,...,k,
Wi\H|>1,i=1,...,k,
2< W < V|=-2,i=1,...,k,
WinW;=0,i#],
k > 3 és paratlan.

A H halmazt nevezziik nyélnek, a W; halmazokat a fést fogainak, az elnevezést és definiciét a
4.2 abra szemlélteti.

Eldszor a TSP feladatra alkalmaztdk Sket, ahol a kovetkezs egyenlStlenség teljesiil:

3k+1

(4.5) x(E(H)) + Zx(E(W)) < |H|+ Z Wil -

Ahhoz, hogy a VRP problémadra is felirjuk Gket, figyelembe kell vegyiik, hogy a forrds melyik
halmazban taldlhaté. Ha a forrds a fésti valamelyik fogdban van, (a teljesség megszoritasa nélkiil
feltehetd, hogy az els6ben) de nem tartozik a nyélhez, akkor igy néz ki az egyenlGtlenség:

k
(4.6) X(8(H)) > (k+1) = (x(6(W1)) = 2dpw,) = D (x(6(W)) - 2).
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4.2. abra. Példa féstire

Ha a forrds egyaltaldn nem tartozik a féstthoz, valamint a fogakra teljesiil, hogy Aw,\ g +Aw,nn >
Aw,, akkor az egyenlGtlenség a kovetkezd:

k
(4.7) x(6(H)) 2 (k+1) = ) (x(6(W) = 24w,).
i=1

Doboz egyenlétlenségek

Definicio. Legyen H,Wy,...,W; C V. A csicsok egy halmazat (H,Wy,...,Wy) doboznak
nevezziik, ha teljesiilnek ra a kovetkezo feltételek:

Days0.i=1 k

new;
W,cH,i=1,...,k,
WinW;=0,i#],
k> 1.

4.3, abra. Példa dobozra

A definicioban megkoveteljiik, hogy a W;-ben 1€v6 csticsok beleférjenek egy jarmiibe, illetve a
fésiikkel ellentétben most minden W; részhalmaza a nyélnek.
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Egy dobozra definidljunk egy ladapakolds (bin packing) feladatot. A targyak szdma k + |H \
Ul].‘:] W;| és aladak mérete Q. Igy minden W; halmaz egy-egy targynak szamit, méretiik: 2new; dns
a tobbi targy (n csucs) mérete g,. Vegyiik a pakoldsi feladat optimdlis megoldasat, legyen ez
Brw,....w,» felirhatjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget:

k

i=1

4.2.2. Egyenldtlenségek a VRPTW feladatra

Az eldzé fejezetben bemutatott Osszes egyenlStlenség alkalmazhaté a VRPTW feladatra, hiszen
a VRP és a TSP feladatok ennek a specidlis esetei. Azonban haszndlva a feladat tulajdonségait,
tovabb erdsithetiink az egyenlStlenségeken.

Részut eliminacios egyenldtlenségek

Ha a depét figyelmen kiviil hagyjuk, VRPTW felfoghaté mint diszjunkt utak uniéja. A megen-
gedett utakban korok nem szerepelhetnek, ezeket szeretnénk elimindlni, csokkentve a lehetséges
megolddsok halmazédn. A kovetkez$ néhdny egyenlétlenség segit ebben.

(4.9) > xe<ISI- s,

ecE(S)

Konnyt végiggondolni az egyenlStlenség igazsdgat, felhasznélva, hogy legaldbb A tt sziikséges
az S halmazhoz, és hogy p csicsbdl ll6 tthoz p — 1 €l kell. Figyelembe véve a graf irdnyitdsat,
a kovetkezé egyenlGtlenséget frhatjuk fel:

(4.10) > w2 As.

(i./))€(S.V\S)

Jelentése, hogy a csicsok barmely S részhalmazabdl legalabb annyi jarm ki kell j6jj6n, mint az
S kiszolgdlasdhoz sziikséges jarmtvek als6 becslése. A két egyenlGtlenségre teljesiil a kovetkezd
lemma, amelyet most nem bizonyitunk.
Lemma. A 8 iranyitott graf felett definialt (4.10) egyenldtlenség sériil, pontosan akkor, ha a G
irdnyitatlan grdfra definialt (4.9) sériil.

Fésii egyenlotlenségek

A (4.2.1) fejezetben definidlt féstire egy VRPTW-specifikus egyenlStlenséget is felirhatunk:

Tétel. Minden G-beli fésiire érvényes a kovetkezd egyenldtlenség (VRPTW):

k k k
1
@iy D x> xeS|H|+;|Wi|—E;:(/lwi+/1HnW,»+/1W,»\(HmW,»))-

ecE(H) i=1 ecE(W;)
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Bizonyitas. A (3.2) és (3.3) egyenlStlenségek megadhatok (4.12) formaban:

(4.12) Z xe =2V veV\ {0}
ees((v)

%—del szorozva és Osszegezve minden v € H-ra, egy a (4.9)-hez hasonl6é egyenlGtlenséget
kapunk:

(4.13) D xe < |H|—% > xe

Ezt az 6sszeget két komponens 0sszegeként is felirhatjuk. Az elsé komponens azon H-t elhagyé
élek értékeit 0sszegzi, amik a fogakba mennek, a masik komponens azokat, amik a fogakon
kiviili més csuacsokba.

k k
(4.14) Z X, = Z Z X, + Z Z X,.
ec6(H) i=1 ec5(H)NE(W;) i=1 665(H)\Uf=1E(Wi)

Irjuk 4t a (4.13) egyenlStlenséget, felhaszndlva csak a fogakba mend H-t elhagyé éleket, igy
atrendezve szintén érvényes gyengébb becslést kapunk:

(4.15) er+zk: Z xe < |H|.

ecE(H) i=1 ees(H)NE(W;)

Most tekintsiik a W;, H N W; és W; \ H-ra, a (4.9)-ben leirt részit eliminaciés egyenlStlenséget:

(4.16) Z Xe < Wil = Awi=1,...,k,
EGE(W[)
4.17) Z Xe < |HOWi| = dgawi=1,....k,
ecE(HNW;)
(4.18) > xe S IWi\H|=Awaui=1,... k.
ecE(W;\H)

Szummdézzuk minden i fogra, és szorozzuk %—del, a kapott egyenlStlenségeket adjuk Ossze
(4.15)-tel. Vegyiik észre, hogy

EHNW)UEW;\H)U (6(H) NEW,)) =EW) és [W;| = [HNW;|+[W;\ H|.

Igy mar latszik, hogy az 6sszeadott egyenlGtlenségek a tétel allitasat adjak. O

Ha mindegyik als6 becslés 1, akkor az egyenlStlenség leegyszertsodik:

k k
(4.19) Z xe+Z Z xes|H|+Z|Wi|—%.

ecE(H) i=1 ecE(W;) i=1
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Inkompatibilis par egyenlétlenségek
Definicid. Legyen i és j a G két csiicsa, definidljuk a kovetkezdket:

* Ha egy megengedett titon j kozvetlen utodja lehet i-nek, akkor ezt i — j-vel jeloljiik.

* Ha nincs olyan megengedett ut, amin j utodja i-nek, akkor ezt i —+ j-vel jeloljiik.

* [ & j-vel jeloljiik, ha mindkéti — j, j — i megengedett titvonal létezik

* i < j-vel jeloljiik, ha egyik iranyban sem létezik megengedett titvonal, azaz i -+ j és
Jj .

Hai < j, akkor i-t és j-t inkompatibilis parnak nevezziik.

Feltessziik, hogy minden G-beli i, j csicspar utazdsi idejére teljesiil a hdromszog egyenlStlenség,
igy, hai « j, akkor mindenképpen két kiilon komponensbe kell essenek. Legyen i «<» j egy
inkompatibilis par és P egy Ut G-ben, P = {i, k1, ..., kp-2, j}. Erre az ttra felirhatunk egy
egyenlStlenséget, jelentése, hogy ha van egy nem megengedett utunk (hiszen csak ilyen i, j
utak vannak) akkor a megolddsban ennek az ttnak nem haszndlhatjuk az Osszes élét. Mivel
parhuzamos éleket sem szeretnénk, €s ezeket a megoldasban mas egyenléStlenségekkel kizdrjuk,
igy azzal, hogy az egyenl6tlenségben mindkét irdnyu éleket nézziik, rogton kizdrunk két nem
megengedett utat is.

(4.20) Xiky ¥ Xkpi+ - +xk‘P‘_2,j +xjvk|PI—2 < |P| - 2.

(4.20)-at tovabb erdsithetjiik, ha a jobb oldalat lecseréljiik P kiszolgaldsdhoz sziikséges jarmiivek
also becslésére, ha az legaldbb kettd.

4.21) Xidey ¥ Xkyi + o+ Xkpyj X kippoy < [P —max{2, Ap}.

Az egyenl6tlenség (4.9)-hez hasonléan meggondolhat6.

Inkompatibilis it egyenldtlenségek

Az inkompatibilis par egyenlGtlenségekhez hasonldan figyelembe vessziik az irdnyitott grafon
i-bdl j-be és j-bdl i-be mend €leket. Kiilonbség, hogy kifejezetten azokat az eseteket nézziik,
amikor i - j, j — i. Mint kordbban, itt is fenndll, hogy a haromszog-egyenlGtlenség miatt, ami
érvényes az utazdsi idGre, nem lehet olyan dt a megolddsban, ami i-bdl j-be megy. Ezeket az
utakat zdrja ki a kovetkezd két egyenl6tlenség, ami az el6zGekhez hasonléan gondolhat6 4t.

4.22) Xijy + Xk ky + 00+ Xkppy o, <|P| -2,

(4.23) Xidy + Xkey ey F o+ Xkeypy_yj S |P| — max{2, Ap}.
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4.2.3

. A branch and cut algoritmus

A feladat leirdsdban és a (4.2.2) fejezetben definidlt egyenlStlenségeket haszndljuk fel. Kordbban
a (2.3) fejezetben leirtuk, hogy hogyan miikodik a branch and cut algoritmus dltaldnosan, most
specialisan bemutatjuk erre a feladatra. Legyenek x, ¢ €s y vektorok, amik a folyam, 1d6 és termék

valtoz

okat reprezentdl;jak.

Legyen P a megengedett megolddsok poliédere, és legyen F az 6sszes, a poliéder lapjait megha-
tdrozo egyenlGtlenség halmaza (ezek az egyenlGtlenségek a hasznosak az optimalizacié szem-
pontjibol):

(4.24)

F = {(a1,az, a3,a0) € R"V*D + g1 4 ast + azy < ay, (x,1,y) € P}.

A feladatot igy felirhatjuk a kovetkezSképpen is:

(4.25)

min{ fx : (x,t,y) € conv(P)},

conv(P) a P poliéder konvex burka. Kombindlva (4.24) és (4.25) az LP(F)-hez tartozoé linedris
program felirhato:

zep(F) = minfx

alakban, feltéve, hogy

aix +axt +azy < ap,V(ai,az,az,ap) € F
(x,1,y) e P:=PU{0<x < 1}.

Az algoritmus a kovetkezd:

1.

Legyen z* = z, z input. Legyen ® azon csicsok halmaza, amiket még nem vizsgéaltunk
meg, kezdetben tartalmazza a keresGfa gyokerét.

Ha ® = () STOP. Kiilonben kivélasztunk egy csicsot w € ©, amit vizsgdlunk és folytatjuk
a 3. 1épéssel.

. Megoldjuk a megfelel§ LP(F) relaxaltjat: z’IiP(F) = min{fx : (x,t,y) € ﬁk}. Legyen

(xk, t*, y¥) az optimdlis megoldds a k-adik iteraciéban.

Ha LP(F) nem megengedett, akkor legyen ® = © \ {w} és ugorjunk a 2. Iépésre.

5. Ha z’zP(F) > 7%, akkor legyen ® = O \ {w} és ugorjunk a 2. 1épésre.

Ha LP(F) optimalis megoldédsa egész, akkor legyen z* = min{z", Z]z P F)}, O=0\{w}és
ugorjunk a 2. 1€pésre.

. Oldjuk meg a szeparicids problémit. Legyen F* € F a sértett egyenlGtlenségek halmaza.

—k =k
P =P n{(x,ty) e ROFDX(m+D) - g x + aot + aszy < agp, ahol (ay,as,as,ap) € FK}.
Legyen a sértd egyenldtlenségek szdma «.

Ha k > 0, akkor ugorjunk a 3. 1épésre.

Uj &-t hozunk létre szétvilasztassal (branching), ezt hozzdadjuk ®-hoz, k = k + 1 és
ugorjunk a 3. 1épésre.
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Az 1. 1épésben inicializdlunk. A 2. 1épésben leirjuk a megallési feltételeket, és kivalasztunk egy
csucsot amit feldolgozunk. A 3. 1épésben megoldjuk a linedris programot. A 4-6. 1épésekben
sziikséges eseteket néziink végig, ha az LP megoldds nem megengedett, nem optimalis, vagy
egészértékid. A 7. 1épésben megoldjuk a szepardciés problémdt, ami egy (x,7,y) € RU*+Dx(+1)
megolddsra megmutatja, hogy az 0sszes egyenlStlenséget teljesiti F-ben, vagy taldl legalabb
egyet amit nem. A sért§ egyenlStlenségeket hozzdadja a feladathoz és az 4j LP relaxdltat
optimalizdljuk. Ha az 6sszes egyenlStlenség teljesiil, 4j csticsot generdlunk a kilencedik 1épésben.

Szeparacios heurisztikak

A 7. 1épésben a szeparacids feladat megolddsa nagyon idGigényes lehet, sokszor heurisztikakat
alkalmaznak a gyorsabb keresésre. Fontos az egyenl6tlenségfajtak keresésének sorrendje is,
néhdnyat most bemutatok ezek koziil.

ElGszor a (4.2.2)-ben definidlt résziit elimindcios egyenlStlenségeket keressiik, pontosabban egy
olyan S részhalmazat a csucsoknak, mely sérti (4.9)-et. Az egyik oOtlet ilyen sért6 halmazok
keresésére, ha megkeressiik a graf minimaélis vagasat (S olyan részhalmaza a csicsoknak, hogy a
grafban S és V' \ S kozott megy a legkevesebb él). Ha TSP feladatot néziink, akkor ez egy egzakt
megoldds, ha a minimélis vgas kisebb, mint 2, akkor megtaléltuk a sért6 halmazt. A TSP-vel
ellentétben a VRP feladatra ez egy heurisztika, el6fordulhat ugyanis, hogy a kapott minimélis
vagds nem sért, de a graf tartalmaz sért6 halmazt.

Egy madsik heurisztika ugyanerre a feladatra, a graf-csokkentés (shrinking). A csokkentést ugy
érjiik el, hogy Osszevonunk csicsokat, a koztiik 1évs éleket torolve, ezek a csucsok lesznek
a vizsgdland6 részhalmazaink. A kapott 4j cstiicsokat sulyozzuk, silyuk a benniik 1év§ élek
Osszsulya, ezért ha megnézziik az érték (4.9) bal oldala. Az otlet az, hogy minél nagyobb
egy suly, anndl nagyobb az esélye, hogy a csucs (részhalmaz) sért. Tobbszor ismételjiik az
eljarast, leghatékonyabban a randomizalt csokkentést hasznaljuk, hogy tobb fajta sértd halmazt
is felfedezhessiink. A feladat komplexitdsa O(|V||E|log|E|), mert a csokkentést legfeljebb
|[V| — 1-szer kell végrehajtanunk, két csics 0sszevonasa legfeljebb O(|E|) €let érint, és a graf

éleinek karbantartdsa O(log |E|) 1épés.

(de)

4.4. abra. Graf-csokkentés

A kovetkezd vizsgélt egyenlGtlenségek a fést egyenlStlenségek. Féstik keresésénél el§szor nye-
leket keresiink, majd hozzdjuk meghatdrozzuk a lehetséges fogakat. Hozzunk 1étre G-bdl egy
G’ részgrafot, ami nem tartalmazza az &-ndl kisebb és az 1 — &-ndl nagyobb w, silyu éleket.
A kapott graf 2-0sszefiiggé komponenseit fogjuk nézni. Egy 2-6sszefiiggd komponens legalabb
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3 ponttal nyél lehet. Kettd, kdzos elvagd csticesal rendelkezd 2-6sszefiiggd komponens unidja
szintén egy lehetséges nyél. Legyen H* ezen nyelek halmaza.

A fogakat kétféle modon is meghatdrozhatjuk. Az elsG, ha keresiink egy G-beli legaldbb 1 — &
sulyd (H,V \ H) vagast, H € H*, a hozza tartozé csicsok halmaza egy lehetséges fog. A masik,
ha vesziink egy v € H cstcsot €s készitiink egy fogat igy, hogy az tartalmazza v-t és még egy
nem H-beli cstcsot, vagy Keresiink egy 2-0sszefiiggé komponenst G’-ben ami H-t a v csticsban
metszi.

7

Toroljiik a metszd fogakat, és ha a kapott fogak H-val olyan féstit alkotnak, ami sérti a (4.7),
vagy a (4.11) egyenlGtlenségeket, akkor az egyenlGtlenséget hozzdadjuk a modellhez. A feladat

O(|E|) komplexitasu, fiigg a G’-ben 1év§ 2-6sszefiiggd komponensek szamatdl, ami egy nagy
grifra nézve 4ltaldban konstans.

Inkompatibilis par egyenlStlenségek keresésénél is alkalmazunk egy segédgrafot G’-t, amit igy
kapunk, hogy kicseréljiik az 0sszes e € G €s w, sulyat wmax — w-ra, ahol wmax @ maximalis suly
G-ben. Nézziik az Osszes i « j part, ha G-ben 6k egy komponensbe tartoznak, akkor az Gket
sszekotd tt sérthet, igy vegyiik a legrovidebb, i és j kozti utat G’-ben. Ha az tt sérti a (4.21)-et,
akkor hozzdavessziik a feladathoz az egyenlGtlenséget. Ha a feladat megolddsat gy kezdjiik, hogy
minden cstics kozott megkeressiik a legrovidebb utakat, akkor a feladat komplexitdsa O (n?),

megoldhat6 a Floyd-Warshall algoritmussal.

Végiil tekintsiik az inkompatibilis Ut egyenlStlenségeket. Legyen G’ stlyozott, irdnyitott graf,
mely nem tartalmazza a dep6t és minden G-beli w, sulyu él, 1 —w, sulyd benne. Az inkompatibilis

S
parokhoz hasonl6an megkeressiik G’-n a legrovidebb i és j kozti utat, melyre i + j és j — i.
Komplexitdsa megegyezik az eldzGével.
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S. fejezet

Heurisztikak

Legyen Q a megengedett utak halmaza. Célunk most is az, hogy megkeressiik azon utak s* C Q
halmazat, melyek megengedettek a VRPTW feladatra, és melynek koltsége minimadlis: ¢(s*) <
c(s),Vs c Q. Heurisztikdk esetében azonban megelégsziink olyan s halmazzal is, aminek
koltsége talan egy picivel tobb, mint ¢(s*), cserébe, hogy ezen utakat gyorsan megtalaljuk.

5.1. Szomszédsagi keresés

Legyen N(s), s szomszédainak halmaza, amit felhaszndlunk a keresés sordn. Meghatdrozasa
algoritmusonként véltozik, dltaldban s-hez néhany szempont szerint "kozeli" megolddsokat ke-
resiink, amiket kisebb javitdsokkal ériink el. Ennek a halmaznak mérete nagyban befolyésolja az
alkalmazando heurisztikdt, ugyanis mig kisméretdl szomszédsdgi halmaz esetén az algoritmusok
gyorsan lefutnak, addig a nagyméretiieck pontosabb eredményt szolgaltatnak, de a futtatdsukhoz
sokkal tobb iddre van sziikség. Ebben a fejezetben Toth és Vigo konyvét vessziik alapul [10].

Definicié. Egy s megolddast lokalisan optimdlisnak neveziink, ha c(s) < c(s’), Vs’ € N(s)-re.

A kovetkez$ algoritmus bemutatja, hogy a legtobb szomszédsdgi keresés hogyan mikodik.
Mindig megkeresi az aktudlis N (s) halmaz legjobb megoldasat (s”), ha ez a megoldds jobb, mint
s, akkor s’ feliilirja s-t. Ismételjiik addig amig megfelelGen j6 megoldast kapunk.

1. Legyen s € Q kezdeti megoldas.

2. Amig nem jutottunk lokdlis optimumba, legyen s € argmingens){c(s”)}. Ha c(s’) <
c(s), legyen s := s’, kiilonben STOP.

3. Eredmény: a taldlt lokélis optimum s.

A tovédbbiakban két szomszédsagi definiciét mutatunk be, és egy algoritmust a szomszédok beja-
rdsdra. Mint kordbban emlitettiik szomszédokat sokféleképpen 1étre lehet hozni, a megolddsokon
mindig kicsit javitva, valtoztatva.
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5.1.1. Or-opt

Az or-opt egy olyan szomszédsagi algoritmus, ami egyszerre mindig egy utat néz. Az adott 1t
egy részutjat athelyezi tigy, hogy ezzel optimdlisabb megoldast kapjunk. Ezt szemlélteti az dbra.
Nézziik az (i + 1, j) részutat, ha athelyezziik (k, k + 1) kozé, akkor javitunk az titon, legtobbszor

ezeket a keresztezd utvonalakat igy lehet javitani. Futdsi ideje 1ényegesen csokken, ha csak olyan
részutakat helyeziink at, amikben egy konstanssal korldtozott szdmu cstucs van.

5.1. dbra. Or-opt szomszédséag [10]

5.1.2. Cross-exchange

Az eldzdvel ellentétben, most két részutat valasztunk ki két kiilonboza ttbdl, és kicseréljiik dket.
A példaban a (k + 1,1) és (i + 1, j) részutakat cseréljiik ki. Az algoritmust lehet alkalmazni
egyetlen utra is.

. <. -
~~~~~~~~~~~~

5.2. dbra. Cross-exchange szomszédsag [10]

5.1.3. Tabu keresés

A tabu keresés (tabu search) egy sokat alkalmazott heurisztika a megolddsok bejarasdra. Azért,
hogy megakaddlyozzuk az algoritmust kordbbi megoldasok ismételt megkeresésében, ciklizalast
tilté szabdlyokat vezetiink be. Kordbban vizsgalt csicsokat tabu cimkével latunk el, ezt a cim-
két idGvel, vagy bizonyos feltételek teljesiilésével levessziik rola. Emellett alkalmazunk olyan
eljarasokat, amik lehetdvé teszik a véltozatosabb utvonalak megtalédldsat.

Most Cordeau, Jean-Francois, Gilbert Laporte, €és Anne Mercier [3] egy 2001-es cikkében adott
tabu keresé algoritmusat nézziik at ebben a bekezdésben. Megolddsukban a szokdsos feltételek
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mellett korlatozzdk az egyes jarmivek utazdsi idejét is, a k jarmire ez a korlat Dy, emellett
olyan dthalmazokat keresiink, amikre |K| = m fix.

Legyen s C Q egy m utbdl 4116 halmaz Ggy, hogy minden cstcs pontosan egy tthoz tartozzon,
és minden 1t a forrds csdcsban, vo-ban kezdddjon és végzdjon. s a modell néhdny feltételét
teljesiti, de sértheti az idGablakokat, a jarmdkapacitds és idStartam korlatokat. Legyenek ¢(s),
d(s), w(s) az s megoldas dltal sértett kapacitasok, idSkorlatok és varakozasi id6k Osszessége.
A megoldéasok értékelésére bevezetiink egy fliggvényt, f(s) = c(s) + aq(s) + Bd(s) + yw(s),
ahol a, g és y pozitiv sulyok. Ezeket az algoritmus futdsa kozben allitjuk be, vagy véltoztatjuk
meg.

Szomszédsagi keresésnél fontos, hogyan hatarozzuk meg N(s) halmazt, s szomszédait. Ehhez
legyen B(s) = {(i,k) : azicstcsot a k jarm{ szolgdlja ki}. N(s) az olyan s’ tthalmazokat
tartalmazza, ahol i-t nem a k jarm(, hanem egy masik &’ latogatja meg, B(s’) = {(i, k') :
az i csucsot a k” jarmd szolgdlja ki}. Ilyen utakat hozunk létre, ha i-t kitoroljik a k ttrdl és
beszurjuk k’-be. Torlés utan k az i volt sziilGje és utddja kozti €let haszndlja, a beillesztés k’-be
pedig gy torténik, hogy kdzben figyelembe vessziik f(s) minimalizdlasat. Miutan az i csticsot
toroltiik k-rél, a kovetkezd 6 iteracioban nem tehetjiik vissza, az (i, k) parra tesziink egy tabu
cimkét.

Tovabbi eltéré megoldasok kereséséhez egy s € N (s) dthalmazt biintetiink, azaz f (s)-hez adunk
egy p(5) biintetést, ha f(5) > f(s), egyéb esetben p(s) = 0. Ezzel az algoritmus eddig kevésbé
felfedezett teriiletekre vezet a megoldasok terén.

Az algoritmus

Egy kezdeti megoldast generdlunk a kovetkezSképpen. ElGszor a csucsokat sorrendbe rendezziik
egy tetszdleges rendezés szerint. (A gyakorlatban a csicsoknak adott az euklideszi koordinatdja,
olyankor aszerint rendezziik sorba Gket, hogy mekkora szoget zdrnak be a forrdssal.) Harom
1épéssel generdljuk az utakat:

1. Valasszunk véletlenszerden egy j € {1...n} csucsot.

2. Legyen k = 1.

3. Nézziik a csucsokat a kovetkez6 sorrendben: j, j+1,...,n,1,...,j—1, minden, i csicsra
végrehajtjuk a kovetkezd két 1épést:

— Ha az i csiics beszurésa a k utba sértené az kapacitds-, vagy az idGkorlat feltételeket,
akkor k := min{k + 1, m}.

— Szurjuk be i-t a k utba figyelve, hogy a jarmi utazasi idejét minimalizaljuk.

A beszirast csak olyan két jy, jo cstcs kozott végezhetjiik el, ahol a;, < a; < aj,, ezzel segitjiik
az id6ablakok betartdsat. Az eljards végén elértiik, hogy az elsGé m — 1 Gt biztosan teljesiti a
kapacitds- és idSkorlatokat.

A kapott megolddsbdl elinditjuk a tabu keresd algoritmust, ami minden iterdciéban a legjobb
nem tabu csucsot taldlja meg N(s)-ben. Minden iterdcié utdn mddositjuk az f(s) fiiggvény
sulyait, 1 + ¢-val, ahol 6 > 0 Ggy, hogy ha a megoldas betartja a kapacitds korlatokat, osztjuk
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a-t 1 + 6-val, ha sérti Sket, akkor szorozzuk 1 + ¢-val. Ugyanigy jarunk el a B, y sulyokkal
is. Ismételjiik az eljardst n alkalommal, és a legjobb s* megengedett megoldds javitdsaval
tériink vissza. A javitast Gendreau, Michel, Alain Hertz, és Gilbert Laporte[7] TSP feladatra irt
utéoptimalizal6 heurisztikdjaval végezziik. A heurisztikdt egyenként minden utra alkalmazzuk.
Lényege, hogy egy tuton minden csucsot egyesével kiszediink és megprobdljuk azon az tton
masik helyre beszdrni. A miveletet Unstringing and Stringing miveletnek nevezik.

1. Legyen @ := 1, 5 := 1 és y := 1. Ha s megengedett, akkor s* := s.
2. k=1,...,n-re:

— Kivélasztunk egy 5 € N(s) szomszédot ami minimalizdlja az f(5) + p(5) fliiggvényt
€s nincs tabu cimkéje.

— Ha s megengedett megoldas és c(5) < c(s*), legyen s* =5 és c(s*) = c(¥).

— Szamitsuk ki g (), d(s) és w(s) értékeket és frissitsiik a, S és y sulyokat aszerint.

- 5 :=73.

3. Haszndljunk egy ut6optimalizdl6 heurisztikat s*-ra.

5.2. Evolucios algoritmusok

Az evoliciods algoritmusok [10] a populdcié alapud algoritmusok egy alfaja. Populdcié alapd
algoritmusokndl a megolddsok halmaza adott, ezt hivjuk a populdciénak, ami minden itera-
cioban fejlédik. Az iteraciok szaméaban és az algoritmusok bedllitdsaiban nagy szerepe van a
tapasztalatnak.

Az evoliciés algoritmusok a jelenlegi megolddsok kombindcidival generdlnak utédokat. Egy
fitnesz fliggvény segitségével ezekbdl kivalogatja a jobbakat, és veliik irja feliil a populéciét.
Két fajtdja az ilyen algoritmusoknak a genetikus és a memetikus algoritmusok.

Ezek az algoritmusok generdcionként 3 tevékenységet hajtanak végre a populdcion: kereszte-
zodés (crossover), mutdcio (mutation) €s kivalasztodas, ez utébbi a megoldasok halmazanak
frissitésével (updatepool) torténik. A kapott megoldasokat lokdlis kereséssel (local search) ja-
vitjuk. Véltozatossd az teszi Gket, hogy ezen tevékenységeket hogyan végzik, erre rengeteg otlet
van, az egészen egyszeritdl a bonyolultabbig.

A mutéci6 1épését nem mindegyik algoritmus tartalmazza, s6t egy klasszikus genetikus algo-
ritmus a lokdlis keresés javitdst sem haszndlja. A keresztez6dés az egyik legfontosabb része
ezeknek az algoritmusoknak. Rengeteg megvaldsitdsa 1étezik, ilyen példdul az OX crossover, az
EAX crossover és a multiparent recombination, lasd [10].

1. Létrehozzuk P-t, a kezdeti megoldasok halmazait.

s

2. Amig egy kilépd feltétel nem teljesiil:
S :=crossover(P),
S” := mutation(S),
S” :=localsearch(S’),
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P :=updatepool(P, S”).

3. Eredmény: a keresés alatt talalt legjobb megoldas.

OX crossover

Az OX crossover egy permutici6 alapu reprezentdcid. Véletlenszertien valasztunk két szamot
i-t és j-t, segitségiikkel 1étrehozzuk az utédot tgy, hogy az elsd sziil§ i-tSl j-ig terjedd részét
atmadsoljuk az utdd ugyanezen helyére. A fennmaradé helyeket elkezdjiik feltolteni a masodik
szild j+1 helyétdl kezdve, eddig még nem hasznalt értékekkel ciklikusan. A példa jol szemlélteti
a leirtakat i = 2 és j = 6 értékekkel:

1 23 45 6 7 89

Szilg 1 | 1 75 9
Szil62 |2 3 6 1 5 8 4 9 7
Utéd | 5 9 7 1

Alkalmazdsidhoz sziikség van egy mddszerre, ami képes attérni egy megoldasrdl (dtrél) egy
permutédcidra, majd a permutaciérdl vissza az utra. ElGbbire egy megoldds, ha vessziik egy ren-
dezését az s ithalmaznak, és sorrendben leirjuk az utak csucsait. A visszavéltashoz alkalmazzuk
a kovetkezd darabol6 (split) eljarast, ami feldarabolja a permutéciot kiilonbozd részekre, melyek
mind egy-egy utat alkotnak. A legoptimalisabb daraboldsokat vessziik, ezeket egy segédgrafon
végzett legrovidebb utkeresd algoritmussal polinom idében meg tudjuk hatdrozni.

Olyan darabol6 eljaras is 1étezik, ami haszndl nem megengedett utakat is, a segédgrafban biintetve
azon éleket amiket hasznédlnak. Ezen utakat lokélis keresésekkel nagy eséllyel javithatjuk. A
megengedett és a nem megengedett utakat kiilon taroljuk a megolddsok halmazaban.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatom célja az volt, hogy megismertessem a jarm{irdnyitdsi feladatot, annak specidlis
esetét az idGablakos jarmdiranyitasi feladatot, és érdekes Otleteket és algoritmusokat mutassak
a megolddsara. Rengeteg mds algoritmus, otlet és modellezési technika van rd, ezeket most a
dolgozat kereteiben nem tudtam érinteni.

Mig a TSP feladatra tobb egyszerd approximdcids algoritmus is ismert (példaul Christofides
algoritmusa), addig a feladat komplexsége miatt erre a problémadra nagyon keveset taldlni. Ami
mégis 1étezik, az is sokkal 0sszetettebb, bonyolultabb eszkozoket €s modelleket kivan.

Az approximdcios algoritmusokkal ellentétben, a heurisztikdk teret hdditottak a témdban. A két
csoportja (populécié alapu és szomszédsdgi), a gyakorlatban is a legtobbet haszndlt technikak-
hoz tartozik. Az otletek javitasdval, a kiilonbozd sulyok, vagy iterdciészamok bedllitdsdval az
optimumhoz kellGen kozeli megolddsokat tudunk kapni, viszonylag rovid id§ alatt. Utébbi a
feladatban nagyon fontos szempont.

A probléma kezelése az elmiilt évtizedekben rengeteget fejlddott. A valo életbeli jelentSsége és
sz€leskord problémadi miatt a kutatdkat tovabbra is foglalkoztatja.
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