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1. Bevezetés

A szakdolgozatom témaja a grafalgoritmusok vizsgalata skalafiiggetlen
halézatokban, amik szdmos tulajdonség szempontjabol jol modellezik a valo
életben fellelheté hélozatokat, mint példaul a szocialis halozatokat, az ideg-
sejtek alkotta hélozatot vagy az Internetet. Megvizsgalom, hogy az altalanos
grafokon legjobbnak vélt algoritmusok ezen specialis grafokon is jobb teljesit-
ményt érnek-e el, mint a lassabbnak hitt alternativaik. Egyes algoritmusokon
modositasokat hajtok végre, hogy jobban kihasznélhassak a valés halozato-
kon megfigyelt olyan f6bb tulajdonsigokat, mint a hatvanyfiiggvényt kovets
fokszameloszlast, a kisvilag-tulajdonsagot és a magas klaszterezettséget.

Mivel véletlen grafokat is vizsgéalok, ezért egyes eredmények csak bizo-
nyos valoszintséggel teljesiilnek. Ezen éllitdsokban a tulajdonsagok altaldban
(1 — O(n™1)) valosziniiséggel (masnéven nagy valoszintiséggel) vagy (1—o(1))
valoszintiséggel (masnéven aszimptotikusan majdnem biztosan) teljesiilnek.

A skalafiiggetlen héldzatok legfontosabb tulajdonsagainak definidlasa utan
bemutatom ezen haldzatok generdlasara leggyakrabban hasznalt modelleket:
a Barabéasi-Albert modellt és a hiperbolikus véletlen grafok modelljét. A dol-
gozatom elsG felében a maximélis folyam keresés problémakort vizsgalom
Thomas Blésius, Tobias Friedrich és Christopher Weyand: Efficiently com-
puting maximum flows in scale-free networks munkajuk alapjan [I]. A Dinic-
algoritmus modositott valtozatat hasonlitom 0ssze a modositatlan véltozat,
a Boykov-Kolmogorov-algoritmus, és a szintezd algoritmus teljesitményével
valodi és generalt haldzatokon.

A [ fejezetben a minimalis lefogd cstcshalmaz keresés problémakorével
foglalkozom. A feladat definialdsa utan rdmutatok a probléma nehézségére
altalanos grafok esetén, és bemutatom a 2 legismertebb kozelits algoritmust.
Ezutdan Thomas Bléasius, Tobias Friedrich és Maximilian Katzmann: Effi-
ciently approximating vertex cover on scale-free networks with underlying
hyperbolic geometry munkajuk alapjan a hiperbolikus véletlen grafokon be-
mutatok egy O(mlog(n)) idejd algoritmust, ami aszimptotikusan majdnem
biztosan (1 + o(1)) approximécios hanyadossal rendelkezik [§].



2. Skalafiiggetlen hal6zatok

2.1. Definicié. Egy hdlozatot skdlafiiggetlennek neveziink, ha a fokszdmel-
oszldsa hatvanyfigguényt kovet:

P(k) ~ k™
ahol v értékére gyakran teljesil a 2 < v < 3 egyenldtlenség.

Ezen tulajdonsag megnyilvanulasa, hogy a grafjaink néhany nagyon nagy
fokszamu csticesal (melyeket hub-oknak is szoktak nevezni) és sok alacsony
fokszamu cstccsal fognak rendelkezni.

2.2. Definicié. Egy hdlozatot kisvildg-tulajdonsdginak neveziink, ha a csi-
csok kézotti dtlagos tavolsdg nagysdgrendje legfeljebb a csiucsok szamdnak lo-
garitmusa.

Ezt a jelenséget elGszor Karinthy Frigyes emlitette 1929-ben a Lancszemek
cimi novellajaban:

, Lessék egy akarmilyen meghatarozhaté egyént kijeldlni a Fold
masfél milliard lakéja koziil, barmelyik pontjan a Foldnek — 6
fogadast ajanl, hogy legfoljebb 6t méas egyénen keresztiil, kik koziil
az egyik neki személyes ismerdse, kapcsolatot tud létesiteni az
illetével, csupa kozvetlen — ismeretség — alapon”.

Az elnevezés Stanley Milgram kisvilag-kisérletébdl (1967) szarmazik, aki fel-
mérte, hogy 2 véletlenszertien valaszott amerikai kozott dtlagosan 5 személyes
ismeretségi kapcsolaton keresztiil lehet eljutni egy embertdl egy masikig.

A klaszterezettség vagy klaszterezettségi egyiitthato a grafelméletben azt
mutatja meg, hogy egy grafban a csticsok szomszédai altal feszitett részgrafok
mennyire allnak kozel a teljes grafhoz.

2.3. Definicid. Egy irdnyitatlan grdf csicsdnak a klaszterezettségi eqyiittha-
toja azt mutatja meg, hogy mennyire gyakori, hogy a csics szomszédai eqy-
masnak 1s szomszédas.
Az i-edik csics klaszterezettségi egyiitthatoja:

2 {ejk : v, v € Ny e € EY|

Ci= ki« (ki —1) @

ahol N; az 1. csiucs szomszédainak halmazat, és k; ezen szomszédok szdmdt ad-
ja meg. A teljes grdaf klaszterezettsége az eqyes csucsok klaszterezettségi egyiitt-
hatoinak az dtlaga.



2.1. Barabasi—Albert modell

A Barabési-Albert modell egy rekurziv algoritmus skalafiiggetlen haloza-
tok generalasara. A modellt Barabasi-Albert Laszl6 és Albert Réka definialta
1999-ben [4].

Az algoritmusnak 3 paramétere van: mgy > 2 cstcsu kezdeti halozat, n a
felépitends grafunkban a cstcsok szama, és m amennyi régi cstucshoz kap-
csolunk egy tjonnan érkezett cstucsot. Kiindulunk az mg grafbél és minden
egyes lépésben hozzdadunk egy tjabb cstcsot a grathoz mindaddig, amig n
cstcsunk nem lesz. Az 1 cstucsot az gy nevezett preferencialis kapcsolodas
modszerével adjuk hozza a halézathoz, azaz m darab véletlenszertien valasz-
tott régi cstucshoz kotjiik egy-egy éllel ugy, hogy a kivalasztas valoszintisége
aranyos a régi csucsok pillanatnyi fokszaméval. Legyen p; az a valoszintiség,
hogy az 1j cstcsunk az i-edik csticshoz kapcsolodik, ekkor:

bi==n——
Zj:l k]

ahol k; az i-edik csics fokszama, n az eddigi csicsok szama. Ha az n jo-
val nagyobb mg-nal, akkor ezzel a modszerrel kapott iranyitatlan 6sszefiiggs
graf csucsainak fokszameloszlasa forditottan aranyos lesz a fokszam kobével.
Az [1] abran lathato egy példa egy n=50, m=1 paramétert Barabasi-Albert
modellbél szarmazo6 grafra.

1. abra. Barabasi-Albert modellbdl szarmazo graf m = 1 esetén



2.2. Hiperbolikus véletlen grafok

A Krioukov és tarsai altal bemutatott hiperbolikus véletlen grafok modell-
jérsl megmutattdk, hogy a kapott graf fokszameloszlasa hatvanyfiggvényt
kovet, klaszterezettségi értéke magas és atmérdje kicsi [2]. A modell &ltal
kapott grafokra hiperbolikus geometriai grafok néven is szoktak hivatkoz-
ni, mivel a geometriai grafok osztalyaba sorolhatok, és elnevezéstdl fiiggGen
HRG-nek vagy HGG-nek roviditik. A modell pontos bemutésahoz elGszor is
a hiperbolikus sik néhény tulajdonsigénak ismertetése sziikséges.

A hiperbolikus sik pontjait modellezhetjiik egy O kozéppontu r sugari
nyilt korlap pontjaival, ahol a kérlapon kijeloliink egy tigynevezett referencia
sugarat. Egy p pontot a 2 polarkoordinatédja alapjan tudjuk azonositani:
az els6 koordinata az origotol vald tavolsagot jelenti, amit r(p)-el jeloliink,
a masodik koordinata a ¢(p) szdg, ami a p-n és O-n atmend egyenes és a
referencia sugar altal bezart szoget jelenti. A tavolsagot két tetszdleges p és
q csucs kozott a kovetkezSképpen definialjuk:

dist(p, ¢) = acosh (cosh(r(p)) cosh(r(g)) — sinh(r(p)) sinh(r(q)) cos(A,(p, q)))

ahol a A, (p,q) = m—|m—|p(p) —¢(q)||, ami a 2 helyvektor kozotti legkisebb
szOget jelenti. A hiperbolikus sikban egy r sugaru kor teriilete 27 (cosh (r) — 1),
és a kertilete 27 sinh (r), azaz a sugéar hosszéat novelve mindkét mennyiség ex-
ponencialisan novekszik.

A hiperbolikus véletlen grafoknak 3 paramétere van: n a csucsok szama, k
az atlagos fokszam varhato értéke, és egy o paraméter, ami a fokszameloszlas
hatvanykitevGjét befolyasolja. Az n cstucsi hiperbolikus véletlen grafokat tgy
kapjuk meg, hogy n pontot egymastol fiiggetleniil valasztunk az R sugarta
nyilt koérlapon beliil és pontosan akkor kotjiik 6ket 6ssze, ha a hiperbolikus
tavolsaguk legfejlebb . A sugar hosszat tgy valasszuk meg, hogy R = 2log 7
teljesiiljon. Egy cstics valasztéasdnal a szog koordinatat egyenletes eloszlas
szerint valasztjuk a [0, 27) intervallumbdl és az r € [0, R| koordinatat, azaz
az origotol valo tavolsagot az alabbi eloszlas szerint vélasztjuk:

sinh (ar)

plr) = “ cosh (aR) —1

ahol a € (%, 1) a grafmodell ugynevezett novekedési paramétere. Alacsony
a értékek esetén a cstucsok az origbhoz kozelebb stirtisodnek, mig nagyobb
értékek esetén a korvonalhoz kozelebb stirtisodnek. Tehat a 2 polarkoordinéta
egylittes strtségfiggvénye r € [0, R] és ¢ € [0,27) esetén:

1 asinh(ar) a

flre) = 9 cosh(aR) =1 %eﬂmﬂﬂ)(l +O(e M —e7N))  (2)
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Megmutathato, hogy az igy kapott graf fokszameloszlasa hatvanyfiigg-
vényt kovet, aminek kitevGje S = 2a + 1. Tovabba belathato, hogy a graf
egy oriasi Q(n) méretti komponenssel rendelkezik és a tovabbi komponensek
legfeljebb polilogaritmikus mérettiek a tétel értelmében [3]. A . abran
egy n = 100, k = 1, a = 0.6 paramétert hiperbolikus véletlen grafra lathato
példa.

2.1. Tétel. Legyen 2 < 8 < 3. A hiperbolikus véletlen grdf mdsodik legna-
2

gyobb komponense legfeljebb O((logn)37) méretid 1 — O(log n®?) valdszini-

séggel.

2. abra. Hiperbolikus véletlen graf
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3. Maximalis folyam keresés

A maximalis folyam keresés probléma a legalapvet&bb grafproblémak kozé
tartozik, és rendszeresen részfeladatként jelenik meg a gyakorlati alkalmazé-
sokban. Példaul hasznaljak a vizvezetékeknél és a kozlekedési haldzatoknal
vagy a klaszterezési feladatoknal is [5]. A gyakorlatban legtobbszor a szintezd
algoritmust, a Boykov-Kolmogorov-algoritmust (réviden BK-algoritmust) és
a Dinic-algoritmust hasznaljak maximaélis folyam keresésére. Koziiliik altaléa-
nos grafon a szintezé algoritmus teljesit legjobban, amit a legmagasabb aktiv
csucs valasztéassal szoktak hasznalni.

A legfontosabb definiciok utén réviden bemutatom a fent emlitett algo-
ritmusokat, és a Dinic-algoritmust modositom egy olyan algoritmussa, ami
varhatoan feliilmulja a versenytérsai teljesitményét skalafiiggetlen halozato-
kon.

3.1. Definici6. Legyen G = (V, E) irdnyitott grdf, c: E — R, s £t € V.
Ekkor a (G, c,s,t) rendszert hdlozatnak, az s csicsot forrdsnak, a t csicsot
nyeldnek, és a c fligguényt kapacitds fiigguvénynek nevezzik.

3.2. Definici6. Az f: E — R fiigguényt folyamnak nevezziik, ha az alabbiak
teljestilnek:

o Veec E-re 0 < f(e) < c(e)

o Vo€ VA {s,1}re Xy F(10) = X ep F0w).

A Y e f(s0) mennyiséget folyamértéknek nevezziik és |f|-tel jeldljiik.
Egy uv élet telitettnek hivunk, ha f(u,v) = c(u,v), kilonben pedig telitetlen-
nek nevezzik.

3.3. Definicid. Legyen (G = (V, E), ¢, s,t) eqy hdldozat, és rajta egy f folyam.
Ekkor a (G' = (V,E'),r,s,t) maradékhdlézatot a kévetkezéképpen kapjuk:

o Yuv € E-re, ha uv telitetlen, akkor uv-t bevesszik az E -be, elére élnek
nevezziik, és az igynevezett maradék kapacitds r(uv) := c(uv) — f(uv)
lesz.

e Yuv € E-re, ha f(uv) > 0, akkor vu-t bevesszik az E'-be, vissza élnek
nevezziik, és a maradék kapacitdas r(vu) := f(uv) lesz.

3.4. Definicié. Legyen SUT =V, ahols € S ést € T teljesiil. Ekkor V -nek
ezen particigjat (S, T) vagdsnak nevezzik. A vdgds értéke:

c(S,T) = Z c(uv).

ueSweT wveE
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3.1. Tétel. (Ford-Fulkerson)
Egy hdlozatban a mazimalis folyam értéke egyenld a minimdlis vagds értéké-
vel.

3.1. Szintezd algoritmus

A Goldbergtdl és Tarjantol szarmazo maximaélis folyamot keress szintezd
algoritmust, push-relabel vagy el6folyam algoritmusnak is szoktak nevezni
[6]. Ellentétben a késébb emlitett novelGutas algoritmusokkal, ez a modszer
lokalis valtoztatasokbol all, és ahelyett, hogy minden lépésben egy szabalyos
folyamot tartana fent és addig noévelné, amig maximalis nem lesz, itt egy
ugynevezett el6folyamot tartunk fent, és akkor all meg az algoritmus, ha
folyamot kapunk.

3.5. Definici6. Legyen G = (V, E) irdnyitott grdf, ekkor eqy v: E — RT
fiiggvényre és S C V' halmazra, definidljuk a 0.(S) és a 0,(S) értékeket a
kovetkezdképpen:

0:(5) = > (x(uv) : uv € E,uv belép S-be).

5.(5) = 0a(V - ).

3.6. Definicio. A G = (V, E) irdnyitott grdf élhalmazdn értelmezett v: E —
R* fiiggvényt eldfolyamnak nevezziik, ha az s pont kivételével minden v csics-
ra P)/w(v) > 07 ahol ’V:L“(U) = Qm(v) - 61(0)

3.7. Definici6. Egyv € V, v # t csucsot
e aktivnak nevezink, ha v;(v) > 0.
e passzivnak nevezink, ha v,(v) = 0.
3.8. Definicié. Eqye € E élt
o csokkenthetdnek hivunk, ha z(e) > 0.
o novelhetdnek hivunk, ha x(e) < c(e).

A csucsokat szintekbe soroljuk egy h szintfiiggvény segitségével. Egy v
cstcs szintjét h(v) > 0 jeldlje. Az algoritmus soran végig h(t) = 0 illetve
h(s) = n, ahol n a csticsok szama. A tovabbi csticsok szintjei névekedhetnek,
de nem csokkenhetnek az algoritmus lépései soran. Egy uwv élt felmenének
neveziink, ha h(v) > h(u), illetve lemendének, ha h(v) < h(u). Az algoritmus
soran minden lépésben adott egy x el6folyam és egy h szintfiiggvény, melyekre
mindig teljesiilnek az tgynevezett illeszkedési feltételek:



e z(uv) > 0 esetén h(v) < h(u) + 1, azaz a csokkenthets élek legfeljebb
egy szintet lépnek felfelé.

e z(uv) < c(uv) esetén h(v) > h(u) — 1, azaz a novelhetd élek legfeljebb
egy szintet lépnek lefelé.

Mas szoval a felmend csokkenthets uv élekre h(v) = h(u) + 1, és a lemend
novelhetd wv élekre h(v) = h(u) — 1 egyenlGség az algoritmus soran végig
teljesiil. Az ilyen tipusi éleket Gsszefoglald néven feszes éleknek nevezziik.

3.1. Lemma. Ha az illeszkedési feltételek teljestilnek az x eldfolyamra, akkor
létezik olyan 0 < i < n index, hogy az i. szint, azaz {v : h(v) = i} tres. Az 1.
szint felett [évd csucsok kozé, azaz a S = {v : h(v) > i} halmazba nem lép
be csokkenthetd €l és S-bdl nem lép ki novelhetd él.

3.1. Kovetkezmény. Ha x folyam, akkor s € S CV —t miatt x mazximdlis
nagysdgi folyam és az S halmaz egy minimdlis vagdst hatdaroz meg.

3.1.1. Az algoritmus lépései

Kezdetben legyen h(s) := n és minden v # s csucsra h(v) = n. Az
elsfolyamot a felsg korlatra allitjuk az 6sszes s-bdl indulo élen, azaz z(sv) =
c(sv), és minden tovabbi élre legyen x(e) = 0. Az algoritmus minden lépése
kétféle lehet, vagy megnoveli egy aktiv csics szintjét, vagy modositja egy
feszes ¢l elsfolyam értékét.

Ha létezik aktiv cstcs, akkor valasszuk ki koziiliik a maximaélis szinttit és
jeloljiik v-el:

e Szintemelés:
Ha nincs se v-be felmend csokkenthetd él, se v-bél lemend novelhets él,
azaz v élei nem feszesek, akkor h(v) értékét noveljiik meg eggyel, mas
szoval v-t rakjuk eggyel magasabb szintre.

e Eldfolyam modositas:
Ha létezik v-be beléps e = wv feszes él, akkor csokkentjiik z(e)-t
min{z(e),v.(v)} értékkel.
Ha létezik v-bdl kiléps e = vu feszes él, akkor noveljiik z(e)-t min{c(e)—
x(e),v.(v)} értékkel.

Ha nem létezik aktiv cstcs, vagyis x el6folyam egyben folyam is, akkor a[3.1
kévetkezmény miatt az x maximaélis folyam és az algoritmus véget ér.

3.2. Tétel. Az algoritmus legfeljebb O(n?) lépés utdn véget ér.



3.2. Boykov-Kolmogorov-algoritmus

Yuri Boykov és Vladimir Kolmogorov kidolgoztak egy maximaélis folyamot
keresd algoritmust [7], amely kifejezetten a szamitogépes latasban megjelend
esetekre lett kifejlesztre, és az ilyen példakon feliillmulja a szintezé algoritmus
teljesitményét. A Boykov-Kolmogorov-algoritmus, révidebben BK-algoritmus
a novelGutas folyam algoritmusok kozé tartozik. Két nem atfeds fat S-et és
T-t tart fent, amelyek gyokerei az s forrasnal, és a t nyel6nél vannak, és élei
telitetlen élek. A fakon kiviil 1év6 csticsokat szabad csticsoknak nevezziik. A
fak csucsait 2 részre lehet bontani: az aktiv csticsokra, amik a fak leveleiben
talalhato cstucsok és a passziv, azaz a keress fa belsejében 1évs cstucsokra. Az
aktiv cstcsok mentén tudnak novekedni a keresé féak 1j cstucsokat szerezve
a szabad cstucsok koziil. Az algoritmus 3 fazist ismételget folyamatosan az
alabbi sorrendben:

e novesztési fazis:

Ebben a fazisban a fak béviilnek. Az aktiv csiicsokbdl induld telitetlen
élek mentén 1j cstucsokat vesziink a fakhoz a szabad csiicsok halmaza-
bol. Az Gjonnan csatlakozott cstcsok aktivva valnak, és amint egy aktiv
csucs Osszes szomszédjat atvizsgaltuk, akkor a cstics passzivva valik. A
novesztési fazis befejezddik, ha egy aktiv csiicsbol megy telitetlen él a
maésik keres6fa egy csiicsaba, mert ilyenkor talaltunk egy utat a forras-
tol a nyelGig, ami mentén tudjuk javitani az aktuélis folyamot.

e javito fazis:
Noveli a folyamunkat a névesztési fazis végén talalt ut mentén a lehets
legnagyobb folyamértékkel. Ezéltal az iton legalabb 1 él telit6dni fog,
és igy a kereséfaink erddkre esnek szét azaltal, hogy a fa egyes csiicsai
nem lesznek Gsszekotve sziileikkel, mivel bizonyos élek telitetté valnak,
az ilyen csucsokra arvakként hivatkozok a tovabbiakban.

e helyreallitasi fazis:

Lényege, hogy helyreallitsa S és T erddket, hogy tjra egy-egy fat alkos-
sanak. Minden arvahoz megprobal sziil6t talélni gy, hogy a sziilének és
az arvanak ugyanabba az S vagy T erdébe kell tartoznia. Ha telitetlen
¢l mentén nem tudunk sziil6t taldlni neki, akkor atkeriil a szabad csti-
csok kozé és az eddigi gyerekeit arvakka véltoztatja. A szakasz véget ér,
ha nem marad arva cstcs, ekkor az algoritmus folytatodik a névesztési
fazissal.

Az algoritmus véget ér, ha a novesztési fazisban az S és T' nem tudnak nove-
kedni (nincs t6bb aktiv cstics) és a 2 halmaz kozott csak telitett élek mennek.



3.3. Dinic-algoritmus

Jefim Dinic algoritmusa is a novelutas folyam algoritmusok csaladjaba
tartozik. A Dinic-algoritmus a Ford-Fulkerson-algoritmusban hasznélt mara-
dékhalozat helyett szintezett maradékhal6zatot hasznal, amit tgy ka-
punk, hogy a maradékhalézatban s-bdl inditott szélességi kereséssel kiszé-
mitjuk a csicsok s-t6l valo téavolsagait (jeloljiik ezt dg(v)-vel), azaz a szintjei-
ket, és kitorliink minden olyan élt a maradékhalézatbol, ami nem valamelyik
szintrél eggyel nagyobb szintre 1ép, tehat azon uv éleket hagyjuk meg, amire
dy(u) + 1 = ds(v) teljesiil. Ebben a halozatban olyan f* folyamot keresiink,
hogy az f &ltal telitett éleket torolve ne maradjon iranyitott ut az s-bdl
t-be, az ilyen f  folyamot blokkolo folyamnak nevezziik. A Dinic-algoritmus
fazisokban végzi a folyamnoveléseket mindaddig, amig van iranyitott at s-bdl
t-be, és minden fazisban a szintezett maradékhalozat egy blokkolo folyamaval
noveli az aktualis folyamunkat. A Ford-Fulkerson tétel értelmében ha nem
létezik s — t it a maradékhalézatban, akkor maximalis folyamot kaptunk.

3.3. Tétel. Egy blokkolo folyammal valo névelés utdn a maradékhdlozatban
szigoruan nd a tdvolsdg a forrds és a nyeld kozott.

3.4. Tétel. A Dinic-algoritmus lefut egyszert megvaldsitdssal O(n*m), illet-
ve jobb adatstruktirdval (dinamikus fik segitségével) O(nmlogn) lépésben.

Bizonyitds. Csak az O(n*m) futéasidét bizonyitom. Mivel d(#) minden kor-
ben novekszik, a korok szama legfeljebb n — 1. Minden kor két szakaszbol
all: a szintezett héalozat felépitése és egy blokkolo folyammal valdé novelés. A
szintezett maradékhalozat O(m) idében szélességi keresés (BFS) segitségével
felépithets. A blokkold folyamot tgy épitjiik, hogy mélységi kereséssel s — ¢
utakat keresiink a szintezett maradékhalozatban. A DFS algoritmussal addig
haladunk elére, amig egy olyan csticshoz jutunk, ahonnan méar nem tudunk
elére menni (nevezziik ezt blokkolo cstcsnak) vagy, amig el nem jutunk a ¢
csucsig, igy egy keresés ideje O(n). Ha egy blokkolé cstucsig jutottunk, akkor
ebben a kérben méar nem megy tobb s —t Ut rajta keresztiil, tehat elhagyhat-
juk a maradékhalozatunkbol. Ha a t cstcsig jutottunk, akkor O(n) idgben
javitunk az s — t at éleinek folyamértékein. Legfeljebb n-szer torolhetiink
blokkol6 csiicsot a maradékhalozatbol, és a megtalalt s — t Gtvonalak szama
legfeljebb m, mert minden talalt ttvonal legalabb egy élt telit, eltavolitva
azt a maradékhalozatbol. Tehat a mélységi keresések szama legfeljebb n+m.
Minden kérben egy blokkolo folyamot megtalalunk O(nm) idében és legfel-
jebb n — 1 darab koriink van, ezért a Dinic-algoritmus legfeljebb O(n?m)
lépést tesz. O
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3.4. Modositott Dinic-algoritmus

Az el6z6 fejezetben leirt Dinic-algoritmust a Python nevii programozasi
nyelvben valdsitottam meg, amiben a networkx nevii programcsomag adat-
szerkezeteit és fiiggvényeit hasznaltam fel. Fzt az algoritmust alakitottam &t
a Thomas Blasius, Tobias Friedrich és Christopher Weyand: Efficiently com-
puting maximum flows in scale-free networks cimi cikkének 3. fejezetében
targyalt gyorsitasi modositasok alapjan [I]. A gyorsulasok egyrészt annak
koszonhetGek, hogy a folyamok és vigasok gyakran a halozat csak egy Kkis
részét érintik.

Az egyik legfontosabb moédositas a szintezett maradékhalozat felépitésé-
ben van. Mig a hagyomanyos algoritmus egy egyszeri szélességi keresést hajt
végre, ahelyett hasznaljunk kiegyensulyozott kétirdnyu szélességi keresést. A
kétiranyu BF'S algoritmusrol belatték, hogy skalafiiggetlen hal6zatokon futés-
idejiik cstucsszamban nézve szublinearis, azaz nagy valoszintiséggel kevesebb
a lépésszama mint a csticsok szama. Példaul a hiperbolikus véletlen grafoknél
bebizonyitottik, hogy nagy valdszintséggel O(n2_§ +nz + Omaz) futasidejd
a kétiranyu keresés, ahol az o € (%, 1) paraméter a hatvanyfiiggvényt kovets
fokszameloszlas kitev§jétsl fligg és 0,4, @ maximalis fokszdmot jelenti.

A kiegyensitlyozott kétiranyd BFS-ben az elére mené keresés mindig az s
forrasbol indul, mig a visszafelé keresés a t nyel6bdl, és minden egyes 1épésben
az el6re/hatra lépés koziil azt preferadljuk, amelynél az aktuélis szinten 1évé
csucsok szama legkisebb. Egy legrévidebb s — ¢ utat talaltunk, ha egy olyan
v csucsot fedeztiink fel, amit méar a masik irdnybol lattunk. A szintezett
maradékhalozatunknak minden legrovidebb s — ¢ utat tartalmaznia kell, igy
még a v csucs meglatasaval nem allithatjuk le a keresést, hanem az aktuélis
szint végignézését még be kell fejezni.

Jelolje ds(v) a v cstics s-t6l valo tavolsagat. A kovetkezd feladatunk mély-
ségi bejaras (DFS) segitségével s — t utat keresni a szintezett segédgrafban
ami hagyomanyosan azon uv éleken haladna, amire dg(u)+1 = ds(v) teljesiil,
de kétiranyu kereséssel nem tudjuk mindegyik v cstucsra a dg(v) téavolsagot,
mivel a visszafelé keresésnél a d;(v) tavolsdgok ismertek. Emiatt a DFS al-
goritmusunkat ugy modositjuk, hogy azon uv éleket vizsgélja amelyek vagy
novelik a forrastol vagy csokkentik a nyel6tél vald tavolsagot, azaz teljesitik
ads(u) +1=ds(v), és a di(u) — 1 = di(v) egyenletek valamelyikét.

Ezekkel a modositasokkal a BFS és DFS algoritmusaink varhatéan szub-
linearis id6ben megtalalnak egy blokkold folyamot. A kovetkezs korben az 1j
szintezett halozat létrehozasahoz mindegyik csucsra a ds(v) és a di(v) érté-
keket vissza kell allitani az alapértelmezett értékekre, amit alapvetéen tgy
oldanank meg, hogy végigfutunk az Osszes cstcson és bedllitjuk a sziiksé-
ges értékeket. Ehelyett kihasznélva, hogy a szintezett maradékhal6zatban a
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cstcsok szama tipikusan toredéke a teljes halozat csicsszamahoz képest, meg-
jegyezziik, hogy mely cstcsokat lattuk meg a kétirdanya BFS soran. Ezéltal
kicsit tobb memoriat hasznalunk a jobb futasidé érdekében.

Azon csiicsokat, amiket a kétiranyu keresés utolso el6re 1épésénél lattunk
meg, de nem fedeztiik fel a visszafelé keresésnél, azok a cstucsok biztosan nem
részei a legrovidebb utaknak. Jegyezziik meg az utolso el6re keresés szintjét,
ezaltal az ilyen tipusu csiicsokat ne is nézziik meg a mélységi keresések soran,
ezzel is csokkentve a vizsgalt csticsok szamaét.

A kovetkezGkben megvizsgilom ezen modositasok hatasat a futasidore
és a vizsgalt cstuicsok szamara vonatkozoan. Tovabba generalt és valos halo-
zatokon a modositott algoritmus teljesitményét Osszehasonlitom a kordbban
emlitett folyam algoritmusok teljesitményével.

3.5. Algoritmusok tesztelése

A tesztek soran a Python 3.8-as, a NetworkX 2.6.3-as verzi6jat hasznal-
tam. A Boykov-Kolmogorov-algoritmus és a szintezd algoritmus teljesitmé-
nyét a networkx.algorithms.flow csomagban taldlhaté boykov kolmogorov
és preflow push fliggvények segitsével teszteltem. A tesztek programkodjai
elérhetéek az alabbi Github feliileten:
github.com/PeterKiss18/AlgoritmusokSkalafuggetlenHalozatokban.

3.5.1. BFS és kétiranya BFS 6sszehasonlitasa

A legfontosabb modositas amit a Dinic-algoritmuson végrehajtottam, hogy
a szintezett maradékhalozatot kétiranyu szélességi bejarassal épitem fel a ha-
gyomanyos szélességi bejaréas helyett. Ezért el6szor megvizsgalom, hogy ezen
bejarasok sordn a meglatott cstucsok szama mennyivel kevesebb kétiranyu
keresés esetén.

3. abra. Szélességi keresés egy Barabasi-Albert modellbél szarmazé grafon

12


https://github.com/PeterKiss18/AlgoritmusokSkalafuggetlenHalozatokban

e

4. dbra. Kétiranyu szélességi keresés egy Barabasi-Albert modellbdl szarmazo
grafon

A3 abran lathato egy n = 30, m = 1 paraméterd Barabasi-Albert mo-
dellbél szarmazo grafon végrehajtott szélességi keresés eredménye, ahol pi-
rossal jeloltem a kiindulasi és a végpontot és kékkel jeloltem a BFS soréan
meglatott csiucsokat. A [d. d4bran ugyanazon a grafon és ugyanazon kiindulasi
és végpontokkal lefuttatott kétiranyu szélességi bejaras eredménye lathato,
ahol pirossal jeloltem a kiindulési és a végpontot és kékkel csak az el6re me-
né keresés soran meglatott cstucsokat, zolddel a hatrafelé mend keresés soran
meglatott csticsokat és narancssargaval a mindkét iranybol meglatott cstcsot.

Megvizsgéaltam, hogy a Barabési-Albert modellbdl szérmaz6 grafokon a
csucsszam novekedesével a BES és a kétiranyt BFS soran hogyan né a megla-
tott csicsok szdma. A cstucsparokat (azaz a kezdds- és végpontot) egyenletes
eloszlas szerint valasztottam. Minden grafon 10 cstucsparra néztem meg a
bejarasok soran meglatott csicsok szamat és ezeket atlagoltam. A kapott
eredmény az 5] abran lathato, ahol a piros pontok a hagyoményos szélességi
keréses, mig a kék pontok a kétirany szélességi keresés eredményét prezentél-
jak. A kék illetve piros fiiggvények a log-log skalan feltiintetett pontokra leg-
jobban illeszkedd egyenest mutatjak. A zold szaggatott egyenessel a h(z) = x
fiiggvényt abrazoltam. A tesztben el6forduld esetekben a BFS altal megla-
tott csiicsok szama f(n) = 706 . n%92 fiiggvénnyel kozelithets (ami a piros
egyenesnek felel meg az dbran), mig a kétiranya BSF altal meglatott cstacsok
szama g(n) = e!36 . n®49% fiigavénnyel kozelithets (ami a kék egyenesnek fe-
lel meg az abran). Ezaltal azt reméljiik, hogy maximalis folyam keresésnél
a szintezett maradékhalozat felépitésének futasidejében és cstcsszamaban is
jelentGs javulast ériink majd el a kétiranyt szélességi kereséssel.
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5. abra. Kétirdnyu és egyiranyt BFS Osszehasonlitasa a BA modellen

3.5.2. Dinic-algoritmus valtozatainak 6sszehasonlitasa

Ebben a részben a moédositasok futasidére gyakorolt hatasat vizsgalom. A
kiilonb6z6 modositasokat egyesével hajtom végre a Dinic-algoritmuson meg-
hatarozott sorrendben, ezaltal 4 algoritmust vizsgélok. Az elsé valtozat a ha-
gyoményos Dinic-algoritmusnak felel meg. A mésodik valtozat mar kétiranyu
keresést hasznalt a szintezett maradékhélozat felépitésére. A harmadik valto-
zat a masodikkal ellentétben eltérolja, hogy mely csticsok részei a szintezett
maradékhalozatnak. Tehat elég csak ilyen tipusu csticsoknal visszadllitani a
ds(v) és dy(v) értékeket 0j szintezett maradékhalozat épitése el6tt. A negye-
dik valtozat a mélységi keresések soran nem lép olyan cstucsba, melynek d,(v)
értéke maximalis, de nem lattuk meg a visszafelé keresésnél.

A Dinic-algoritmus 4 valtozatat haszndlom Barabasi-Albert modellbél
szarmazo6 grafokon torténd maximalis folyam keresésre. A csticsparokat egyen-
letes eloszlas szerint valasztottam. Az élekre a kapacitasokat 1-t61 30-ig egyen-
16 valoszintséggel, illetve egymastol fiiggetleniil generaltam. Azt vizsgaltam,
hogy az algoritmusok futasidejének aranya hogyan véltozik a csticsszam no-
velésével. Az m paramétert 5-nek vélasztva a csiicsszamot 100-t61 10000-ig
noveltem logaritmikus mértékben. Egy n cstcsi és m paraméterd grafon 10
csucsparra futtattam mindegyik maximalis folyam keresd algoritmust, és a
10 futtatasbol atlagos futasidst szamitottam. A kapott eredmények a[6]abran
lathatok.
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6. abra. Dinic-algoritmus valtozatainak 6sszehasonlitasa a BA modellen

A teszteredmények azt mutatjak, hogy mindegyik modositas csokkentette
az algoritmus futéasidejét. A legjelentGsebb gyorsulast a kétirdnyu szélességi
keresés bevezetése nytjtotta. Mig a hagyomanyos Dinic-algoritmusnak atla-
gosan 2.49 mésodpercet vett igénybe egy 10000 csticst grafban egy maximaélis
folyam meghatarozasa, addig a médositott valtozatnak atlagosan csak 0.66
masodperc kellett.

3.5.3. Folyam algoritmusok Gsszehasonlitasa

Ebben a részben a Dinic-algoritmus moédositott valtozatat hasonlitottam
Ossze a modositatlan valtozat, a Boykov-Kolmogorov-algoritmus, és a szintezé
algoritmus teljesitményével valodi és generélt haldzatokon.
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7. abra. Folyam algoritmusok magas és alacsony fokszamu csticsparok kozott

A vizsgalatokat a USAIRIT és a tb-pages-tvshow| valos héldzatokon végez-
tem, amelyek adatait a networkrepository.com-rol szereztem be. Ezen kivtil
Barabasi-Albert modellbdl szarmazo grafokat generdltam a networkx prog-
ramcsomag barabasi _albert graph fiiggvénye segitségével. Azon halozatok-
hoz, melyek élei nem rendelkeztek kapacitésfiiggvénnyel, az élekre kapacité-
sokat 1-t6l 30-ig egyenls valoszintiséggel generaltam.

A [l abran a USAIR97, a fb-pages-tvshow, és egy n = 2000, m = 7
paraméterd Barabasi-Albert modellbdl szérmazo grafokon lefuttatott maxi-
maélis folyam keresések eredményei lathatoéak. Minden pont egy-egy cstcspar
kozotti maximalis folyam keresésnek felel meg. Egy s — t csticspart nevez-
ziink alacsony fokszamu csicsparnak, ha az s és t cstucs fokszama az atlagos
fokszam legalabb 0.5-szerese és legfeljebb 1.5-szerese. Hasonléan egy s — ¢
csucspart nevezziink magas fokszamu csucsparnak, ha fokszamaik az atlagos
fokszamnak legalabb 10-szeresei, de legfeljebb 100-szorosai. Mindegyik graf-
hoz 10 db alacsony fokszamu cstucspart és 10 db magas fokszamu csticspart
valasztottam. Az abrardl leolvashatd, hogy a 4 algoritmus koziil az erede-
ti Dinic-algoritmus volt a leglassabb mindharom grafon alacsony és magas
fokszamu csicspéarok esetén is. Ennek ellenére a modositott valtozat a leg-
gyorsabb volt, és megfigyelhets, hogy alacsony fokszamu csiicsparok esetén
nagyobb futasi id6 javulast ért el, mint a magas fokszamu csticsparokon.

16


https://networkrepository.com/inf-USAir97.php
https://networkrepository.com/fb-pages-tvshow.php
https://networkrepository.com

o dinic °
o BK
. 2 o
10 o szintezd °
1 o modositott_dinic ° °
1 ° .
o o
o
[+
—_ o
) o
o ° o
£ 101 ° Do
=] ] ° °
o o
o
o o o
o ° 8
° °
° -}
-2
10 1 8
L T T T T T T T T T T T T T T L |
102 103 104

graf csldcsainak széma
8. abra. Folyam algoritmusok futasidé elemzése a BA modellen

A Barabasi-Albert modell grafjain megvizsgaltam, hogy az algoritmusok
futasideje hogyan valtozik a csticsszam novelésével. A folyam feladatokat a
[3.5.2] részben leirtak szerint generaltam. A kapott eredmény a[8] abran latha-
t0. A kisérletek azt mutatjak, hogy a Boykov-Kolmogorov-algoritmus kisebb
cstcsszam esetén kozel azonos atlagos futasi idét produkal, mint a modosi-
tott Dinic-algoritmus. A nagyobb csiicsszamu grafokon ezen kisérletekben is
mindig a modositott Dinic-algoritmus érte el a legalacsonyabb futasi idét.

Ezen tesztek alapjan a modositéasok sikeresnek tekinthetéek, hiszen nem-
csak az eredeti Dinic-algoritmushoz képest javult a futasi idg, hanem a Boykov-
Kolmogorov-algoritmus, és a szintezé algoritmus teljesitményét is feliillmulta
skalafiiggetlen halozatokon.
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4. Minimalis lefogb csticshalmaz keresés

A probléma definidlasa utan, roviden Osszefoglalom a probléma elméleti
nehézségét altalanos grafokra nézve. Ezutan bemutatok egy O(mlogn) fu-
tasideji algoritmust, ami hiperbolikus véletlen grafokon (1 + o(1))-kozelitést
ad (1 — o(1)) valoszintiséggel.

4.1. Definicié. Egy G = (V, E) grdf lefogo csicshalmazdnak nevezink egy
B CV csucshalmazt, ha minden élnek legaldbb az eqyik végpontja B-ben van.

Egy lefogod csticshalmaznal bévebb cstcshalmaz is automatikusan lefogo,
igy a legkevesebb csticsot tartalmazo halmazt szeretnénk megkeresni, amit
minimalis lefogd csticshalmaznak neveziink, és 7(G)-vel jeloljikk az elemszé-
mat.

A minimalis lefogd csticshalmaz megtalalasa egy altalanos grafban NP-
nehéz probléma. Ezaltal nem varhato, hogy polinomalis futasidében megta-
laljuk a minimalis lefog6 csticshalmazt, de adhatunk olyan algoritmust, ami
kivalaszt egy lefogd csticshalmazt, aminek elemszédma nem sokkal nagyobb,
mint a minimalis elemszam.

4.2. Definicid. Legyen adott egy minimalizdldsi feladat, ahol X (x) jelol-
je az x input esetén a megengedett megolddsok halmazat és legyen adott
fx @ X(x) — R kiértékeld figgvény. A feladatunk azon y € X(x) megke-
resése, amire fx(y) minimdlis. Eqy D algoritmust a-kézelitének vagy mds
szoval a-approximadlonak hivunk ha minden inputra, amelyre létezik megen-
gedett megoldds, visszaad eqy y megengedett megolddst, és fx(y) < a-OPT,
ahol OPT az optimdlis megoldds értékét jeloli. Az o értéket az algoritmus
kézelitésy hanyadosdnak vagy approrimdcios hanyadosdnak nevezziik.

4.1. Standard moh¢6 algoritmus

Az els6 algoritmus, ami intuitivan esziinkbe juthat, hogy minden lépésben
kivalasztunk egy maximalis foki csiicsot, bevessziik a lefogd ponthalmazunk-
ba, letoroljiik a cstucsot az éleivel egyiitt, és ezt a lépést iteraljuk a maradék
grafon mindaddig, amig van él a grafunkban. Ezt polinomidében meg tudjuk
valositani, de nincs olyan ¢ konstans, amire ez az algoritmus c-kozelits lenne.

4.1. Lemma. A fent leirt algoritmusnak az approrimdcios hdanyadosa nem
lehet kisebb log(n)-nél.

Bizonyitds. Konstrualjuk meg a P, = (L U R, E') paros grafot, ahol L cstcs-

n

halmaz n darab cstcsbol alljon. Legyen R = |J;_, R;, ahol R; alljon |%]
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9. abra. Példa egy Py grafra

cstcsbol, minden csticsnak legyen @ a fokszdma, és mindegyik kiillonbo6z6 L-
beli csiiccsal legyen 6sszekotve.

A [9] abran a kék csucsok az L csucshalmaznak, a piros cstucsok az R
csticshalmaznak felelnek meg. Az algoritmus elsé lépésben az R,, egyetlen
csucsat valasztja ki, mivel neki a fokszama n, és az L-beli csticsoknak legfel-
jebb n — 1 a fokszamuk. Tegyiik fel, hogy i a legnagyobb olyan index, hogy
R;-beli cstcsunk még van a grafban. Ekkor az algoritmusunk R;-beli csticsot
fog kivalasztani, hiszen az L-beli csticsok fokszdmai legfeljebb ¢ —1, és minden
Rj-beli csticsnak is kevesebb mint ¢ éle van j < ¢ esetén. Tehat az algoritmu-
sunk a R halmaz 6sszes csucsat beveszi a lefogd csticshalmazba, mikozben a
minimalis lefogd csticshalmaz az L lenne, ami n csticsot hasznalna.

RI=31RI=Y15 2 G 1) 20 -~ am=n(H, -2)
=2 =2 =2 =1

Ahol H,, az n-edik harmonikus szam, ami log(n)-el kozelithets, tehat adodik
a lemma allitésa. O

4.2. Moho 2-kozelité algoritmus

Az el6bbi lemma ellenére a probléméra tudunk adni egy egyszert linearis
futasidejl 2-approximécios algoritmust. Az algoritmusunk minden lépésben
valasszon egy tetszéleges élet és mindkét csticsat vegye be a lefogd csiics-
halmazba. Ezutan hagyja el a 2 csticsot a hozzatartozo élekkel, és ismételje
mindaddig ezen 1épéseket, amig van él a grafban.

4.2. Lemma. Az algoritmus dltal adott lefogo csiucshalmaz mérete legfeljebb
kétszerese a minimdlis lefogo csucshalmaz méretének.

Bizonyitds. Legyen k a kivalasztott élek szama. A kivalasztott k él fiigget-
len, tehat lefogasukhoz legalabb k csucs kell, azaz 7(G) > k. Méasrészt az
algoritmus lefogd csiicshalmazanak mérete 2k. Ezekbdl kovetkezik a lemma
allitasa, hogy 2k < 27(G). O
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Nem ismeriink (2 — €)-kozelité polinomialis algoritmust, ahol € > 0. Van
okunk feltételezni, hogy NP-nehéz probléma ilyen kozelitést adni, és mér
bebizonyitottak, hogy v/2-kozelitést adni NP-nehéz. Ennek ellenére a gya-
korlatban a standard moho algoritmus a valés hélozatokon az optimalishoz
nagyon kozeli eredményt ad. Felmeriil a kérdés, hogy ez a valos halozatok
mely tulajdonsagénak kdszonhet? Mint korabban emlitettem a valés halo-
zatok gyakran skéilafiiggetlennek tekinthetdk, igy a tovabbiakban a skalafiig-
getlen hélozatok egy specialis modelljével, a hiperbolikus véletlen grafokkal
foglalkozom, és a standard moho algoritmust modositva adok egy jobb telje-
sitményt kozelit algoritmust a minimalis lefogd csticshalmaz probléméra.

4.3. Minimalis lefog6 csticshalmaz hiperbolikus véletlen
grafban

A [2.1] tétel értelmében elég csak a graf legnagyobb komponensét vizs-
galni, hiszen a tobbi polilogaritmikus méretti komponensben az Gsszes cstcs-
részhalmazt végignézhetjiik, és koziiliik megkereshetjiik a minimalis lefogot.
Ezért a tovabbiakban a hiperbolikus véletlen graf kifejezéssel mindig csak a
legnagyobb komponensre hivatkozok.

A .4 részben szerepld algoritmus a hiperbolikus véletlen grafok geomet-
riai tulajdonsagait fogja kihasznalni. Az algoritmus approximécios hanyadosa
(1 + o(1)) lesz asszimptotikusan majdnem biztosan, azaz (1 — o(1)) valoszi-
niiséggel. Az elgbbi allitas belatasahoz, a hiperbolikus véletlen grafok alabbi
tulajdonsigainak ismertetése sziikséges:

e A hiperbolikus sik teriileteit kalligrafikus betiikkel szokas jel6lni. Le-
gyen V' (A) az A teriileten 1év§ csticsok halmaza. Annak a valoszinisége,
hogy egy cstcs az A-ban van:

n(A) = / / f(r,¢) dedp, (3)
A

ahol f(r, ) a 2 polarkoordinata stirtiségfiiggvénye a [2| egyenletbdl.

e Egy u cstiics és v cstcs tavolsaga nd, ha noveljiik a helyvektoraik altal
bezart szoget. Jeloje 0(r(u),r(v)) azon maximalis szoget, amely ese-
tén még a 2 csics Ossze van kotve (azaz tavolsaguk legfeljebb R). A
O(r(u),r(v)) felilrsl becsiilhets az alabbi modon:

O(r(u),r(v)) = 2 F-W=rN/2(1 L g(ehr=rv))), (4)
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4.4. Moédositott moho6 algoritmus HRG-ban

Az algoritmus alapétlete, hogy végigmegy a csticsokon az r koordinatajuk
szerint névekvd sorrendben. Minden 1épésben:

e beveszi a soron kdvetkezs v csticsot a lefogd csticshalmazba,
e clhagyja a v csiicsot és a hozzatartozo éleket a grafbol,

e megkeresi a legfeljebb 7loglog(n) méret komponenseket a maradék
grafban,

e ezekben a kicsi komponensekben meghatarozza az optimalis lefogo cstics-
halmazokat.

Késsbb lathatjuk, hogy a 7 konstans paraméterrel szabalyozhatjuk a komp-
romisszum mértékét a futésids és a kozelités mindsége kozott. A legfeljebb
7loglog(n) méretd komponensekre a tovabbiakban kicsi kompenensekként
hivatkozok.

4.5. Algoritmus kozelitési hanyadosa

Azon cstcsok halmazat amelyeket mohé médon vettiink be a lefogd cstcs-
halmazunkba jel6ljiik V,,,.no-val, mig a kicsi komponensekbdl kivalasztott csi-
csok halmazat jeloljiikk Cpontos-al. Trividlisan latszik, hogy a kivalasztott csu-
csok halmaza, azaz V,,0noUCpontos lefogd csucshalmazt alkot. Jelolje G[Viontos)
azon részgrafot, amelyet G-bdl kapunk V., cstcsok elhagyédsaval. Legyen
Copt @ G grafunk egy minimalis lefogd cstcshalmaza. Ekkor az algoritmus
approximécios hanyadosa definicio szerint:

_ ‘Vmoho‘ + |Cp0ntos|

0
’ COPt |

Egy lefog6 csticshalmaz a graf tetszéleges részgrafjan is lefogd cstucshalmaz,
igy a C,p azon csticsai, amelyek benne vannak G[Vpont0s)-ban lefogod cstucshal-
mazt alkotnak. A Cpontos cstcshalmaz a G[Vyontos| graf egy minimalis lefogd
csticshalmaza, tehat |Chontos| < |Copt|. Kovetkezésképpen
(5 S 1 + |Vmoh0|.
‘Cozit|

Tehat a cél megmutatni, hogy |[Vieno| € 0(|Copt|), amibdl kévetkezne az
(1+ o(1)) approximécios hanyados.

A |Viono| megfelels becsléséhez valasszunk ki egy idépontot, ami utan
csak kevés cstucsot vesziink be moho moédon, és a cstcsok tobbsége mar kisebb
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komponensekben helyezkedik el. Mivel az algoritmus a csticsokat r koordi-
natajuk szerint névekvd sorrendben dolgozza fel, ezért ezen idépont egy p
kiiszobszdmmal azonosithatd, hogy az adott idépontig azon pontok keriiltek
feldogozasra melyek r koordinatajara r < p teljesiil. Ezen p értékre a tovabbi-
akban kiiszobsugarként hivatkozok. A hiperbolikus korlapot egy belsé korre
és egy kiils6 savra bontsuk fel aszerint, hogy az origotol valod tavolsdg p-nél
kisebb vagy nagyobb. Egy ilyen felbontést abrazol a . ébraEL ahol a Vi,0n0
cstcsai pirossal mig a tobbi cstcs kékkel van jelolve. A |V,,0n0| értéket feliilrél
lehet becsiilni a bels6 korben 1évé csticsok szamanak, és azon cstcsok szama-
nak Osszegeként, amelyek bar a kiils6 sdvban vannak, mégis a belsé kérben
lévs cstucsok elhagyésa utén is 7loglog n-nél nagyobb méretd komponensben
helyezkednek el.

10. abra. A hiperbolikus véletlen graf felbontasa egy p kiiszobsugarral

A kiilsé savban szeretnénk feliilrél becsiilni azon cstcsok szamét, amelyek
7 log log n-nél nagyobb méretd komponensben talalhatok, ezért felosztjuk a
kiils§ savot kisebb részekre. Célunk felbontani a hiperbolikus kort azonos ~
kézépponti szogl korcikkekre (ezéltal a kiils§ séavot tgynevezett szektorok-
ra), hogy a kiils6 savban egyetlen egy él se nyuljon tul egy tres szektoron
a . abran® lathaté moédon. A |Vinoho| becsléséhez a p kiiszobsugar és 7 szog

1A és a abrat Thomas Blésius, Tobias Friedrich, és Maximilian Katzmann [8]
cikkébdl kolesonodztem.
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megfelels megvalasztéasa sziikséges. A v(n, ) fiiggvényt definialjuk a kévet-

kezSképpen:
log®
A7) = log | 18 (W)
2(log® (n))?

ahol log'” (n) jelentse i darab logaritmus fiiggvény egymasba agyazésat (pél-
daul log®(n) = loglog(n)).
Ekkor a p kiiszobsugarat vélasszuk meg az alabbi moédon:

™
p=R—log(5 eV y(n,7)), (5)

ahol R = 2log 7 a hiperbolikus korlap sugara. A 7 széget a lehetd legkisebbre
szeretnénk valasztani amit p megenged, igy legyen 7 = 6(p, p), ami azon ma-
ximalis sz0g, amely esetén még két cstcs 0ssze van kétve ha r koordinatéjuk
legfeljebb p. Ekkor a [4 egyenlet értelmében v = 7 - y(n,7)/n - (1 + o(1))
teljesiil.

11. abra. A hiperbolikus véletlen graf felosztasa korcikkekre

4.5.1. Belsd korben 1évs csiicsok szama

A bels6 kort jeloljiik Z-vel. A belsé kérben a mohén valasztott cstcsok
szama feliilrsl becstilhets az Osszes Z-ben 1évs cstics szamaval. Utdbbira a
kovetkezs lemma ad fels§ becslést.
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4.3. Lemma. Legyen G egy n csucsi véletlen hiperbolikus grdf, ahol =
2c0 + 1 a fokszdmeloszlds hatvdnyfiiggvényének a kitevdje. Ekkor nagy valo-
szintséggel az I teriileten lévd csucsok szdma:

O(n-~v(n,7)™%).

A lemma bizonyitasdhoz az Z teriileten 1évG csiicsok szaménak varha-
to értéket kell feliilr6l becsiilni a tertiletének csticsszamszorosaval. Ezutan a
Chernoft-egyenl6tlenség kovetkezményébsl adodik a lemma allitasa.

Mivel y(n, 7) = w(1), ezért a lemma kovetkezménye, hogy nagy valoszin-
séggel szublinearis nagysagrendd csucsot valasztunk ki mohd modon a belsé
korben.

4.5.2. Kiils6 sav vizsgalata

A kiils6 savot mint mar korabban emlitettiik v kézépponti szogi szekto-
rokra osztjuk fel. Ures szektoroknak nevezziik azon szektorokat, melyekben
nincs cstucsa a grafnak. A v értékét tgy valasztottuk, hogy a kiils6 sav két
csucsa kozotti él ne nytljon tl iires szektoron. Nevezziik lancoknak a nem
iires szektorok maximalis sorozatat, amelyek kék és zold szinnel jelennek meg
a abran. Egy lancban t6bb komponens is lehet, igy egy lanc cstcsszamat
megkaphatjuk a benne talalhaté komponensek méreteinek 6sszegeként.

Annak bizonyitasara, hogy csak néhény cstucs van 7loglog(n)-nél na-
gyobb komponensekben, becsiiljilk meg azon lancok cstcsszémat, amelyek
tobb, mint 7loglog(n) csicsot tartalmaznak. Ezek a lancok két osztélyba
sorolhatok. Egy lanc sok csticsot tartalmazhat, ha kdzépponti szoge til nagy,
azaz sok szektorbol all. Ennek a valoszintisége kicsi, mivel a v annyira kicsire
van valasztva, hogy a szektorok is elég kicsik, ezaltal nagy valdszintséggel
iiresek. A mésik lehetdség, hogy bar a lanc kézépponti szoge kicsi, de mé-
retéhez képest tul sok csiicsot tartalmaz. A graf cstucsait egyenletes eloszlas
szerint valasztjuk a korlapon, igy kicsi annak valoszintisége, hogy tul sok csu-
csot valasztanénk a kicsi lancok teriiletén. Ezen allitasok precizzé tételéhez,
vezessiink be egy w kiiszobszamot. Széles lancoknak nevezziik azon lancokat,
amelyek tobb, mint w szektort tartalmaznak és keskeny lancoknak melyek
kevesebb, mint w szektorbol allnak. A w kiiszobértéket ugy szeretnénk be-
allitani, hogy kicsi legyen annak a valoszintisége, hogy egy lanc széles illet-
ve, hogy egy keskeny lanc t6bb, mint 7loglog(n) cstcsot tartalmaz. Legyen
w = V() log® (n)

Jeloljiik W-vel a széles lancok unidjat. Legyen N a hiperbolikus korlap
azon keskeny lancok alkotta része, melyek legalabb 7loglog(n) cstucsot tar-
talmaznak. Jeloljiik N-el az N-ben 1év6 csticsok szaméat. A kovetkezs lemmak
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[V (W)| és N értékekre adnak fels6 becslést, amiket nem bizonyitok, de rész-
letes bizonyitasaik a mar korabban emlitett [8] cikkben szerepelnek.

4.4. Lemma. Legyen G eqy n csiucsu hiperbolikus grdf. Ekkor nagy valdszi-
niséggel a széles lancokban lévd csucsok szdma:

VW) =0 Tl%'" .
v <(10g(2)(n))4'(log(?’)(n))?)

4.5. Lemma. Legyen G egy n csucsi hiperbolikus graf. Ekkor nagy valdszi-
niiséggel a N -beli keskeny széles lancokban lév6 csicsok szdma:

Ce=ool

4.6. Algoritmus helyességére vontakozo tételek

4.1. Tétel. Legyen G egy n csicsi véletlen hiperbolikus grdaf, ahol f = 2a+1
a fokszdmeloszlds hatvdnyfigguényének a kitevdje. Tovabbd legyen adott eqy
T konstans. Ekkor a fent definidlt algoritmus O(mlog(n)™ + nlog(n)) iddben
megad eqy lefogo csucshalmazt, és az algoritmus kézelitési hanyadosa (1 +
O(v(n,7)~%)) aszimptotikusan majdnem biztosan.

Bizonyitds.
I. Futasidé bizonyitasa:

El6szor is az algoritmus sorba rendezi a graf csucsait a sugaraik alapjan
novekvs sorrendbe, ami O(nlog(n)) id6t vesz igénybe. Ezutén végigmegyiink
a csucsokon ilyen sorrendben és minden v csticsra végrehajtjuk a kévetkezd
lépéseket:

1. Hozzédadjuk v-t a lefogd csticshalmazunkhoz.
2. Eltavolitjuk a csticsot a hozzatartozo éleivel a grafbol.
3. Megkeressiik azon komponenseket, amik legfeljebb 7 log log n mérettiek.

4. Ezen komponensekben meghatarozzuk pontosan a minimaélis lefogo cstcs-
halmazt.

Az els6 két lépés O(1) és O(deg(v)) futésideji, de a kicsi komponensek
megtalaldsa tobb id6t vesz igénybe. Egy v cstcs eltavolitasaval legfeljebb
deg(v) darab 1j komponens jon létre, amiket at kell vizsgalni, hogy legfel-
jebb 7 log log n méretiik-e. Ezen komponenseken szélességi bejaras hajt végre,
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ami egybdl megall, ha mar tébb, mint 7loglogn csicsot latott meg. A ki-
csi komponensek legfeljebb (7loglogn)? élt tartalmaznak, tehat egy BFS
O((loglogn)?) id6t vesz igénybe. Egy k cstcst grafban egy minimélis lefo-
g6 csticshalmazt 1.1996% - k() lépésben pontosan meg lehet hatarozni [9).
Mivel egy komponens mérete legfeljebb n. = 7loglogn, igy 1.1996" - ng®
idé6ben megtalalthaté benne egy minimalis lefogd csticshalmaz. Ez feliilrsl
becstilhets O(e™) = O(log(n)™) futasidével, hiszen ng® = O((e/1.1996)™).
Tehat a 4.1épés legfeljebb deg(v) komponenssel dolgozik és minden kompo-
nensben egy minimaélis lefog6 cstcshalmaz megkeresése legfeljebb O(log(n)7)
idé6t igényel.

Jelolje T'(n, m, T) az algoritmus teljes futéasidejét. Ezen értéket kapjuk, ha
osszeadjuk a fent leirt 4 1épés futasidejét minden cstcsra:

T(n,m,T) Z O(1) + O(deg(v)) + deg(v) - O((log log(n))2)+

veV (6)
+deg(v) - O((log(n))") = O((log(n Z deg(v (m(log(n))")

II. Kozelitési hanyados bizonyitasa: Korabban lattuk, hogy az algorit-
mus kozelitési hanyadosat az aldbbi hanyados adja meg;:

‘ Vmoho‘ + ‘Cpontos ‘
|00pt |

Ezt a . alfejezet elején feliilrsl becstiltiik a 6 < 1 4 [Viono|/|Copt| egyen-
16séggel. A |Viono| megfel6le becsléséhez egy p kiiszobsugar és egy «y szog
segitségével a korlapot felosztottuk az Z bels korre, a W széles lancok te-
riiletére, és az N nagy csicsszamu keskeny lancok teriiletére. Ezen felosztas
alapjan az approximacios hanyadost a kovetkezSképpen becsiilhetjiik:

V@ + VOV + V) i
! )
’ 0pt‘

AV(T)|, [VIW)]| és |V (N)| értékeket feliilrsl tudjuk becsiilni, a[4.3],
és [1.5] lemmak alapjan. Illetve egy hiperbolikus grafban a minimalis lefo-
g6 cstcshalmaz méretére a |Cypr| = Q(n) becslés aszimptotikusan majdnem
biztosan teljesiil [10]. Ezeket felhasznalva a[7] egyenlségbdl kapjuk, hogy:

5:

=1+

1 Ti 7 -log®(n)
0=1 + O + - . + _ ' 3

Mivel v(n, 7) = O(log® (n)), ezért az elsé Gsszeadando tag dominal aszimpto-
tikusan. Tehét az algoritmus kozelitési hanyadosa (1+O(y(n, 7)~%)) aszimp-
totikusan majdnem biztosan. O
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4.2. Tétel. Legyen G egy n csicsi véletlen hiperbolikus grdaf, ahol f = 2a+1
a fokszdmeloszlds hatvdnyfigguényének a kitevdje. Tovabbd legyen adott egy
T konstans. Ekkor O(mlog(n)) idében megadhatd egy lefogo csicshalmaz,
aminek kozelitési hanyadosa (1 + o(1)) aszimptotikusan majdnem biztosan.

Bizonyitas. A[.1] tétel értelmében olyan lefogo csucshalmazt tudunk keresni
O(mlog(n)"+nlog(n)) idében, melynek mérete legfeljebb (1+O(y(n, 7)~%))-
szerese az optimumnak. A 7 := 1 valasztassal adodik a tétel futésidére vonat-
kozo része. Tovabba y(n,1) = w(1) és o € (3, 1), ezért a kozelitési hanyadosra
(14 o(1)) adodik. O

4.7. Algoritmus hasznalata valés hal6zatokon

Az el6bb bemutatott algoritmus a hiperbolikus véletlen grafokon a csi-
csok feldolgozasi sorrendjét a sugaraik alapjan hatarozza meg, amelyek nem
ismertek a valos halozatoknél. A hiperbolikus véletlen grafokban azonban
erGs korrelacié van egy cstics sugara és foka kozott. Ezért az algoritmus 1épé-
seit utdnozhatjuk valos hélézatoknal tgy, hogy a cstcsokat fokszamuk alap-
jan csokennd sorrendben dolgozzuk fel. Ezaltal a standard moho algoritmus
egy modositott verzidjat kapjuk azzal a valtoztatéssal, hogy a kicsi kompo-
nensekben pontosan megkeressiink egy minimaélis lefogd cstcshalmazt.

Thomas Blasius, Tobias Friedrich, és Maximilian Katzmann az Efficiently
approximating vertex cover on scale-free networks with underlying hyperbo-
lic geometry cimi cikkiikben 42 valés hélézaton mérték Ossze a standard
moho és a [4.4] alfejezetben bemutatott algoritmus modositott valtozatanak
teljesitményét [§]. A kicsi komponensek kiiszobértéknek a 101loglog(n) érté-
ket valasztottak, ami a 7 = 10 esetnek felel meg. A kisérleteik azt mutattak,
hogy az atlagos kozelitési hanyados 1,009-r6l 1,004-re csokkent, ha a stan-
dard moho algoritmus helyett, a kicsi komponensekben pontosan hataroztak
meg a minimalis lefogd cstcshalmazok méretét. Jelolje |Vi,ono| a standard
moho algoritmus altal adott lefogd csticshalmaz méretét, |Vi,,| a modositott
algoritmus altal adott lefogd csticshalmaz méretét és |V,,| egy minimalis le-
|Vjav’ _ |V0pt‘ hé-
|Vmoh0| - |V0pt|
nyadost. Ezaltal csak azokon a halézatokon érdemes vizsgalni a relativ hibat,
amelyeken a standard moho algoritmus nem egy minimalis lefogd cstcshal-
mazt talalt meg. Ezeken a hélozatok a relativ hibdk atlagéra 0,39 értékét
kaptak eredményiil. Azaz a bemutatott algoritmus atlagosan 0, 39-szeresére
csOkkentette azon csticsok szamat, amelyekkel a standard mohé algoritmus
meghaladta az optimalis megoldast.

fogd csucshalmaz méretét. Ekkor a relativ hiba jelentse a
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. Osszegzés

Konkluzioként levonhato, hogy az altaldnos grafokon legjobban teljesité
algoritmusok a valo életben fellelheté halozatokon nem feltétlen jobbak a
lassabbnak hitt algoritmusoknal. Lattunk példat olyan kozelitd algoritmusra,
amelytdl altalanos grafokon nem varhato elfogadhatd eredmény, de a valodi
halézatokon mégis az optimumhoz nagyon kozeli eredményt kapunk.

Megfigyeltiik, hogy skélafiiggetlen hal6zatok modelljeiben 2 cstics kozotti
legrévidebb utat sokkal hatékonyabb kétiranyu szélességi kereséssel megha-
tarozni, mint a hagyomanyos szélességi kereséssel, mint ahogy uthalézatokra
is a kétiranyu Dijkstrat hasznaljak. Ezen otlet alapjan modositasokat vé-
geztiink a Dinic-algoritmuson. Ezaltal egy olyan algoritmust kaptunk, ami
gyorsabban taldlt maximalis folyamot skélafiiggetlen halézatokban, mint az
altalanos grafokon leggyakrabban hasznalt folyam keresé algoritmusok.

Végezetiil a hiperbolikus véletlen grafokon lattunk egy kozelité algorit-
must a miniméalis lefogd cstcshalmaz problémara, ami O(mlog(n)) idében
(1 — o(1)) valoszintiséggel megadott egy (1 + o(1))-kozelitést. Az algoritmus
a standard moh6 megkozelitést hasznalta a hiperbolikus véletlen grafok geo-
metriai tulajdonsagéaval. A[4.7] alfejezetben elhangzottak alapjan kijelenthet-
jiik, hogy ezen algoritmus aprébb modositéasokkal a valo életbeli halézatokon
is hatékonyan hasznalhato.
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