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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani annak a rengeteg személynek, akik
segitettek a dolgozatom elkésziiltéhez vezets, olykor rogosnek tiing tuton.
Rendkiviil halas vagyok a csaladomnak mind a szellemi, mind a lelki ta-
maszért, hiszen a sziileim, testvérem és nagysziileim tamogatasa nélkiil nem
késziilhetett volna el ez a dolgozat. Ezek mellett szeretném még kiemelni
a parom és barataim tiirelmét és segitségét, melyekért szintén koszonettel
tartozom. Nagyon hélas vagyok tovabbé a témavezetémnek nem csak a terti-
letet érinté rendkiviili hozzaértéséért, de azért is, hogy a félév soran mindig
készséggel segitett, barmikor fordulhattam hozza felmeriilt kérdéseimmel, ta-
nicsai és itmutatasa nélkiilozhetetlenek voltak a dolgozat elkésziiltéhez.

Harmados Adam Zsolt
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Bevezetés

A kozgazdasagi jelenségek a jelenlegi, modernkori vilagunkban hozott va-
lamennyi lényeges gazdasagi dontést athatjak, igy elengedhetetlen részét ké-
pezik életiinknek. A benniinket kdrbevevs, rendkiviil szerteagazo folyamatok
minél precizebb &brézolasira és esetleges eldrejelzésére életre hivhatoak a
kozgazdasagtan és a matematika altal kinalt elemzési eszkdzok.

A kozgazdasidgtudomany olyan tarsadalomtudomanyi diszciplina tehét,
amely a tarsadalom egyik meghatéirozo alrendszerével, a gazdasaggal, a gaz-
déalkodéas altalanos torvényszertiségeivel, illetve a gazdasag alapvets folyama-
taival foglalkozik.

Mar az oOkori gorogoket és romaiakat is foglalkoztatta ezen jelenségek
kutatéasa, mely idGszakban azonban még csak az olyan kezdetlegesebb, egy-
szeriibb, magétol értet6débb kérdésekkel foglalkoztak, mint példaul a pénz
fogalma, a kereslet és kinalat alakuldsa, valamint a munkamegosztas, illet-
ve ezek Osszefiiggései. Kés6bb az tjkorban ¢nallosult a tudomany, és valt az
egyéb tarsadalomtudomanyoktol elkiiloniilt teriiletté, mely idGszakban mar
az ezzel foglalkozo kutatok szémara nem az erkolesi, hanem az egyénekre,
vallalkozasokra és az allamra hato, vagyis a privat és az allami szektort be-
folyasolo szémszerd Osszefiiggések voltak az elsGdlegesen vizsgilando szem-
pontok.

E folyamat kdvetkezménye volt azon felismerés, hogy az egyes kozgaz-
dasagtani jelenségek matematikai eszkozokkel is leirhatdak, a matematikai
modszerekkel torténd vizsgalodas hasznossaga pedig altalanos meggy6z&dés-
sé valt a teriileten.

A kozgazdasigtanban alkalmazott matematikai modszerek egyik leggyak-
rabban hasznalt fajtaja a modellezés, ami a valosag leegyszertsitett masanak
vizsgalatan keresztiil lehetévé teszi, hogy annak teljes komplexitasanak vizs-
galata helyett csak az adott konkrét kérdés, illetve felmeriilt probléma kertil-
hessen a vizsgélat fokuszaba, ezzel elérve, hogy az esetleges egyéb tényezsk
ne befolyasolhassak azt.

Szakdolgozatom témaja ezen modellezési modszerek differencidlegyenle-
tek eszkozével torténd bemutatasa, melynek soran igazolast nyernek a fent
allitottak, miszerint megfelelGen definialt hipotézissel és paraméterekkel a
komplex valoésadg meghatarozott elemei hatékonyan abrazolhatoak és adott
esetben el6re jelezhetéek. A szakdolgozatom néhany ilyen modellt ismertet
differencidlegyenletek eszkozeit felhasznélva.

A dolgozat soran a végi a Dinamikus modellek a kézgazdasagban (1 hivatko-
zasban megjelolt) cimi konyv 3. Nemlinearis differencialegyenletek fejezeté-
nek 3.5. Alkalmazasok alfejezetének tematikajat és tartalmat kovettem.
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1. Walras-féle piacmodell

A holland szarmazasu francia kézgazdasz, Marie-Esprit Léon Walras
(1834-1910) a neoklasszikus kozgazdasagtan egyik {6 képviselGje volt. Az al-
tala képviselt iskola meghatarozo6 ismérve, hogy a kozgazdasagi megismerést
fejlett matematikai elemzési technikak segitségével olyan tiszta elméletté tud-
ta alakitani, amely az egzakt fizikai-matematikai megismeréshez hasonlitott,
és 1igy minden tekintetben megfelelt a korszak ,igaz tudomannyal” szemben
megfogalmazott elvarésainak.

1.1. Bevezetés

Az altalunk vizsgalt piac esetén tegyiik fel, hogy m aru van jelen, melyek
arai rendre py (t),pa(t),...,pm () (t nemnegativ) id6tdl fiiggs, differenci-
alhato figgvények. Tovabba vezessiik be ezekre a fliggvényekre a kdvetkezs
egyszertsits jelolést, p; (t) = p;.

1.1. Definici6. Tulkeresletrol akkor beszéliink, ha a kereslet magasabb mint
a kindlat. A dolgozat sordn FE; (p1,pa,...pm) az i-edik drura vonatkozo til-
kereslet, amit a tovdbbiakban E; = E; (p1,p2, ... pm)jeldlésre eqyszerisitink,
ahol E; : [0,00)™ — R és differencidlhato.

Tulkindlatral pedig nyilvan a forditott helyzetben van sz, azaz ha a
kindlat magasabb, mint a kereslet.

A kozgazdasagi fogalmak és a differencidlegyenletek kapcsolatat egy egy-
szerd példéaval is szeretném demonstralni, miel6tt a mélyebb fogalmakkal és
modellekkel megismerkednénk.
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1.1. Példa. Legyen egy hoki itének az dra a t idépontban p(t), ahol p két-
szer folytonosan differencidlhato figguény. Legyenek a feladat sordn a termék
p drdhoz tartozo keresleti, illetve kindlati fiigguényeket jellemzd képletek a ko-

vetkezdk:
D=D(p(t)=3p" —p —p+25

S=S{p)=4"+p +p+5,

ahol p' az dr kialakuldsdnak irdnydt a p” pedig az dr vdltozdsdnak ritmusdt
mutatja. Tovdbbd tegyiik fel, hogy a t =0 iddpontban p (0) = 12,

D(0) = 20, S(0) = 20 esetén szeretnénk a p(t) drfigguényt t > 0-ra
meghatdrozni.

Megoldas Mivel a piac abban az esetben van egyensulyban, ha a kereslet
és kinalat egyenld, igy vegyiik a kovetkezd D = S egyenlGséget, jelen esetben
a kovetkezd masodrendi differencidlegyenletet kapjuk egyszertsités utan

"+ 20+ 2p = 20. (1.1.1)

Megoldasat a homogén differencidlegyenlet kiszamitasaval kezdjiik, ahol
a karakterisztikus egyenlet A\? + 2\ + 2 = 0, melynek gydkei: A\j o = —1 % .
Igy az altalanos megoldasa a homogén differencialegyenletnek:

P.

Ah = C1- e tcost+cy-etsint, c1,co €R.

Abban az esetben, ha 1.1.1 egyenlet jobb oldalan egyetlen konstans zavaro
fliggvény talalhato, akkor az alakja az inhomogén partikularis megoldéasnak
a kovetkezd:

Pip (t)y=B1eR, p=0, p'=0,

amit behelyettesitve 1.1.1-be py, (¢) = 10-et kapunk. Igy az altalanos megol-
désa 1.1.1-nek a kovetkez6 moddon irhato fel:

P

4 = C1- e tcost+cy-etsint+10, ¢, € R,

aminél figyelembe véve a kezdeti értékeket kapjuk:
p(t) =2e"cost +cy-e Fsint + 10. (1.1.2)
Ezt derivalva

p (t) = —2e" (2cost + cysint) + e F (—2sint + cycost) =

=e {(cy —2)cost — (ca +2)sint} p' (0) =cy —2 (1.1.3)
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p'(t) = —e {(cy — 2) cost — (cp + 2)sint}+
+e H—(cy —2)sint — (co + 2) cost} =
= e "{—2cycost +4sint} p” (0) = 2¢y
Végill D = S egyenlséget a t = 0 pontban a 1.1.2, illetve 1.1.3 kifejezések
figyelembevételével azt kapjuk, hogy ¢y tetszélegesnek valaszthato. Igy
p(t) =2e"cost + coe 'sint + 10, ¢y € R, tlim p(t) = 10.
— 00
Tehat az igy megkapott arfliggvény példaul a ¢, = 0 esetén:

p(t) = 2e " cost + 10.

Ez azt jeleni szamunkra, hogy a p (t) ar a p® egyensulyi arhoz tart és akkor,
ha lim; . |p (t) | = p® azt mondjuk, hogy az egyenstlyi ar stabil.
Maskiilénben, ha a p(t) nem lenne korlatos, akkor lim; . [p(t)]| = oo és
ekkor pedig instabil egyensilyi arrél lenne sz6. Ezekre a fogalmakra vilagit
r4 az l-es abra.

R

p(t)

'Ekezdeti2

Pkezdeti

pegyenst’]lyi

o

W

1. dbra. A p = p° stabil, a Pre.geri-bOl és instabik a pre.gerin-bdl induld
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1.1. Tétel. A piac alaptorvénye azt mondja ki, hogy a tulkereslet emeli az
drat, mig a tulkindlat csokkenti azt. Ez azt jelenti, hogy abban az esetben
amikor az E; > 0, akkor a p; nd, illetve E; < 0 esetén pedig p; csokken.

1.1. Megjegyzés. A fenti tétel azokra az drukra, amelyek esetén a vevdk
azt gondoljak, hogy az dru minél drdgdabb, anndl jobb, nem teljesiil. Ilyenek
példdul a ritka mdalkotdsok, dizdjnerruhdk €és sportautok, azonban ezeket a
dolgozat sordn nem vesszik figyelembe.

A Walras-féle piacmodellben, primitiv piaccal foglalkozunk, ami azt je-
lenti, hogy F; = F; (p;), azaz az adott aru tulkeresleti fiiggvénye csak az aru
aratol fligg, a tobbitsl nem. Ez a valosagban altalaban nem teljesiil mivel
vannak kiegészits, illetve helyettesité termékek, példaul bicikli, sisak vagy
narancs és mandarin.

1.2. Definicié. Akkor beszéliink egyensily: drrendszerrdl, ha a
(5,05, ..., 05,) € R™ pont esetén minden (i =1,2,...m)-re az
E; (pg,p5, ... ,05) =0 teljestil, tehat se tulkereslet se tulkindlat nem teljesiil.

A 20. szazadi kozgazdasagtan egyik legmeghatarozobb szerepldje Sir John
Richards Hicks (1904 — 1989), angol sziiletést kozgazdasz volt. Munkajanak
legnagyobb elismeréseként 1972-ben Kenneth Arrow-val kézosen kozgazdasé-
gi Nobel-emlékdijat kaptak , A gazdaséagi egyensiily altalanos elméletével és a
jolét elméletével kapcsolatos uttoré munkajukért”. Hicks emellett Value and
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capital cimtd, 1939-ben megjelent konyvében megvizsgalta, hogy a tulkeres-
leti fiiggvények milyen alaktiak lehetnek.

A kovetkezd jeloléseket véve:
o AE; (95,05, 15) = Ei(pr,p2, -« om) — Ei (01,05, -, 15,) €8
o Ap;=p; —p;
vizsgéaljuk meg a tulkeresleti fiiggvényt, abban az esetben
1. Ha az F; linearis fliggvény, akkor a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
E; (p1,p2,- - Pm) = aupin + ... + QGimPim,

ahol a;; € R j =1,2,...,m allandok. Igy ebben az esetben
AEZ (pivpga s 7p21) = E’L <p17p27 s 7pm) - EZ (pip; s 7p(:n> =
— aﬂApl + ...+ azmApm = Z aijApZ-
j=1

2. Ha F; nemlinearis, akkor linearizélni szeretnénk, ezért tegyiik fel az
E; differencialhatosagat a (p{, ..., pS,) pontban. Ekkor F;-hez léteznek
a1, - - -, ayn € R allandok. Tovabba w;q, ..., w;,, differencidlhato fiigg-
vények, amelyekre teljesiil, hogy w;; : [0,00)™ — R és

lim Wik (P1,--,pm) =0, (k=1,...,m).

(P15 )= (P05,

Ekkor F; alakja:

E; (p1,...,pm) = aup1+. . - ACQimPm+wir (P1, - -, Pm) P1+- - A Wim (P1, - - -, D) Dim-

Tehat

AE; (p1,05, -, 00) = ai (p1 —p5) + - oo+ Gim (P — P5,) +

-~

linearis f6rész

+3Ui1 (p17"'7pm) Apl T Wim (ph'"apm) Apm

magasabbrendﬁ‘gagok, hibatagok
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Ekkor

. E’L (pi s apzflvpk7pi+17 s 7pfn) - EZ (pi s 7p$n,)
a;r, = lim =
PE—Dj, Apy,

_aEi(e e)
apk pl?"'apm

Ezeket felhasznélva kapjuk:

m 8EZ . . m
AE@ (p177pm)zz 6]9[ (pla"'vpm)Apl+Zwil (pla"wpm)(;pl‘
=1 =1

(1.1.4)

Végiil legyen

0B e -
dEZ (p1a7pm)zz apl (plv'--7pm)dplzzaildpl-
=1 =1

1.2. Stabilitasfogalmak

Az el6zGekhez képest azonban a piac az esetek tilnyomé részében nem
egy egyensilyi allapotban van, ezért a kés6bbiekben arra toreksziink, hogy
legaldbb az egyensulyi allapot kozelébe hozzuk azt. Ezzel a témakorrel fog-
lalkoznak a stabilitasvizsgalatok. Emellett azonban azt is fontos szem elGtt
tartani, hogy a megalkotott fogalmakhoz kozgazdasagi értelmezés is tarsit-
hato legyen.

Hicks megfogalmazasa szerint: p; valtozasa ellenkezd iranyt valtozast idéz
el6 E;-ben. A tovabbiakban a stabilitdsfogalmakat vessziik szemiigyre és de-
finialjuk Gket. Ezeket a fogalmakat a kovetkezSképp kategorizaljuk:
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Imper fekt
Statikus
Stabilitasfogalmak Per fekt
Dinamikus
1.2.1. Imperfekt stabilitas
1.3. Definicio. A (p§,...,p%,) egyensilyi drrendszer imperfekt mddon

stabil, ha minden (i € 1,...m)-re
E;(p1,...,pm) monoton csokken (),

ha p; nd a p§ kornyezetében, €s hap; ...,Di—1,Pit1, - - - Pm Ugy vdltoznak, hogy

AE; (p1,...,pm) =0 (i #j) (1.2.1)
teljestil, ahol p; = py5.

Ez kozgazdasagi szemlélettel gy fogalmazhaté meg, hogy az i-edik arura
vonatkozo F; (tulkereslet) csokken, ha az aru ara (p;) né, és a tobbi arura a
tulkereslet nem valtozik.

Az els6 stabilitasfogalom, amit szeretnénk megvizsgalni az Imperfekt sta-
bilitas, melynek érdemleges targyalasahoz, illetve sziikséges és elégséges felté-
telének kimondéasdhoz, bizonyitasdhoz el6bb néhény fontos tételt kell ismer-
tetnem.

1.4. Definicié. Az A € L(X,Y) leképezés invertdlhatd, ha bijektiv, és ha
A~ is folytonos: A7 € L(X,Y).

1.5. Definicié. Legyenek U C X ésV C Y nyilt halmazok. Az f : U — V
bijekciot C*-diffeomorfizmusnak nevezziik, ha f € C* és f~1 € C*.
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1.2. Tétel (Inverz fiiggvény tétel). Legyen f : X — Y egy C*-beli fiigg-
vény, ahol X,Y Banach-terek és k > 1. Ha valamilyen a € D (f) pontban
f'(a) € L(X,Y) invertdlhato, akkor vannak a-nak és f (a)-nak olyan U, V
nyilt kornyezetei, hogy f|U C*k-diffeomorfizmus U-rél V-re.

1.6. Definicié. Az X tér az R, S zdrt linedris alterek direkt dsszege, ha
RNS={0} és R+5=X.

1.3. Tétel (Implicit fiiggvény tétel). Legyen f: X — Y C*-beli fiigguény,
ahol X,Y Banach-terek és k > 1. Tekintsiik valamely a € D pontra a

I'={zeD(f): f(z)=[f(a)}

halmazt. Tegyiik fel, hogy X valamilyen X = R+ S direkt dsszegnek felbon-
tasdra [’ (a) ‘S € L(S,Y) invertdlhato. Akkor van a-nak olyan U kérnyezete
és olyan C*-beli g : R — S fiiggvény, hogy

UNT ={(r.g(r)): r € D(9)}.
Bizonyitas. A tételt négy 1épésben latjuk be.

1. Az
EF(r,s)=(r,f(r,s))

egyenléség egy C*F-beli F: D — R x Y fiiggvényt definial. Vezessiik be
a kovetkezd jeloléseket:

A=@)], 6 B=1()

S’
ahol
r=r+s (reR, se€bf)

esetén [’ (a)x = Ar + Bs, azaz

ro- (3 )6

Feltéve, hogy B-nek létezik B!, ekkor az F” (a) invertalhato, és

Pt = (g 5a) ()

ami a matrix invertalasabol egyszertien adodik.

Most hasznaljuk fel az inverz fiiggvény tételt, ami alapjan léteznek
a € X-nek és F'(a) € R x Y-nak olyan U, V nyilt kdrnyezetei,
hogy F ‘U C*-diffeomorfizmus U-rél V-re.
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2. Azt kell belatnunk, hogy UNT egy alkalmas g : R — S fiiggvény grafja.
Ehhez elég azt igazolnunk, hogy ha

(7‘,8),(7’,31) eU ¢s f<7"75) = f(?”,g),
akkor s = s. Ez pedig F |U injektivitasabol adodik, ugyanis

F(T,S):(T,f(?“,s)):<7“7f(7“,§)):F(7‘,§),

3. Kovetkezs 1épésként a g értelmezési tartomanyanak nyiltsagéat kell be-
latnunk. Ekkor

D (g) ={r € R:alkalmas s € S-re (r,s) €U és f(r,s)=f(a)} =
= {r € R:alkalmas s & S-re (r,s)eU és F(r,s)=(r,f(a))}=

{reR:(r,f(a) eV}

Mivel V nyilt halmaz, igy az egyenldségekbdl kivetkezik D (g)-, azaz g
értelmezési tartomanyanak nyiltsaga.

4. Végiil ha r € D (g), akkor

F(rg(r) = (r,f(rg(r) = (rf{),

ebbgl 1
(Fly) " (. f(a) = (rg(r).

Ugyanis (F |U)71 € C*, és g ennck a fiiggvénynek a komponense, azaz
g€ C*.

]

1.4. Tétel. Imperfekt stabilitds akkor és csak akkor beszélink, ha sgnD =
—sgnDj;, {j = 1,...m}, ahol az A egyiitthaté mdtriz legyen. Jeldlje A =
(aij)?fj:l és D ennek a mdtriznak a determindnsdt, illetve D;; pedig az A
mdtrix aj; egyitthatohoz tartozo eldjeles aldetermindnsat.

Bizonyitas. Mivel

miatt alkalmazhatjuk az implicit-fliggvény tételt (1.3-as tétel). A tétel
miatt (p§,...,p5,) egy kornyezetében egyértelmien kifejezhetck a
(P1,---sDj—1,Dj+1, - - -, Pm) arak p; fiiggvényében, tehat léteznek olyan

9155 95-15 95415 - - - s Im [0,00) — [0,00)
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differencialhato fliggvények, hogy

pe=gc () (K#37), pi=gc ().
Ezeket a fiiggvényeket hasznalva az imperfekt stabilitas feltétele felirhato:
d

%Ej (91 (pj) yee gi—1 (Pj) yDjs -5 9541 (pj) ye sy 9m (Pj)) < 0.
J P;=D§

Vezessiik be a g; (p;) = p; jelolést és legyen

d

T = %Ey‘ (91 (DY) s+ gm (1)) -

J

Igy az 1j jelolésekkel és az 1.1.4, illetve 1.2.1 egyenlGségek felhasznalasaval
kapjuk:

a1y (p§) +.o ajj—lg}_1 (P?) +aj; + ajj+19}+1 (Pi) + . GmGy, (pj) =
tovabbé
aklgi (pj) + .. +akmg1/n (pj) =0 (j = 1727' <y My (] 7é k))

Ekkor egy lineéris egyenletrendszerhez jutottunk, g) (pj) - (pj)—el,
amibdl a Cramer-szabaly felhasznalasaval kovetkezik, hogy

. 2 (—=1)% D;; D
Tehat
d
T = %Ej (g1 (P7) -, gm (P,)) <0 & D és Dj; elGjeles ellentétek.
j

1.2.2. Perfekt stabilitas

1.7. Definicié. A (pS,...,p5,) eqyensilyi drrendszer perfekt modon stabil,
ha minden j € {1,...,m} indexre

Ej(pr--pm) (N,

ha a p; figguény novekszik p§ pont egy kérnyezetében tovdbbd, ha tetszdleges
0 <k <m-—1dbdr figguény, amely nem tartalmazza a j-ediket, gy val-
tozik, hogy a nekik megfeleld AE;-k megegyeznek nullakkal, mig a tébbi dr
dllando azaz a nekik megfeleld pg-el egyenldk.



12 1. WALRAS-FELE PIACMODELL

1.2. Megjegyzés. Ldatszik tovdbbd, hogy a perfekt stabilitds eqy erdsebb foga-
lom, mint az imperfekt, ugyanis k = m—1 -re az imperfekt stabilitdst teljesitd
feltételeket kapjuk.

1.5. Tétel. Perfek stabilitds pontosan akkor létezik, ha minden kilonbozd
7791, J2s - - - indexre teljesiil:

37 771 .. .. ..
aj;; < O, > O, Qi Qg Ao | < O, .

Qi Qi
gij Qg o Ny
Ajoj Ajagi Ajago

Bizonyitas. A tétel bizonyitasat teljes indukcioval végezziik el. Ennek
megfelelGen vizsgaljuk meg elGszér a k = 0 esetet:
k = 0 esetben:

€ e (& (&) 8E (& e
Ej (plﬁ w9y P15 P Piy1s - - 7pm) \I = a_pj (p17 B 7pm) = aj; < 0
j
k =1 esetén: Vezessiink be egy 1j jelolést

Ek (pjvph) = Ek (pia s 7p§‘—1apj7p§+17 cee 7p§1—17pj17p§1+17 s 7]721) k= j:jl-

Ekkor a AEVJ-I (pj,pji) = 0és aj,;, # 0-bdl, illetve felhasznalva az implicitfiiggvény-
tételt kovetkezik, hogy létezik pontosan egy olyan g fliggvény, tgy, hogy
P, = ¢ (pj). Ebbdl pedig E;, (pj,9 (pj)) =0¢és g (pj) = p5,- Legyen tovabba

d Il e €

Ekkor

r = aj; + a9 (p)

} = g/(pj):_ﬂ:x:ajijajjl(_ m)z

_ /(e o -
0= Qjyj5 + Q51519 (pj) Q3151 Q3151
1 CLA . a/, .
_ 33 inl <
Ajiy |Fg1i Qjiga

Es az el6z6 esetnél lattuk, hogy aj;, <0, 1gy

r<0 & JI T S ),

Ajrj g

Kovetkezs 1épésként tegyiik fel, hogy mar k£ = n esetén tudjuk, hogy a
tétel teljesiil, és most vizsgaljuk meg az k = n + 1 esetén is:
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Legyen az el6z6hoz hasonl6an
Ek (pj>pj1> s apjn-i-l) =

e e e e e e e e
Ek (p17 cee 7pj717pj7pj+17 B 7pj1717pj17pj1+17 cee 7pjn+1717pjn+17pjn+1+17 - pm) )

ahol (k:j;j17-~~7jn+l)-

Ebben az esetben a AEj (pj,pjl, o 7Pjn+1) =0,(k=17,71,-+,Jns1) €8
Ay 1 o Qg
: = 0-bol
Ajnyrir " Bpyrgna

az implicitfiiggvény-tétel segitségével kdvetkezik, hogy egyértelmien léteznek
a Gji,---» Y. fuggvények, melyekre

pe=gc(pj) 6s pi =gk (05), (k=J1.02: s Jns1) -
Ezekbdl kovetkezik tovabba, hogy

AEk (pj7gj1 (pj) yo sy Qi (pj)) - 07 (k = j17 s 7jn+1> .
Hasonléan az eddigiekhez legyen

d - e e ¢
T = %Ej (15950 (P5) -+ Gjna (15)) -

Ekkor
T = aj; + a;5,95, (PE) + o a0 05, (pi)
és
0= ay; +arj, gj, (95) + -+ g5, (95) 0 (=31, )

Most hasznéljuk fel a Cramer-szabalyt és igy a kovetkezs egyenlGséghez
jutunk:

Ay, T Ajjint1
Ajrp1ir " Ungajngr
xr =
Qji1 5, T 51 fntr
Ajrp1ir " Ungajnsr

Ekkor x-re pontosan akkor teljesiil, hogy x < 0, ha a szamlaloban vagy a
nevezGben szerepld kifejezés elGjele kiilonbozs.

[
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1.2.3. Dinamikus stabilitas

1.8. Definicio. A (p§,...,p%,) egyensilyi drrendszer dinamikusan stabil,
ha a (p,...,p5,) egyensilyi helyzet a
p} =F;(E;(p1,.--,pm)), (J=1,....,m) (1.2.2)

differencidlegyenlet rendszer aszimptotikusan stabil megolddsa.

A differencidlegyenletben szerepls Fj fliggvények mutatjék meg a mérté-
két a tulkeresleti fiiggvény visszahatasdnak a tobbi arra a piac alaptorvénye
értelmében.

Az F; : R — R differencialhato fiiggvény amelyre az alabbiak igazak
(j=1,...,m) esetén:

1. F;(0), ami azt jelenti, hogy ha nincs se tulkereslet se tulkinalat, akkor
az arak egyensilyban vannak.

2. 7F; (r) > 0, har # 0 vagyis ttlkereslet esetén az arak nének, tulkinalat
esetén az arak csokkennek.

3. F7(0) > 0 azaz, az egyenstilyi helyzettdl vald eltérés esetén a tilkeresleti
fliggvény azonnal érezteti hatasat.

Ha E;, F; adott fliggvények, akkor vizsgaljuk meg, hogy mi a dinamikus
stabilitas feltétele. Linearizaljuk a (p{,...,p5,) egyensulyi helyzet koriil:
"\ OF; (E)) , . .
Fi(Ej (pr,- - pm)) = Y OF; (E,) (5, . ... p5,) Api + hibatag
= op

Legyen z; (t) = p; (t) — p§, igy
(1) = Z bjx; (t) + hibatag,
k=1
ahol

OF; (Ej)
Opx,

OE;

CLps)=F(0) =2
(pS Dy,) (0) o

bjk: (pi"'vpfn) :F]/ (0) Ajk-

Ekkor a hibatagok elhagyésaval:

v (1) = buy; (t) v = By.
k=1
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1.6. Tétel. Legyen N € N, A € RY*N qdott mdtriz és
r' (t) = Az (t)

dllando egyiitthatos differencidlegyenlet rendszer pontosan akkor aszimpto-
tikusan stabil, ha minden \ € o (A) (0 (A) az A mdtriz sajdtértékeinek
halmaza) esetén a Re (\) < 0.

Ezek alapjan a kovetkezd tételt tudjuk megfogalmazni:

1.7. Tétel. Legyen

. OF; (E;) OF;
by = —2~2(p, ... p%) =F' (0) —2(pS,...,p%) = F!(0)a,
J apk (p17 7pm) ( ) 8pk; (p17 7pm) ]( )ajk
Vegyiik a a kovetkezd egyenletet:
bin — A Do e bin
b boo — A - - bon,
bnl an e bnn - A

1. Az egyensilyi drrendszer dinamikusan stabil, ha a karakterisztikus po-
linom minden gyokének valds része negativ.

2. Ha létezik pozitiv valos részi gyok, akkor mincs dinamikus stabilitds.

Bizonyitas. Valasszuk meg B-t és F-et a kdvetkez modon:
Fy
B=(by)—y, F=|:
Fr,

Igy tehat F derivalt matrixa az (pS,...,p¢) egyenstlyi pontban pont a B
méatrixnak felel meg, ezért a derivalt méatrix sajatértékei a fenti karakteriszti-
kus egyenlet gyokei, igy az 1.6 tételt alkalmazva pont a kivant eredményhez

jutottunk.
O
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1.2.4. Algebrabdl ismert segédtételek és a hozza kapcsolodo tételek

A kovetkezGkben néhany algebrai tétel és fogalom ismertetésével foglal-
kozom, amelyek az alapjat biztositjak a késSbbiekben bemutatandé fontos
kozgazdasagi eredményeknek.

1.9. Definicié. Egy B mdtrizot akkor neveziink stabilnak, ha a
det (B — \I) = 0 karakterisztikus egyenlet minden gyékének valds része ne-
gativ.

1.8. Tétel. Ha B szimmetrikus (azaz b;; = bj;), akkor B pontosan akkor
stabil, ha

b b bll b12 b13
b1 < 0, 11 12 > O, bo1 b22 bosg| < 0, RN (_1>m det B > 0. (*)
b21 622
b31 b32 b33

1.9. Tétel. Ha b;. > 0 minden j # k esetén, akkor B stabil pontosan akkor,
ha (%) teljesil.

1.10. Tétel. Ha b;; <0, (j=1,2,...,n) és a fédtldban lévd elemek sordo-

mindnsak
m

il > Y bl
k=1,k+j
vagy oszlopdomindnsak
m
bl > > bl
k=1,k+j

akkor B stabil.

A kovetkez§ tételeket fogalmaztak meg a kozgazdaszok az el6bbiek ered-
ményeképpen:

1.11. Tétel (Samuelson). Ha B szimmetrikus és (x) teljesil, akkor az
eqyensulyi helyzet dinamikusan stabil.

1.3. Megjegyzés. A gyakorlatban B szimmetridjahoz azt az értelmezést lehet
tarsitant, hogy az i-edik dru drvdltozdsdnak hatdsa a j-edik dru drdra ugyan-
akkora, mint a j-edik dru drvdltozasanak hatdsa az i-edik dru drdra. E helyzet
pedig mind helyettesitd, mind kiegészitd druk esetén dltaldnosnak mondhato.

1.12. Tétel (Metzer). Ha b;; > 0 minden i # j esetén, és (x) teljesiil,
akkor az eqyensilyi drrendszer dinamikusan stabil.
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1.4. Megjegyzés. A b;; > 0 pontosan akkor, ha a;; > 0, tehdt a j-edik dru
drdnak az i-edik keresletét néveli, azaz a helyettesitd druk fogalma lesz ebben
az esetben a kézenfekvd.

1.13. Tétel (Walras). Ha b;; < 0 bdrmely j esetén, és a fdédtldban lévd
elemek sor- vagy oszlop domindnsak, akkor az egyensily: drrendszer dinami-
kusan stabilis.

1.5. Megjegyzés. Az oszlopdominancidahoz azt a jelentést tudjuk tdrsitant,
hogy a j-edik dru dranak vdltozdsa dsszességében kisebb hatdssal van a tébbi
dru drdnak vdltozdsdra, mint a sajdtjdra.

A sordominancia pedig azt jelenti, hogy a j-edik drut kivéve az dsszes tobbi
dru dranak vdltozasa oOsszességében kisebb hatdssal van a j-edik dru drdra,
mint a sajdt vdltozdsa.

Mindkét eset valojaban azzal a jelentéssel bir, hogy a j-edik dru drdnak vdl-
tozdasadt, leginkdabb a sajdt drdnak vdltozdsa hatdrozza meg, ami szintigy igen
természetesnek hat, hiszen ha matematika konyvet szeretnék vdsdrolni, akkor
a foci labda drdnak vdltozdsa legfeljebb kis mértékben befolydsolja dontésem.

1.3. Stabilitasfogalmak kapcsolatai

Most vizsgaljuk meg az eddig targyalt stabilitasfogalmak egymés kozotti
kapcsolatat.

1. Perfekt:

(a) perfekt = imperfekt:
Definiciobol kévetkezik k = m — 1-re.

(b) perfekt = dinamikus m = 2 esetén:
Mivel, perfekt stabilitas esetén

b1y < 0, bas < 0, det B> 0

1.5 tétel alapjan, igy a karakterisztikus polinom minden egyiitt-
hatoja pozitiv. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy a karakterisztikus
polinom minden gyokének valos része negativ, tehat dinamikusan
stabil.

Azonban vegyiik a kovetkez6 B méatrixot:

- =1 0 0
0 — -1 0
0 0 — -1
1 -1 1 -«

B =
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ahol € > 0 megfelelGen kicsi, példaul € = 0.005, akkor:

—0.005 -1 0 0
0 —-0.006 -1 0
0 0 —0.005 -1 ’
1 -1 1 —0.005

esetén a determinansok kiszamitésa utédn lathatod, hogy perfekt,
de ha vessziik a matrixunk karakterisztikus polinomjat, amely a
kovetkezs:

A4 0.02)3 4 1.00022% + 1.01\ + 1.005,

mely negyedfokil polinémnak gyockei:

A1 = 0.524 4+ 1.1209:¢

A2 = 0.524 — 1.1209:

A3 = —0.5524 + 0.58571

A = —0.5524 — 0.58571.

Ezek alapjan latszik, hogy nem mindegyik gyok esetén negativ a
valos rész, tehat nem dinamikusan stabil.

2. Imperfekt:

(a)

imperfekt # perfekt.
Vegyiik a kovetkez6 matrixot:

(11
p=(1);

ahol ha e-t ugy valasztjuk meg hogy, ¢ > 1, akkor a determi-
nans értéke negativ lesz, mig a f6atld elemeihez tartozé adjungalt
aldeterminans pozitiv, tehéat az 1.4 tétel alapjan az imperfekt sta-
bilitas feltételei teljesiilnek. Azonban ha megvizsgaljuk a perfek
stabilitas feltételeit, akkor latjuk, hogy b3 > 0, byy > 0, igy nem
lehet perfekt modon stabil.

imperfekt # dinamikusan perfekt ,hiszen vegyiik az el6bbi B mat-
rix koncepciojat € = 16 esetén:

1 1
16 1)

ekkor a karakterisztikus polinomja: (1 — X)*> — 16, ami a neveze-
tes azonossag miatt nyilvan (A + 3) (A — 5) = 0 egyenlethez vezet,
amibdl latszik, hogy nem lehet minden gyokének valos része nega-
tiv, igy dinamikus stabilitas sem all fent.
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3. Dinamikus:

(a)

dinamikus # pefekt:
Most a kovetkezd méatrixot vizsgaljuk meg:

().

aminek a karakterisztikus egyenlete:
(=5 =N 1 =N)+9=X+4\+4=(\+2),

tehat minden gyoke negativ, azaz dinamikusan stabil, viszont az is
azonnal megallapithato, hogy a f6atloban 1évé elemek nem mind
negativak, igy nem lehet perfekt médon stabil.

dinamikus # impefekt:
Itt is vegyiik az el6z6 matrixot, ahol a det B =4 > 0, és byy > 0
is pozitiv, ami ellentmond az imperfekt stabilitasnak.
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2. Hicks-Samuelson-modell

Paul Samuelson (1915-2009) amerikai kozgazdéasz, a modern kézgazdasag-
tan egyik megalapozoja és szamos elismerés birtokosa volt, és mar fiatalon is
hirnévre tett szert tudomanyos dolgozata révén. Munkassagara jellemzd volt,
hogy matematikai modszerek segitségével probélta megoldani az egyes koz-
gazdasagtanban femeriils kérdéseket. A kozgazdasagi teriileten vézett munka-
jat honorélva, az els¢ amerikaiként vehette 4t Nobel-dijat a statikai és dina-
mikai kozgazdasigtani elmélet kidolgozéasaért, és a kozgazdasagi elméletben
valo tudomanyos elemzések szintjének noveléséért folytatott tevékenységéért.

Sir John Richards Hicks 1939-ben irt, Value and Capital cimi mtivében
uttors gondolatokat fogalmazott meg a Keynes-i elmélet értelmezésével kap-
csolatban. E munkijaban a kozgazdasz sikerrel 6tvozte a korai holisztikus,
makrogazdaségi jellegl altalanos egyenstlyi modelleket a neoklasszikus mik-
rookonomia racionalis gazdasagi dontéseket feltételezd, hatarelemzésen nyug-
v6 (marginalista) modellekkel. Ezenkiviil Paul A. Samuelson ugyancsak eh-
hez hasonlé iranyu gondolatokat fogalmazott meg a kozgazdasagtani elemzés
alapjai vonatkozasdban 1947-ben megjelent miivében, melyben a professzor
alapvet@en a klasszikus termodinamika fiiggvénytani modszertanat adaptalta
a kozgazdasagtani elemzésekre.

Ebben a fejezetben az ugynevezett "jol viselkeds" (melynek pontos jelen-
tését csak késsbb fogjuk meghatarozni) piacot fogjuk koézelebbrsl szemiigyre
venni, illetve a hozza kapcsolodoé kiilonbozé feltételeket, a Hick-Samuelson-
féle modell bevezetésével.
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2.1. A modell bevezetése

Legyen hasonléan az eddigiekhez m darab aru a piacon, melyeknek arai
(P1y- s Pm, (Pi>0))és E;(p1,...,pm) a tilkeresleti fiiggvény minden
(1 =1,...,n)-re. Emellett legyen egy k; > 0 (i = 1,...,m) konstansunk (ar-
homogenitas), igy az arak szintje a feltételek altal nem meghatarozott, hanem
szabadon megvalaszthato. Ekkor a

egyenlet hatarozza meg a piac magatartasat. A tulkereslet bizonyos hanyada
noveli az arat (k; > 0). Ehhez az egyenletrendszerhez gy jutunk, ha a

p;:Fi(Ei(ply--wan))a i:l,...,m

egyenletrendszerbdl az F; fiiggvényeket linearisnak tekintjiik, ezt pedig az
egyensulyi helyzet kornyezetében (ahol E; = 0) torténd linearizalassal ér-
hetjiik el.

2.1. Definicié. Egy E: [0,00)" — R fiiggvényt k-ad foki homogén fiigg-
vénynek nevezziik, ha minden p > 0 esetén teljesiil, hogy

E (up) = " E (p) .

2.1. Megjegyzés. Most szamunkra a k = 0 eset lesz fontos az eldzd 2.1 de-
finiciobol, ami gy hangzik, hogy eqy E fiigguényt nulladfokd homogén fiigg-
vénynek neveziink, ha az E (up) = E (p) egyenldség, minden u > 0 esetén
teljestil.

Ennél a modellnél azonban felmeriil az a probléma, hogy nem tudjuk
mikor lesz a p°® egyensulyi arrendszer dinamikusan stabil. Ahhoz, hogy ezt
orvosolni tudjuk olyan axiomakat kell felvenniink, melyek a gyakorlattol sem
térnek el.

Ezeknek megfelelGen a Hicks-Samuelson-modell a kdvetkezd axiomak meglé-
tét koveteli meg:

1. Walras-torvény:

BB ) = nB ) =0,

ami a gyakorlatban olyan jelentéssel bir, hogy az egyes arukra vonat-
kozo tulkereslet pénzben kifejezett Osszege 0, azaz a piacon 1évE Gsszes
pénzt elkoltik.
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2. Az FE;-k nulladfokti homogén fiiggvények. Ezt a kozgazdasagtan
nyelvére leforditva azt kapjuk, hogy a piacon (ahol a munkaerd is jelen
van, mint 4ru) az sszes aru nominélis! dra ugyanannyiszorosira ng,
ennek ellenére az aruk realértékben? valtozatlanok, a kereslet ezekre a
termékekre valtozatlan.

3. Létezik egyensilyi arrendszer, azaz p® = (py,...,pn) > 0 arrend-
szer mikézben az E; (p¢) = 0, (i=1,...,m). A stabilitasvizsgalat
soran nyilvan sziikségiink lesz egyensilyi arrendszerre, melynek sta-
bilitasarol beszélhetiink. A piaci szereplSk szemszogébdl vizsgalva az
egyensulyi arrendszer a legoptimélisabb, legkiszamithatobb, hiszen ek-
kor az aruk arai nem valtozatlanok.

2.2. Megjegyzés. Az utolso axidoma olykor eqy enyhébb vdltozatdban is eld
szokott fordulni, amely a kovetkezdt mondja ki:

Létezik egy olyan p* = (p3, ..., pk,) dltalanositott egyensilyi drrendszer, amire
E;(p*) >0, (i=1,2,...,m), és ha E; (p*) < 0 valamilyen i-re, akkor

p; = 0. Ennek azt a magyardzatot adhatjuk, hogy egyrészt nem létezik egytlen
arura sem tulkereslet, mdsrészt eqy dru tilkindlata esetén az dra 0 lesz, ebbdl
kovetkezik, hogy az dra ennél alacsonyabbra nem mehet.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Walras-térvény fenndll. Ekkor a
P (t) =kE;(p(t))

Di (0) =Di

(i =1,...,m) kezdetiérték-probléma megolddsa létezik és korldtos [0, 00)-ben.

laktualis arat jelent, inflacié vagy mas tényezdk figyelembevétele nélkiil
23ltalanos arszint idébeli valtozasai miatt korrigalt érték
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Bizonyitas. Elég a korlatossagot belatnunk, hiszen a Pcard-Lindelof tétel
alapjan az unicitéas és az egzisztecia mar kovetkezik.
Vegyiik a
P (1)

=
=
I
INgh
3
S

fiiggvényt. Ekkor

%W (=2 pik(f)pé () =2)" pik(f) kiEi (p(t) = 22197; (t) Ei (p (1)),

i=1 i=1

ami a Walras-tétel miatt 0. Igy W (¢) allando, W (t) = W (0) > 0. Tehat a
megoldasok rajtamaradnak a W (0) = > 1", % ellipszoidon, azaz korlatosak.
O]

2.2. A piac jol viselkedése kinyilvanitott preferencidk gyen-
ge feltétele esetén

2.2. Definici6. A piac teljesiti a kinyilvdnitott preferencidk gyenge
ariomdjdat (késobbiekben kpgya) (weak aziom of revealed preference), ha
p# up® (u>0) esetén (p°, E (p)) > 0.

2.3. Definicid. Legyen p,p’ két drrendszer igy, hogy teljesilp # pp’ (1 > 0)
egyenldség.

Ekkor p preferdlt p'-hoz képest, ha 0 = (p, E (p)) < (p, E (p')) . Specidlisan,
ha a kpgya teljestilése esetén p° preferdlt minden p' # up®-hoz képest.

A gyakorlatban ehhez azt az értelmezést tarsitjuk, hogy p abban az
esetben preferalt p’-hoz képest, ha E; (p),..., E, (p') tulkeresleteknek a
D1, - - ., Pm arak szerint stlyozott 6sszeg nagyobb, mint 0. Ehhez fel kell hogy
legyen téve, hogy p és p’ koziil nem mindketts preferalt a masikkal szemben,
ugyanis p és p’ prierencia szempontjabol vald 6sszehasonlitasnak csak ekkor
tulajdonitunk értelmet. A tulkeresleteket a kovetkezs (p, E (p)) < (p, E (p))
relaci6 hasonlitja Ossze.

2.1. Allitas. A p® (dltaldnositott) egyensilyi drrendszer konstans szorzotdl
eltekintve egyértelma.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy p* # up® és E (p*) > 0. A kpgya-ja alapjan
ekkor (p®, E (p*)) > 0, ami ellent mond FE (p*) < 0-nak, hiszen p® > 0.
O
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2.2. Tétel (Ljapunov stabilitasi tétele). Ha megadhaté a p € M egyensi-
lyi pont valamilyen nyidt U C M kérnyezetén olyan V : U — R folytonos
differencidalhato fligguény, melyre

1. V(p) <V (q) Yqe€U—{p} pontban, és
2. (L{V)(q) <0 Vq e U — {p} pontban,

akkor a p egyensulyi pont stabil. Ha (L;V)(q) <0 Yq € U — {p} pontban,
akkor a p egyensulyi pont aszimptotikusan stabil.

2.3. Tétel. A p° egyensulyi drrendszer stabil.

Bizonyitas.Vegyiik

m

V(p) = Z kl (Ap)* .

Ekkor V' (p®) = 0, és ha p # p®, akkor V (p) > 0. Ebbdl kiévetkezik a pozitiv
definitség a V fiiggvényre a p® pontban. A V fliggvény (1) egyenlet menti
derivaltja a kovetkezot teljesiti:

= oV 1
V(ll) (p) = 8p-p; =2 Z EApikiEi (p) =
i=1 ¢ i=1

=2(p.E(P)— 20°E@p) <0
———— ———
=0 >0,ha p# pup°
=0,ha p= pp°

egyenlGtlenség és a 2.2 tétel alapjan kovetkezik a stabilitas.
O

2.4. Definicio. Legyen S = {s1,..., s} dllapotok halmaza ésT C S x S, a
kovetkzoképp definidlva:

(si,85) € T pontosan akkor, ha s; dllapotbol at tudjuk transzformdlni

sj-be. Egy invarians a T halmazon egy olyan figgvény, amelyre f : S — R
esetén, ha (s;,s;) € T akkor f(s;) = f (s;).

A tovabbiakban az invariancia elvét fogjuk alkalmazni a Hicks-Samuelson-
féle modellben.
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2.4. Tétel. A hdarom fentebb emlitett axiomdk és a kpgya megkovetelése ese-
tén, barmilyen p° = (p?,...,p0) kezdeti drrendszerre teljesiil:

ahol v > 0 olyan, hogy a kévetkezd egyenlet:

Z (Pl;) — 2 Z kl

=1 =1

1gaznak bizonyul.

Bizonyitas.Vegyiik a kovetkezs V' (p)-t

ekkor V' (p) > 0 és V (p) = 0 pontosan akkor, ha p = p°, azaz pozitiv definit
p°-re tekintve. Igy

<0,ha p# pup°
Vi) =205 BN { Sorje 7R
azaz
M={p:V'(p) =0} ={p:3u>0 ugy, hogy p = up}.
Most felhasznalva az invariancia-elvét azt kapjuk hogy d( (t),M) — 0,
t — oo esetén. Tovabba tudjuk, hogy > 1",

w|§w

p(t) € {pl,..-,pm Z Z@]i) }

N J/

tobbd1menz1os ellipszoid

Ez az ellipszoid, illetve az M halmazunk pontosan csak a vp® pontban metszik
egymast, tehat p (t) — vp°©.
O]
A 2.2 és 2.3 definiciokbol kovetkezik a piac jol viselkedése, azaz a piac
egy egyensilyi arrendszeréhez konvergal, a kezdeti arrendszer valasztasatol
fiiggetleniil, ha a kpgya teljesiil.
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2.3. A piac jol viselkedése altalanos helyettesithet&ségi
feltétel esetén

A tovabbiakban az el6bb megfogalmazott megallapitast szeretnénk 1j fel-
tételek esetén is igazolni. Vizsgéaljuk meg rehat azt a kovetkezs feltételek
mellett:

2.5. Definicié. Az dltaldnos helyettesithetdségi feltételt akkor teljesiti
eqy piac, ha teljesil tetszéleges olyan i-re, amire 1 # j, 1,5 € (1,2,...,m),
hogy % > 0.

J

Ennek a tulajdonsidgnak a gyakorlatban azt feleltethetjiik meg, hogy ha
egy aru arat a piacon noveljiik, akkor ebbdl nyilvan kdévetkezik, hogy a bi-
zonyos aru irénti kereslet csokkenni fog. Tehéat a piacon tobb pénz marad,
amibdl adoédik, hogy a picon 1év6 tobbi aru esetén a kereslet pedig megno-
vekedni fog. Azonban itt is meg kell emliteni, hogy e megallapitis is csak
a kiegészité aruktol eltekintve irdnyadod, hiszen az elektromos fogkefe és a
fogkrém esetén ez mar teljesen magatol értet6dé moédon nem mondhaté el.
Ebbél az okbdl kifolyolag a feltétel teljesen konisztens, és azt jelenti, amit a
neve is allit: tetsz6legesen valasztott aru helyettesitheté egy masik tetszéle-
gesen valasztott aruval.

Az eddigiekhez hasonloan vegyiik a kovetkezs:

pi = kiLii (p)
{ )= g (2.3.1)

kezdetiérék feladatot.

2.5. Tétel (Euler-tétel). Legyen E (p1,pa, - .., pm) fligguény folytonos és dif-
ferencidalhaté. Tovabbd E (p1,ps, - .., pm) k-ad foki homogén, pontosan akkor,
ha .

oF

= Opi

pi:kE(p17p27"'apm)' (*)

Bizonyitas. Elgszor a (=) iranyt latjuk be. Tegytik fel, hogy E k-adfoku
homogén fliggvény és fixaljuk (py, pa, ..., pm) -et. Definidjunk egy
g:[0,00) = R (p1,p2, ..., pm)-t6l fiiggd fiiggvényt a kivetkezSképpen:

g (1) = E (upy, pip2, -, fipm) — f°E (D102, - D)
Vegyiik figyelembe, hogy minden 1 > 0 esetén

g9(p) =0.
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Ennél fogva
g (n) =0 Vu>0.
Azonban a lancszabély alapjéan,

n

Z aE (lu’pb up2, ... Jlupm)
Ip;

g/ (,U) = pi_kﬂkilE(pbp%"'apm)-
i=1
Ekkor 1 = 1 esetén latszik, hogy a x egyenlGség teljesiil, igy ezt az iranyt

belattuk.

Masik (<) irany esetén tegyiik fel, hogy

"~ OF
Z 5 Pi = kE (p17p27 s 7pm)
= Opi
teljestil. Ismét fixaljunk egy (p1, pa, - - ., Pm)-€t és definidljunk hozzé egy olyan
g:10,00) = R (p1,p2, .., pm)-tdl fiiggd fliggvényt a kovetkezs képpen:

9 (1) = E(upr, s, -« itpm) — p°E (p1, 02, - - . D)
és vegyiik figyelembe, hogy ¢ (1) = 0. Ekkor

n

3 OF (up1, p2, - - -, f4Dm)

i — k" E (prpas . o) =
o, pi — kp (p1, 2 D)

g (n) =

i=1

1 [ ~=OE (up1, p2, - - - , 1P B
=p 1(2 (up, a;- >upz- — kp"VE (p1,pas - ) =
i=1 ¢
= 1 'KE (up1, 1pas - - -y f10m) — k" E (prypay - D)
tehat

ng' (1) =k (B (upr, up2. - - 1) — 1°E (p1,pa, .- o)) = kg (1) -
Mivel p tetszéleges és g kielégiti az alabbi differencidlegyenletet

J () - Sg (1) =0,

illetve ¢ (1) = 0 esetén megoldva a differencidlegyenletet, kapjuk, hogy

I
g () = 0+ A | =4 / 0- AW GE — 0,
1

ahol irrelenvans modon A () = ff %dt = —klnp. Igy ¢ = 0, tovabba E
homogén R} -en.

[
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2.3. Megjegyzés. Az eldzd tétel alapjan a kévetkezd tétel teljesiil:
Ha az E (p1,p2, - -, pm) fligguényre teljesiil, hogy nulladfoki homogén, akkor

" OF
Zﬁ_pipi =0.

=1

Mely tétel esetén a bizonyitdasra eqy mdsik modszer lehet a kovetkezd:
Bizonyitds. Itt csak kettd wvdltozo esetén ldatjuk be az Fuler-tételt, azon-
ban tobb vdltozo esetén is hasonloan kell eljarni. Haszndaljuk fel a Lagrange-
kozépérték tételt, ekkor

o = Eilpr+ v p2 + pp2) = Ei (p1,p2) _

I

E; (p1 + ppy, p2 + pp2) — Ei (py + pp1, p2) + Ei (py + pp1, p2) — Ei (p1,p2)
W
O: (p1 + ppr,p2+ pp2) - OFi (p1 + Epa, p2)

= D2
Opo Op

P1,

ez pedig tart a
OF; OE; .
p1+ - —p2 -hdéz, ha p—0,
o

Ip2
ami bizonyitja a tételt.

]

2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy az dltaldnos helyettesithetdségi feltétel fenndll.
Ekkor

1. Ha q = p+ pej, ej az m dimenzids tér j-edik baziseleme, 1 > 0, @ # j,
akkor E;(q) > FE;(p), azaz eqy dru drdanak névelése esetén vovekedni
fog a tébbi dru irdnti kereslet.

2. Nem létezik olyan p;, amelyre teljestilne, hogy p; = 0, vagyis hogy szabad
aru lenne.

3. A p° egyensilyi dr eqyértelmi a konstans szorzotdl eltekintve.
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Bizonyitas.
1. g
Ei (Q> - Ei (p) = ; th (p+tﬂej>dt
- / Z 8 ) Opjpudt =
L OF
— K a_(ertue])dt >0,
0
ahol
_ ]-, ha k :]
% = { 0, kiilonben. (2.3.2)

2. Ha p; = 0, akkor két eset van. Az egyik, ha minden arura teljestil, hogy
az ara nulla vagy tegyiik fel indirekten, hogy a kdvetkezé teljestil:

" IFE; " OF;
Z—' _ OLi

Azonban kihasznalva, hogy az E; egy nulladfokt homogén fliggvény,
felhasznalhatjuk az Fuler- tételt, tehat

ami ellentmond az el6bbieknek.
3. Tegyiik fel ismét indirekten, hogy ¢ # up®, (u > 0).
Vegyiik p-t maximalisnak, ugy, hogy teljesiiljon ¢¢ > p©, ekkor

Je{l,2,... m}:q-e:up‘?}
A ! Ly = B (¢°) > B (up?) =0, (2.3.3
3£ gt > ppt (¢°) (1p°) (2.3.3)

ez a kovetketetés a lemma els@ allitasa miatt teljestil, ezért ¢¢ nem lehet
egyensulyi ar.

Ezek alapjan mar ki tudjuk mondani és be tudjuk latni az altalanos he-
lyettesithetGségi feltételhez kapcsolodo tételt.
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2.6. Tétel. A 2.1, axiomdk és az dltaldnos helyettesithetdségi feltétel megka-
vetelése esetén tetszdleges p° = (p9, 19, ..., p0,) kezdeti drrendszerre

lim p (t,p°) = vp",

ahol a v > 0 olyan, hogy

S (p))? ()
P ) Dl

i=1
Bizonyitas. Mar korabban lattuk, hogy a p (t) rajta van a

ZPZ :Z z)

’L

ellipszoidon ¢ > 0 esetén és vp® az egyetlen olyan egyensulyi ar, amire igaz,
hogy az ellipszoidon van rajta.
Definialjuk V' (p)-t és v (¢)-t a kévetkez6 modon:

V(p) = max s
illetve
7 t 9 0
v(t)=V (p (t,po)) ést; rogzitett. v (ty) > ]Lep),
(1=1,2,...,m) a definici6 alapjan. Ekkor a kovetkezd eseteket kell megvizs-
galnunk:

1. HaVi € {1,2,...,m} esetén p; (t1,p°) = v (t1) p¢, akkor a t; id6pillanat-
ban p; (t1,p°) = ups, 1= v(t;), vagyis az arak egyenstlyban vannak a
t; id6pontban. Minden t-re a megoldasok unicitasabol kovetkezik, hogy

pi (t1,p°) = pg, tehat
DO == & (1) =V (o (1) =0

2. Ha3j € {1,2,...,m}, hogy p; (t1,p") < v (t1) p§, akkor a V definici6jat
felhasznalva az is kovetkezik, hogy Ik € {1,2,...,m} pi(t,p") =
v (t1) pg, illetve
d t
(h) = pr (t,p )
t  pg

t=t1
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Masfelsl

0 = Vi (o (607)) = S0 PRI )

WV "), . oy Aot
_ 2 o B () = 5T -
kk 0 kk e
= _eEk (p (tlap )) < _eEk (,U(tl)p ) :07
P Dy,

hiszen (p (t1,p") < (v(t1)p), (p; (t1,0") < (v (t1)p5) és a 2.1-es
lemma elsé pontjat alkalmazva,

v (t) = V(ll) (p (tl,po)) < 0.

Végiil alkalmazva az invariancia-elvet a V alulrél valo korlatossaga ko-
vetkezik a 2.1-lemma mésodik pontja miatt, ugyanis p; = 0 nem lehetséges,
illetve p; (t) >0, t >0, i=1,2,... m-re.

/ =0, hap = pup°
Ve { o e 2.4

M={p:V)y(p)=0}={p:3u>0:p=pup°}.

[gy az invariancia-elvet felhasznalva d (p (t), M) — vp®, (t — oo0), hiszen
csak ez a pont van M és az ellipszoid metszetében. Igy az eredményt bi-
zonyitottuk globalisan, mivel a bizonyitds menete nem csak a up®(u > 0)

egyenstlyi helyzethez kozeli p°-ra teljesiil, hanem minden p° kezdetiértékre.
O
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