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1. Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Lukics Andrasnak a nagyszerd témajavaslatot, a
rendszeres konzultdcidkat, az irdnymutatdst az internetes szakirodalom utveszt§jében és azt,
hogy bevezetett a gépi tanulds izgalmas vildgaba.

Szeretném megkodszonni mindazoknak a nagyszerli embereknek, akiket kereshettem kisebb-
nagyobb elakaddsaimmal. A teljesség igénye nélkiil - Acs Juditnak, Csiszarik Adridnnak, Vas
Bernadettnek, Csanady Balintnak.

Es végiil, de nem utolsGsorban szeretném megkoszonni csalddomnak és bardtaimnak a végtelen
tiirelmiiket, megértésiiket és timogatasukat, amit folyamatosan kapok t6liik.



2. Bevezetés

Kozépiskola 6ta tudtam, hogy egyszer meg szeretném érteni a gépi tanuldst. Egyszer azt hal-
lottam egy programoz¢é ismerdsomtdl, hogy "a vildgon kb 40 ember érti, a tobbi pedig feke-
te dobozként haszndlja, pedig nem is érti rendesen". Az egyetemi tanulmdnyaim alatt nagyon
megszerettem a grafalgoritmusokat, az optimalizalasi feladatokat és a modellezés folyamatét,
amikor egy val6 életbeli jelenséget leirunk matematikdval. Ezen érdekl6dési teriileteim men-
tém elindultam szakdolgozati témét és témavezetSt keresni, €s rendkiviil gyorsan irdnyitottak
Lukécs Andrashoz. Kideriilt, hogy manapsdg intenziven kutatott teriilet a mélytanulds alkalma-
zasa a kombinatorikus optimalizalasi feladatokon [Cap+21]], f6leg NP-nehéz feladatok koze-
litd megolddsara. A teriileten a mélytanulds 0sszes technikdjat igyekeznek alkalmazni mind a
klasszikus algoritmusok helyettesitésére, mind a teljesitményiik javitasara.

Egy év alatt életszertitlennek tiint, hogy a gépi tanulds alapfogalmaitdl az egész teriilet dttekin-
téséig tudnék jutni, igy kivalasztottam az utaz6iigynok problémat (TSP), mely az egyik legnép-
szer(ibb kombinatorikus optimalizélési feladat mély tanuldsos korokben. Egyszeriien leirhato,
szinte minden fajtdja NP-teljes, dltaldnos eredményeket mutatnak fel mind a mai napig klasszi-
kus eszkozokkel is és az életben rengeteg alkalmazésa van [MSM10]. Ezek kozott megtaldlhatéd
jarmiivek utvonal-optimalizdl4satol dramkor tervezésig mindenféle érdekes teriilet.

Ilyen sziikitések mellett is rengeteg irdnyba el lehetett indulni a szamtalan kiilonféle kutatasi
irdny miatt. Megismerkedtem a megersitéses tanuldssal, mely segitségével a Google Deep-
mind csapata komoly és latvanyos eredményeket ért el tobb jatékban, feliilmuilvan a legjobb
embereket és a legtobb kordbban alkotott botot (Sakk, Go, StarCraft, Dota). Tanultam az attent-
ion mechanizmusrél, mely segitett 4j szintre emelni a természetes nyelvfeldolgozast, €s jelenleg
Ujabb és djabb attorésekben jatszik fontos szerepet a gépi tanulds tobb teriiletén. Olvashattam
konvolucids halokrdl, melyek elvét hasznositottdk a grafalgoritmusok vilagéban is.

Az induldshoz a cikkek mellett hasznos tdmpontot adtak kordbbi évek szakdolgozatai, f6leg
Harsanyi Benedek [Ben|] és Kulcsar Zoltan [Zol] munkai.

Az aldbbi dolgozatban a 3. fejezetben dtnézem az utaz6iigynok feladat alapfogalmait, fajtdit és
relevans algoritmusait. A 4. fejezet a mély tanuldsrdl sz6l, az alapok gyors attekintése mellett
sz0 esik a GNN-ekrdl, ami a régebbi grafokhoz alkotott halok alapja €s az attention-r6l, amely
egy ujabb mddszer. Az 5. fejezetben folytatjuk a mélytanulas vildgdnak megismerését, a meg-
erOsitéses tanulds alapjait tekintjiik 4t. Majd a 6. fejezetben a TSP hdrom kiilonb6z6 mélyhalds
megkozelitését vizsgaljuk, végiil a 7. fejezetben a 6.4. alfejezetben latott architektirdval néhany
sajat kisérlet eredményét mutatom be.



3. Az utazéiigynok feladat (TSP)

Az utazoiigynok feladat egy grafelméleti probléma, ahol egy stlyozott grafban kell egy minimé-
lis 6sszsulyd Hamilton-kort keresni, azaz egy olyan kort, ami minden csticsot pontosan egyszer
érint. Nevét, Travelling Salesman Problem (TSP) onnan kapta, hogy egy varosokat és az ket
0sszekotd utakat tekintve grafnak, a feladat megolddsa megmondja egy utaz6 iigynoknek, hogy
tudja a lehet6 legkevesebb utazdssal eljuttatni a portékdjat minden varosba.

Adott G(V,E) graf, egy ¢ : E — R stlyfiuggvény, a feladat a V csicsok egy olyan permutacio-
jdnak meghatdrozdsa, hogy minden i € (0,1...n)-re (v;,vit1) €L, vo = v, és Y _( Cyv;,, MinNi-
mdlis. Kiilon megkérdezhetd, hogy 1étezik-e megoldas, és ha 1étezik megoldas, mi az optimdlis
megoldas.

A feladatot Karl Menger irta le els6ként 1930 koriil. Tobbszor megfoglamaztdk postdsok, isko-
labuszok segitségével, mig 1949-ben Julia Robinson adta neki a jelenlegi nevét. A 20. szdzad
masodik felében rengetegen kutattdk a témat. Mivel a feladat NP-teljes, igy olyan megoldast,
ami polinomidlis futdsidében taldl optimalis megoldast, nem ismeriink. Mar egy egyszer(i graf
Hamilton-korének 1étezése is NP-teljes. Viszont mivel az alkalmazdsoknal a j6 kozelitd megol-
dédsok is boven elegendbek, vannak heurisztikus médszereink, kozelitd algorimusaink a megol-
das keresésére.

2y 2

Az elsd polinomidlis kozelitd algoritmusa TSP egy alesetére Cristofides nevéhez filizodik 1976-
bél, ez 3 /2 kozelits volt. Ezen 201 1-ben és 2020-ban sikeriilt javitani 3 /2 — € kozelitSre [KKG20],
ahol € > 1073, Jelenleg a metrikus esetre ez a legjobb, amit tudunk. Ennél ersebb eredmény
is van egy kisebb feladatra, az euklideszi TSP-re Sanjeev Arora 1998-ban alkotott egy a PTASEI
algoritmust [Aro98], amiért 2010-ben Godel-dijat kapott.

A ’90-es években a 1étez6 legjobb mddszerek 0sszegyurdsabol megsziiletett a Concorde prog-
ram, ami a gyakorlatban a legjobban haszndlhat6 program napjainkig. 1991-ben Geralt Leinelt
létrehozta a TSPlib nevii konyvtarat, ami rengeteg, koliinboz6 nehézségli feladatot tartalmaz. A
kutatok ezt haszndljak napjainkban a kiilonb6z6 heurisztikdk dsszehasonlitdsara. A feladatnak
tobb fajtajat kiilonboztetjiilk meg, bizonyos plusz megszoritasok szerint.

3.1. Definicio. Metrikus TSP

Ebben a feladatban vannak térbeli pontjaink és egy metrikdnk a téren. Ugy kapjuk meg a gréfot,
hogy a pontok lesznek a csucsok, és ezen egy teljes grafot vesziink. A sulyfiiggvény egy adott
élre a kezdd és végpontjanak a tavolsdga a tér metrikdja szerint.

3.2. Definicio. Euklideszi TSP

A gyakorlatban a leginkabb hasznalt verzi6 az tn. Euklideszi TSP feladat, ami a metrikus TSP
azon alesete, ahol az Euklideszi tér L, tdvolsdgat hasznaljuk élsilyozasra. Ez az eset adta a
legtobb motivaciot a téma kutatdsara, hiszen a val6 életben rendszeresen el6forduld feladatrél
van sz0. A feladat ilyen megkotésekkel is NP-teljes [Pap77/].

3.3. Definicio. Szimmetrikus/Asszimetrikus TSP

Létezik a szimmetrikus €s az asszimetrikus felosztas (G irdnyitatlan, vagy irdnyitott). Ez el6ke-
riil példéaul forgalomirdnyitdsnal.

Polinomial-time approximation scheme



3.1. Javit6 algoritmusok

A javitd algoritmusok inputja egy TSP feladat és egy (nem optimdlis) megolddsa. A javitd
algoritmus ezen egy valamilyen javito 1épést tesz meg. A teljesség igénye nélkiil ilyenek a
k-opt algoritmusok, a Lin-Kerninghan, a szimulalt hiilés, a hangyaboly-optimalizalds vagy a
genetikus algoritmusok.

Az ilyen javito algoritmusok miikodését jobban megérthetjiik, ha elképzeljiik a Hamilton-korok
grafjat. Ebben a grafban a csucsok a lehetséges Hamilton-korok, és két csucsot 0sszekot €1, ha
egy javito 1épéssel at lehet jutni egyik korbdl a masikba. Ekkor minden javitd algoritmus egy
sétat generdl ezen a grafon. Mivel a grafnak akdr n — 1! csucsa is lehet, igy egy javit6 algoritmus
futdsidejére nem tudunk altaldnos esetben hasznos felsd becslést adni.

2-opt

A 2-opt egy lokalis javit6 algoritmus, ami 2-opt 1épésekbdl all. Az algoritmus kiindul egy meg-
engedett megolddsbol, majd végrehajt egy 2-opt 1€pést, ami a kovetkez6képpen néz ki: a jelen-
legi permutdcionk (vi,vy,...v,). Keressiink két élet (v;,viy1 és v, vy, i < j), melyek kezdd
és végpontjait felcserélve egy jobb (vagy legaldbb masik) megoldast kapunk. A 1épés végén a
permutaciénk: (vi,va,...vi,Vj,Vj—1,...,Vit1,V},Vj+1,- .- Vn). Ha a grafunk teljes, minden 4llat-
potban r? kiilonb6zé 2-opt 1épés lehetséges.

Meggondolhat6, hogy ilyen 2-opt 1épések sorozataval tetsz6leges megoldasbdl tetszdleges meg-
olddsba dtmozoghatunk, de ha csak olyan 1épéseket engediink meg, amikor éppen javitunk,
akkor konnyen beragadunk egy lokélis optimumba. A 2-opt 1épés erejét mutatja az, hogy a feje-
zet elején felsorolt Osszes javitd algoritmus 2-opt 1épéseket haszndl, valamilyen kiegészitéssel,
hogy lokalisan ront6 1épéseket is megenged;jiink.

k-opt és v-opt

A k-opt 1€pés a 2-opt dltaldnositdsa. Az éppen aktudlis kortirat szétbontjuk k ttra, majd ezeket
valamilyen médon tjra 6sszekotjiik egy korré. A 2-opt esetében 2 utat kétféleképp lehet Ossze-
illeszteni, igy ez egy egyértelmi 1€pés, azonban k = 3 esetén 8 féle Osszeillesztés van (azaz 7
1épést hivhatunk 3-optnak), dltaldnos esetben pedig (k— 1) 122(=1) médon illeszthetjiik Ossze a
k szakaszunkat.

A v-opt médszerek valamilyen sorrendben tesznek k-opt Iépéseket, ahol k 1épésrol-1épésre val-
tozhat. A leghiresebb ilyen mddszer Shen Lin és Brian Kerninghan algoritmusa, amit 1973-ban
publikéltak [LK73].

3.2. Konstruktiv algoritmusok

Az euklideszi TSP feladatot a postdsok napi rendszerességgel oldjak meg, de 6k jellemz6en nem
valamilyen algoritmust kérnek meg, hogy adjdk meg az aznapi ttvonalat, hanem a jézan észben
bizva veszik sorra a cimeket. A gyakorlatban az ilyen j6zan észen alapul6 megfontolasokbdl
sziiletnek a heurisztikdk, ezekbdl néhanyat jarunk korben ebben a fejezetben.

Mohé (legkozelebbi szomszéd)

A moh6 megkozelitése a feladatnak, hogy elindulunk egy tetszleges vy pontbdl €s minden 1€-
pésben a legkozelebbi szomszédot vessziik hozzd a T tirdhoz. Ha minden pontot hozzdvettiink,

6



térjiink vissza vo-ba.
Input: G(V,E,c) élsilyozott grif, vy € V(G) kezdGpont
Output: 7 kortdra
T<+0
MV \ Vo
V<V
while M # 0 do
v; legyen v legkozelebbi olyan szomszédja, hogy v; € M
T < TUvwy;
M—M \ Vi
V<V
end while
T < vvg
return 7'

Azaz, az i-ik 1épésben adott egy T = (vg,vy,...,v;—1) Ut, amit mar bejartunk és mi a v;,_; pont-
ban tartézkodunk. Vegyiik a legkozelebbi szomszédot, amit még nem ldttunk, vegyiik be a korta-
rdba a hozza vezetd utat. Az Ut végén vissza is kell menni vy-ba. Ez az algoritmus a TSPLIBbeli
példdkon éltagosan 1,25-sz6r hosszabb megoldédsokat ad, mint az optimum.

Legtavolabbi pontot besziré

s

Ennél a médszernél szinte minden 1épésben van egy K zart korutunk, ezt fogjuk bdviteni.

Az els6 3 1€pésben csindlunk egy haromszoget, majd mindig a legtdvolabb esd csicsot fogjuk
beszurni a korbe.
Input: G(V,E,c) élsilyozott graf, vy € V(G) kezdGpont
Output: 7 kortdra
T < vg
MV \ V0
vy legyen vg legtavolabbi olyan szomszédja, hogy vi € M
M<— M\ vy, T < T Uwyv;
v, legyen olyan, hogy ¢(viv2) + ¢(vgv2) maximalis
M (—M\VZ, T+ TUvgvaUvy,p
while M # 0 do
for all v; € M do
edge; < uw € T, tgy, hogy c(uv;) + c(wv;) minimalis
costi < c(uv;) + c(wv;)
end for
v < v; : cost; maximalis
M+ M\v
T + T\ edge;
T+~ TUuvUwy
end while
return 7'

Az algoritmus megoldasa a TSPIlib példéin dtlagosan 1, 16-szorosa az optimumnak.



Multi fragment (MF)

A multi-fragment szintén egy moh6 megkozelitése a feladatnak, ha egy €l kicsi, valdszintileg
nem lesz t6le hosszu a tura. Tehat minden 1épésben vegyiik azt az élet, aminek bevétele nem
okoz kort, ezen beliil pedig a lehetd legrovidebb és vegyiik hozzd az élhalmazunkhoz. Az algo-
ritmus végén egy kort kapunk.
Input: G(V,E,c) élsilyozott graf
Output: 7 kortdra
T<+0
L <V ndvekvo sorrendben
foric Ldo
if 7 Ui fa then
T+ TUi
end if
end for
u,v:degr(u) =degr(v) =1
T < TUuvreturn T

2015-ben belattdk , hogy a metrikus TSP-re ez az algoritmus O(log(n)) kozelité [BH15].
Clarke-Wright (CW)

Clarke és Wright 1964-ben publikdltdk a tanulmédnyukat [CW64], amiben egy éltaldnosabb
jarmi-iitemezési feladatra adtak egy heurisztikus megoldést. Ennek egy alesete az utazé-iigynok
feladatot oldja meg. A algoritmus kis médositassal O(log(n)) kozelité [BH15].

Ennél a technikédndl kivalasztunk egy megkiilonboztetett vo kezdGpontot. Az éleket aszerint
fogjuk értékelni, hogy mennyit takaritunk meg, ha az ditvonalon u-b6l v-be direkt megyiink, az
uvyv uthoz képest.
Input: G(V,E,c) élsilyozott graf, vy kezdGpont
Output: 7 kortira
savingy,y; = c(vivo) +c(vjvo) —c(vivj), i,j #0
L < E(G\ vg) csokeknd sorrendbe rendezve saving szerint
foric Ldo
if 7 Ui fa then
T+ TuUi
end if
end for
u, W :degr(u) =degr(w) =1
T < T UuvgUwyg
return 7

3.3. A gyakorlatban hasznalt programok

David Applegate, Robert E. Bixby, Vasek Chvatal, és William J. Cook 1990-ben megalkot-
tdk a Concorde programot. A jelenlegi tudasunk szerinti legjobb mddszereket 6tvozték. 2006-
ban kiszdmoltdk a segitségével egy 85,900 varosbdl 4ll6 feladat optimdlis megolddsat. Mivel a
Concorde szabadon elérheté akadémiai haszndlatra, az kiilonboz6 fejlesztéseket hozza szokds
hasonlitani. A Concorde a pontos megolddst branch-and-cut mddszerrel keresi, emellett 6ssze-
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hasonlitasul képes kiszdmolni kiilonféle heurisztikus megoldadsokat is: véletlenszer( tdra, Lin-
Kernighan, legkozelebbi szomszéd, moho és a Boruvka mddszereket. A program sajatossaga az
egyedi f4jl-forméatuma, a .tsp.

Egy masik, hasonl6 szerepet betoltd, bar joval kevésbé hires szoftver az LKH-3 (Lin-Kernighan-
Helsgaun). Keld Helsgaun fejlesztette ki, 2017-ben publikélta ezt a Lin-Kernighan algoritmusan
alapulé megoldéprogramot. A Concordehoz hasonléan, akadémiai haszndlatra ez is szabadon
felhasznalhat6. Ugyan az 6se, az LKH-2 minddssze négyféle problémat (szimmetrikus és asszi-
metrikus TSP, Hamilton-kor és -tit) tudott megoldani, az LKH-3 mdr 29 kiilonb6z6 feladat meg-
olddsara alkalmas. Ezek mindegyike valamilyen ttvonaltervezési vagy csomagszallitdsi feladat,
kiilonb6z6 megszoritasokkal.

Az ELTE-n fejlesztett Lemon szoftverben is implementaltak tobb kiillonbdz6 heurisztikus meg-
oldast (a két moh¢ algoritmust, kiilonféle beszirdsos médszereket, Cristofides algoritmusat és
a 2-optot).

A Google OR Tools csomagjaban is taldlhat6 egy pontos TSP-megold6. Az OR Tools egy Go-
ogle 4ltal fejlesztett nyilt forrdskdédi csomag, amiben olyan problémdkra adnak megoldédsokat,
mint példaul a linedris programozasi feladatok vagy kiilonféle graf feladatok.

4. Mély tanulas

A valo életbeli feladatmegoldashoz a matematika ugy 4ll, hogy minden feladatothoz épitiink
egy matematikai modellt, melyben a feladatot és megoldésat is matematikai objektumokkal
reprezentdlunk. Jelen esetben feladat megolddsa egy paraméterezett leképezés a bemeneti ada-
tok terébdl a megoldasok terébe. Ezt az fy paraméteres leképezést keressiik - mikor pontosan,
mikor kozelité moédon. A gépi tanulds alapotlete, hogy keressiink egy olyan fy paraméteres

fliggvényt, ami megfeleld paraméterekkel (6*) "jol" megoldja a feladatot. Tanulds alatt a 6
paraméterek megfeleld beallitasat értjiik és ezt a folyamatot szeretnék automatizalni.

Minnél éltalanosabb problémat szeretnénk megoldani, anndl nagyobb paraméterhalmazra van
sziikségiink a j6 modellezéshez. JellemzGen a gép tanuldsndl 6 egy olyan vektor, aminek a
dimenzidja akdr a milliés nagysdgrendet is elérheti. Ekkora paraméterhalmazt beéllitani igen
erOforrasigényes, ezért a szdmitogépek fejlodésével tjabb és ujabb attorések varhatdak.

4.1. Egy neuralis halo felépitése, miikodése

A neurdlis halok vildga mostandban népszer( téma, igy a témakor alaptechnikdit ismertnek te-
kintem. A neurdlis hdlok vektoradatokkal képesek dolgozni, igy egy probléma megolddsakor
az els6 1épés az input adatok vektorizdldsa. Szerencsére viszonylag kicsi (legfeljebb pér szdz)
dimenzidju vektorokkal a gyakorlatban rengeteg problémat le lehet irni. Képfeldolgozasnal pél-
ddul pixelenként 3 szam (RGB kddolés szerint) megaddsa tokéletesen leirja a képet. Grafokat
tudunk szomszédsagi matrix formdjaban, akar egyéb grafbedgyazasokkal reprezentdlni. Az élet-
ben pedig képek €s grafok segitségével mar rengeteg feladatot le lehet irni.

A vektorizalt adaton egy neurdlis hal6 kiillonboz6é miiveleteket végez. A miiveletek alapegysége
a mesterséges neuron, amirdl a technika a nevét is kapta. Egy mesterséges neuronnak vannak



bemenetei (melyeket a vektorizalt adatunkbdl, vagy mds neuronokbdl kap) és vannak stlyai
(amelyeket a tanulds folyamdn kell bedllitani). A neuron az bemeneteket skaldrszorozza a su-
lyokkal, majd egy nem-linaris fiiggvényt alkalmaz ra. Ez a szdm a neuron kimenete. A neurono-
kat rétegekbe rendezziik, egy rétegnek igy egy vektor (esetleg mdtrix) bemenete és egy vektor
(esetleg matrix) a kimenete. A kiilonb6z6 feladatokra kiilonb6zo tipusu rétegeket fejlesztettek
ki. Néhany ilyen rétegtipusrdl késébb szé fog esni ebben a dolgozatban is. Az egymds utdn
csatolt rétegek alkotjdk a neurdlis hdlét. Ennek a bemenete €s a kimenete is egy vektor, amit
valahogy értelmezni kell. Ez az értelmezés feladatonként valtozik.

Ahhoz hogy a hélékat haszndlni tudjuk, kell egy mddszer, amivel be tudjuk dllitani a para-
métereket, be tudjuk tanitani a halét. Ehhez sziikségiink van egy (jellemz&en nagy) cimkézett
adathalmazra. Megnézziik adott dllapotban adott bemenetre mit ad a fiiggvényiink, megnézziik
ez milyen messze van az idedlis kimenett6l (veszteségfiiggvény), majd ez alapjan frissitjiik a
paramétereket. Ennek mddszere a gradiens emelkedés mddszere. A frissités a visszaterjesztés
(backpropagation) alogritmussal torténik. A gyakorlatban a gradiens médszernek fejlettebb val-
tozatait haszndljuk, a legelterjettebb talan az Adam Optimizer névre hallgaté eljaras.

A megoldés szépsége, hogy mivel a hdlé kimenetét a veszteségfiiggvénnyel értelmezziik vala-
milyen médon, nem kell kiilon foglalkoznia a hdlénak a kimenete értelmezésével. A veszteség-
fliggvény minimalizaldsdval automatikusan olyan eredményeket fog nekiink kiadni, amit pont
ugy kell értelmezni, ahogy mi mindig is értelmeztiik az adatot. A megoldds nehézsége, hogy jel-
lemzden rengeteg adatra van sziikségiink, amikhez egy jo cimkézés is tartozik. A gépi tanulés
egyik f6 kihivdsa, hogy ilyet nem mindig egyszer( szerezni vagy generdlni.

A megoldas egy érdekessége, hogy a gradiens mddszerbdl kovetkezik egy nagyon fontos je-
lenség: ha a sulyok valamilyen médon szimmetrikusak, a visszaterjesztés sordn az oda tartozé
gradiensek (€s ezaltal a sulyok véltozésai) is szimmetrikusak maradnak. Nekiink pedig az a fon-
tos, hogy a kiilonboz6 bemeneteket kiilonbozd sullyal vegyiik figyelembe. Ezért fontos, hogy a
halékat random stlyokkal szokds inicializdlni. Ennek a véletlennek az egyenetlenségeit fogja a
tanitds gy formdlni, hogy ez valamilyen 1ényegi informdaciét hordozzon.

A nagyobb, hasznos modellek teljes betanitdsdhoz jelentds gépigényre van sziikség. Sokaknak
ez nem 4ll rendelkezésére, de 6k is dolgozhatnak ilyen modellekkel, ugyanis l1étezik a "transfer
learning" mddszere. Ez azt jelenti, hogy ha van egy nehéz feladat, amihez egy (nagyon) ha-

sonl6t mar megoldottak, akkor annak sulyait felhaszndlva kezddallapotnak a j6 megoldashoz
viszonylag kozel tudunk kezdeni, igy rengeteg munkét spérolhatunk.

4.2. Graph Neural Networks

A mélytanulds alapintuicidja, miszerint mesterséges neuronok iizeneteket kiilldozgetnek egy-
masnak. Ezt az alképzelést ha szeretnénk grafokra alkalmazni, tobb lehetséges megkozelitést
kapunk. Ezek koriil egy csoportot hivunk Gréaf Neurdlis Halonak (GNN). Egy népszert és lat-
vanyos technika az Un. Graph Network Block-ok (GB block) haszndlata. Ezek segitségével ki-
dolgozott grafalgoritmusokat lehet sz€pen étirni a mélytanulds vilagdba, dltalanos grafelméleti
feladatokat lehet megfogalmazni. Tobbek kozott igy a TSP-t is.

GN blokk [Tan+20]

A bemeneti grifot reprezentdljuk G = (u,V,E), ahol u egy globdlis attribtumvektor, V =
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{v1,...vy} csucsattribitumvektorok és E = {ey,...e,} élattribitumvektorok. Minden esetben
igaz, hogy s;, r;, az él két végpontja bele van kddolva az e; élattribitum vektorba. Egy klasszikus
GN blokknak hat metédusa van. Harom iizenetkiild6 fiiggvény (¢, ¢", ¢%) és harom Osszesi-
t6 (peY, pe", p¥V ) fiiggvény. Az iizenetkiildd fiiggvények valamilyen vektorbdl vektorba
képezd fiiggvények, példdul egy MLP (multi layer perceptron). Az Osszesit6 fiiggvényeknek
valamilyen permutici6 invaridns 0sszesitésnek kell lenniiik, példdul maximum vagy atlag. EI6-
sz6r minden s cstcs kiild egy e, iizenetet minden belGle kimend e élre. Ezt majd ry csics
fogadja. Az iizenetet ¢ a fentieken kiviil a globdlis attriblitumokbdl szdmolja

e;{ = (pe(ek?vskvvrk?u)'

Ezutdn minden fogad6 csucs a p¢~" fiiggvény segitségével dsszesiti.

e =P (exlr =)

Az Osszesitett iizenetek segitségével frissitjiik a csucsok attributumait

vi= ¢ (e}, vi,u)

Az Osszes elkiildott tizenet Osszesitjiik, ezzel majd a globdlis attribdtumot szeretnénk frissiteni

e’ =p“7(er)

Osszesitsiik a csicsattribiitumokat is, ezzel is a globdlis attribitumokat frissitjiik majd

v =p ()

Mindezekbdl frissitjiik a globdlis attribitumokat

vi = 0"(e’,v",u)

Ezek a GN blokkok egy nagyon éltaldnos eszkdzként funkciondlnak, amiket jOl lehet egy-egy
feladat megoldédsara hasznalni.

4.3. Attention

A természetes nyelvfeldolgozas a mélytanulds egy fontos alkalmazasi teriilete. Vaswani €s tarsai
2017-ben publikaltdk az "Attention is All you Need [Vas+17|]" c. cikkiiket, ameyben bemutat-
tdk az attention mechanizmust és az erre épiil6 transzformer architektirat. Az attention Iényege,
hogy az input egyes elemeinek a bedgyazdsat a tobbi input kontextusidban mddositja. El6nye a
korabbi verziokkal szemben, hogy rendkiviil j6l parhuzamosithatd, matrix-szorzdsok és vekto-
ronkét végzett egyszert fliiggvények kompoziciéjardl van sz6. A mddszer erejét tobbek kozott
az is mutatja, hogy a természetes nyelvfeldolgozashoz készitett modszert éppen TSP probléma-
hoz fogjuk haszndlni.
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A modell els6 alkalmazdsa az volt, hogy egy mondatot egyik nyelvrdl a mésikra forditson. Ezt
ugy tette meg, hogy a mondatot matrix alakban reprezentélta (egy sz6 egy vektor) majd egy
sorozat elkddol6 blokk segitségével ezt bedgyazta egy latens térbe. Innen egy masik nyelvre ki-
kodolta egy sorozat dekddol6 blokk segitségével. Ebben a dolgozatban minddssze az elkddolds
rész értése sziikséges.

Egy elk6dol6 blokk egy jellemzden egy attention rétegbdl €s egy siirh rétegbdl all. A szoké-
sos trilkkkoket (batch normalization, rezidudlis kapcsoldsok) természetesen lehet haszndlni, de
az egyszerliség kedvéért most ezek nélkiil targyaljuk. Egy altaldnos mély-tanuldsos réteggel
ellentétben az attention nem egy vektort var bemenetnek, hanem egy madtrixot, melynek csak
az egyik dimenzidja fix. Ez teszi lehet6vé, hogy mondatokat fogadjon inputnak, hiszen azok
hossza nem fix.

Attention kiszamolasa szavanként

Az attention rétegben minden x; € R, i € [1,...,I] sz6-vektornak kiilon-kiilon médositdsok jut-
nak. A mdédositas fiigg a tobbi sz6tdl, de egy adott sz6 bedgyazdsa annak a szonak a bedgyazasa
marad. Az attention mechanizmus hat egyszer( 1épésre felbonthatd. Els6 1épésként szavanként
harom segédvektort definidlunk:

* query, g € R%

* key, k € R%

o value, v € R%
Ezen segédvektorok el&allitdsdhoz harom matrixot (W9 € R?*4a, Wk ¢ R?*d Wv ¢ Réxdv)
haszndlunk, amik a tanithaté paraméterek a rétegben. d, = d; minden esetben, de ezen beliil
valaszthaté paraméterek. d, ezektdl fliggetleniil véltoztathaté paraméter, de a kimenetben az
egyes szavak bedgyazdsanak a dimenzidja d, lesz, igy gyakran a d, = d

® qi= x,-W‘I Vi-re

M kl' = xiWk Vi-re

¢ V= X,‘WV Vi-re
Az attention kiszamoldsdnak masodik 1épése, az un. score érték. Ez azt fogja megmondani,
hogy az adott sz6 értelmezésénél a tobbi sz6 mennyire relevans. Az i-edik sz6hoz tartozé score
vektor j-edik koordinitija megadja, hogy az i sz6 értelmezésekor a j sz6 mennyire fontos.

A koordinatdkat a megfeleld query €s key vektorok skaldrszorataként kapjuk. Magas érték azt
jelenti, hogy nagy a két sz6 kozott az osszefiiggés.

e score; = (q;-k1,qi - ka,...qi ki)

A harmadik 1€pés egy technikai 1épés, a kapott pontszdmokat osszuk el a key vektorok dimenzé-
janak gyokével. Ez empirikus tapasztalatok alapjin kiegyensulyozottabb gradiensekhez vezet.
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A negyedik, hogy az egyes score vektorokra egy so ftmax fliggvényt alkalmazzunk, ami egy va-
16szinliségi eloszlast csindl beldle. Ennek az eloszldsnak a koordinatdit jeloljiik so ftmax; j-nek,
ahol i azt a sz6t jeloli, amihez tartozik, j pedig az egyes koordindtdkra vonatkozik. Jellemz&en
so ftmax;; egy nagy szam lesz.

Az 6todik 1€pés, hogy az dsszes v; vektort megsilyozzuk a megfeleld so ftmax;; értékkel. Igy
az irrelevans szavak bedgyazdsa aprd, mig a fontos szavak bedgyazasa nagy sullyal keriil majd
szamitasba.

A hatodik 1épés, hogy az igy megsulyozott v; vektorokat dsszeadjuk. Ez lesz az x/, az x; sz6
bedgyazdsa az attention réteg kimenetében.

A réteg teljes kimenete igy az x; vektorok konkatendciGjaként kapott matrix lesz.
Az attention implementacidja matrixokkal

A fenti 1€pésekben is latszik, hogy egy adott sz6 szdmoldsdnak i-ik 1épésénél a tobbi sz6 sza-
molésanak legfeljebb i — 1-ik 1épésre van sziikség.

Az els6 1épés a kovetkezdképp fog kinézni. X € R/ a bemeneti métrix, Q, K, V rendre a query,
a key és a value vektorok matrixai.

e Q=XW14
o K=XWk
o« V=XW'

Ezutan, ha a so ftmax tiiggvényt matrixokon megfelelden értelmezziik, a 2-6. 1épések igy irha-
téak le:

T
X' = softmax(?/gk )V.

Az alapkoncepci6 ezzel kész is van.
Multi-head attention

Egy gyakran hasznalt technika még az un. multi — headattention. Az elképzelés itt az, hogy
a réteg rugalmassagdin javithatunk, ha a fenti attention mechanizmust egymadstol fiiggetleniil,
parhuzamosan t6bbszor (m-szer) elvégezziik sajat W9, WX és WY matrixokkal. Igy kapunk m
kiilonb6z6 X' matrixot kimenetnek. Az m > 1 darab métrix nyilvanvaldan tobb informaciot ké-
pes hordozni, mint egy. Ugyanakkor ezt az informacidmennyiséget bele kellene siiriteni egy
kisebb métrixba, kiilonben til nagyok lesznek a dimenzidk. Erre a standard megoldds az, hogy
konkatendljuk az m mdtrixot Z = [X{]|...|X;,] és vesziink egy W mitrixot, tanithaté paraméter-
ként. ZW 1igy olyan alaki lesz, mint egy X'.

Attention graf-algoritmusokban

Eredetileg ugyan szdvegfeldolgozasra alkottdk meg az attention mechanizmust, de nagyon hasz-
nosnak bizonyult a graf-algoritmusok esetében is. Jellemzben egy grafalgoritmusndl egy graf-
hoz szeretnénk valamilyen értéket rendelni. Ehhez a grafnak kell valamilyen bedgyazasit nézni
egy vektortérbe.
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Az euklideszi TSP problémandl teljes grafokrdl van sz, igy nem sziikséges azzal foglalkozni,
melyik €l 1étezik és melyik nem. Tovabba az élsulyokat is megkaphatjuk, ha a koordinatakkal
reprezentéljuk a csicsokat. Természetes médon adddik hat, hogy a graf csicsaihoz rendeljiink
vektorokat bedgyazasként, majd az attention-nel a csucsok bedgyazdsat finomithatjuk a tobbi
csucs kontextusaban.

5. Reinforcement Learning

El6fordul, hogy egy problémadr6l nem allnak rendelkezésiinkre cimkézett adatok, de valamilyen
kornyezetben dontéseket kell hoznunk, amire érkeznek visszajelzések. Reinforcement Learning
(RL), azaz a megerdsitéses tanulds egy tanuldsi paradigma, ami az ilyen tipusd informécié6 alap-
jan képes nagy mennyiségli cimkézett adatot generélni €s ezen tanulni.

A mddszer leghiresebb alkalmazdsai a szamitégépes jatékok vildgahoz kapcsolddik: a Google
Deepmind csapata kifejlesztette az AlphaGo-t, amely 2015-ben egyenld feltételek mellett le-
gyozte a legjobb profi jatékost. 2019-ben az AlphaStar nevl program gy6zedelmeskedett profi
jatékos ellen a StarCraft nevi valds idejl stratégiai jatékban, majd a legmagasabb fokozatot
érte el az €16 ranglistan. 2018-ban az OpenAl Five egy 6t botbdl 4ll6 csapat gybzedelmeske-
dett az emberi ellenfeleken a Dota 2 nevii jatékban. A korabbi példdkhoz képest itt meg kellett
tanulniuk koordindltan dolgozni. Sakkban a legjobb jatékosokat mar feliilmulta az AlphaZe-
ro nevl program és versenyképes a régebbi mddszerekkel készitett sakkbotokkal szemben is.
De hasznos a mddszer td6zsdebotok esetében, matematikai bizonyitdsok gépi elballitasdban és
mint jelen dolgozatbdl kideriil NP-nehéz problémak megolddsandl is. Specifikusan minimdlis
Osszsulyu Hamilton korok keresésénél.

5.1. Egy dinamikus kornyezet matematikai formalizmusa

Az ilyen modellekben a programunkat iigynoknek (agent) hivjuk, amely egy kornyezetben 1é-
tezik. Az iigynok akcidkat hajt végre, amik befolydsoljak a kornyezet dllapotat. Minden dllapot
valamilyen jutalmat ad az iigyoknek. A kornyezet leirdsdhoz sziikkségunk van:

 §: az allapotok halmaza
* A: az akciok halmaza
* R: ajutalom-eloszlasfiiggvény (S x A — R)
 P: az allapot-atmenet eloszlasfiiggvény (S X A — )
Egy ilyen kornyezetben az tigynokiinknek tudnia kell egy 7: S — A leképezést (vezérelv/policy),

ami alapjdn adott s € S éllapotban a € A 1épést meglép. T trajektdridnak a (s;,a;, r;) harmasok
sorozatat hivjuk, ezt jarja be az ligynok. Ennek hossza (V) lehet el6re meghatdrozott vagy pedig
n

valamilyen ledllasi feltételbdl futds kozben meghatarozott. Egy trajektoria értékének a Z Yr;
i=1
értéket hivjuk. Az itt szereplS y € [0,1] érték az tn. kvantdldsi hanyados. Ha y = 1, egy tra-

jektoria Osszértéke a kiilondllo jutalmak Osszege. Azért van ra sziikség, mert ha y < 1, akkor a
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tavoli jovében kapott jutalmakat kisebb sullyal veszi figyelembe a modell, ami jellemz&en az
egyszerilibb megolddsra vezet.

Egy trajektoriat a kovetkezoképpen lehet generalni:
Input: S, sg € S kezd&éllapot, A, R, P, y, N id6keret
Output: 7 trajektoria

fori€[0,...,N] do

a; < 77:(s,~)
ri < R(S,',Cll')
T <—(sl~,a,~, I’,')
Si+1 < P(si,a;)
end for
return 7

Felfedezés és kihasznalas A fenti modszer moho egy trajektéria generdldsara, mert mindig a
policy éaltal mondott legjobb 1épést tessziik meg. A jelenlegi informdacidink alapjén ez a lehetd
legjobb dontés, ha eredményt szeretnénk elérni, de tanuldsra kevésbé alkalmas. Kénnyen lehet,
hogy egy eddig felfedezetlen 4gon sokkal jobb eredményeket lehet elérni. Ezért fontos, hogy
egy megfeleld egyenstlyt tartsunk az ismeretlen lehetdségek felfedezése és az ismereteink ki-
haszndldsa, tovabbi vizsgdlata kozott. Egy egyszeri mod erre az Gin. €-mohd algoritmus, ahol
nem mindig 7(s;) 1épést 1épjiik, hanem € eséllyel egy véletlenszerd mdsik 1épést. Egy tovab-
bi mdédszer, hogy 7(s) egy eloszlast ad az s dllapotban érvényes 1épéseken, és mi eszerint az
eloszlas szerint sorsolunk egy 1épést.

A tanulds folyaman mi egy optimalis * leképezést kozelitiink:

N
T :argmaXE[Z Yri|nl. (1

T i=0

5.2. Mély Q-tanulas

A tanitdshoz és a kornyezetben val6 tdjékozoddshoz hasznos szamunkra az tn. Value és Q-Value
fliggvények.

Value:

N .
V7(s) = E[Y_ Yrilso = s, 7]
i=0
Q-Value:

N .
0" (s,a) = E[Y_ Yrilso = s,a0 = a, 7]
i=0

Ezek leirjak, hogy mennyire hasznos az iigynoknek egy adott dllapotban lenni, illetve egy adott
allapot adott 1épését mennyire hasznos megtenni. Legyen tovabba Q* fiiggvény az alabbi:
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N

Q*(s,a) = maXE[Z Y'rilso = s,a0 = a, 7|
=0

Ez a fiiggvény segit nekiink cimkézett adatokat generdlni, ugyanis teljesiil r4 a Bellmann-
egyenldség:

Q>|< (S, a) =Ey P(s,a),r R(s,a) [7‘ + ’}/HE}X Q>)< (Slv a/) ’S7 a]

A Q* fiiggvény egy adott policy alapjan rendeli az dllapotokhoz és kezdSlépésekhez a varhato
értékét a policy éltal generdlt trajektoridnak. A Bellmann-egyenl8ség ehhez azt teszi hozzd,
hogy ez pont ugyanaz, mintha vennénk a jelenlegi 1épés jutalmat és a 1€pés eredményeképpen
kapott allapot legjobb Iépésének a Q* értékét. Az az érték, hogy meglépjiik az adott 1épést, majd
mindig a policy szerinti legjobb 1épést 1€pjiik a tovdbbiakban. Innen egy egyszerli mddszer a
tanuldsra a kovetkezd iterativ algoritmus:
Input: S,A,R,P
Output: V(s)
while V(s) nem konvergal do
for all s € Sdo
foralla € A do
Q(S,Cl) A E[Y‘|S,Cl] + YZS’|inSP(S/|S7a)V/(S/)
end for
V(s) < max, Q(s,a)
end for
end while

Ez az algoritmus nagyon lassan konvergdl. Be kell jarnia a teljes allapotteret, ami elképeszts-
en nagy lehet (esetenként végtelen nagy). Specidlis esetekben dinamikus programozast lehet
alkalmazni a Bellman egyenlet alapjan, de dltalanos esetben nem hasznalhatd. Ennél hatéko-
nyabb megoldast kell keresni €s itt tudjuk felhaszndlni a mélytanulds médszereit. Innen kapjuk
a legegyszerilibb megerdsitéses tanuldsi modszert, a mély Q-tanuldst (deep Q-learning).

A tanulds folyamdn generalunk dllapotokat, megnézziik mit mond ra az épp aktudlis Q fiigg-
vényiink, cimkézéshez pedig a Bellman-egyenletet hivjuk segitségiil, és igy rogton adodik a
veszteségfiiggvény is.

* 0(s,a,0) = Q*(s,a)

* Vi=Ey p(s.a).r R(s.a) [r+ymaxy Q*(s',d', 8;)|s,d]

* Li(6;) = Esa[(vi — O(s5,a,6:))’]
Fontos triikk, hogy tanulds kdzben 1étrehozunk egy nagy halmazt, amiben taroljuk a mar kige-
nerdlt példakat. Ebbdl fogunk véletlenszerlien vételezni eseteket, amiken lehet feliigyelt médon
tanulni. Ez abban segit, hogy ne csak a kozvetlen kézelmilt alapjan javitsunk, hanem a régebbi

emlékeket is felhaszndljuk. Ez segit a gradienseket kiegyenstlyozottabba tenni. Ez az 6tlet nem
feltétlen a mély Q-tanuldshoz kotédik, mashol is elsiithetd.

D + 0, > N kapacitdsi memoria
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QO(s,a) < véletlenszerd sulyok
for epiz6d=1...M do
so véletlenszerd kezdballapot
fort=0...Tdo
€ eséllyel vélasszunk véletlenszer( a, akcidt, egyébként a, = max, Q*(s;,a, 0)
tegyiik meg a; 1€pést a kornyezetben, innen megkapjuk r; jutalmat és s;, | kdvetkezd
allapotot
D« DU (s¢,ar,re,8i+1)
vételezziink egy batch (s;,a;,rj,s;4+1) dtmenetmintit D-bol

r ha s;, 1-bSl nem indul tovabblépés
Yi ri+vymaxy Q(sj1,d’,0) egyékbént
egy gradiens 1épést tesziink (y; — Q(s;11,d’, 0))? veszteségfiiggvény szerint
end for
end for

Ilyen médon mér tudjuk kezelhetd médon kozeliteni a Q* fiiggvényt, és sokszor ez is elég egy
jo vezérelv megalkotasdhoz. Sokszor viszont Q*(s,a) rendkiviil Osszetett lehet, akdr mar csak
abbdl is, hogy magas dimenzids az éallapottér. Ha emellett van egy vezérelv, ami jol mikodik
€s sokkal egyszertibb, akkor felesleges megtanulni. Ebbdl a gondolatbdl kovetkezik egy masik
megkozelitése a feladatnak, amikor is rogton a vezérelvet tanuljuk.

5.3. REINFORCE

5.1. Definicié. Policy Gradiens médszerek: Policy gradiens mddszernek hivjuk azokat a méd-
szereket, amelyek rogton a policyt tanuljdk meg. Vegylink egy paraméterezett mg vezérelv osz-
talyt (6 € R™), ezen beliil keressiik az optimdlis 8* paramétert. Felmeriil a kérdés, hogyan
értékeliink egy vezérelvet? Kézenfekvé médon megadhatjuk a jésagot a

J(8) = E[Y v'ri|me] )

i>0
fuggvénnyel. Eszerint keressiik az optimalis 0* paramétert.

A REINFORCE egy népszerti policy gradiens mddszer. Azon alapul, hogy ugyan a fenti fiigg-
vény nehezen szamolhatd, de kis triikkkozéssel at tudjuk alakitani kezelhetébb formaba. Ezen-
kiviil azt is kihaszndljuk, hogy egy mintdbdl szamolt gradiens varhat6 értéke ugyanaz, mint az
igazi gradiens, igy jol kozelithetd mintavételezéssel. T jeloljon egy trajektdriat, ekkor a fenti
hasznosségi-fiiggvény a kovetkez6 mddon is felirhato:

J(©) = E; pre)[r(7)] = / H(7)p(x,©)dt 3)

Ha a trajektréia valamilyen médon folytonos, akkor egy integral lesz a (2) fiiggvénybdl, ha
nem, akkor is értelmezhetd a trajektoria egy diszkrét mértékként, igy a T szerinti integralas pont
egy ilyen nagy Osszeg. r(7) jelenti egy trajektoria osszértékét. Ennnek a gradiense a kovetkezd
lenne:
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v6(©) = [ r(x) v p(r.0)ds @)

T

Ennek a pontos kiszdmoldsdhoz venni kellene az 6sszes lehetséges trajektoriat, ami €letszertit-
len.

A belsé fiiggvényt a logaritmus derivaltjaval tehetjiik szebbé

V@P(Ta ®)

p(T,@) :p(f,®) Vo logp(fv®> (5)

Vo p(T,@) = p(77®)

Ezutdn a hasznossagi fiiggvény
v6/(0) = | r(0)p(z.0) Vo logp(z.0)d7.
T

Vegyiik észre, hogy ez a fiiggvény pont a varhaté értéke az r(r) Ve logp(t,®) fiiggvénynek.
Azaz

Vel (®)=E; p(1,0) [r(t) Ve logp(t,0)].

Mivel ez egy varhat6 érték, Monte Carlo mddszerrel kozelithetd, azaz vesziink trajektéridkat,
azokra kiszdmolom a fenti fiiggvényt és atlagolom Oket.

Egy trajektoria valdszintségét egyszeriien kapjuk:

p(7,0) = op(siyilai, si) e (ailsi)

logp(7,0) = Y logp(sis1lai,si) +logme (ails;)

i>0

Ebben az a sz€p, hogy mivel az dtmeneti valoszintiségek nem fiiggenek ®-tdl és dsszegben
vannak, ha gradienst szimolunk ® szerint, eltlinnek.

Vologp(7,0) =) velogme (ailsi).
i>0
Innen adddik a hasznossagi fiiggvény kozelitése egy trajektoria alapjan:
Vel (®) ~ Y r(t)Velogme(ails:). (6)
i>0

Ez alapjan mar lehetséges tanulni, de jellemz&en a gradienseknek nagy lesz a variancidja, ezért
lassan tanul. Apro triikkkok segitségével ezen lehet javitani, de a lehetséges javitasi modszereket
a ma is kutatjak. Ilyen triikkkok kozott van az, hogy egy adott akcid értékeléséhez csak az utdna
JOVO jutalmakat vessziik figyelembe
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Vo J(0)~ Z Zr/ Vo logme(ails;) (7)

>0 >

Ujra bevezethetjiik a kordbban mdr l4tott kvantaldsi hanyadost:

vel(0) =) ( ZV Vo logmg (ails;) (8)

>0 >

Sokszor a javitds irdnyar6l tobb informaciot kaphatunk, ha egy b(s) viszonyitasi alaphoz képest
értékeljiik az eredményeket.

Vel (0)~ ) ( ZV Vo logmg (ails;). ©)

i>0 i'>i

Ezek utdn 0sszedll egy egyszer( policy gradiens algoritmus:

for iteracio =1,2...T do
generaljunk trajektoridkat a jelenlegi policy alapjan

minden 1épésnél, minden trajekt6rianal szamoljuk ki R(¢) = Y; ¥ ~'ry — b(s;) értéket
frissitsiik a policy-t g gradiens-becslés alapjan, ami <7 glogmg (a;|s;)R(t) kifejezések Ossze-
ge
end for

A REINFORCE algoritmus elonye, hogy segitségével képesek vagyunk direkt a policy-t koze-
liteni. Héatranya a lehetséges trajektoridk nagy szdma, igy a variancia nagy, a kiilonb6zd kisebb
javitasok mellett is. Rengeteg adatot igényel a konvergencidhoz, amit ugyan el6 tudunk 4llitani,
de a folyamat er6forrasigényes.

5.4. Actor-Critic

Van tehat két médszeriink, a mély Q tanulas és a REINFORCE, kiilonb6z6 elényokkel és hatra-
nyokkal. Kézenfekvé mddon gyurjuk 6ket 0ssze egybe, hitha kiegészitik egymés hidnyosségait.
Az Actor-Critic algoritmus onnan kapta a nevét, hogy két részbdl all, az Actorbdl és a Critic-
bdl. Az Actor egy policy-t jelent és valamilyen direkt policy gradiens médszerrel tanul. A critic
dolga pedig, hogy az megtippelje, mennyire értékes allapotokba megy az actor, azaz Q tanuldst
végez.

* Critic: a Vy(s) vagy a Qg (als) fiiggvényt tanulja algoritmustdl fiiggden
* Actor: 7y (s) policy-t tanulja
Ez azért hasznos nekiink, mert a Criticnek elegendd pontosnak lennie azokon a mintdkon, ami-

ket az Actor gyakran generdl. Az actornak pedig segitség a Critic, mert csokkenthetjiik vele a
varianciit. Nézziink egy Actor-Critic pszeudokddot:

Inicializéljuk so, 6, ¢ paramétereket véletlenszerien, a < my(so)
fort=0...Tdo
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r < R(sy,ar), Sp1 < P(se,ay)
ary1 < Tg(Se41)
6 < 0+ gQy(s5,a) Vo logme (st|ar)
O < 11 +YQ¢ (S141,a1+1) — Qo (51, a1) > Mennyit tévedett a critic?
O — O+ 0y /9 Q¢ (S1,a:)
end for

O €s Oy itt tanulasi ratak kiilon az Actornak €s a Criticnek.

Mint minden alapveté mély tanuldsos modszernek, ennek is rengeteg vélfaja 1étezik. Példaul,
ha a critic egy V(s) figgvényt tanul, ezt haszndlhatjuk baseline fiiggvénynek. Egy madsik 1é-
nyeges kérdés, hogy mikor €s mi alapjdn frissitjiik a sulyainkat. A fenti algoritmusban minden
1épéshez a hibat a rogton rakovetkezd 1€pésbdl és az ott szamott Q értékbdl szamoltuk. Monte
Carlo médszereknél végigporgetjiik a trajektoriat egy ledllasi feltételig és csak utdna frissitjiik
a sulyokat. A kettd kozotti &tmenetek az Gn. n-step return (n-1épéses kiértékelés) modszerek. Itt
a trajektoria elsé n 1épését szimulaljuk €s a maradékra haszndljuk a Q fiiggvény becslését.

6. Eddigi TSP hal6-modellek

Ebben a részben korbejarjuk, hogy milyen éltalanos tulajdonsdgokat véarhatunk el egy graf-
algoritmust reprezentalé neurdlis hdl6tol, majd hdrom igéretes és alapjaiban kiilonbozé elkép-
zelést néziink meg €s hasonlitunk 6ssze [Wu+19] [MGM21] [Tan+20].

6.1. Elvarasok egy TSP-halotol

Mielétt elmeriiliink a kiilonféle algoritmusok részleteiben, vegyiik végig, milyen természetes
kovetlményeknek kell egy TSP feladatot megoldé algoritmusnak megfelelnie. Az alapkovetel-
mények kozott van, hogy egy homogén fiiggvényt kapjunk a végén. Adott A értékkel megszo-
rozva a stlyokat az 9sszes 1t és tira 6sszsulya is A-szorosdra viltozik, igy fo(AG) = A fo(G) el-
varhatd. Hasonléan sziikséges, hogy csicspermuticidkra ne legyen érzékeny a modell, hiszen a
feladatot 1ényegében ez nem viltoztatja meg. Tehét ha G és G’ izomorfak, akkor fg(G) = fo(G')
alapelvaras.

Egy tovabbi fontos szempont az éltaldnositdas. A TSP feladatnal a sziik keresztmetszet a grafok
mérete. Elvarhatd, hogy a modell tudjon dltaldnositani még nem l4tott, de a tanultaknil nem
nagyobb grafokra. Nehezebb cél, hogy a modell kis csicsszdmu grafokon valé tanulds utin jo
eredményeket produkaljon joval nagyobb grafokon. Ez utdbbi gyakorlati szempontbdl nagyon
hasznos lenne, hiszen a legtobb modell ott akad el, hogy nagyon er6forrdsigényes nagy grafokon
tanulni.

6.2. Tang IterGNN-je

Hao Tang és tarsai 2020-ban publikalt munkdja [Tan+20] két nagy problémat vett a fokuszba a
grafalgoritmusok vildgdban: az adaptiv mélységii halok lehet6ségeit vizsgaltdk €s alkottak egy
halo-modell tipust, amely felépitésébdl adodéan homogén fiiggvényeket tud modellezni.
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Az eddigi grifokra épitett mély halés megolddsok miikodésében egy réteg alatt egy csics a
szomszédjainak iizent. Ezért ilyen megkozelitéssel egy fix mélységili hal6 egy olyan grafokhoz
kot6dd problémét, amihez az egész grafrdl kell valamilyen informacié, nem tudhat megoldani
tetsz6leges méretl grafon. Kordbban is foglalkoztak mér adaptiv futdsideji neurdlis hilokkal
(tobbek kozott [Gral6]), most pedig grafalgoritmusokon szeretnénk ezt a otletet hasznositani.
Tobb hagyomanyos grafalgoritmus ugyanis valamilyen iterativ formulét kdvet. A fenti TSP he-
urisztikdk mindegyike egy iterativ 1épést ismétel, amig valamilyen ledllési feltétel nem teljesiil.
Ezt az elképzelést épitették bele az iterativ modulba.

Iterativ Modul

Egy iterativ algoritmus fontos része a 1épés, amit iterdlunk. Ezt a 1épést jeloljiik f fiiggvénnyel,
ez az iterativ algoritmus torzse. Jeliiljiik g-vel azt a fliggvényt, ami a leallasi feltételt segit majd
nekiink kiszdmolni. Minden 1épéshez legyen s; az aktudlis dllapot és ¢, = g(sx) a magabiz-
tossdgi pontszdm. A ¢ € [0, 1] érték megadja, mekkora valészintiséggel szeretnénk ebben az
4llapotban ledllni. Igy annak a valdszintisége, hogy adott s; 4llapotottal tér vissza az algorit-
mus:

P(sp) =TT (1 —¢))ey.

Ezzel a sztochasztikus ledllasi feltétellel az az egy probléma, hogy nem derivélhatd, - ami az
SGD alkalmazésahoz sziikséges lenne. Varhatéérték szamolds helyett azt a megoldést talalhat-
juk, hogy a "folytassuk" P(sy) = IT¥_, (1 —¢;) val6sziniség legyen kisebb valamilyen € kiiszob-
értéknél €s visszatérési értéknek vegyiink egy varhato értéket h = Z{le P(s;)c;.

Az algoritmus tehét a kdvetkezOképpen néz ki:
Input: f 1épésfiiggvény, g ledlldsi fliggvény, x bemenet, € ledlldsi érték
k<1
S0 < X
while IT--/ (1 —¢;) > € do
sk < f(sk—1)
cr < g(sx)
k< k+1
end while .
return Y5_, (I} (1—c))ejs;

Reprezentdlja f-et és g-t egy-egy GNN, megkapjuk az un. [terGNN modult.

Ebben a formdban ez egy altaldnos modell, ami konnyen lekdvetheti a klasszikus grafalgorit-
musok szerkezetét. Az adaptiv ledllasi feltétel segitségével az elméleti lehetéség adott, hogy
kiilonb6z6 csicsszamu grafokra altaldnositson a modell. Nehézséget még az okozhat, hogyan
dgyazzuk bele kiillonboz6 csicsszdmu grafokat fix dimenziéjd vektortérbe.

Beldthato [Tan+20], hogy ez az iterativ modul altaldnos kozelit6je iterativ algoritmusoknak.
Homogenitas

6.1. Definicié. Homogén fiiggvény:

Egy vektorokon értelmezett f fiiggvény pozitiv homogén <= f(Ax) =Af(x),V > 0 és Vx

6.2. Definicié. Homogén fiiggvény grafokon:

21



Legyen G(V,E) graf, x,|v cstics- és x.|e € E élattribitumokkal.

Egy gréfokon értelmezett f fliggvény pozitiv homogén <= VG grifra

F(GAAx v} {Ax e € E}) = A f (G, {xy|v}, {xc|e € E}).
6.3. Definici6. HomoMLP és HomoGNN:

A HomoMLP olyan MLP (multi-layer perceptron), ahol minden neuronnak 0 az eltoldssily és
az aktivacios fliggvénye homogén.

HomoGNN olyan GNN, amiben minden modul homogén fiiggvény.

Konnyen lathatd, hogy homogén fiiggvények kompozicidja is homogén. Legyen f, g homogén
figgvények, ekkor

f(8(Ax)) = f(Ag(x)) = Af(8(x)).

Ebbdl kovetkezik, hogy ekkor a HomoGNN-ek és a HomoMLP-k is homogén fiiggvények.
Belathat6, hogy a HomoMLP-k altalanos kozelitéi homogén fiiggvényeknek [Tan+20] .

6.3. Mele konstruktiv algoritmusa

Mivel az addigi probélkozdsok rendre kudarcot vallottak a kis grafokrdl nagy grafokra vald
altalanositdsndl, 2020-ban Chaitanya K. Joshi és tdrsai elGterjesztették, hogy alapjaiban kell
Ujragondolni az éltalanositas kérdéskorét [Jos+21]]. Tobbek kozott innen is inspirdlédva alkot-
tak Umberto Junior Mele, Luca Maria Gambardella és Roberto Montemanni 2021-ben "Egy
Uj Konstruktiv Heurisztikdt Gépi Tanuldstdl Vezérelve" [MGM21]. A cikkben dttekintik kii-
16nb6z0 konstruktiv heurisztikdk erdsségeit €s hatranyait, majd megkisérlik hilokkal javitani a
gyengeségeket. Az aldbbiakban részletezziik, ez hogyan torténik. A késébb leirt algoritmusban
a halo feladata, hogy egy adott élre megmondja, otpimélis-e. Az, hogy ezt mi alapjan teszi,

illetve milyen sorrendben kapja az éleket, az alabbi empirikus tapasztalatok alapjan ddl el.
Statisztikai tanulmany

A konstruktiv heurisztikdk vagy a csucsokon (beszirdsos heurisztikdk) vagy az éleken (mohd,
CW, MF) iterdlnak végig. Fu és tarsai eldélltak 2020-ban [FQZ20] azzal az otlettel, amit Mele-
€k "Candidate List (CL)"-ként emlegetnek. Az elképzelés, hogy minden csticshoz alkotunk egy
"jelolt-listat" a bel6le kiinduld csicsokbodl, ezeket élhossz szerint novekvd sorrendbe rendezziik
és azt vizsgaljuk egyes csticsok mekkora eséllyek lesznek benne az optimélis tl’lréba

Generdltak 1000 véletlen Euklideszi grafot, ezek csicsszama uniform véletlen eloszlasbol jott
100 és 1000 koziil, a csucsok pedig uniform egyenleten jonnek az egységnégyzetbdl. Az opti-
malis megoldast a Concorde szamolta ki. Az eredményeket az alabbi dbran lathatjuk

ZVéletlen grafndl annak a valdszintisége, hogy két kiilonboz6 optimalis megoldés 1étezik, elhanyagolhatd.
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Ebbdl két fontos informéciot sziirhetiink le. Egyrészt a CL-ek masodik helyezettje az esetek
felében lesz optimadlis. Méasrészt a CL-ek elsd 5 helye az optimalis élek 95%-at tartalmazza.
Elegend? lehet tehat elsé korben azon éleket vizsgdlni, amelyek valamely CL els6 5 helyén
szerepelnek. A masik fontos kérdés, hogy milyen sorrendben vizsgaljuk meg az éleket. Minnél
tobb €l van mar bent, Uj élet anndl kisebb valdszintiséggel valasztunk ki, hiszen minden €l 1
feltételelket jelenthet.

A kérdés megvélaszolasahoz az MF és a CW heurisztikdkat tesztelték a TSPlib 54 elemént,
amelyek csucsszama 100-t6] 1748-ig terjedt. Azt vizsgaltdk, a két modszer hanyszor valasztott
be optimélis élt (true positive rate, TPR) és hanyszor valasztott be nem-optimdlis €It (false
positive rate, FPR). Ezek a mérdoszamok félrevezetdek lehetnek, hiszen az MF jobban

koncentrdl a rovid élekre, igy vezessiik be a pozitiv valdszintiségi ratit PLR = —— (positive

likelihood rate, PLR). A pontos eredmények a cikkben [MGM?21]] olvashatéak. Az eredmények
alapjan az MF tobbszor vdlaszt optimalis rovid élt mint a CW, hosszabb éleken (CL-en beliil
3+ hely) forditva. Azonban a rovid éleken a CW feliilmilja az MF-et.

Az algoritmus

A fentiek fényében szeretnénk alkotni egy konstruktiv heurisztikat. Ezt nevezziik a
tovdbbiakban ML-Constructive-nek (ML-C). Ez két {6 fazisbdl fog allni.

Az elsd fazisban minden csicshoz létrehozzuk a CL-t, és ezek els6 m helyezettjét egy nagy
kozos L listdban eltaroljuk. Empririkus tapasztalatok alapjin a legjobb m értéknek a 2
bizonyult. Az L listat valamilyen heurisztika szerint rendezziik, jelen esetben ez a élhossz
szerint csokkend lesz. Ezeken a listdn fogunk végigmenni és ha nem hoz 1étre kort,
alkalmazzuk ra az tanitott halonkat (tovabbiakban ML-dontéshozd, késGbb részletezziik). Ez
becsli annak a valdszinliségét, hogy ez az él optimélis. Ha bizonyos értéknél nagyobb
valoszintiséget ér el, hozzdadjuk a bevett élek listajahoz.

A masodik fazisban valamilyen heurisztika szerint be kell fejezni a korutat. Tobb lehetséges
megoldasbol a CW-t valasztottak a szerz6k. Az m érték és az ML-dontéshoz6 elfogadasi
kiiszobének megfeleld bedllitdsa nem trividlis feladat. Tul nagy m érték esetén sok €l keriil be,
és nagyobb eséllyel fogadunk el nem optimdlis éleket az elso fazisban. Azonban ha til kevés
élet vizsgélunk az els6 fazisban kevés informacionk lesz a masodik fazisban feltehetéen
optimélis megolddsokrodl, és a masodik fazis alatt keriilhet be tobb nem optimalis €l.

Az ML-dontéshozo
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Az ML-dontéshoz6 feladata, hogy az elsd fazisban vizsgalandé éleket jovahagyja. Ehhez veszi
az él két végpontjihoz a legkdzelebbi 30-30 cstcsot és ezekbdl alkot egy 96 x 96 x 3 képet. A
kép hdrom szincsatornijan (zold, kék, piros) a kiilonbozd informéaciok érkeznek. A zold
mutatja a vizsgéalt élt és a két végpontjat. A két a mar beszurt éleket az adott csicsok kozott, a
piros pedig a csticsokat.

A 30-30 legkozelebbi cstics egy heurisztikus vdlasztds. Az egész grafot nem lehet ideilleszteni,
hiszen a cél, hogy tetszélegesen nagy grafokra dltalanositsunk. Tetsz6legesen nagy graf pedig
konstans méretli képen nem fér el. A 30 csucs gy tlinik, megfelelen tudja a lokdlis kontextust
abrazolni és nem tulsdgosan sok.

Maga az ML-dontéshoz6 egy 10 réteg mély ResNet, bemenete a fent targyalt képformétum,
kimenete két neuron. Egyike az elfogaddsi valdszinliség, masik az elutasitasi valoszinliség.

Az modellben négy rezidudlis kapcsolds van. Minden kapcsoldson beliil az els6 rétegben kettes
"stride" értéket haszndlunk. A kernelek a konvolicids rétegekben 3 x 3-asak, cserébe minden
rezidudlis kapcsoldsnél dupldzédnak a tanulhat6 tulajdonsagok. A kimenet el6tt egy siri réteg
€s egy atlagolasi operator segit 2 neuronba slriteni az informaciot.

A tanitds egy 38400 grafbdl 4ll6 adathalmazon tortént. Az egyes grafok csticsszama 100 és
300 kozott uniform eloszlasbol vételeztettek, a szerkezetiiket véletlen modon generdltak,
egyenletes eloszldssal az egységnégyzetbdl. A kiértékelés egy 1000 grafbol 4116 adathalmazon
tortént, hasonlé médon az egységnégyzetbdl vételeztiink 500 és 1000 kozotti pontot és 54
TSPIib példan is tesztelték az algoritmust. Az optimdlis megoldédst minden esetben a Concorde
szolgdltatta.

A tanitds érdekessége, hogy kétféle veszteségfiiggvényt alkalmaztak. Az elsd kortilbeliil 1000
példan egyszeri keresztentropia szamolta a veszteséget, majda tovabbi példdkndl pedig az erre
a feladatra kifejlesztett "meger0sitéses veszteség" (reinforcement loss) is segitett frissiteni a
halézatot.

Ertékelés

Mele 54 TSPIib példan vetette 6ssze az ML-C-t az MF, és a CW heurisztikakkal €s az
optimalis megoldassal (Concorde). Vizsgéltdk azt is, hogy feltételezziik az ML-dontéshoz6
tokéletességét, ekkor milyen eredményt képes produkélni az ML-C algoritmus. Ezt jelolték

ML-SC-vel. Tovabba kiilonb6z6 algoritmusokat is vizsgaltak, amikor is az ML-dontéshoz6
helyett valamilyen heurisztikat hasznaltak:

* Y: minden L-beli elemet elfogad, ami nem hoz létre kort.
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Szazalékos hiba 6sszahasonlitas a konstruktiv heurisztikak esetén

Heurisztika Atlagos hiba
MF 17.906
Cw 9.431

Y 11.345
AE 12.082
BE 8.815

ML-C 8.035
ML-SC 4.374

* E: a CL-eloszlas szerint sztochasztikusan fogadunk el egy élet. AE 20 futds alapjan az
atlagteljesitmény, BE 20 futdsbdl a legjobb teljesitmény.

A méréseik megmutattak, hogy az ML-C algoritmus pontossdga nem romlott linedrisan a
csucsszamok novekedésével. A mddszer er6ssége, hogy képes altaldnositani nagy grafokra.
Tanulni 100-t61 300-ig terjedtek a tanité halmazban 1évo grafok és elfogadhatdan teljesitett
1700 csucsnadl is nagyobb grifon is. Ugyanakkor az is igaz, hogy nem sok ilyen nagy graf van,
amelyre kiszdmoltak az optimumot, igy nem feltétlen szabad ebbdl a tesztelésbdl messzemend

kovetkeztetéseket levonni.

6.4. Wu transformer modellje

Wu és tarsai megkozelitésében a javito algoritmusok segitségével lehet megragadni az
Euklideszi TSP feladatot [Wu+19]. A 2-opt Iépések segitségével mindig el lehet jutni az
optimumba, a nehézséget az okozza, hogy nem egyértelm, adott dllapotban melyik 2-opt
1épést kellene meglépni. A megoldds egy olyan policy, amely elére megjésolja a hosszutavi
lehetdségeket és ennek megfelelden 1€p. A probléma ilyen megfogalmazasa természetes
modon vezet a megerdsitéses tanuldshoz.

Az itt prezentdlt megolddsra késébb Attention2-opt (A2-opt) néven fogok hivatkozni. A
problémat a kovetkezd Markov dontési folyamattal tudjuk leirni:

Allapotok: Adott G(V,E) graf és egy (v1,...,v,) permuticid a csticsokon. A permuticié
jelenti a csucsok bejarasi sorrendjét. Az s éallapot tehét egy ilyen permutaciot jelol.

Akciok: Két csucs kivalasztasa meghataroz egy 2-opt 1épést. Tehat egy akcié minden esetben
a = (v;,v;) alakban 4ll eld.

Atmenetfiiggvény: Az 4tmenet adott s; dllapotbdl a; akic6bdl determinisztikusan torténik s; 4
allapotba a kovetkezd médon:

st = (Viy...Vn)
ar = (vi,v,)
St+1 = (V],Vz,...Vi,Vj,Vj_l,...7Vi+1,Vj,Vj+1,...Vn)

Jutalom: Mivel az optimum elérését nem tudjuk biztositani, a cél a kezdeti allapot

25



0sszhosszanak minnél jelentGsebb roviditése. Legyen f(s) az s dllapotban a korttira
Osszhossza, s* az eddigi futds sordn talalt legjobb megoldds. Kezdetben s = s, majd

re=r(s,ar,511 = f(s7) = f(s;) —min(f(s]), f(s+1)) (10)

Ilyen definicidval a jutalomfiiggvény akkor pozitiv, ha az eddiginél jobb megoldast taldltunk.
Emellett ezzel a jutalomfiiggvénnyel nem biintetjiik a lokdlis rontdsokat, ami kulcsfontossagu
a lokélis minimumokba ragadas elkeriilése végett. A cél egy trajektéria halmozddé jutalmanak
(Rr=Y1, Y'r; ) maximalizdldsa. A jutalomfiiggvény y = 1 esetén a javitds a kezd6éllapothoz
képest.

Az algoritmus a végén egy sztochasztikus vezérelv segitségével volt kivdlasztani minden
allapotban egy megfelels akciét. Igy a 7 stratégidnk egy valésziniiségi eloszlst fog adni a
lehetséges lépéseken. A folyamat kezdetén vesziink valamilyen médon egy so kezd6allapotot.
Innen pedig T alkalommal kivélasztunk egy a, 1épést a stratégidnk szerint, ami s, | dllapothoz

//////

T

P(sT|s0) :Hﬁ(a,|s,). (11)

i=0

Vegyiik észre, hogy nem definidltunk ledllési dllapotot, mivel nincs garanciank arra, hogy adott
allapotban mar megtalaltuk az optimalis megoldast. Igy T az algoritmus paramétere, amit
rugalmasan allithatunk sziikség szerint. Tanulds folyaman kisebb T-k lehetnek hasznosak, mig
inferdlds sordn a jobb eredmény érdekében nagyobb értékeket érdemes neki adni.

Az architektara

Linear Projection (1, )
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Az elméleti tokéletes stratégidt nem ismerjiik, de kozelithetjiik egy paraméteres mg neuralis
haléval, ahol 0 a tanithat6 paraméterek.

Adatvektorizalas: Euklideszi TSP problémakat szeretnénk megoldani, igy elegendd pontokat
venni a sikon. Ezeket a koordinataikkal reprezentalhatjuk, az élek sulyait pedig konnyen
szamolhatjuk. Tehat kezdetben minden v € V-hez tartozik egy x, = (x1,x2) bedgyazds

(|[V| =I). A hdl6 bemenete igy egy X € R/ métrix, ami s = (vy,...,v;).
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Grafbeagyazas: Erdemi informdacié megtanuldsahoz sziikségiink van magasabb
dimenzidszdmra és fontos elkddolni a permutécié sorrendiségét. Az els6 feladatra egy k6zos
Ipo : R?> — R? lindris leképezést hasznalunk (d = 128), amely minden x; csticshoz egy A;
beagyazast rendel.

A masodik feladatra a Transformer architektiraknal kifejlesztett "helyzeti elkédolas"”
(positional encoding) adja a megoldast. Jelen esetben a pe(i,d) szinuszoid helyzeti elkédoldst
hasznéljuk, amely szinusz és a koszinusz fliggvények segitségével 4llit el6 vektorokat, amiket
hozz4adva az elkddolt h; vektorainkhoz segitenek megdrizni a sorrendiséget.

142]
pe(i,d) = sin(i/10000 % ),if d mod 2 =0 (12)

/2]

L
pe(i,d) = cos(i/10000 % ),if d mod 2 =1 (13)

Igy minden csticshoz a reprezentalé vektort i; = h; 4 pe(i,d) alakban kapjuk meg.

Attention elkédolas Ezutan megkezdddik az Attention mechanizmus felhasznaldsa. Hirom
elkodolo blokkot hasznédlunk a kdvetkezdbol:

Adott (h{,...h{)

Self-Attention réteg

Rezidudlis 0sszegzés €s batch normalizilds

Adott (i],...])

7~

Strd réteg

Rezidudlis 0sszegzés €s batch normalizilds

A self-attention réteg az egy-fejes self-attentiont jelenti itt. Adott H* = [h{,...h{] bemeneti
matrix esetén, ahol az oszlopok a csucsleir6-vektorok, a self-attentiont a kordbban targyalt
modon szamoljuk:

K0,
Vi
ahol is Q, = WYH" a query, K, = WKH® a kules és az V, = WYH? érték matrixok.

W4 € Rla*dn Wk c RAxdn g5 WY € R4 > tanithaté paraméterek. Jelen esetben
d,=d,=d,=128.
q k v

H'* =V, -softmax.( ), (14)

7 2

Mind az attention, mind a siir(i réteg megtartja a bedgyazasok 128 x I dimenzidjat.

A csucspar kivalasztasa Az el6z6 blokkok végén jeldlje az aktudlis csticsbeagyazast o;. Ebbdl
egy max-pooling segitségével megkaphatunk egy graf-bedgyazast. Azaz

0y =max({o1,...07}), azaz csicsonként a maximalis bedgyazas értéke. Ezek utan

Ipy : R\ 5 RI28XT &g [y« R 5 RIZ8XI tanithatd linedris leképezések segitségével
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TSP20 TSP50 TSP100

Mddszer Erték Gap Futdsidé | Erték Gap  Futdsidd | Erték  Gap  Futdsidd
Concorde 383 0.00%  5m 569 0.00% 13m | 7.76 0.00% 1h
LKH3 3.83  0.00%  42s 569 0.00%  6m 776  0.00%  25m

OR-Tools 3.86  0.94% Im 5.85 2.87% Sm 8.06 3.86% 23m
AM (N=1280) | 3.83 0.06% 14m 572 0.48% 47m 794 2.32% 1.5h
AM (N=5000) | 3.83 0.04% 47m 5.72  047% 2h 793  2.18% 5.5h

A2-opt (T=1000) | 3.83 0.03% 12m 5.74  0.83% 16m 8.01 3.24% 25m
A2-opt (T=3000) | 3.83 0.00% 39m 571 0.34% 45m 791 1.85% 1.5h
A2-opt (T=5000) | 3.83 0.00% 1h 5770  0.20% 1.5h 7.87 1.42% 2h

megkapjuk hi. = Ip1(0;) +1p2(0,) bedgyazést. Ennek az a célja, hogy a graf egészérdl még
informdcidkat stiritsen a csicsokba. Ezutan ateresztjiik a adatainkat egy tn. compatibility
rétegen, amit ezen a cikken kiviil mashol nem hasznéltak még - az attention mechanizmus egy
médositott verziéjarél van sz6. Ennek a kimenete Y € R™! és a matrix minden eleme egy
csucsparnak feleltethetd meg. Ezek utdn maszkolunk (a f6atlébeli elemek nem érvényes
1épések és azt a 1épést sem szertnénk valasztani, ami visszavinne az el6z06 allapotba). A tobbi
elem szdrasét egy C - tanh(Y;;) fiiggvény segitségével kontrollaljuk (jelen esetben C = 10),
majd pedig egy softmax fiiggvény segitségével egy P valdszintiségi eloszldssa alakitjuk.

Az algoritmus tanitdsa €s tesztelése alatt nem moh6 médon a vessziik P maximaélis elemét,
hanem a kiilonb6z6 (v;, v ;) parokbdl P eloszlds szerint sorsolunk.

Tanitas

A modellt egy Actor-Critic tipust rendszerként tanitjuk. A fenti architektira lesz az Actor. A
Criticet hasonl6 mddon készitjiik el, két fontos kiilonbséggel. 1) Max-pooling helyett
atlagolunk a graf-bedgyazas legenerdlasakor. 2) Az egész rendszer végén egy siirli réteget
alkalmazunk, aminek a kimenete egy szam. Fontos tovdbbd, hogy n-1épéses kiértékelést
hasznédlunk.

Tanit6 adatokat menet kozben generdlunk, egyenletes eloszlassal vesziink véletlen pontokat az
egységnégyzetbdl. A pontos foyamat az Actor-Critic n-1épéses kiértékeléssel algoritmus
szerint torténik.

Ertékelés
Wau és tarsai az algoritmust 10240 példan tanitottak, melyek az egységnégyzetben vett véletlen
pontokbdl generalt grafok voltak. 4-1épéses visszatérést alkalmaztak, a y kvantdlasi hanyados

0.99 értékre lett allitva. Tanitas alatt 7 = 200 trajektoriahosszal dolgoztak, tesztelésnél joval
nagyobbal.

Az eredmények értékeléséhez 6sszehasonlitdsi alapul tobb szoftvert is felhasznaltak: 1)
Concorde 2) LKH3 3) OR-Tools és egy mélytanuldson alapulé megoldéprogramot 4) AM
[KHW18]. A korrekt 0sszehasonlitds kedvéért AM mintavételezési N paraméterére az dltaluk
hasznalt 1280as érték mellett az az 5000-es értékkel is teszteltek, ami az A2-opt modelliink
maximalis 1épésszama volt.

Megéllapithatd, hogy viszonylag kis méretli grafokon a hibaszazalék par szazalék és
feliilmalja a masik mélytanulds alapi mddszert. Két egyszerl 2-opt heurisztikdval is
Osszehasonlitottdk. Az egyik az els6 megtaldlt javitast 1épi meg, a masik a lehetséges
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Algorithm 1 Actor-Critic n-1épéses kiértékeléssel
Input: 7y actor halo, tanithato 6 paraméterekkel, vy critic halo, tanithaté ¢ paraméterekkel, E
epochszdm, B batchméret, T trajektdriahossz
for e=1,2,....,E do
generaljunk M feladatot véletlenszertien
forb=1,2,...,Bdo
alkossuk meg M, batchet, t < 0
while t<T do

do <+ 0,dp <0 > nulldzzuk a gradienseket

ty < t; sy az aktudlis dllapot

while r — ¢, <n do > n-szer 1éptetjiik a rendszert
ar < mo(sy) > és megjegyezzik a torténteket

ry < R(ay,s;)
si+1P(ar,s1)
t<+t+1
end while
J vy (s;)
foric{r—1,,...,t} do
J—ri+yJ
0 J—V¢ (Sl')
dO < dO+Y 0 7 logmg(ails;)
d9 —di + 57 ve(so)
end for
do

frissitsik 6-t ———-¢l
|Mp|(t — 1)

d
frissitsiik ¢-t —¢-el
|Mp| (2 — 1)
end while
end for
end for
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legjobbat. Ezek az algoritmusok egy olyan kiegészitést kaptak, ha megérkeztek egy lokalis
maximumba egy véletlenszer( allapotbdl djrakezdik - a végén a legjobb megtaldlt tirdval
térnek vissza. Az A2-opt minden esetben jobb eredményt ért el ezeknél.

A modellt véletleniil generalt adatokon tanitjuk, hasonlé méretdi, de addig nem latott példakra
a modell jol dltalanosit. Az els6 nehézséget akkor tapasztalhatjuk, amikor kisebb méretii
adatokon tanitva nagy grafokon teszteliink. Ekkor véletlenszer( kezdééllapotbdl inditva
gyenge eredményt produkdl, de ezen sokat lehet javitani, ha kontruktiv heurisztika (példaul
moho) 4ltalt generalt megolddsbdl inditjuk. Kérdéses, hogy ebben az esetben mennyit javitott
A2-opt az eredeti megoldason.

TSP20 policy - random
20.0 | mmm TsP20 policy - nearest
TSP50 policy - random

17.81

17.51 mmm TSPS0 policy - nearest 2
TSP100 policy - random Tl
i
g 15.01 mmm TSP100 policy - nearest
©
> 125 Q
g ) ©
= S m 32
+ 10.01 o)l
[ o
— M= [~
0
S 715

TSP20 TSP50 TSP100

A TSPlib konyvtarban legyfeljebb 300 csucst szimmetrikus Euklideszi példdkbdl 36 darab
van, ezen mérték A2-opt, AM €s az OR-Tools teljesitményét (a Concordehoz viszonyitva). A
mélytanulds hétranya, hogy a tanulds alatt latott példdktdl nagyon kiilonb6zd eseteken
altaldban rosszul teljesit, ezért is meglepd, hogy az OR-Toolt tébb esetben is feliilmilta az
A2-opt. AM-et az esetek dontd tobbségében feliilmulta A2-opt. Az dtlagos optimalitési rés
A2-opt esetében 17.12% lett, AM esetében 133.54% (N = 5000 esetén).

7. Mérések

Természetesen jomagam is reprodukdlni szerettem volna legaldbb részben a fenti
eredményeket - f6leg Wu €s tarsai munkdjat. Yi-Ning Ma 2020-ban kozzétette ennek egy
implementéciéjat [Ma]]. Ebben a repositoryban taldlhaté egy el6re tanitott modell, ami egy
epochban 10, darabonként 5120 példat tartalmazé batchen tanult 100 epochon at. Ez tobb mint
5000 000 példa. Ezek a példak 20 csucsu grafok, melyek az egységnégyzetbdl egyenletes
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eloszlassal jonnek.

A kiértékelés feladattipus minden esetben fix 10000 példan torténik, melyeket 10 batchbe
osztunk, 1000 hosszu trajektoridkkal. Ezeket a pédéakat ugyanabbdl az eloszlasbol generaltam,
mint a tanité adatokat, de az algoritmus még sosem latta Sket.

Generdltam sajat teszthalmazokat, egyenletes eloszlasu 10, 20, 25, 30 cstics grafokat és két
specidlisat: TSP20-kor 20 cstcs grafokat tartalmaz melyek egy korvonalrol érkeznek
egyenletes eloszlassal, TSP20-negyed pedig egy 0.5 oldald négyzetbdl adja egyenletesen a 20
pontot. Mindegyik halmaz 10000 példét tartalmaz, ezeken kiértékeltem az elGre tanitott
modellt.

Kezdeti dtlaghossz 1000 1€pés utani atlaghossz ~ Javulds
TSP10 5.444400 2.922996 2.521403
TSP20 10.426547 3.846777 6.579770
TSP25 13.414846 4.670010 8.744838
TSP30 15.845465 6.492388 9.353079
TSP20_kor 12.812243 3.078409 9.733834
TSP20_negyed 5.172065 1.938554 3.233511

Ezekutan a tanulési rata manudlis allitgatdsaval megvizsgaltam, lehet-e a modellt
finomhangolni. Ennek érdekében 5 epochon at futtattam a TSP10, TSP20, TSP20-kor és a
TSP20-negyed adathalmazokon. A legjobb tanuldsi tovabbtanuldsra a 107 lett, két
nagysdgrenddel kisebb, mint az eddig hasznalt.

Kezdeti adatok Finomhangolés utan

Kezdeti Legjobb . Kezdeti Legjobb .

. B Javulas . B} Javulas

atlaghossz eredmény atlaghossz eredmény
TSP10 5444400  2.922996 2.521403 | 5.215194  2.871809 2.343385
TSP20 10.426547 3.846777 6.579770 | 10.426547 3.836845 6.589701
TSP20-kor 12.812243 3.078409 9.733834 | 12.812243 3.075942 9.733834
TSP20-negyed | 5.172065  1.938554 3.233511 | 5.172065  1.931667 3.240397

Lathato, hogy specidlis adathalmazon val6 tovabbtanitdssal kozel egy szazad eredményt
sikeriilt javitani a legtobb eredményen.

Az alébbi dbran lathat6 az eredeti modell teljesitménye 100 1€pés alatt egy 30 cstcs grafon.
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