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1. fejezet

Eloszo

A parcialis differencidlegyenletek szamos tudomanyagban fontos szerepet képviselnek
bizonyos folyamatok modellezésében, mint példaul a hévezetés, vagy a diffizié. Ezen
egyenletek javarészt nem megoldhatoak analitikusan, igy kiilonféle numerikus kozelito
modszereket alkalmazunk.

Szakdolgozatom {6 témaja a parcidlis differencialegyenletek halonélkiili médszerekkel
valé megoldasa, pontosabban az alapmegoldasok modszerének atfogd prezentacioja.
Hogy szélesebb korti képet kaphassunk, bemutatok més, hdlékat, racsokat alkalmazd
modszereket, pontosabban els6sorban azok miikodési elvét, numerikus jellemzoit és
hatranyait, ezzel szemléletessé téve az egyes technikak sajatossagait, és egymastol vald
eltéréseit.

Szakdolgozatom szisztéméja legfoképp Gaspar Csaba: Parcialis differencialegyenletek
néhdany numerikus médszere cimi jegyzetére alapszik.[1]



2. fejezet

Alapfogalmak

2.1. Definicié. (Differencidlds) Legyen Q C RY korldtos tartomdny az N-dimenzids
térben, legyen u : @ — R skaldrfigguény, és jelolion E : Q — RN egy vektormezit
(E = (E\, Es,...,Ey)). Tegyiik fel, hogy u és E kellben sima figguények. Ekkor:

ou Ou 8u)
81‘1’8.%27 78.23]\[

gradu := (

vektormezo, €s

skaldrfigguény. Ezeket rendre u fligguény gradiensének, és E vektormezd divergen-
ciajanak nevezzik.

2.2. Definicib. (Laplace-operdtor) Ha u eqy kétszer differencidlhato skaldrfigguény, a
Laplace-operdtor az a differencidloperdtor, melyet a kovetkezoképp definidlunk:

N 02
Au = Z Erohe div gradu

j=1 J

2.3. Definicié. (Normdlt terek) Egy X wvektorteret normdlt térnek nevezink, ha X-
en értelmezhetd egqy ||.||-val jelolt fiigguény, azaz norma, mely kielégiti a kovetkezd
feltételeket:

I. Yz € X wvektorra: ||z|| >0, és ||z|]| =0 <=z = 0.

II. Vx € X wvektorra, és Va € R skaldrra: ||a - z|| = |af - ||z]].
III. Vz,y € X vektorpdrra: ||z + y|| < ||z|| + ||y|| (hdromszdg-egyenlétlenség).

2.4. Definicié. Az X normdlt teret Banach-térnek nevezzik, ha X a norma dltal in-
dukdlt metrikdval elldtva teljes, azaz minden X -ben halado Cauchy-tulajdonsdgi sorozat
konvergens. [2]



Néhany R"-beli norma:

Legyen « = (z1,22,...,2TN)
1. Maximum norma: ||z||me, := max |z
1<k<N
. N
2. Osszegnorma: ||z||y := > |xg]
k=1

| N
3. Euklideszi norma: ||z|]y :== 4/ > |zk/|?
k=1

Néhany végtelen dimenzios téren értelmezett norma:

1. Véges, zart [a, b] intervallumon értelmezett folytonos, valés fliggvények Cla, b] tere
a maximum norméaval:

[ fllimaz == gﬁ%{b | f ()]
2. Véges, zart [a,b] intervallumon értelmezett m-szer folytonosan differencidlhaté
fliggvények C™[a,b] tere a maximum normaval:

1/ llomias =) max | /") (z)

3. Véges, vagy végtelen (a,b) intervallumon értelmezett integralhaté fliggvények
Ly(a,b) tere az L; norméval:

b
1Allen = [ 7@ da

4. Véges, vagy végtelen (a,b) intervallumon értelmezett négyzetesen integralhaté
fliggvények Lo(a,b) tere az Ly normaval:

b
1| oty = / ()2

2.5. Definicié. (Fuklideszi terek) Egy X wvalds vektortér euklideszi tér, hogyha rajta
értelmezhetd egy kétvdltozds, valds értéki (., .) figgvény, azaz skaldris szorzat, melyre
az aldbbi kritériumok igazak:

I. Yz € X vektorra: (x,x) >0, ezenfelil (x,x) =0 <= x = 0.

II. Vz,y € X vektorpdrra: (z,y) = (y, )
III. Yx,y € X vektorpdrra, és Va € R skaldrra: (ax,y) = - (x,y)
IV. Vx,y,z € X vektorokra: (x +y,z) = (x,2) + (y, 2)



Minden euklideszi tér normalt a
||z]] :== /{2, z)
skalaris szorzat altal indukalt normaéaval.

2.6. Definicié. (Hilbert tér) Egy olyan X euklideszi teret, mely a skaldris szorzat dltal
dukdlt normdval teljes, Hilbert-térnek nevezziik.



3. fejezet

Halot, illetve racsot alkalmazoé
modszerek

Parcidlis differencidlegyenletek megolddsahoz alkalmazhatunk olyasfajta modszereket,
melyek sordn a vizsgalt tartomanyt, és annak peremét diszkretizaljuk valamilyen
raccsal, haloval.

3.1. Véges differencia mdédszer

A legrégebbi moédszer ezen feladatok megoldasara a hagyoméanyos véges differencia
modszer.

A differencialegyenletben fellépo parcidlis derivéaltakat kozelitjiik differenciasémakkal.
Ezeket rdcspontokon tudjuk kiértékelni, ehhez pedig definidlnunk kell egy racsot.

3.1.1. 1-dimenzios elliptikus problémak

Adott egy € véges, nyilt intervallum, és legyen a megoldandé differencidlegyenletiink
az 1-dimenzids Poisson-egyenlet a Dirichlet-peremfeltétellel:

Q = (0, A)

u//:f



Legyen N a részintervallumaink szama a felosztasban, és a 1épéskoz legyen h := %.
Osszuk fel a [0, A] intervallumot a kovetkezé xy racspontokkal:
ari=k-h (k=0,1,2,...,N).

Ezzel egy ekvidisztans alappontrendszert kapunk, ahol N a részintervallumok szdma.

Differenciasémak

Ahhoz, hogy jol definialjuk a differenciasémakat, a Taylor-sorfejtés modszerét alkalmaz-
zuk.

1. Elérelép6 séma:

u(zgs1)-re a kovetkezd kifejezés irhaté fel xp pont koriili Taylor-sorfejtéssel, h
fiiggvényében, ahol ;1 = xp + h:
/ " n
W) gy W) g ) s oty (a)
1! 2! 3!
Innen lathatjuk a kovetkezot:

w(xpe1) = u(xy) +

u(zpi1) — u(wy)

. +0(h)

v (zg) =
Ezzel megkaptuk az elorelép6 sémat.

2. Visszalép6 séma:

Hasonléan hatérozzuk meg xj_i-re az Osszefiiggésiinket (—h) fiiggvényében, ezzel
megkapva a visszalép6 sémara a képletiinket.

/ " "
w(zpr) = ulzy) — % h+ % B2 — % BB+ OmY  (3.2)
Innen egyszerli szamitasokkal kifejezzitk u'(zy)-t:
u'(xy) = wzn) — (@) + O(h)

h

3. Centrélis séma:

A kovetkezd frhaté fel u'(xy) kifejezésére a (3.1) és (3.2) egyenletek kiilonbségét

segitségiil hivva:

u(Tpy1) — u(rp_1)
2h

Ugyanezen sorfejtések Osszegével meghatdrozhaté u”(xy):

+ O(h?)

u' () =

w(Tre1) — 2u(zg) + u(rp—1)
2

3.1.1. Definicio. Fgy sémdt p-edrendinek nevezink, ha a pontos derivdlt és a séma

értékének differencidja, azaz a hibatag nagysdgrendje O(hP).

u"(xk) _

+ O(h?)

Megfigyelhetjiik, hogy az elore- és visszalépo sémak elsérendiiek, ellenben a két centralis
séma méasodrenddi.



E modszer pontossaga nagyban fligg A méretétdl. Modszeriinkben a kisebb 1épéskozok
nagyobb pontossdgot eredményeznek, kivaltképp akkor, ha a differenciasémank rendje
nagy.

Jeloljiik a kozelité médszertink u(xy) megoldasait ug-val, illetve f(zg)-kat fi-val
(k =0, 1, 2, ..., N). Az v(z)) méasodrendii derivaltra a centralis differenciasémaval
kapott értékre felirhaté az eredeti Poisson-egyenletbdl a kovetkezo Osszefiiggés:

Up 1 — 2Up + U1
h?

= fx (3.3)

Vegyiik figyelembe, hogy modellfeladatunkban © = [0, A] tartoméanyon értelmezett u
fiiggvényiink értéke az intervallum két végpontjaban ismertek.

fgy csak az (x1, T3 . . ., T,) racspontokban vett kozelité értékek meghatarozanddak, ezzel
kaptunk a (3.3) Gsszefiiggésbél egy (N — 1)-valtozos linedris egyenletrendszert. Ennek
megoldasaval kapjuk meg a racspontokban vett kozelitéseket.

A moébdszer pontossaga

Kétfajta hibatagot vizsgalunk a kozelités soran. Jeldlje gi a lokélis, e, pedig a globalis
hibatagokat:

g o= M) 220 T ulnen) g (3.4)

e = u(Ty) — uy (3.5)

A két hibatagra egyszeriien levezethet a kovetkezd Osszefiiggés a (3.3) és (3.4) egyen-
letekbdl. Rendezziik at a lokalis hibatagra kapott egyenletiinket:

w(Tpe1) — 2u(xg) + u(zg_q)
12

= [k + gk
Ebbél kivonva (3.3)-at:

o= (u(Tht1) — 1) — 2(“(5”1;32_ uy) + (w(rg—1) — up—1) (k=1,2,..,N—1)

Felhasznélva a globalis hibatagra latott kifejezést:

Chi1 — 2€ + €1
gk: h2 (k:].,Q,...,N_]_)

Nyilvan az intervallum két szélén vett globélis hiba zérus (eg = ex = 0).



Ezen 0sszefiiggésbdl szintén egy linedris egyenletrendszert kapunk, N — 1 ismeret-
lennel. Legyen ennek egyiitthatématrixa A, € RW-Dx(N-1),
Igy a hibatagok egymashoz valé viszonya a kovetkezoképp irthaté fel:

Ape =g, e, g€ RWN-1

3.1.2. Definicié. (Négyzetes kizép) Egy x € RN wvektor négyzetes kézepe
(root mean square) a kovetkezé mddon irhatd fel:

N R e
||z[[rars = N

3.1.3. Definicié. (Korldtos operdtor, operdtornorma) Legyenek X, Y normdlt terek,
és A X — Y egy linedris leképezés, azaz operdtor. Azt mondjuk, hogy A linedris
operdator korldtos, ha IK > 0: ||Az|| < K - ||z|| Vo € X. Ezt a K szamot az A
operdtor korlatjanak nevezziik. Ezen korlatok infimuma az A operdtor normdja.

A vektorok koordinatainak négyzetes kozéphibajat, és A,:l matrix operatornormajat
véve megfogalmazhaté a hibatagok kozotti egyenl6tlenség.

lellraes < 1AL - N9l rass

3.1.1. Tétel. A, inverz mdtrizok egyenletesen korldtosak, azaz ||A§Z_1)|| < C wvalami-
lyen C' > 0 h-tdl figgetlen konstansra.

A fenti tételt nem bizonyitjuk (bar az A, matrix sajatértékeinek meghatarozasaval
egyszerlien adédik), ellenben ezt felhasznalvan azt kapjuk, hogy a globélis hiba feliilrél
becsiilheto a lokalis hibaval, tehat

lellrms < C - [|gl|lrms

Eme egyenlotlenséget gyakorta nevezziik a séma stabilitasanak.
[dézziik fel a lokalis hibatagra felirt képletiinket:

w(rps1) — 2u(zg) + u(rp_1)

9k = h2 — =
9 _
_ U(Tpy1) “lgk) +uzra) u'(z) = O(h?),
tehat
gr < K -h?

Ezzel kiegészitve a globdlis hiba felsoé becslését:
||€||RMS S O K- ]’L2 = O(hQ)

Ezzel pedig megkaptuk, hogy a centralis sémara konstrualt véges differencia mddszer
méasodrendl pontossagu.



3.1.2. 2-dimenzios elliptikus problémak

Ugyanezen moédszer alkalmazhaté magasabb dimenzids rendszerekre is. Vegytlik hat
alapul az Q := (0,A) x (0,B) € R? téglalap alaki tartomdnyt, és tekintsiik itt a
Poisson-egyenletet, ismét a Dirichlet-peremfeltétellel:

Au = f, ulr = g

Itt az f figgvény 2-n értelmezett, illetve I' a tartoméany peremét jeldli.
Szamitasi racsunkat definidljuk 2-n, azaz () lezartjan.

(Jikyj,yk,j)I:(k'hx,j'hy) (/{ZZO,L...,N; j:O,l,,M)

Itt hy és hy jelolik az x és y tengelyen vett 1épéskozoket. Definidljuk ezeket a kovet-
kezOképp:

A B
—. hy, = —
N’ Y M’

ahol adott N és M pozitiv egészek jelolik, hogy a téglalap oldalait hany egyenld
részre osztottuk fel (h, és h, nem feltétlen egyeznek meg!). Ezen (zy;,ys;) ponto-
kat racspontoknak nevezziik.

Az 1-dimenzids differenciasémakbdl konnyen eredeztethetd a 2-dimenzids feladatra

is a modell. Ezt tugy tessziik, hogy az 1D-ben latott mddszert alkalmazzuk kiilon a %

o
Oy?

kozelité értékel (z,y;) rdcspontokban wuy ;. fgy a Taylor-sorfejtéses eljarasunkkal a
kovetkezo diszkrét egyenletrendszert kapjuk:

hy =

és masodrendii parcidlis derivaltakra. Legyen f(xy,y;) := fi;, és jelolje a megoldas

Uk—15 — 2Ukj + U1 | Ukj—1 — 2Ukj + U j41
+

= fri
02 02 /

Ennek megoldasaval megkapjuk a racspontokban vett fiiggvényértékeket. Szemmel
lathat6an ezen egyenletrendszernek lényegesen tébb, (N — 1) - (M — 1) ismeretlene
van, ami stri felosztason igen sok ismeretlent jelent.

A moébdszer hibaja

Hasonlban az egyvaltozos modelliinkhoz, itt is vezessiik be a lokalis és globalis hibata-
gokat:

(e, ) = 2u(Tg, yy) + w(Thea, y5)
kg = 2 +

w(wg, Yj—1) — 2u(Tr, yj) + Wk, Yjs1)
h2
)

_fk,j>

ek = u(Tk, yj) — U j



Ezen definiciékkal konnyen lathaté, hogy a hibatagok kozotti osszefiiggés tjfent fennall.

€k—1j — 2€k; + €kt1j | Chj—1 — 2€k; + €k jt1

i
2 2 »J
h2 hs

Ebben a rendszerben az xy ; perem-racspontokon (k = 0, vagy k = N, vagy j = 0, vagy
j = M) az e ; globélis hibatag 0.
Legyen Ay, 5, a diszkrét Laplace-operator, akkor:

lellrars < 1AL 11 1lgllrars

3.1.2. Tétel. A,:zl,hy operdtor korldtos, 3C € R, melyre ||A,;1,hy|| <C

A (3.1.1) tételhez hasonléan ezt a tételt sem bizonyitjuk, de jra hasznat vehetjiik a
két hibatag kozotti egyenlétlenségben, behelyettesitvén || Ay, p,|| helyére a séma stabi-
litasat:

lellrms < C - [|gl|lrms

Hasznéljuk fel az egydimenziés feladatban latott Taylor-sorfejtéssel megkaphato kife-
jezéseket:

9%u
u(rp-1,Y;) — 2u(@r, y;) + u(Tpi1,y;) = 922 (x, y;) - b + O(hy),
illetve
9%u ) A
W, Yj—1) — 2u(Tr, y5) + U@k, Yjp1) = o2 (@k,y5) - hy + O(hy)

Innen pedig belathatjuk, hogy a kétdimenzids centralis sémara felépitett véges differen-
cia médszer masodrendii pontossagi, azaz a globalis hiba O(h?) nagysdgrendii.

’LL(I’kfl, y]) - 2u<xk7 y]) + u(xk+17 yj)

Ikj = h2 *
u(zr, yj—1) — 2u(zy, y;) + “(xhyjﬂ) _
+ — Jrj =
h ’
Cu(mgo, yy) — 2u(, yy) + U(fﬁk+17yj)+
= 2
w(Tr, Yi—1) — 2u(xk, Y;) + W, Y,
i ( ks Y 1) (h]; y]) (Lk y]+1) —AU(l’k,yj) _
y

= O(h: + h)

10



Ebbol a kovetkezo felsé becslés hatarozhaté meg a lokalis hibatagra:
lgr51 < Co - (B3 + hy),
ahonnan
gl|lrus < Co - (h2 + h2),
tehat
lellrues < € Co - (h + hy)

alkalmas, h, és h, 1épéskozoktdl, és k,j-tol figgetlen Cy konstansra.

A véges differencia mddszer més, nem téglalap alaki tartomanyokon is jol mikodik,
ellenben ezek peremei pontatlanul kozelitheték raccsal. Ilyen esetben meg kell allapitani
minden racspontrol, hogy az bels6-, perem-, avagy kiils6 pont-e. A belsé racspontokra
differenciasémakat alkalmazunk, a perem-racspontokban a peremfeltételt kozelitjik. Ez
egy sokvaltozés linearis egyenletrendszert eredményez. Elonyiinkre vélik viszont, hogy
ennek egyiitthatématrixa ritka, igy taldlhatunk hatékony iteraciés, és/vagy tobbrécsos
(multigrid) mdédszert, ami elfogadhaté id6ben kelléen pontos végeredményt nyujt.|[3]

3.2. Véges elem moédszer

Legyen Q C R? korldtos tartomdny, e tartomdny peremét jelolje I'.  Legyen f :
) — R négyzetesen integralhato fiiggvény, és tekintsiik modellfeladatnak a 2-dimenziés
Poisson-egyenletet:

—Au=f  Qmn,
és csatoljuk ehhez a homogén Dirichlet-peremfeltételt:
U|F =0

Definialjuk a H fliggvényteret az alabbi modon:

Oou Ou

H = HS(Q) = {w S LQ(Q) . %, a—y S

Ly(Q), wlr = 0},
a kovetkezd skaldris szorzattal:

(u, vy = /(grad u, grad vy dxdy,
Q

ahol (., .) a kozonséges R%-beli skalaris szorzatot jeloli.
Ebben a térben fogjuk kitiizni az egyenlethez tartozd variaciés problémat.

11



3.2.1. Definicié. (Varidcids probléma) Legyen H valos Hilbert-tér, legyen a : Hx H —
R egy szimmetrikus, korldtos és koerciv bilinedris funkciondl, illetve £ : H — R korldtos
linedris funkciondl, vagyis:
I. a mindkét valtozojaban linedris
II. a szimmetrikus, vagyis a(u,v) = a(v,u) Yu,v € H
III. a korldtos, azaz |a(u,v)| < C - ||ul||g - ||v||g valamilyen C' > 0 szamra minden
u,v € H esetén
IV. a koerciv, tehdt |a(u,u)| > c-||u||% valamilyen ¢ > 0 szdmra minden u € H esetén
V. ¢ korldtos, tehat |[¢v| < C - ||v||g valamilyen C' > 0 szamra minden v € H esetén.
Ekkor olyan w € H vektort kerestink, melyre

a(u,v) = lv Yv e H-ra
Alapvetd fontossagu, hogy a most definialt variacios problémanak mindig pontosan egy

megolddsa van H-ban. Esetiinkben H := H} (). Igazolhatd, hogy ezen a téren teljesiil
a kovetkezo egyenlGtlenség:

3.2.1. Tétel. (Poincaré-egyenlétienség): Ic > 0 konstans, hogy Yu € Hy(2)-re
[ NlgradulPazdy = c- [ fute.)Pdody,
Q Q
vagyLs

lul[fr = ¢ [Jull3

Ha a Poisson egyenlet mindkét oldaldt egy v € Hg(Q) fiiggvénnyel szorozzuk, majd
utana ezen tartomanyon integralunk, a kovetkezot kapjuk:

- [ Aute.) - ) dedy = [ o) v(o.g) dody

3.2.2. Tétel. (Green elsd tétele)

/(Au) cvdQ = — / (gradu, gradv) dS) + / @vdf
Q Q r on

Alkalmazva az els§ Green-formuldt az egyenlet bal oldaldra, akkor, mivel v € Hj (),

azért az
/ —vdI‘

/(grad u(z,y), grad v(z,y)) dedy = / f(z,y) - v(z,y) dedy (3.6)
Q Q

peremintegral eltiinik, és
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Ezt nevezzik az eredeti Poisson-egyenlet gyenge alakjanak. Definidljuk a linearis és
bilinearis funkcionéalokat a kovetkezoképp:

a(u,v) := (u,v)yg = /Q(gradu(x,y),gradv(x,y» dxdy
0= (f.0ho = [ fo.9) ol dody

Ekkor a varidciés probléma megegyezik (3.6) egyenlettel.

[gazolas nélkiil kijelentjiik, hogy a varidciés problémahoz elvart feltételek tel-
jesiilnek a funkcionalokra. A problémanak egyetlen megolddsa van H-n, emellett
csupan elsérendit derivaltakkal kell szamolni, igy a kozelité megoldas egyszertibben
meghatarozhato.

Ezt kovetden egy véges dimenzios V), alteret kell konstrudlnunk, mely kifejezet-
ten nehéz feladatta valik, ha a tartomany alakja bonyolult. Allhat példaul az altér
(legegyszeriibb esetben) sétorfliiggvényekbél. Optimélis meghatarozasuk a mai napig
komplikalt feladat, igy ezek megalkotdsanak modjait most nem taglaljuk. A Vj, altér
bazisat alkoté fliggvényeket késébbiekben ¢;-vel jeloljik.

Ertelmezziik a variaciés problémat ezen az altéren: Olyan uy € V}, vektort keresiink,
melyre:

a(up,vp) = Loy, Yo, € Vj, vektorra

Jelolje N a Vj, altér dimenzidjat. A varidciés problémanak egyarant egyértelmii meg-
oldasa van a V}, altéren is, &m az egyenldségeket elegendd a v, = ¢y, vektorokra vizsgalni,
igy megkapjuk a variaciés probléma diszkrét forméjat. Legyen

N
Up = Zajgoj,
j=1
akkor:
N
Egpk:Zaj-a(ng,ﬁpk) (k=1,2,...,N)
j=1

alakban torténik, roviden Ao = b, ahol A matrixot merevségi matrixnak nevezziik,
mely a(p;, @) elemekbdl &ll, b vektor koordinatai pedig (¢ alakuak.

A linearis egyenletrendszer matrixa jellemzoen ritka, de roppant sok valtozdt tartal-
maz. A perem rendszerint jol kozelithetd az altér €2 tartoményra illesztésébol kifolydlag,
azonban Vj, generédlasa meglehetésen nehéz. Az egyenletrendszer megoldasahoz ismét
javasolt valamely iteracios modszer beépitése a szamitasi id6 csokkentésére valo tekin-
tettel.
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3.3. Perem-integralegyenlet moédszer

A perem-integralegyenlet mddszer ijabb keletii, alkalmazasa soran a vizsgélt tartomény
egészét nem diszkretizaljuk, csupan a peremét. Tekintsiik a Poisson egyenletet:

AU = f
Legyen peremfeltételiink az alabbi:
ou
Ulr, = uo, %h“N = o,

ahol I" perem I'p és I'y diszjunkt unidja, ug és vg adott fiiggvények. Legyen £ € 2 egy
tetszoleges belsé pont.

3.3.1. Tétel. (Green 3. tétele) Legyen 2 C R? szakaszonként sima, korlatos tar-
tomany, peremét jeloljuk I'-val a tartomdny peremét. Legyen U : Q) — R tetszdleges,
kétszer folytonosan differencidlhato figgvény. Ekkor Vx € ) esetén teljestil

I I et T} _L/ -
Ue) = —5= - [ ST Uy ar, = oo - [ Goglle =yl - Gy ar,+

1
+om+ [ oglla =yl - AU) dg
T Ja

(3.7)

egyenlet, melyben n, a perem egy y pontjahoz tartozo kifelé mutato normdlvektort jeloli.

Ekkor a (3.7) felhasznélva:

U(e) =—i-/w~u<y>dry—i-/Faoguf—ym-v(y)drw

2 Jr |I€ = yl? 2

1
toee [ @oslie ol - £ d,

ahol

ou

u:=U V= —
|F7 an |F

Vegyiink egy tetszoleges x € I" perempontot. Végrehajtva a & — = hatdratmenetet, és
kiszamitva a jobb oldali integralok hatarértékeit, a kovetkezo egyenletet kapjuk:

_ 1 [y ) - (2 — o)) —
uw) = =5+ [ S )T, + o (ule) - (27 - o(a)

_%./F(10g||x—y||>-v(y)dry+%-/Q(logllx—y!\)-f(y)dﬂy,
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ahol a(x) a I' perem belsé torésszogét jeloli az x perempontban. Ezt atalakitva a

aw) (o) + [ I g ar, - [ (g ) war, -

rolle =yl |z —yl|

= —/Q (log m) - [(y) d€,

egyenletet kapjuk, ezt a Poisson-egyenlethez tartozé perem-integralegyenletnek ne-
vezziik. Legyenek

(3.8)

<l' - yany> 1

K(z,y) = , R(z,y) :=log ——
@) =gy R@v)=lep—r

magfliggvények, illetve legyenek

(Lf)(x) = | R(z,y)-fly)dy (zel)

J,
J

(Ku)(z) K(z,y) - u(y)dly (ve€T)

(F)(e)i= [ Rle) vp)dr, (@eT)

integraloperatorok. FEzek koziil L egy tartomanyon értelmezett fliggvényhez rendel
peremen értelmezettet, ugyanakkor K és R peremen értelmezetthez rendel peremen
értelmezett fliggvényt, igy ez utobbi ketto valédi perem-integraloperator. A bevezetett
jelolésekkel felirhatjuk a (3.8) perem-integralegyenletet a kovetkez6 alakban:

a-u+ Ku— Rv=—-Lf

Szamos esetben az L operatorral valé integralszamitas numerikus nehézségekhez vezet-
het, azonban a Poisson-egyenlet visszavezethet6 a Laplace-egyenletre. Ez a partikularis
megoldasok modszerével vihetd véghez.

Legyen U, a modellfeladatunk egy partikularis megoldasa, tehat AU, = f, min-
denféle peremfeltétel csatolasa nélkiil. Az U megoldas U = Uy + W alakban keressiik,
ahol W kielégiti a Laplace-egyenletet, ezen peremfeltételekkel:

ow oU,

W\FD = Uy — Uo’FD, %’m =V — %’FN

Ha sikeresen megtalaljuk a partikularis megoldast, gy a Laplace-egyenletet kielégito
W fiiggvény a perem-integralegyenlettel meghatarozhaté anélkiil, hogy az L operdtorral
valé szamolas soran numerikus nehézségekbe titkoznénk, ugyanis ez esetben f = 0.
Egy adott f-hez tartozé megoldas megtaldlasa nem trividlis feladat. Ez megtehet6
Fourier-sorfejtésen alapulé modszerrel, avagy radialis bazisfiiggvényeken alapuld szért
alappontu interpolaciés technikaval, ez utobbit a késobbiekben részletezziik.
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Tekintsiik most a Laplace-egyenletet, és oldjuk meg az ehhez tartozé perem-

integralegyenletet.
Legyenek x1, xs, . . . xny perem-kollokéaciés pontok I' peremen. Legyen o1, s, ..., pnN,
és Y1, q, ..., YN linearisan fliggetlen peremfiiggvények rendszere, melyekre az

a-u+ Ku= Rv

egyenletbol u és v peremfiiggvények kozelité megoldasai:

N N
uzZujij, szvj‘wj
j=1 j=1
A perem-integralegyenlet teljesiilése megkovetelt a kollokaciés pontokban. Legyen

Kij = (Kgj)(zr), Rr; = (R;)(zr),

ckkor az u;, v; egyltthatokra az

N N N
ak'zuj'gpj(xk)"f_ZKk,juj:ZRk,jUj (k:1,2,,N)
7j=1 7j=1 7j=1

egyenletrendszer 4all fenn, tovabba felirandé a peremfeltételek diszkrét alakja:

N
D uj i) = uolan), haz, € I'p,
=1
N

<.

v - Yi(xg) = vo(xy), hazy € I'y.
1

J

Ezaltal kaptunk egy 2N ismeretlenbdl, és egyenletbdl all6 egyenletrendszert. FEn-
nek matrixa rendszerint teljesen kitoltott, nemszimmetrikus és jellemzden rosszul
kondicionalt. Mivel a bevezetett ismeretlenek szama kevesebb, mint a korabbi mdédszerek
soran, igy akar a klasszikus Gauss-eliminacio is alkalmas megoldé algoritmus lehet, de a
megoldas kivitelezhez6 valamilyen hatékony iteraciés médszerrel is a megfelel6 futasido
eléréséhez.
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4. fejezet

Halonélkuli modszerek

4.1. Bevezetés

A halénélkilli médszerek nem igénylik sem a tartomany, sem a perem diszkretizalasat
sem raccsal, sem haléval a parcidlis differencidlegyenlet numerikus megoldasa soran.
Egy struktira nélkiili ponthalmazt vesziink fel a tartomény belsejében, és/vagy
a peremén. A Kansa-mddszer, és az alapmegolddsok mddszere egyarant radidlis
bazisfiiggvényeket alkalmaznak.

4.1.1. Szort alappontu interpolacié

Vegyiink egy wy,ws, ..., wy alappontrendszert (2-ban, és legyenek fi, fo,..., fir € R
adott szamok. E moddszerrel minél simabb olyan f fiiggvényt keressiik, amely teljesiti
az f(w;) = f; feltételt minden j =1,2,..., M-re. Shephard mddszerével példéul ez ily
moédon hatérozhaté meg [4]:
M
> fi i)
f(z) = = ahol vj(x)

g:l vj(z)

1

Al — w2

A médszer egyszerti, de meglehetésen pontatlan, ezért a parcidlis differencidlegyenletek
kozelité megoldasaiban egy pontosabb eljarast kell keresni. Egy ilyen a radidlis
bazisfiiggvények maddszere, melyet a kovetkezokben vazolunk.

4.1.2. Radidlis bazisfiiggvények moddszere

Egy @ : R? — R radidlis, azaz korszimmetrikus bézisfiiggvény olyan fiiggvény, melynek
értékei kizdrdlag az r := ||z|| normatdl figgnek[5]. Vegyiik ® radidlis bazisfiiggvényt,
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és legyen

f(z) = Z%“I’(ff — wj),

melyhez az «; egylitthatékat az aldbbi interpolacidés egyenletrendszer megolddsabdl
allapithatjuk meg:

M
Zajq)(wk—wj):wk (k=1,2,..., M)
=1

Néhany példa radidlis bézisfiiggvényre (polarkoordinatdkban megadva):

[. Multikvadrikus fliggvény:
(I)](T) = \/7’2 + C]2~,

itt ¢, szamok megfeleléen megvalasztott skalazé paraméterek. Példaul:
cr = I};}EH% — x|
II. Vékony lemez spline:
®;(r) :==7r?-logr Vj-re.
ITI. Gauss-fiiggvény:
Qi(r):=e" 9",

szintén alkalmas c; skaldzé paraméterekkel.[4][5][7]

4.2. Kansa-modszer

Legyen modellfeladatunk a kétdimenziés Poisson-egyenlet a Dirichlet-peremfeltétel mel-
lett:

Au = f Q-ban ulgn = wo

Legyenek xq, xs, ..., x) alappontok a tartoméany belsejében, az xyri1, Tario, .- - TN
pontok pedig a 0f) peremen.
A megoldasunkat a kovetkezo alakban keresstik:

M+N

u(z) = Z aj - Oi(r — xj), (4.1)
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ahol a ®;-k radidlis bazisfiiggvények.

Amennyiben nem csak a (4.1) approximéaci6 helytallg, hanem a jobb oldal Laplace-
értékei is jol kozelitik Au-t, gy az alabbi egyenletrendszer irhaté fel az ismeretlen
értékekre:

M+N
APz — xj) = Aulzg) = f(x) (k=1,2,...,M), (4.2)
e
D aj @ — x5) = uglan) (k=M+1,M+2,....M+N) (4.3)

Elég nagy N és M értékekre az egyenletrendszer egylitthatométrixa igen nagy, rend-
szerint kitoltott, gyakorta nemszimmetrikus, illetve rosszul konciciondlt, tehat a kapott
rendszer rendkiviil rossz numerikus jellemzokkel rendelkezik. [5][6]

4.3. Az alapmegoldasok moddszere

Az alapmegoldasok modszere viszonylag tjabb eljaras bizonyos homogén elliptikus
parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldasara. Némely szempontbdl a perem-
integralegyenlet modszer szimplifikalt valtozatanak is tekinthetd, e moddszer nem
koveteli meg, hogy a peremen valamely elemstruktirat definidljunk, igy ilyen szem-
pontbol mondhatni elényosebb. Csupan véges ponthalmazok definidlasa sziikségszeri,
barminemt racs-, avagy elemstruktira meghatarozasa nélkiil.

4.3.1. Az alapmegoldasok mdédszerének attekintése

2D Laplace-egyenlet

Legyen modellfeladatunk a kétdimenziés Laplace-egyenlet:
Au =0

Mindezt egy korlatos ) tartomanyon, és csatoljunk a differencidlegyenlethez kevert
peremfeltételt:

U’rD = Uo, %‘FN = Yo
Itt az Q tartomany ' peremének egy diszjunkt felbontasat adja I'p és I'y. A kozelito

megoldasunkat harmonikus alapmegoldasok, mint radidlis bazisfiiggvények linearis
kombindcidjaként keressiik, ahol 1, Zo, ..., Ty adott kiilsé pontok (forrdspontok)[5]:

u(z) = Zozj -z — 1),
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ahol, a Kansa-mddszerben latottakhoz hasonléan, aq,as, ..., ay egylitthaték nem is-
mertek, ¢ fiiggvény pedig:

®(z) := log |||

4.3.1. Definicié. Egy u € C*(Q) fiigguény harmonikus az Q tartomdnyon, ha:
Au=0 Q-n.

4.3.1. Tétel. O kielégiti a kétdimenzios Laplace-egyenletet az origo kivételével min-
denutt, az origoban pedig szingularitdsa van.

Bizonyitas: Egyszerii levezetéssel belathat6 az allitas (x # 0):

1 1
A®(z) = div grad (5 1ongH2) = div (||¢UH2 x) =

1 1 2x 2
—{grad 2 )+ 2 (diva) = (— 22 a4 2~
<gm HxIIQ’x>+|lel2 (diva) < ||x||4’””>+||o:||2

Az origéban ®-nek nyilvanvaléan szingularitasa van. Az T, Zs, ..., 2y forraspontokon
kiviil tehat az

u(z) = Zaj -z — 1)

modon definidlt fiiggvény mindentitt eleget tesz a Laplace-egyenletnek. Definidljunk
tovabbi x1, xs, ..., Ny € I' perem-kollokaciés pontokat.
Innen az ismeretlen o egyiitthatokra a kovetkezo linedris egyenletrendszer all fenn:

N
Zozj -®(x — 7;) =up(zg) hax,elp
j=1

0P
Zozj— -®(x — ;) =vo(zy) hax,ely

Itt ny az xp, perem-kollokaciés pontban vett kifelé mutatd normalis irdnyd egységvektort
jeloli, maga a ® normalis iranyd derivaltja pedig egyszeriien meghatarozhato:

od (2) (x,ng)

—I\r) =

I || |?

A kozelité megoldast tehat az

N
u(@) = aj- bz — 7))
j=1
alakban nyerjiik.
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2D Poisson-egyenlet

Az alapmegolddsok mddszere altalanosithaté a Poisson-egyenlet megoldédsara. Ezt egy
radialis bazisfiiggvényeken alapuld szort ponti interpolacios technikaval tehetjiik meg.
Vegyiik a kovetkez6 Poisson egyenletet:

Au=f (4.4)
az () tartomanyon, illetve modelproblémankat ismét kevert peremfeltétellel lassuk el:
ou
U|FD = Uo, %|FN =

A differencidlegyenlet megolddsat egy partikuldris, és egy homogén megoldds Ossze-
geként keressiik, azaz:

u=up+uy (4.5)
Itt az up fiiggvényre teljesil barmilyen peremfeltétel figyelembevétele nélkiil a
Aup = f
Poisson egyenlet. Ezutan a homogén megoldasfiiggvény a
Aug =0

egyenlet megoldasaval hatarozhaté meg. Ez utébbi Laplace-egyenlethez atalakitjuk az
eredeti peremfeltételeket az alabbira:

auH 8up
UH’FD ZUO—UP\FD, >W’FN:UO—%|FN

Kénnyen lathat6, hogy igy a (4.5) egyenlet eleget tesz az eredeti modellfeladatban meg-
szabott Poisson-egyenletnek, és a hozza tartozd peremfeltételeknek is. Ezt partikularis
megoldasok modszerének hivjak.

Vegyiik a wy,ws,...wy pontokat az ) tartoményban, és legyen U egy radidlis
bazisfiiggvény. Erre alapozott szért alapponti interpolacidval approximaljuk a (4.4)
Poisson-egyenlet jobb oldalan 1évé f fiiggvényt. Ekkor az f(w;) fliggvényértékek
segitségével meghatdrozhatjuk az aldbbi interpoldciés egyenletrendszerben szerepld f;
értékeket:

f(wk):ZBj-xp(wk—wj) (k=1,2,...,M)

Ezen egyiitthatokkal adhaté meg az interpolacios fiiggvény:

fl@) =2 Bl —w)
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Ezt kovetéen meg kell talalnunk azt a ® radialis bazisfliggvényt, melyre:
Ad =T,

ugyanis egy ilyen fiiggvényre az

up(z) == Zﬁj -z —wy)

modon meghatarozott fliggyény a modellfeladatunk egy partikularis megoldésa lesz. Ez
konnyen lathaté a kovetkezo levezetésbol:

Aup(z) = Zﬁj CA®(wy — w;) =

M !
= Zﬁj U (wp — wj) = f(wr)

A Aug = 0 homogén egyenlet megolddsa a modositott kevert peremfeltétellel ek-
vivalens a 2D Laplace-egyenlet megoldasaval, uy meghatarozhaté az alapmegoldasok

modszerével. Ekkor a modellfeladat kozelité megoldasat megkaphatjuk v = uy + up
alakban.

Felmeriil a kérdés, hogy egy W radialis bazisfiiggvényhez milyen ® fiiggvény tartozik.
Lassunk par példat e parokra:

1. példa:

1 1
W(r) =1+, ekkor ®(r) =+ or’

2. példa (Vékony lemez spline):

1 1
s =721 kkor & | _ 4
(r) :=r*-logr, ekkor ®(r) 16T ogr 327“

3. példa (Multikvadrikus fiiggvény):
1 3
U(r) == Vr2+¢2, ekkor ®(r) = §(402 +r2) V242 — Cglog(c—i- Vi 4+ ¢2)

Az alabbiakban belatjuk az 1. és 2. példara, hogy ezen parokra valéban teljesiil
AP = V. Ehhez elébb latnunk kell, mi a Laplace-operator polarkoordinatas alakja.

4.3.2. Tétel. Legyen u : R? — R elég sima kétvdltozds fligguény. Ekkor

o Or or

r2 o2’
ahol U(r,t) = u(z,y); r= /22 +1y2 t=arctg?.
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Bizonyitas: Az egyszeriiség kedvéért a parcidlis derivéltakat nem a ha-
gyoméanyos modon fogom jelolni, hanem alsé indexben fogom feltiinteni, épp mely
véltozd (k) szerinti parcidlis dervitéltakat akarjuk kifejezni.

AU = Uyy + Uy, (4.6)
Az u fliggvény x szerinti elsérendii parcidlis derivaltja:
ux:Ur'Tm+Ut‘tx

Ezt mégegyszer derivalva x szerint, megkapjuk az aszerinti masodrendii parcialis de-
rivaltat:

Ugy = ((Urr T+ Urt . tx) ‘Tt Ur : T:m:) + ((Urt “ Tyt Utt : ta:) : tz + Ut : ta::v) -

Ugyanigy:
Uyy = ((Upr -1y + Upe - ty) -1y + Up - ryy) + (Upe - my + Un - ty) - 1y + Uy - 1)
(4.6)-bdl:
Au =
= U (r2+72) 4 2Ust (rate + 1yty) + Un (82 + 82) + Uy (rag + 1yy) + Us (taw + tyy)
A parcidlis derivaltakat meghatarozzuk:

2 x

Nk
ZEQ

/ 2+ 2
B & Y /$2+y2: y2 y2

Ty =

REES

x
Tex = = 3> Tyy =
TR @ e 0
t_l(y_y_yt_ll_lx_
x_1+y_ 72 2 4 12 r2’ Yy y2 - Y2 r  r2
! 1+—2 T+ —
x x
N R 2ry
oz (22 + 42)2 r A CE
A fentiekbol:
2,2 2
s o TTHYT T
Ty T, = 2 _ﬁ_l
x x
rxtx—i—ryty:——ger—g 0
t2 t2_y2+x2_7"2 . 1
R A R
22 21
R S R R
2y 2xy
Low + tyy = - - 0



Innen megkaphatjuk, hogy:

1 1
Au=Uy+ = -Up+--U. =
r r

1 0 ou N 1 0°U
—_— — . — re — _
r or or r2 Ot
Ezzel levezettiik a 2D Laplace-operator polarkoordinatas alakjat.

Most leellenérizziitk AP-t a fenti példakra. Mivel W radialis bazisfiiggvény, igy nem
fiigg t-t0l. Ez esetben:

roor\ or
1. Ha
1 1
O(r) = 172 + §r3,
akkor
1 0 1 1 0 (1 1
(r) r Or (r (2T+ 3 >) or (QT * 3
1
—(r+r?)=14+r=V(r
,
2. Ha
1 1
(I)(T>IET4 ogr §r4
akkor

A 3. példa ennél sokkal hosszadalmasabb szamitast igényel, ezért ennek levezetését
elhagyjuk.

4.3.2. A moddszer sajatossagai

E moddszer igen konnyen programozhato. Ugyanakkor az aj-kre kapott egyenletrend-
szer egylitthatomatrixa a legtobb esetben nemszimmetrikus, illetve teljesen kitoltott,
ezenfeliil gyakorta nagyon rosszul kondicionalt.
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Minél messzebb keriilnek a forraspontok a peremtdl, annal nagyobb kondicidszamu
matrixot kapunk. Fontos megemliteni, hogy ezen pontok alkalmas elhelyezése kozel sem
evidens, nincs ”optiméalisnak” mondhatoé forraspontegytittes.

El6fordulhat, hogy a forraspontok, és perem-kollokédciés pontok szama nem meg-
egyezd - ugyanis ezt nem koveteljiik meg. Ez esetben a linedris egyenletrendszer matrixa
nem lesz négyzetes, igy egy legkisebb négyzetes megoldas vizsgalandd, vagy szingularis
értékek szerinti felbontast kell alkalmazni.

Ha az inhomogén Poisson-egyenlet megoldasara alkalmaznank az alapmegoldasok
modszerét, ugy alkalmaznunk kell szért alapponti interpolaciot, valamint a partikularis
megoldasok modszerét.
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5. fejezet

Osszegzés

A parcialis differencidlegyenletek nagy része analitikusan nem megoldhatd, igy gyakran
ezeknek valamely kozelitd, numerikus modszerrel keressiik a megoldédsat.

Dolgozatomban ismertettem par halot, racsot alkalmazé mddszert. A véges differen-
cia modszer alkalmazasa soran differenciasémakkal kozelitettiik a parcialis derivaltakat
egy adott szamitasi racson, ezzel nyerve egy ritka matrixi, ellenben nagyon sok isme-
retlent tartalmazé linearis egyenletrendszert. A véges elem moddszer alkalmazasakor
megoldottuk a differencidlegyenlet gyenge alakjat, ahol az egyenletet egy varidciés ek-
vivalensével reprezentaltuk, ennek eredményéiil egy hasonlé tulajdonsdgokkal rendel-
kezo egyenletrendszert kaptunk, am ez utobbi mddszerrel a vizsgalt tartomanyunk pe-
remét jobban tudtuk kozeliteni. Végiil lattuk, hogy a perem-integralegyenlet mddszerrel
torténd megoldas soran mar nem diszkretizaltuk az egész tartomanyt, csak annak pe-
remét. Ez lényegesen kevesebb ismeretlenbdl allé egyenletrendszert eredményezett, vi-
szont ennek egyttthatomatrixa teljesen kitoltott, és rosszul kondiciondlt volt.

Ezt kovetéen emlitésre keriilt a Kansa-moddszer, illetve bemutattam az alapmeg-
oldasok maddszerét, mely bizonyos szempontbdl a perem-integralegyenlet modszer egy
egyszerusitett verzidjanak tekinthet6. A kétdimenzids Laplace-egyenlet megoldasahoz
nem hasznaltunk sem racsot, sem halot, csupan egy struktiura nélkiili ponthalmaz
felvétele volt sziikséges. Ekkor a megoldasunkat radialis bazisfiiggvények egy linedris
kombinéciéjaként kerestiik. Ezt kovetden lattuk, hogy ezen eljaras altalanosithato a
Poisson-egyenlet megoldéasara is egy radialis bazisfiiggvényeken alapuld szért pontiu
interpolacios technikaval. Hasonloképpen a perem-integralegyenlet modszerhez, egy
kitoltott, gyakran nagyon rosszul kondiciondlt matrixi egyenletrendszerhez jutottunk.
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