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1. Bevezetés

Szakdolgozatom egy rendkiviil leegyszertisitett vilagban jatszodik. Mondhatni,
hogy ebben a vilaghan mindenki a méanak él, mivel senkit sem izgat az, hogy teg-
nap, vagy azel6tt mi tortént. Semmilyen hatésa nincsen a holnapra, az csakis a mai
napnak a fiiggvénye. Nem tudom, hogy ez egy idealisabb vilag-e, konnyebb lehet-e
igy boldogulni, ezt mindenki dontse el maga. Nem is ezt a kérdéskort boncolgatom,
hanem azt, hogy egy ilyen univerzumban 1év§ idGsorra milyen szabélyok vonatkoz-
nak.

Egész pontosan a Markov-lancok témakorébe nyertem betekintést dolgozatom
megirasa soran, kiilonos tekintettel arra, hogy milyen segitséget nytijthatnak nekiink
egy pénziigyi eszkoz arazasaban. A Markov-lanc az egyik legegyszeriibb matematikai
modell, lényegében azutan kovetkezik a sorban, hogy minden esemény egymastol
fiiggetlen.

Szakdolgozatom elkészitése kozben sokat programoztam Python programozasi
nyelven, ugyanis egyik tovabbi f6 eleme a Python egy Quantecon nevezetd kényv-
taraban talalhato beépitett fiiggvények ismertetése. A QuantEcon projekt célja egy
modern, nyilt koda kozgazdasagtani eszkosztéar fejlesztése.

Ennek megfelelen a 2. fejezetben a legfontosabb definicidit és tulajdonsagait
foglalom 0Ossze a Markov-lancoknak. Ezzel parhuzamosan mutatom be a beépitett
fliggvények hasznalatat is.

A 3. fejezetben az egyik fontos alkalmazasukrol van szd, az autoregressziv fo-
lyamatok kozelitésérsl. Két modszert prezentélok részletesen, melyek méas-més mo-
don kozelitenek egy ilyen idGsort, de mindkét esetben Markov-lancokat hasznalunk.
Ennek érdekében el6szor az AR(1) folyamat legfontosabb tudnivaldit ismertetem,
és kiszamolom tobbek kozott a varhatd értékét, szorasnégyzetét. Erre azért lesz
sziikség, mivel a masodik metdodus az emlitett jellemzSkbdl kiindulva épit fel egy
Markov-lancot, mig az els6 modszer az atmenetvaldszintiségeket diszkretizalja. Koz-
ben lathato az is, hogyan implementalom a két médszert Python segitségével.

A 4. fejezetben egy leegyszertisitett, véletlent hasznalé matematikai modellt épi-
tek fel, melynek motivaciojaként bemutatasra keriil két mésik is. Mindharom esetben
kiszdmolom egy osztalékot termels pénziigyi eszkoz egyensulyi arat. Ebben a feje-
zetben is programkodokkal egészitem ki a tartalmat, az egyenstlyi drak szamitasa

és a kiilonboz6 idGsorok vizualizacidja is lathato lesz.

LA projekt honlapja: https://quantecon.org/


https://quantecon.org/

2. Markov-lancok

Ebben a fejezetben a sztochasztikus folyamatok egy specialis osztalyat, a Markov-
lancokat ismertetem az [1] és [5] forrasok alapjan, illetve ezzel parhuzamosan bemu-
tatom a QuantEcon.py konyvtar Markov-lancokkal kapcsolatos alapvetd parancsait,
melyeket a késébbiekben alkalmazni fogok. Ehhez elengedhetetlen a konyvtar ins-

talldlasa és a hasznalando kiegészité csomagok importalasa:

lconda install -y quantecon

¥matplotlib inline

import math

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import quantecon as ge

import pandas as pd

import statistics as stat

from scipy.stats import norm

from numpy.linalg import eigvals, solve

2.1. Markov-tulajdonsag

Sztochasztikus folyamat alatt 1ényegében valoszintségi valtozok egy indexelt csa-
ladjat értjitk. Forméalisan legyen (92, F, P) valoszintiségi mez6, (I, B) mérhetd tér és
T vagy a természetes szamok halmaza, vagy a nemnegativ valés szamok halmaza.
Sztochasztikus folyamatnak nevezziikk az Xy : Q — I (t € T') valoszintiségi valto-
z6kbol allo, id6 szerint indexelt halmazt. A Markov-tulajdonsigu folyamat, vagy
roviden Markov-folyamat olyan folyamat, amelyben a jévébeli dllapotok nem fiigg-

nek a multbeli allapotoktol, csak a jelenbélitsl.

2.1.1. Definici6é. Minden t € T iddpontra legyen F; = o(X, : s < t). Egy szto-
chasztikus folyamat Markov-tulajdonsdgu, ha minden B € B halmazra és minden

t > s esetén

P(X, € B|F.,) =P(X; € B| X,).

A Markov-folyamatot Markov-lancnak hivjuk, ha az I halmaz megszamlahato.
Ekkor 6t a Markov-lanc allapotterének, elemeit allapotértékeknek vagy allapotok-
nak hivjuk. Koénnyedén észrevehets, hogy igy egyrészt B az [ Osszes részhalma-
zabol all, masrészt az () eseménytér felbomlik megszamlahaté sok atomra, amik
generaljak F,-et, ezért a definicidban szerepls egyenlet tgy irhaté at, hogy minden

m > M, 10,01, -y In, by € 1 esetén
P( Xy =im | Xo =10, X1 =11,...., Xpp = 1) = P( Xy, = i | Xou = 1).
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A konnyebb érthetség érdekében vegyiink példénak egy tetszéleges grafot, ami-
nek a csicsain bolyongunk tugy, hogy egy adott csticsbol a szomszédos csticsokba
tudunk tovabblépni egyenld valoszintiséggel. X, jelolje azt, hogy a t. Iépésben melyik
csticsban vagyunk. Ekkor az {X;}:—o 1, . sorozat egy Markov-lanc, hiszen egy ismert
multbéli sétanak csak az utolsd csucsatol fligg az, hogy melyik cstucsba 1épilink egy

késébbi idépontban.

2.2. Markov-lancok karakterizaciéja

Minden Markov-lancot az dtmeneti matrixa és a kezdeti eloszldsa hataroz meg.
A Markov-lancok egy tovabbi fontos tulajdonsaga, mely a definiciobol nem kovet-
kezik, de mindig fel szoktuk tenni, hogy az atmenetvaldszintiségek stacionéariusak,

mésnéven homogének, ami azt jelenti, hogy
P(X,=j|Xo=1)=p{ .

Vagyis az egyik allapotbol a mésikba jutas csak a kozottiik eltelt id6 fliggvénye,

az nem szamit, hogy addig mennyi id§ telt el. Az egyszertiség kedvéért jeloljik a

P(X,41 = j| X, = i) valoszintiségeket pg) helyett p;;-vel, és nevezziik egylépéses

atmenetnek. A P = (p;;); jer matrixot atmenetmatrixnak nevezziik.

2.2.1. Példa. Tegyiik fel, hogy eqy munkdt keresé ember minden t iddpillanatban

vagy munkanélkili, vagy munkavdllalo, és teljesiilnek az aldbbiak:
o cqy munkanélkili o valdsziniséggel taldl munkdt
e cqy munkavdllalo B valosziniséggel vesziti el a munkdjat
e a,5€(0,1)

Ekkor az dtmenetvalosziniiségekkel elkészithetd az alabbr mdtrix:

1l—« o
P = .
(5 1—5>

Eqy ilyen modellben, ha ismeryik a-t és 5-t, meg tudunk vdlaszolni olyan kérdése-
ket, hogy mekkora valdsziniiséggel vesziti el valaki a munkdjdt eqy év alatt, dtlagosan
mennyi tdeig marad munkanélkili eqy aktiv munkakeresd, vagy hogy hosszu tdvon

mi az ardanya a munkanélkilieknek és a munkavdllaloknak.
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Amennyiben az allapottér véges, az allapotokat és az dtmenetvaldszintiségeket
tudjuk abrazolni grafként is. A graf csicsai felelnek meg az allapotoknak, az élei

pedig az atmenetvaloszintiségeknek.

2.2.2. Példa. Legyen adott eqy étterem, amelynek az a kiilonlegessége, hogy minden
héten csak egyféle ételt szolgdlnak fel az aldbbiak kozil: pizzdk, szendvicsek, ldngo-

sok. Tehdt az dllapottér {p,s,l}, a vdltoztatdsokat jellemzd valdsziniségeket pedig

tartalmazza az aldbbi mdtrix:

05 01 04
P=10.15 0.7 0.15
0.3 0.1 0.6

Példdul ha ezen a héten pizzdt szolgdlnak fel, akkor annak a valdszinisége, hogy jovd

héten langost fognak 0.4. A Markov-lanc grdfként abrdzolva:

0.5 0.7 0.6

1. abra. Egy Markov-lanc grafja

2.2.1. Tétel. Jeloljiik pg)-nel az n-lépéses dtmenetvalosziniségeket, tehdt

pg.l) = P(Xpan = j| Xon =1). Ezekre teljesil a Chapman-Kolmogorov egyenldség:

(I+m) _ 0, (m)
Di; = sz‘k:pkj .
kel

Bizonyitas:
(I4+m

Dij ):P(Xler:j’Xo:i):ZP(Xl+m:jaXl:k|X0:i):
k

=D P(Xi = k| Xo = )P(Xpam = j| X = b, Xo = i) = Y _plp.
k kel

Ez azt jelenti, hogy a pg) mennyiségek a P" matrix megfelels elemei.

4



Ha QuantEcon.py-t hasznalva szeretnénk létrehozni egy Markov-lancot, akkor
elegend§ megadni az atmenetmatrixat, de megadhatoak még az allapotok nevei is:
P = np.array([[©.5, 8.1, 8.4],
[8.15, .7, 8.15],

[.3, 8.1, @.6]])

mc = ge.MarkovChain(P, state wvalues=('p', 's', "1'))
mc.simulate(18)

array(['p', 's', 's’, 'p', '1', '1', 'p', 'p', 'p', 'p'l, dtype='<u1')

Itt a 2.2.2 Példaban szerepl6 Markov-lancbol generdlunk egy 10 hosszisagu
blokkot, az allapotok p (pizza), s (szendvics) és [ (langos).

Ahhoz, hogy egy Markov-lanc egyértelmi legyen, tudni kell még a kiindulasi
allapotot, vagy annak az eloszlasat.

Egy Markov-lanc kezdeti eloszlasan az X, valoszintiségi valtozo eloszlasat értjiik,
és p-vel jeloljiik. Az atmenetmatrix és a kezdeti eloszlas egyiitt mar egyértelmtien
meghatarozzak a Markov-lancot, mivel ekkor ki tudjuk szamolni a véges dimenzios
eloszlasokat:

P(Xo =0, X1 = i1y, Xpy = ip) =

- P(XO == ’Lo)P(Xl - il |X0 == ’lo)P(Xn - Zn ’ XO = 7:07X1 = 7:17 ...,Xn,1 == ’L'nfl) ==

= 11(10)Pigiy * - * Di_rin-
Ezek alapjan a Markov-lanc akarhanyadik elemének eloszlasat meg tudjuk adni.

Jeloljiik X; eloszlasat ¢-vel. Tehat vy = p. A teljes valoszintiség tételét és a Markov-

tulajdonsagot hasznalva:

P(Xis1=j) =Y P(Xpy = j| Xy =i)P(X, = ).

icl
Tovabbalakitva:

Ve (§) = Y pithi(i).

iel
Ha 1-re tigy gondolunk, mint egy sorvektorra, akkor az el6bbi egyenleteket Gssze-

gezve kapjuk:
Yry1 = P P.

Ez azt jelenti, hogy ha egy lépéssel késGbbi eloszlast szeretnénk megkapni, akkor az
eddigi eloszlast meg kell szoroznunk a P atmenetmatrixszal. Ezt iterdlva ¥, =

Y P™ is helytallo, ezért ha a kezdeti eloszlas u, akkor X, eloszlasa pP™.



A MarkovChain osztélyban direkt médon nem adhaté meg a kezdeti eloszlas,
az alapértelmezetten egyenletes eloszlas az allapotok kozott. Viszont szimuldlaskor
megadhato6 a kezdeti allapot, amihez a NumPy random.choice fiiggvényét hasznalva

beallithato ra tetszéleges eloszlas, ami igy 1ényegében a kezdeti eloszlas lesz:

-
Il

= np.array([[©.5, @.1, B.4],
[e.15, 8.7, ©.15],
[8.3, 8.1, @.6]])

p=[0.2, 8.35, 0.45]

mc = ge.MarkovChain(P)
mc.simulate(1@, init = np.random.choice([&, 1, 2], p = w))

array([2, 2, 8, 1, 8, 2, 2, @, @, 2])

Az éttermes példanéal maradva létrehozunk egy p eloszlasvektort, majd a
szimulalasnal az init paraméterként megadva érhetd el, hogy ez legyen a

Markov-lanc kezdeti eloszléasa.

2.3. Markov-lanc allapotainak osztalyozasa

Erdekes kérdés a Markov-lancokkal kapcsolatban, hogy melyik allapotbol melyik-
be lehet eljutni, van-e olyan, amib&l nem lehet kijutni, vagy hogy milyen gyakran
tériink vissza egy adott allapotba. Ebben az alfejezetben ezeket a kérdéseket bon-

colgatjuk.

2.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az i dllapotbol elérhetd j (i — 7), ha I3n >0,
(n)
tj
crareldcio, tehdt osztalyokra bontja az dllapotteret. Egqy Markov-ldnc irreducibilis, ha

amire p;;° > 0. Az i és j dllapotok kozlekednek, ha i — j és j — i. Ez ekvivalen-

eqy osztalybol dll.

Ezen feliil az ¢ allapotot lényegesnek mondjuk, ha i — j-bdl kévetkezik, hogy
j — 1. Az i allapot lényegtelen, ha nem lényeges. Trivialis, hogy a lényegesség is
osztalytulajdonsag, vagyis egy osztalyon beliil vagy minden allapot 1ényeges, vagy
egyik sem (vagyis minden allapot lényegtelen). A lényeges osztalyokbol nem lehet
kijutni, hiszen akkor vissza is tudnank, de ez csak osztalyon beliil torténhet, a lé-
nyegtelen osztalyokbol pedig ki lehet jutni, viszont vissza mar nem. Tovabba az ¢

allapotot elnyels allapotnak hivjuk, ha p; = 1.



Viszgaljuk meg a kovetkezd abran lathatéo Markov-lancot az osztalyai szempont-
jabol. Az A és B allapotokba egymasbol lehet eljutni, viszont ezen feliil csak kijutni
tudunk, tehat 6k egy lényegtelen osztalyt alkotnak. Ugyanez igaz az E &llapotra,
bel6le csak kijutni lehet. A harmadik osztalyt a C és D éllapotok alkotjék, bel&liik
méashova nem lehet eljutni, tehat 6k egy lényeges osztély. Ez azt is jelenti, hogy ez

a Markov-lanc nem irreducibilis, hiszen 3 osztaly alkotja.

1/3

1/3

1/2

2. abra. Markov-lanc 3 osztallyal
https:/ /brilliant.org /practice/stability /

Ellendrizziik le magunkat a beépitett fiiggvények segitségével:

P = np.array([[e, 1/2, 1/2, &, 8],
[1/3, 1/3, e, 1/3, @],
[e, e, e, 1, 8],
['3‘_., B.‘l 1: B." 9].1
[e, e, 1/2, 1/2, e]])

mc = ge.MarkovChain(P,['a",'B',"'C",'D"',"E"])
mc.communication_classes

[array(['C", 'D"], dtype="<U1"),
array(['a", 'B'], dtype="<U1"),
array(['E"], dtype="<U1l"})]

mc.is_irreducible

False

Egy allapot periddusan azt értjiik, hogy hany 1épésenként tudunk oda visszatérni.
Ha nincsen szabélyos ismétlédés a visszatérések szaméaban, akkor aperiodikusnak

fogjuk hivni.


https://brilliant.org/practice/stability/

(n
i

2.3.2. Definicié. Az ¢ dllapot periddusa a {n > 0 : p ) > 0} halmaz legnagyobb

kézds osztdja, d(i)-vel jeloljik. Amennyiben d(i) = 1, akkor az i dllapot aperiodikus,

ha pedig a halmaz tres, akkor nem értelmezzik az periodusdt.
2.3.1. Allitas. Egy osztdly minden dllapotinak ugyanannyi a periddusa.

Bizonyitas: Legyenek ¢ és j azonos osztalybeli kiilonb6zs allapotok. Ekkor bizto-

san értelmezziik d(i)-t és d(j)-t. Tudjuk, hogy In,m, amikre pgy)

Legyen s olyan, hogy pé»‘;-) > 0. Ekkor teljesiil pl(ln MOS0 és ngerm)

d(i)In+m és d(i)|n+s+m, amibol d(i)|s. Tehat d(i) kozos osztdja az ilyen s szamok-

>0 és p;;n) > 0.

> 0, vagyis

nak, d(j) pedig definiciojabol adodva a legnagyobb kozos osztoja ezen szamoknak.

Ezért d(i)|d(j), és mivel i és j szerepe felcserélhetd, ezért d(i) = d(j). [

Az el6z6 példat vizsgalva azt latjuk, hogy az {A, B} osztéaly aperiodikus, hi-
szen ppp = 1/3. Az {E'} osztaly periodusat nem értelmezziik, mivel nem lehet bele
visszatérni, a {C, D} osztaly peridodusa pedig 2, mivel minden mésodik lépésben
visszatériink az adott csiicsba. A QuantEcon-ban rendelkezésiinkre all olyan fiigg-
vény, amely megadja a periddust, viszont csak abban az esetben, ha a Markov-lanc

irreducibilis, ezért a 2.2.2 Példan mutatom be:
P = np.array([[©.5, ©.1, &8.4],
[@.15, @.7, 8.15],
[e.3, 8.1, 8.6]])
mc = gqe.MarkovChain(P)

mc.period

1

mc.is_aperiodic

True

Hasznos még megismerkedniink a kovetkezd jelolésekkel is:

FO =0, () ZP(X, = XA k=12 n—1|Xo=i)n>1,

f;; = Z fi(]ﬁ)'
n=1

Vagyis fz-(f) annak a valdszintisége, hogy az ¢ allapotbol indulva elGszor az n.
lépésben ér el a j éallapotba a lanc, f7 pedig annak a valészintsége, hogy az i

allapotbol valamikor elériink a j allapotba.



2.3.3. Definici6. Egy ¢ dllapotot rekurrensnek hivunk, ha fj; =1, és tranziensnek,

//////

m; =y nfig"). Az 1 dllapot pozitiv rekurrens, ha m; < oo, és nulla rekurrens, ha
m; = 0o. A tranziens, nulla rekurrens és pozitiv rekurrens tulajdonsdgok osztdlytu-

lagdonsdgok.

2.3.2. Allitas. Legyen {X,}n>0 véges dllapotterd Markov-linc. Ekkor (i) minden
rekurrens osztaly pozitiv, valamint (ii) minden tranziens osztdly lényegtelen, és a

lanc 1 valoszintséggel elobb-utobb elhagyja.

Bizonyitas:

(i) Legyen C egy rekurrens osztaly allapotainak halmaza. Ekkor minden i € C-re

dopy =1

jel

és n > 1l-re

ij = Y
Ebbél adéddéan ha C nulla rekurrens lenne, akkor teljesiilnie kellene, hogy minden
(n)

ij

Belathato, hogy ha j tranziens vagy nulla rekurrens allapot, akkor lim,, .o, p

j € C-re lim,, o p;;” = 0, ami most ellentmondas, mert C' véges.

(ii) Legyen C' egy tranziens osztaly, ekkor minden ¢ € C-re és n > 1-re
B WA
Jjec JjgC
Mindkét oldal hatarértékét véve:
_ : (n) : (n) _ : ) —
1= Znh_{{)long +nh_>rgozpij = ZO+7}I_>IEOP(X” ¢C|Xo=1i)=

jec j¢c jeC
—PEn: X, ¢ C|X,=1i).

Tehat valoban 1 a valészintisége annak, hogy a lanc elhagy egy C' tranziens osztalyt.
[

Ez alapjan minden véges allapotteri Markov-lancnak van legalabb egy pozitiv

osztalya, tehat ha irreducibilis, akkor pozitiv rekurrens.



2.4. Stacionarius eloszlas

Ebben a fejezetben azt vizsgéljuk, hogy adhato-e meg olyan kezdeti eloszlas,

hogy az id6ben elérehaladva ne véltozzon.

2.4.1. Definicié. A p kezdeti eloszlds staciondrius, ha u = uP. Ha ez az egyenlet
teljesiil, akkor minden t-re teljesiilni fog, hogy p = puP*.

Véges allapotterd Markov-lancokra teljesiil az alabbi két tétel:

2.4.1. Tétel. Minden P datmeneti mdtrizhoz létezik legaldbb eqy staciondrius kezdet:

eloszlas.

2.4.2. Tétel. Amennyiben az {X,;}ier Markov-ldinc irreducibilis és aperiodikus, a P
dtmenetmdatrizahoz pontosan eqy p* staciondrius kezdeti eloszldsa van, és akdrmilyen

p kezdeti eloszldasra igaz lesz, hogy limy o || P* — p*|| — 0.

Az példaul elégséges feltétel, hogy az atmenetmatrix minden eleme legyen pozi-
tiv, mivel ekkor irreducibilis és aperiodikus lesz a hozza tartozé Markov-lanc.
A 2.2.2 példan mutatom be a stationary _distributions fliiggvényt, ami az 0sszes
stacionarius eloszlast megadja.
P - np.array([[0.5, 8.1, 8.4],
[6.15, 8.7, ©.15],

[e.3, @.1, 8.6]])

mc = ge.MarkovChain(P)
mc.stationary_distributions

array([[@.328125, €.25  , ©.421875]])

u 1 = np.array([®.25, 8.25, B8.5])
np.matmul(p 1,np.linalg.matrix_power(P, 18))

array([0.32812499, @.25 ., B.42187501])

B 2 = np.array([1/3, 1/3, 1/3])
np.matmul{p_2,np.linalg.matrix_power(P, 38})

array([0.32812499, 8.25000002, ©.42187499])
Az els6 output a Markov-lanc stacionarius eloszléasa. Utana azt lathatjuk, hogy

tetszéleges kezdeti eloszlasokat a P atmenetmétrix hatvanyaval szorozva kozelitiink

a stacionarius eloszlashoz.
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Természetesen nem csak véges allapotterti Markov-lancoknak létezhet stacioné-

rius eloszlasa. Nézziink egy példat végtelen allapottertire:

2.4.1. Példa. X, jelolje azt, hogy eqy érmedobds sorozat végén hdny fej van, ha az
érmét dobdlva a fej valoszinisége p. Ekkor X, eqy irreducibilis, aperiodikus Markov-
lanc, melynek dllapothalmaza a természetes szamok. Ha nem az elsd dobastol kezdyiik
X,-t, hanem azt mondjuk, hogy mdr adva van eldttink eqy dobdssorozat, akkor értel-
mes feltenni azt a kérdést, hogy mi a staciondrius eloszlds. Ehhez ki kell szamolnunk

a i = P egyenletrendszert:
p(0) = (L—p) Y p(k)=(L—p)-1=1—p, p(i)=pu(i—1) = p'(1 - p),
k=0

mivel ;4(0) = 1—p. Tehdt a staciondrius kezdeti eloszlds az 1—p paramétertd geometri-
ai eloszlds azon vdltozata, amikor az elsd siker eldtt pontosan i sikertelen kisérletnek

kell lennie, vagyis pu olyan, hogy p(i) = P(X =1) = (1 — p)p".
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3. AR(1) folyamatok ko6zelitése Markov-lanccal

A késébbiekben hasznélandé egyik modell fontos eleme, hogy a vilaggazdasag al-
lapotéat szimulalni szeretnénk. Az el6z6 fejezet elolvasasa utan természetes otletnek
hat, hogy hasznéljunk egy Markov-lancot, melynek az allapottere a vilag lehetsé-
ges allapotainak halmaza, az dtmenetvaloszintiségek pedig értelemszeriien az egyik
allapotbol a mésikba keriilés valoszintiségei.

Azonban egy Markov-lanc megadasahoz rengeteg paraméter kell. Az allapotok
szama (n), az n? Atmenetvaldszintiség és a kezdeti eloszlas vektora (u). Ezért egy
masik modszerhez nytilunk, az elsérendi autoregresszidhoz, mely egy olyan alapveté
modell, ami altalaban jol kozeliti a gyakorlatban el6forduléd folyamatok egy részét.

Ennek a sztochasztikus folyamatnak, vagy masnéven idGsornak folytonos az alla-
pottere, ami miatt nehezen szimuldlhato. Itt mégicsak elgjonnek a véges allapottert
Markov-lancok, mivel veliik fogjuk kozeliteni az elsérendd autoregresszios folyama-
tot. Ennek hatasara az els6 gondolathoz képest joval leegyszertisédik a problémank,
hiszen latni fogjuk, hogy az els6rendi autoregresszionak csupan 2 paramétere van,
a kozelitéséhez pedig legfeljebb tovabbi 2-re lesz sziikségiink.

Tehat a kovetkezdkben ismertetem, hogy az idésorok egy specidlis halmazat, az
elsérendd autoregressziot hogyan tudjuk kétféleképpen kozeliteni véges allapottert

Markov-lanccal. A fejezetet a [2], [3] és 4] forrasokat feldolgozva készitettem.

3.1. Els6rendii autoregresszi6

3.1.1. Elméleti alapok

ElGszor is sziikségiink lesz néhény definicidra az idsorokkal kapcsolatban, koztiik
az AR(1) modellre.

3.1.1. Definicié. Az {e; }1er folyamat fehér zaj, ha e,-k korreldlatlan, azonos el-
0szldsu valosziniségi valtozok 0 vdrhato értékkel. Amennyiben fliggetlenek is, akkor

{ethier figgetlen értéki zaj.

3.1.2. Definicidé. Az egyszeriség kedvéért a tovdbbiakban legyen T = N. Az elsd-
rendd autoregresszios folyamat, roviden AR(1), egy olyan iddsor, amely minden t-re
kielégiti az

Xy =aXi 1 +¢&

egyenletet, ahol az Xy valdsziniségi vdltozo eldre adott, €, fiiggetlen értéki zaj, o € R.
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Tehat az autoregresszios folyamat valtozok olyan sorozata, melyben egy adott id6-
pillanatban a valtozé értéke csak az el6z6 pillanatbeli értékétsl, és a véletlentdl fiigg.

A folyamat allapottere legtobbszor folytonos, tobbek k6zott azért, mivel az ¢, al-
talaban normalis eloszlast. Ilyenkor az AR (1) folyamatot Gauss-AR(1) folyamatnak
hivjuk.

3.1.3. Definicié. Az {X;}ien iddsor gyengén staciondrius, ha
o E[X;] = E[X] Vi-re,
o Cov[Xy, Xs| =R(t—s)Vt> s-re,

vagyis a kovarianca csak az eltelt iddétdl figg.

3.1.4. Definicio. Az {X;}ien iddsor erdsen staciondrius, ha véges dimenzids elosz-
lasai eltolasinvaridnsak, vagyis ¥ n-re ésty, ...,tp-re (Xp,, oo, Xp,) ~ (Xtythy ooy Xty n)-

Trividlis, hogy eqy erdsen staciondrius iddsor gyengén staciondrius is.

3.1.5. Definicid. Az {X,}ien iddsor oksdgi megolddsa az AR(1) egyenletének, ha
a folyamat jelene figgetlen a zaj jovdjétdl, vagyis minden t-re Xy és (€441, €12, --.)
fuiggetlenek.

3.1.2. Momentumok kiszamitasa

A tovabbiakban bemutatand6 egyik modszerhez elengedhetetlen, hogy megadjuk

egy bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezs AR(1) folyamat elsé két momentumat.

3.1.1. Tétel. Ha adott eqgy X; = aX;_1 + &, autoregresszids egyenlet, ahol |a] < 1,

akkor létezik erdsen staciondrius oksdgi megolddsa.

Varhato érték:
Amennyiben a fenti feltételek teljestilnek, és {X;}en erésen stacionérius, akkor

a varhato érték minden ¢-re ugyanannyi. Ezt jeloljiik p-vel, és szdmoljuk ki:
E[Xt] = E[OéXt_l + 515}

E[X,] = aE[X,_1] + E[e/]

= ajp

Amibél p = 0, mivel |o| < 1.
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Szorasnégyzet:
Mivel feltettiik, hogy X; oksdgi megoldas, ezért a szorasnégyzetet is ki tudjuk

szdmolni. Jelolése legyen 0%, &; szorasnégyzete pedig o2, ekkor:
D?[X,] = D*[aX;_; + &/
D?[X,] = a®D*[X;_1] + D*[&/] + 2Cov]aX; 1, &
0%

=a’oc% +02+0

2

O¢

1—a?

o =
Feltételes varhaté érték:
Adott egy tetszGleges © € R.
E[Xi11| Xi = 2] = E[aX; + 6141 | Xt = 2] = E[ax + £444] = ax.
Feltételes szoérasnégyzet:
Ismét legyen adott egy tetszéleges x € R.
D?[ X1 | Xy = 2] =D?[aX; + 11 | Xy = 2] =
= D[z + &441] = D?[esy1] = 02
Autokovariancia és autokorrelacio6:

A definicioban lattuk, hogy stacionarius idésor esetén beszélhetiink autokorrela-
cios fiiggvényrdl, ilyenkor ez egy egyvéltozos fiiggvény. Tovabbra is feltessziik, hogy

a megoldas oksagi, ekkor

R(T) = COV[Xt7 XH-T] = COV[Xta aXt+T—1 + gt—&—’r} =
= Q- COV[Xt7 Xt—l-T—l] = Q- R(T — 1)

Mivel R(0) = D?[X;] = 0%, ezért R(7) = 0% - a” = -2 - 0. Tovabba ha r(7)-val

11—«
R(t) _ 1
RO) @ -

jeloljiik az autokorrelacios fiiggvényt, akkor r(7) =

A momentumok kiszamitasa utan ismertetem az emlitett két metodust, melyeket
késébb szimulaciok soran hasznalni is fogok. Az els6 a szakirodalomban leginkdbb
hivatkozott moédszer, Tauchen médszere. A mésodik modszerrsl, mely Rouwenhorst
nevéhez fiizédik, a forrasban belattak, hogy a gyakorlatban ez a pontosabb, ennek
ellenére azota sem népszerd a szakirodalomban.

A tovabbiakban végig feltessziik, hogy az idGsor oksagi, stacionérius, illetve, hogy
a fliggetlen értékd zaj eloszlasa normalis eloszlastu, és ekkor belathato, hogy X is

normélis eloszlasu valoszintiségi valtozo, ezaltal barmely t-re X; is.
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3.2. Tauchen modszer

Tauchen 1986-ban kozzétett? modszere arra épiil, hogy a létrejové Markov-lanc

allapotainak feltételes eloszlasai kozelitik az AR(1) eloszlasat.

3.2.1. A Markov-lanc elgallitasa

Adott egy X; = aX; 1 + ¢ autoregresszioés egyenlet. A modszer az a és o,

paramétereken feliil tovabbi kett&vel operal:
e n € NT: az allapotok szama
e m € RT: az allapottér szélességét parametrizalja.

Ezek segitségével készithets el az { X, }en Markov-lanc allapottere és sztochasz-
tikus matrixa.

Az allapottér az {xy, ..., x,—1} halmaz, ahol 2o = —mox, x,-1 = mox. A t6bbi
allapot egyenletesen osztja fel az (z¢; x,_1) intervallumot. A lépéskozt h-val jelolve
azt kapjuk, hogy h = QZ%X Ekkor z; = —mox + i - h.

Az atmenetvaldszintiségek a standard normalis eloszlas segitségével adhatoak
meg. A standard normélis eloszlds eloszlasfiiggvénye legyen @, a p,,,, dtmenetvalo-

szintség pedig

o (LTemthZy g =0

Oc

o 1— QL) haj=n—1

o P(LoTith/2y _ (ziotith/2y oovebhkeént.

Oe O¢

Konnyen belathatd, hogy normalis eloszlasu X; mellett a kapott atmenetvaldszi-
ntiségek valoban kozelitik az eredeti valoszintiségeket. A p,,., valoszintiség ugyanis
tovabbalakithato:

@(%;h/?) — @(%;W) =P(et <zj—ax;+h/2)—Ple; < xj —ax; —h/2) =
Ple: € (z; — ax; — h/2,2; — ax; + h/2)].

Az AR(1) folyamat allapotterét gy diszkretizalom, hogy X; = z; értsiik azt, ha
Xi € (xj —h/2,x;+ h/2).

Ekkor py,o; = P(x; —h/2 < Xyp1 <2 +h/2| X = 1) =

=P(z; —h/2<aX;+e <z;+h/2|X;,=1;) =

=P(z; —h/2 < azr;+¢& <xj+ h/2) =Pley € (x; — ax; — h/2,2; — ax; + h/2)].

2Az eredeti cikk: Tauchen, G. (1986). Finite state markov-chain approximations to univariate

and vector autoregressions. Economics letters, 20.2, 177-181.
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3.2.2. A mdédszer Python-ban

def tauchen(n, sigma_e, alpha, m = 3):
sipma_x = np.sqrt(sigma_e**2 / (1 - alpha®*2))
states = np.linspace(-m * sigma_x, m * sigma_x, n)
step = (2*m*sigma_x) / (n - 1)

half step = step / 2
P = np.empty{(n, n))
for i in range(n):
P[i][@] = norm.cdf((states[8]-alpha*states[i]+half_step)/sigma_e)
P[i][n-1] = 1-norm.cdf((states[n-1]-alpha*states[i]-half step)/sigma e}
for j in range(l,n-1):
P[i][j] = norm.cdf((states[j]-alpha*states[i]+step/2)/sigma_e)
P[i][j] -= norm.cdf((states[]j]-alpha®states[i]-step/2)/sigma_e)
mc = ge.MarkovChain(P, states)

return mc

3. abra. Tauchen modszere Python programozasi nyelven

Az els6 fejezetben hasznalt kodokkal 6sszhangban, Python nyelven programoz-
tam le a modszert, melynek inputja az emlitett 4 paraméter, viszont m értékét
alapértelmezetten 3-ra allitottam be a Quantecon beépitett Tauchen fiiggvényébsl
kiindulva. Ez az [7] forrasban taldlhato. A paraméterekbdl el@éllitom a states élla-
pothalmazt és a P atmenetmatrixot, melyekkel megadom az mec Markov-lanc objek-

tumot, ami a fliggvény visszatérési értéke.
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3.3. Rouwenhorst moédszer

Rouwenhorst 1995-6s megkozelitése® az elzével ellentétben latszolag meg sem
probéalja kozeliteni az dtmenetvaloszintiségeket, ehelyett tigy konstrual egy Markov-
lancot, hogy annak varhato értéke, szorasnégyzete, feltételes varhato értéke, feltételes
szorasnégyzete és az elsérendii autokovarianciaja is egyezzen az eredeti folyamat

jellemzdivel.

3.3.1. A Markov-lanc elgallitasa

Adott egy X; = aX;_1 +¢; autoregresszios egyenlet. A modszerhez altalanosség-
ban tovabbi 4 paraméter sziikséges, viszont egy résziiket inicializalni fogjuk annak

érdekében, hogy egyezzenek a momentumok:
e n € NT: az allapotok szama
e ) € R™: az allapottér legnagyobb és legkisebb elemének abszolutértéke
e p,q € (0,1) kezdetben tetszdleges valoszintiségek.

Az allapottér a szimmetrikus, egyenletesen elosztott {zo, ..., z,_1} halmaz lesz,
ahol 29 = —1), és 1,1 = 1. A lépéskdzt ismét h-val jelolve h = 24 és x; = —1p-+i-h.
Az atmenetvaloszintiségeket a ©,, dtmenetmatrix tartalmazza, amely az alabbi

lépésekkel készithetd el:

o 1. 1lépés: n = 2-re legyen

@2:

p l=p
l—q ¢
e 2. 1épés: n > 3-ra készitsiik el a
0,1 0 0 0, o 0
P +{1—-p +(1—gq +q
[ O] ( )[0 O’] ( ) ©,.1 0

métrixot, ahol 0 az (n — 1) dimenzi6s nulloszlopvektor.

0o o
0 @n—l

o 3. Iépés: az igy kapott matrix els6 és utolso sorat leszamitva minden kompo-

nensét osszuk el 2-vel, hogy sztochasztikus métrixot kapjunk, ez lesz ©,,.

3Az eredeti cikk: Rouwenhorst, K. G. (1995). Asset pricing implications of equilibrium business

cycle models. Frontiers of business cycle research, 1, 294-330.
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3.3.2. Urnéak és golyok

Ezt a modszert emészthet6bbé teszi egy masik megkozelités, melynek egy val-
tozata a [3] forrasban is szerepel. Legyen adott 2 urna és n — 1 goly6, melyek az
urnakban vannak elhelyezve. Egy 1épés alatt azt értjiik, hogy a golyokat egyméstol
fiiggetleniil vagy helyben hagyjuk, vagy athelyezziik a masik urnéba. Legyen ¢ an-
nak a valoszintisége, hogy egy 1. urndban 1évé golyot helyben hagyunk, és legyen
p annak a valoszintsége, hogy egy 2. urnaban lév6t hagyunk helyben. Jeldlje pl(-?)

annak a valoszintiségét, hogy n — 1 goly6 koziil az 1. urnédban ¢ golyd volt, és egy

(n)

lépés utan j golyo lett. Ezt a p;;” valoszintséget kétféleképpen is ki tudjuk fejezni

rekurzivan.

1.urna 2.urna

4. dbra. Masik megkozelités: urnak és golyok

Az els6 esetben rogzitsiink le egy golyot a masodik urnaban. Annak a valdszint-
sége, hogy 6 helyben marad p. Ha a maradék n — 2 golyot egyben vizsgaljuk, akkor

azt mondhatjuk, hogy kétféleképpen lehet a lépés utan j goly6 az elsé urnaban. A
(n—1)
(]

:P valoszintséggel lesz j — 1 golyo

rogzitett golyonk vagy helyben marad, és ekkor a maradék golyokra a p valo-

(n

szintség kell, vagy atrakjuk az els6 urnaba, és p; ;

rajta kiviil az els6ben. Tehét pg-z) =p -pgl_l) +(1—p) -pgf}i?.
A maésodik esetben az elsd urnaban rogzitiink le egy golyot. Ekkor ha ez ¢ va-

loszintiséggel helyben marad, akkor a pz(fi)_l valoszintiség a megfelels, ha atrakjuk,

. n—1 . n n—1 n—1
akkor pedig a pg_lﬁj). Tehat pz(»j) =(1-9q) ~p,§_17j) +q ~p,5_17j)_1.
A ©,, eldallitasanak 1épéseit vizsgalva azt lathatjuk, hogy (©,,);; valoban egyez-

™)_nel. mivel az elsé sor az az eset. amikor az 1. urnaban nincsen golyé
i - ) ) . g yO,

ezért az elsé rogzitésnek nincs itt értelme. Ugyanez igaz az utols6 sorra és a méso-

ni fog p

dik rogzitésre, a koztes sorokban pedig csak kétszer vessziik ugyanazt a megfeleld

valoszintiséget, majd elosztjuk 2-vel.
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Ha Y;-vel jeloljiik azt, hogy a t. 1épés utan hany goly6 van az 1. urndban, és X,
szokasosan a Markov-lanc t. eleme, akkor mivel az a&tmenetvaloszintiségeik egyeznek,
és az allapotereik kozott linearis osszefiiggés van, ezért egy { X }ren Markov-lanc egy

{Y; }ien sorozat linearis fiiggvényeként all els: Xy = —) + f—let

3.3.1. Allitas. A ©, dtmenetmdtriznak pontosan egy staciondrius eloszldsa létezik,

ami binomidlis eloszlds.

Bizonyitas: A ©, méatrix minden komponense szigortan pozitiv, tehat a 2.4.2 tétel
alapjan pontosan egy stacionarius eloszlas van. Az urnas megkozelitéssel gondolkoz-
va annak keressiik az eloszlasat, hogy kezdetben az n — 1 goly6bo6l mennyit milyen
valoszintiséggel rakjunk az els6 urnaba, ha azt szeretnénk, hogy a lépéseket elvégezve
ne valtozzan ez az eloszlés, ugyanakkora valoszintiséggel legyen most ¢ db goly6 az
els6ben, mint akarhany lépés mulva.

Az n = 2 esetre, vagyis amikor 1 golyonk van, egyszerii szamolassal megkaphato a
megfelels eloszlas. Legyen [ annak a valoszintisége, hogy a golyonkat az elsé urnaba
rakjuk. Ekkor azt szeretnénk, hogy ugyanekkora valoszintiséggel legyen 1 golyd az
els6 urnéban egy 1épés utan is: 5= g+ (1 — 5)(1 — p), vagyis 8 = (1—;3_%'

A tObbi esetre is kiszamolhato, hogy a ©,-hez tartoz6 stacionarius eloszlas az

1-p
> (1-p)+(1—q)

golyokat az elején egymastol fliggetleniil helyezziik az urnédkba, akkor 1 1épés milva

n — 1 rendd paraméterd binomialis eloszléds. Ennek az az oka, hogy ha a
is egymastol fiiggetlen lesz, hogy melyik goly6 hol van.
Ez tovabb egyszertisithetd, ugyanis a p, ¢ paramétereket valaszthatjuk egyenld-

nek, a momentumokat ekkor is be fogjuk tudni allitani a megfelels értékekre. [

Egyel6re azt mondhatjuk, hogy ez a Markov-lanc még altalanos, nem hasznélta
az autoregresszios egyenlet egyik paraméterét sem. A kovetkezs alfejezetben megad-
juk, hogy egy ilyen modszerrel elGélitott Markov-lancnak mik a momentumai, majd

beallitjuk tgy a paramétereket, hogy egyezzenek az AR(1) folyamat jellemz&ivel.

3.3.3. Momentumok kiszamitasa

Az egyszertiiség kedvéért tehat legyen p = ¢, ekkor a stacionarius eloszlas para-
métere % A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a stacionarius eloszlast valasztjuk kezdeti

eloszlasnak, azaz a Markov-lanc stacionarius.
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Varhat6 érték: Tehat a stacionérius eloszlas a A vektor, ahol \; =

ST -
n—1
E[X) =) A =0,
i=0
mivel \; = \,_1_;, és ©; = —x,_1_;, az allapothalmaz medianja pedig mindig 0.
Szorasnégyzet:
n—1 n—1 /n—1 2
: 21)
D?[X,] = - (z)._ 2 _
[ X;] ' i > ot Y+ 3
i=0 =0
1 402 2 n—1 1 4 -1
_ 2 . i2 _ . ) —
=V T o1 4 ( i )Z 1 12\ g )
=0 =0
2
gyt yre U
n—1 n—1

A célunk az, hogy ez a szérasnégyzet egyezzen az autoregresszios folyamat szorés-

négyzetével: o2. Ez pontosan a ¢ = 0,1/n — 1 valasztassal fog teljesiilni.

3.3.1. Lemma. Jeloljik Y;-vel azt, hogy a t. lépés utdin hany golys van az 1. urnd-
ban. Ekkor¥Nn >2,n—12>1i> 0-re

EYiri |V =i =(2p—1)i+ (n—1)(1—p).
D?[Yis1 |Y; =] = (n — 1)p(1 — p).
Bizonyitas: Szeretnénk kiszamolni E[Y;,4 |Y; = i]-t, ami azt jelenti, hogy most i
db goly6 van az elsé urnédban, varhatéan mennyi lesz a kovetkezé lépésben. Ekkor
az, hogy az els6 urnaban 16vs golyok koziil mennyi marad ott egy Bin(i, p) eloszlasu
valoszintiségi valtozo, mivel minden golyd egymaéastol fiiggetleniil p valdszintiséggel
marad. Az pedig, hogy a masodik urnabol mennyi goly6 keriil at az elsébe egy
Bin(n — 1 —i,1 — p) eloszlast valoszintségi valtozo. Az (Y1 |Y; = i) valoszintiségi
valtozo pedig a konvoluciojuk. Ezek alapjan:
E[Yis1 | Y; = i = E[Bin(i,p)] + E [Bin(n — 1 — 4,1 p)] =

=ip+(n—1-i)(1-p)=2p—1)i+(n-1)(1-p)
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Tovabba:
D?*[Y;11|Y; = i] = D* [Bin(i, p)] + D* Bin(n — 1 — 4,1 — p)] =

=ip(l=p)+(n—1-i)p(l—p)=(n—1)p(1-p).

[ |
Feltételes varhato érték: A 3.3.1 lemmét hasznélva az aldbbit kapjuk:
21 .
EXi | Xe=a] =E _w‘i‘nT‘Y;%lD/t:Z =
2 , 2 .
=t B Y= = b (2~ D+ (- 1)1~ p)] =
n—1 n—1
U+ 201~ p) + (20— i (1) (~wri- 2
e — — . — — . — 7 - e
b P ! n—1 b n—1
=(2p— 1)z,
az autoregresszios folyamat feltételes varhato értéke ax;, tehat a p = % valasztassal

érhetjiik el, hogy ez a momentum is egyezzen. Lathato, hogy p valoéban 0 és 1 kozotti

Szam.

Feltételes szoérasnégyzet:

2y

Vi |[Yi=i| =
n—1

DQ[Xt—i-l | Xy = 23] = D? [—@b

_ <n21b1) DXV |V, =1d) = %(n —p(l —p) =

- o)

A korabban megvalasztott ¢ = o,/n — 1 és p = QTH behelyettesitésekkel pedig

4o2(n—1) a+1 —a+1
D*( Xy | Xy = ) = n(—1)' 3 =o2(1—a?) =ol

Vagyis a feltételes szorasnégyzetek is egyeznek.

Autokovariancia és autokorrelacio: Mivel E[X;] = 0, ezért Cov[Xy, Xiiq] =
E[X: Xi11).
n—1
E[XiXip1] = > NE[X Xi | Xy =] =
i=0

—

n— n—1
1=0

%

Il
o

2
v =’ -«
n—1 v

Tehat az elsérendii autokovarianca, és ezaltal az autokorrelacio is egyezik.

= (2p— DD*[X{] = (2p— 1)
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3.3.4. A mddszer Python-ban

def rouwsnhorst(n, sigma_e, alpha):

sigma x = np.sgri(sigma_e**2 / (1 - alpha**2))
p = {1+ alpha) / 2

q=p

psi = sigma_x * np.sqrt(n - 1)

states = np.linspace(-psi, psi, n)

*

def theta matrix(n, p, q):

if n == 2:
theta = np.array([[p. 1 - pl. [1 - 4. q]])

elif n > 2:
pl = np.zeros((n, n))
p2 = np.zeros((n, n))
p3 = np.zeros((n, n))
p4 = np.zeros((n, n))

new_mat = theta_matrix(n - 1, p, q)
pl[:n - 1, :n - 1] = p * new_mat
p2[:n - 1, 1:] = (1 - p) * new_mat
p3[1:, :-1] = (1 - q) * new_mat
p4[1:, 1:] = q * new_mat

theta = p1 + p2 + p3 + p4
theta[l:n - 1, :] = theta[l:n - 1, :] / 2

else:
raise ValueError(

"The number of states must be greater than or equal to 2.")
return theta

theta = theta_matrix(n, p, q)

return qe.MarkovChain(theta, states)

5. abra. Rouwenhorst moédszer Python programozasi nyelven

Az el6z6vel analog moédon az inputok azok a paraméterek, amiket nem a tébbi pa-
raméterrel hataroztunk meg, létrehozzuk a states allapothalmazt, a theta matriz
fliggvény segitségével a theta atmenetmétrixot, az output pedig a beldlik generalt

Markov-lanc objektum.

3.4. Vizudalis osszehasonlitas

Az alabbi két abran egy-egy szimulalasa lathato egy AR(1) folyamatnak, és a hoz-
zé tartozo Tauchen, illetve Rouwenhorst modszerekkel elGallitott Markov-lancoknak.
Az szimulaciok kozotti kiilonbség az, hogy a masodik esetben az allapotok szamat

lecsokkentettem 101-r81 11-re.
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n = 181

alpha = 8.5
sigma_e = 2
steps = 5@

AR = [8]
AR += [alpha*fR[-1] + np.random.normal(@,sigma_e) for i in range(steps-1)]
T = tauchen(n, sigma_e, alpha).simulate(steps,init=8)

R = rouwenhorst(n, sigma_e, alpha).simulate(steps,init=8)
series = [R, T, AR]
labels = ['Rouwenhorst’, Tauchen', "AR{1)"]

fig, ax = plt.subplots(1l, 1)

ax.plot(s, c, lw=2, label=1label)
ax.legend(loc="upper left', frameon=False)
plt.show()

-2

6. abra. IdGsorok Gsszehasonlitasa - 101 allapot

= Rouwenhorst

7. dbra. IdGsorok Osszehasonlitésa - 11 allapot

A kod elején a paraméterek aktualis értékeit adtam meg. Az autéregressziv folya-
matnak kiilon fiiggvényt nem hoztam létre, egy for ciklus segitségével szimulalom,
majd abrazolom a kapott idGsorokat.

Mindkét esetben latszik, hogy a varhato érték kortl, azaz a 0 koriil mozognak a
folyamatok, valamint a szorasuk is kozel azonos. Az abrak alapjan érdemi kiilonbség
nincsen, viszont megemlithets, hogy tobb a ,vizszintes mozgas, a mésodik abran,

mivel ekkor nagyobb a helyben maradés valészintisége.
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4. Eszkozarazasi feladatok

Az ecopedia.hu? honlapon talalhaté definicié szerint a pénziigyi eszkozok reél-
eszkozokre vonatkozod kovetelések. Pénziigyi eszkéznek mindsiil minden olyan be-
fektetési eszkoz, egyéb t6zsdei termék, valamint minden méas eszkoz, amelynek for-
galmazasat szabalyozott piacon (példaul tézsde) engedélyezték. Emellett pénziigyi
eszkdznek mindsiil az a befektetési eszkoz is, amely nincsen jelen szabalyozott piacon,
am értéke egy szabalyozott piacon 1évé eszkoztdl fiigg.

Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban tekintsiink rajuk tgy, mint kovetelések
jovébeli kifizetésekre. Ezeket a kifizetéseket hivjuk osztalékoknak.

Az utolso fejezetben, melyet a [6] forras alapjan készitettem, eszkozok jelenérté-

két szamolom ki egy olyan modell segitségével, mely Markov-lancokat hasznéal.

4.1. Egyenstlyi ar

Formalisan vegyiik a {d; }+> sorozatot, ami tehat osztalékok egy idgbeli sorozata.
Egy t-beli ex-osztalékitl eszkoz a dyiq1,diyo, ... kifizetések kovetelése, mig egy t-beli
halmozott osztalékt eszkoz a d;, d;1 1, ... kifizetések kiovetelése. A tovabbiakban eszkoz
alatt mindig ex-osztaléki eszkozt értiink, egységnyi id6 alatt pedig évet.

A célunk az, hogy a {d;}+>0-r6l rendelkezésre all6 informéciok alapjan meghaté-
rozzuk az egyensulyi arakat, vagyis azokat az értékeket, amelyek esetén a koltség és
a varhato hozam egyenlék. Forméalisan azt szeretnénk, hogy a {p;}:>o sorozat elemei

minden t-re elégitsék ki a
Pt = BE[di1 + pesa] (1)

egyenletet. § a diszkontfaktor, vagyis az egységnyi id6, azaz egy év milva esedékes
pénzaram jelenlegi id6pontra szamitott értékének meghatarozasahoz hasznélt szorzo,
E.[y] pedig y varhato értéke a t. évben rendelkezésiinkre allo informéaciok alapjan.
Az egyenletekkel tehat azt koveteljiik meg, hogy ugyanannyira érje meg eladni
most az eszkozt, mint akdrhany év mulva az esedékes osztalékok figyelembevételével.
Altalaban a pénz elértéktelenédésének mértéke évrél évre valtozik, ezért érdemes
megemliteni azt az altaldnosabb modellt is, amikor nem a [ szorzot hasznéljuk,
hanem az {m }+>o sorozatot, ahol tehat m; a t. évre vontakozo diszkontfaktor. Ekkor

azt koveteljiikk meg az {m;},{d;} és {p;} sorozatokra, hogy minden t-re

e = Eemyg1 (dipr + pesa))- (2)

4http:/ /ecopedia.hu/penzugyi-eszkoz
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A konnyen kezelhetGség érdekében a kovetkezé modellekben viszont feltételezziik,
hogy a diszkontfaktor konstans, tehat az (1) egyenletbdl kiindulva fogjuk kiszamolni
az egyensulyi arakat.

Célunk egy Markov-lancokat hasznalé modell megadasa, am elGszor két egysze-

riibb modellen végezziik el a szamolasainkat, hogy meglegyenek a sziikséges intuiciok.

4.2. Konstans osztalék

Legyen minden t-re d; = d > 0, vagyis az osztalék egy elére meghatéarozott
konstans. Gyakorlati példa erre, ha valakinek van egy lakasa, mint pénziigyi eszkoz,
amit bérbe ad, az osztalék pedig a lakbér, ami egy fix 0sszeg bizonyos id6kézonként
fizetve.

Ekkor az (1) egyenletbdl a varhato értéket elhagyva azt kapjuk, hogy

bt = ﬁ(d+pt+1)-

Ezt az egyenletet tovabbiteralva
pe = B(d+ prs1) = Bd + Bpii1 =

= Bd + B*d + B*pi2 =

= Bd+ 2+ Fd+ -+ B+ B ppa.

Mivel az egyenlet jobb oldala lényegében egy mértani sor, ezért amennyiben

limy o0 ¥pigr = 0, akkor p; a %—hez konvergél, tehat ez lesz egyensilyi ar.
Py = % Yt >0.

A py = B(d + pi11) egyenletbe visszahelyettesitve konnyedén ellendrizhets a he-
lyessége.

Mindharom modellhez létrehoztam egy osztalyt Python nyelven. Az els6 esetben
egy eszkoz létrehozasédhoz csak a d osztalékot kell megadni, illetve a diszkontfaktort
is be lehet allitani, alapértelmezett értéke 0.9. Két fliggvényt hoztam létre minden
esetben, az egyik az egyensilyi drat szamolja ki, a masik pedig abrazolja a kovetkezd

adott napszamra az eszkoz mutatoéit, ez az elsé esetben nem tul izgalmas.

25



Class for assets of the first type: constant dividends.

class modelll:
def _init_ (self, d, p=8.9):

warning_message = "Inappropriate discount factor.”
assert P < 1 and fp > @, warning_message

self.d
self.p

d
B

def _ str__ (self):
return "Asset with dividend ' + str(self.d)

def eq_price(self):

p = self.p¥*self.d/(1 - self.p)
self.p = p

return self.p
def simulate(self, days):

modelll.eq price(self)
print{’'The current equilibrium price is " + str(self.p)})

d_series = [self.d for i in range(days)]

p_series = [self.p for i in range(days)]

series
labels

[d_series, p_serdies]
['dividends', "prices’]

fig, axes = plt.subplots(1l, 2)

fig.set_size_inches(18, 2)

for ax, s, label in zip(axes.flatten(), series, labels):
ax.plot(s, 'b-", lw=2, label=1label)
ax.legend(loc="upper right’, frameon=False)

plt.tight layout()

plt.show()

ml = modelll(18)
ml.simulate(5@)

The current equilibrium price iz 98.cecoo02opoeoeel

10.50 1 — dividends | 9 —_— prices
10.25 A % 1
10.00 4 90 1
975 - 88 1
9-50 1 T T T T T T % 1 T T T T T T
o 10 20 30 40 50 o 10 20 30 40 50

8. abra. Az 1. modell
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4.3. Mértani sorozat, mint osztalék

Legyen minden t-re dyy; = gd;, ahol 0 < g8 < 1, vagyis az osztalék mindig
ugyanannyi szazalékkal né. g8 > 1 esetén az egyensilyi ar végtelen, hiszen ekkor
minden évben tébbet né az értéke, mint amennyit romlik az arfolyam. Hétkoznapi
példa egy fix kamatozasi bankbetét, ahol d; a bedraml6 kamatok sorozata.

Ahhoz, hogy ebben az esetben ki tudjuk szamolni az egyensulyi arat, kicsit mo-
dositanunk kell az eredeti egyenleten. Legyen

_n
d

Ut ©

az ar-osztalék hanyados. Ha az (1) egyenlet mindkét oldalat elosztjuk p;-vel, akkor
az alabbit kapjuk:

vy = Et[ﬁd;;l (1 +vega)]- (3)

Valtozo6 osztalék mellett elkeriilhetetlen, hogy az ar ne legyen allando, viszont az
eredeti egyenlet jellege miatt gondolhatunk arra, hogy mindig ugyanakkora mérték-
ben valtoznak, vagyis az ar-osztalék hdnyados konstans. Ebben a modellben éljiink

ezzel a feltételezéssel, tehat v, = v konstans, igy az el6z6 egyenlet arra modosul,

hogy v = ﬁdgl (1+4wv), azaz
v=pFg(l+v).
Mivel Bg < 1, ezért v-re a % pozitiv megoldast kapjuk, vagyis az egyensulyi ar
By
= d, vVt >0.
Dt 1— By t =

A p = B(dis1 + per1) egyenletbe visszahelyettesitve konnyedén ellendrizhets a
helyessége.
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class modell2:
def _init_ (self, d, g = 1, p=0.9):

warning_message = “Inappropriate discount factor or dividend.™
assert f*g < 1 and B*g > @ and B > 8, warning message

self.d = d
self.g = g
self.p = B

def _ str__ (self):
return 'Asset with first dividend' + str(self.d) + " growing by ' + str(self.g)

def eq_price(self, t = 1):
p_t = (self.p¥self.g/(1 - self.p*self.g))*self.d*self.g**t
return p t

def simulate(self, steps):
p = [modell2.eq price(self, i) for i in range(l,steps+1)]
self.p = p

print('The current equilibrium price is * + str{self.p[@]})

d series = [self.d*self.g**i for i in range(steps)]

p_series = self.p
series = [d_series, p_series]
labels = ['dividends', ‘prices’']

fig, axes = plt.subplots(1, 2)

fig.set_size_inches(18, 2)

for ax, s, label in zip(axes.flatten(), series, labels):
ax.plot(s, "b-', lw=2, label=label)
ax.legend{loc="upper right', frameon=False)

plt.tight_layout()

plt.show()

m2 = modell2(l@, 1.82)
m2.simulate(58)

The current equilibrium price is 114.1982439824391

5 4 300 4

250 1
204

200 1

150 4

9. 4bra. A 2. modell

Az els6 esethez teljesen hasonlé a programkod, a kiilonbség, hogy itt megadhato
az elején a g novekedési tényezd, alapértelmezett értéke 1, ekkor teljesen megegyezik

az elsd osztallyal. A d paraméter pedig a dy osztalék.
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4.4. Markov-lanc, mint osztalék

Végs6 modelliink az el6z6 kettGvel szemben véletlent is hasznal. Legyen az osz-
talék olyan, hogy
diy1 = gr1ds.

A {g:+}+>0 sorozat legyen adott
gt = g(Xt)7 t= ]_, 2,

altal, ahol { X, }en egy véges S = (x1, ...x,,) allapottertd Markov-lanc a P atmenet-
métrixszal:

Py = P(Xep1 = y| Xy = 2), (z,y €9).

A ¢ pedig egy S — RT fliggvény.

Lényegében S a vilag lehetséges allapotainak halmaza, p,, annak a valészintsége,
hogy az x gazdasagi allapot utan y kovetkezik, a g fliggvény pedig minden allapothoz
hozzarendel egy szorzot, ami noveli, vagy csokkenti az osztalékot. Nyilvanvaloan
egy gazdasagi valsag esetén a ¢ fliggvény egy 1-nél kisebb szémot ad, mig felfelé
ivels gazdasagi kornyezetben akar joval 1 felettit. A pénziigyi eszkozok aranak donté
tobbsége ennek a modellnek megfelelGen ingadozik, kozrejatszik a véletlen is.

Az el6z6 modellbdl tudjuk, hogy amennyiben az allapot allando, az ar-osztalék
hanyados konstans. Ebbdl arra kévetkeztethetiink, hogy a v; sorozat elemei csak az

aktualis allapottol fiiggnek, vagyis
vy = v(Xy).
Ekkor a (3) egyenlet a kivetkezére modosul:

v(X;) = BEg(Xe1) (1 + v(Xega))].

X-t x-re rOgzitve, és a varhato érték definiciojat hasznalva
v(@) =B g(y)(1 +v(y) Pz, y).
yeS

Tovabbalakitva

v(z) =B K(x,y)(1+v(y)),

yes
ahol K (z,y) := g(y)P(z,y).
Feltéve, hogy az S halmaz n kiillonbo6z6 allapotot tartalmaz, azt mondhatjuk,

hogy mindegyikhez tartozik egy ilyen egyenlet, melyeket matrixalakba frva

v=[FK(1+Vv).
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Ahol

e Va (v(xy),...,v(x,))" oszlopvektor,

o K a (K(x;,xj))i<ij<n MAatrix,

e 1 az n db 1-et tartalmazo6 oszlopvektor.

Az egyenletet atalakitva:
(I — BK)V = BK1.

Azt szeretnénk, hogy pontosan egy megoldasa legyen az egyenletnek. Ez akkor tel-
jesiil, ha I — BK invertalhato, ami ekvivalens azzal, hogy determinansa nem 0. °
EllenkezG esetben az egyenletnek 0 vagy végtelen sok megoldasa van, ezzel nem
foglalkozunk.
Ekkor a megoldas a
v= (I - BK) 'BK1

vektor. Vagyis v; = [(I — SK) 'SK1]; = v(z;) az z; allapothoz tartozo ar-osztalék
hényados.

Az eszkoz p; ardnak kiszamitasahoz tehat ismerniink kell az aktuélisan fennallo
allapotot, X-t, illetve a legutolso osztalék értékét, vagyis di-t. Ekkor p, = dyv(X3).

Végezetiil itt is vizsgaljuk meg egy példan keresztiil, hogy hogyan mtkodik a
program, és milyen tanulsagok vonhatéak le. Fontos kiemelni, hogy minden id6-
pontban az aktualis adatokat hasznaljuk, tehat a t = 0 kezdépillanatban nem tudjuk
megmondani az egyensulyi arat a t > 1 értékekre az el6z6 modellekkel ellentétben.

A szimuléciohoz sziikségiink lesz egy megfelel6 Markov-lancra és egy g fliggvény-
re. Az el6z6 fejezetben ismertetett Tauchen és Rouwenhorst modszereket hasznéljuk
a Markov-lanc elgallitasahoz. Tehat egy adott AR(1) folyamatbol indulunk ki, ami-
6l feltételezziik, hogy jol modellezi a vilag allapotanak véltozéasat, és elkészitjiik
hozza a tanult Markov-lancokat, melyek az AR(1) folyamatot kozelitik.

Ugyancsak teljesen hasonld a programkod felépitése, mint az el6z6 esetekben,
csak joval tobb a paraméter, példaul a Markov-lanc elgallitasdhoz hasznalt metddus,
és természetes modon hosszabb, Osszetettebb az egyensulyi ar szamolésa.

A vizualizacios fiiggvény az osztalékon és az egyensilyi dron kiviil abrézolja a
gazdasagi allapotokat is, illetve a g fiiggvény értékeit, vagyis az osztalék valtozasahoz

hasznalt szorzokat.

5A programkédban a [6] forras altal javasolt moédon ellendrzém az invertalhatosagot, mivel a

determinansszamolasnél véthet numerikus hibakat.
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Class for assets of the first type: Markov growth.

class modell3:
def _ init_ (self, d, method = tauchen, x@ = 8, g = np.exp, B=0.9):

warning_message = "Inappropriate discount factor.”
assert p < 1 and B > @, warning_message

self.d = d

self.x@ = x8
self.method = method
self.g = g

self.p = B

n =25

self.mc = self.method(n, @.81, ©.96)

K = self.g(self.mc.state_values) * self.mc.P
I = np.identity(n)
warning_message = "Matrix is not invertible.™

assert np.max(np.abs(eigvals(K)}) < 1 / B, warning_message

v = solve(I - self.p * K, self.p * K @ np.ones(n)})
V = {self.mc.state_values[i]: v[i] for i1 in range(n)}

self.v = v
def _ str__ (self):

return 'Asset with first dividend' + str(self.d) + ' growing by Markov growth

def eq_price(self, x = None, d = None):

if x == None:

x = s2lf.xe
if d == None:

d = self.d

p = d¥self.V[x]

return p

def simulate(self, days, X = True, g = True, d = True, p = True):
X_series = self.mc.simulate(days, init = self.x8)
g_series = s2lf.g(X_series)
d_series = s2lf.d*np.cumprod(g_serisas)
p_series = []
for i in range(days):
X = X_series[i]
d = d_series[i]
p_series.append(modell3.eq_price(self, x, d))

print('The current equilibrium price is '+ str(p_series[@]))

verbose = [X, g, d, p]

series = [X_series, g_series, d_series, p_series]

labels = ['states’,’'g function®, 'dividends’, 'prices’]

fig, axes = plt.subplots(2, 2)

fig.set_size_inches(1e, 4)

for ax, s, label in zip(axes.flatten(), series, labels):
ax.plot(s, 'b-', lw=2, label=label)
ax.legend(loc="upper right', frameon=False)

plt.tight_layout()
plt.show()

10. abra. A 3. modell

A paramétereket illetGen a [6] forrasban 1évékbdl indultam ki, ugyanakkor annak
érdekében, hogy az invertalhatosag teljesiiljon Rouwenhorst moédszerénél is, a szorast

csokkentenem kellett.
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Igy végiil az autoregressziv folyamathoz, melyet kozelitiink az

egyenlet tartozik, ahol g; szorasa 0.01. Az allapotok szdma mindkét esetben 25, Tau-
chen modszerénél az m paraméter pedig az |7| forras alapjan a beépitett fiiggvényhez
tartozo alapértelmezett érték: 3. A kezdd

medianjanak, 0-nak valasztottam, a g fliggvényt pedig az exponencialis fliggvénynek.

m3 =

Xt = O.96Xt,1 + &¢

modell3(1@)
m3.simulate(58)

20 2

The current equilibrium price iz 94.5185134172666
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11. abra. Egy szimulacié abrazolasa - Tauchen modszer

m4 = modell3(18, method = rouwenhorst)
md.simulate(58)

The current equilibrium price is 94.25223144625915
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12. abra. Egy szimulacié abrazolésa - Rouwenhorst modszer
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Nem megleps moédon az allapotok véltozéasat leiré dbrak nagyon hasonloak. Ezt
tapasztaluk az el6z6 fejezetben is, ugyanis a két modszerrel kapott Markov-lancok
egy-egy szimulaciojat lathatjuk. Egy kiilonbség emelhet6 ki az dbrak alapjan, Rou-
enhorst modszerénél a helybenmaradas valoszintisége magas lehet, ebbdl kifolyolag
gyakori a vizszintes mozgas.

Ugyanakkor ami miatt mégis el6fordulhatnak jelents kiilonbségek a szorasban,
a csokkenések szaméban az az dtmenetmatrixaik kozti kiilonbségbdl adodik. Ezal-
tal ugyanis az ar-osztalék hanyados értékei jelentGsen is eltérhetnek. Ezek felszines
vizsgalatara a Python Pandas konyvtaranak segitségével késziiltek el az aldbbi tab-
lazatok.

Modell3 - Tauchen method

1] 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10 11

state values 0.1 -0.10 -0.09 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01

g function 0.90 0.9 091 092 093 0.94 095 0.96 096 097 0.98 098
price-dividend ratio 496 513 5.35 561 590 6.22 6.56 6.04 7.36 7.e1 230 885
probability 1.7e-03 27e-03 52203 90e-03 15e02 23e-02 34e-02 47202 61e02 74e02 36e-02 94e02

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

state values 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0N

g function 1.00 1.01 1.02 1.03 1.04 1.08 1.08 1.06 1.07 1.08 1.09 1.10 11
price-dividend ratio 9.45 1012 1085 1186 1257 13,57 1467 1590 1723 1867 2017 2182 2280
probability 9.7e-02 9.4e-02 86e-02 7.4e-02 6.1e-02 47e-02 34e-02 23e-02 1.5e-02 9.0e-03 52e-03 2.7e-03 1.7e-03

13. abra. Allapotok tablazat - Tauchen modszer
Madell3 - Rouwenhorst method

1] 1 2 3 4 5 6 7 2 9 10 1"

state values -0.17 -0.16 -0.15 -0.13 -0.12 -0.10 -0.09 -0.07 -0.06 -0.04 -0.03 -0.01
g function 0.84 0.85 0.86 n.8s8 0.89 0.90 0.92 0.93 0.94 0.96 0.97 0.99
price-dividend ratio 3.54 377 4.02 4.3 462 493 5.38 5.84 6.37 6.97 7.67 8.48
probability 6.0e-08 1.4e-06 1.6e-05 1.2e-04 6.3e-04 25e-03 8.0e-02 21e-02 4.4e-02 7.0e-02 1.2e-01 1.5e-01

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

state values 0.00 0.01 0.03 0.04 0.06 0.07 0.08 0.10 0.12 0.13 0.15 0.16 017
g function 1.00 1.01 1.03 1.04 1.06 1.08 1.08 1.1 1.12 1.14 1.16 1147 1.19
price-dividend ratio 943 10.54 11.86 1343 1532 1759 2035 2371 2783 3292 3923 4709 5695

probability 1.6e-01 15e-01 12e-01 78e-02 44e-02 21e-02 80e-03 25e-03 63e04 12204 16e-05 142068 60208

14. abra. Allapotok tablazat - Rouwenhorst modszer
A két tablazat modszerenként tartalmazza az allapotokat, a g fliggvény lehetséges

értékeit, az allapotokhoz tartoz6 ar-osztalék hényadosokat, illetve a Markov-lancok

stacionarius eloszlasai alapjan az allapotok valdszintiségeit.
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Az allapothalmazok, és ezéltal a g fiiggvény értékei és a hanyadosok kozott is
jelentGs kiilonbség figyelhetd meg, Rouwenhorst modszere szélsGségesebb. Ezt azért
nem probaltam meg atjavitani a paraméterek valtoztatgatasaval, mivel a szélsGsé-
ges allapotokhoz joval alacsonyabb valdszintiségek tartoznak, mint Tauchen mod-
szerénél. Igy a két metodussal nagyjabol ugyanazokat az arak kaphatoak, viszont
Rouwenhorst médszerének hasznédlatakor szamitani lehet extrémebb ugrasokra. Ez

Osszhangban van a vizualizécié soran latottakkal.
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9. Osszegzés

Szakdolgozatom elsé fejezetében megismerkedtiink a Markov-lancokkal. Volt sz6
atmenetmatrixrol, periodicitasrol, irreducibilitasrol, stacionarius eloszlasrol, vala-
mint az ezekhez tartozo, a Python programozasi nyelv Quantecon kiegészité cso-
magjabol elérthets fliggvényeket is bemutattam.

A maésodik fejezet javarészt az autoregressziv folyamatokrol szolt. Megadtam
tobbek kozott a feltételes varhato értékét, kovarianciajat, majd bemutattam két me-
todust, mely Markov-lancokkal kozeliti az AR(1) folyamatot. Névlegesen a Tauchen
és Rouwenhorst modszereket, melyekrél meg kell emliteni, hogy mennyire kiilonbo-
z6 Otletbdl indulnak ki ugyanarra a célra. Leprogramozasuk utédn egy vizualizacios
példa segitségével rabolinthattunk arra, hogy valoban 6sszhangban vannak.

Az utolsé fejezetben pedig kiszamoltam elGszor elméletben, majd gyakorlatban
egy eszkoz egyensulyi arat, amihez alkalmaztam a masodik fejezetben megismert
modszereket.

Ugyan arra nem jottem ra, hogy a Markov-lanc vilag ideélisabb-e a mi vila-
gunknal, de egy kellemes utazast tolthettem el benne a tanév alatt, mely soran
megismerkedtem 1j matematikai szemléletekkel, és fejlesztettem programozasi kész-

ségeimet.
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