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Bevezeto

A spektralis grafelmélet az algebrai grafelmélet egy fontos aga, amely grafok matrix rep-
rezentacidéinak karakterisztikus polinomjan, sajatértékein és sajatvektorain keresztiil vizsgal
graftulajdonsagokat. A spektrum alapjan eldontheté példdul, hogy paros-e az adott graf,
de ilyen tulajdonsdg lehet a kromatikus szam is, amirdl a szomszédsagi matrix legkisebb
sajatértéke ad informaciét. [11].

Egész spektrumu grafoknak nevezziik azokat a grafokat melyekre igaz, hogy a szom-
szédsdgi matrixuk ® () karaterisztikus polinomjdnak minden gyoke egész. A fogalmat 1973-
ban vezette be F. Harary és A. Schwenk. Az elmult évtizedekben szamos olyan eredmény
sziiletett, amely meghatarozta egyes grafosztalyok egész spektrumu grafjait; ide tartoznak
példaul azok a grafok amelyek legnagyobb fokszdma harom, vagy azok a nem regularis grafok,
melyek maximadlis fokszama négy [1].

A szakirodalomban fellelni nagyszamu konstrukciot tetszolegesen nagy, egész spektrumiu
grafokra [6][7], ezzel szemben ezek a grafok nagyon ritkak.

A szakdolgozat els6 fejezetében bevezetjik a spektralis grafelmélet alapfogalmait, ismer-
tetiink par, a témahoz elengedhetetlen, allitast, illetve tételt. A masodik fejezetben karakte-
rizaljuk a fak néhany osztalyat és adunk egy konstrukciét tetszélegesen nagy, paros atmérsji
egész spektrumu fakra. Ezutan, a harmadik fejezetben ismertetiink par eredményt az egész
spektrumu regularis grafokrol. Az utolsé fejezetben adunk egy felsé becslést az n csucsu
egész spektrumu grafok szamara.

A dolgozat soran kizardlag tobbszordsél- és hurokélmentes grafokkal foglalkozunk.



1. fejezet

Bevezetés a spektralis grafelméletbe

1.1. Definicié (Szomszédsdgi matrix). Egy G=(E,V) n cstcsi graf szomszédsdgi matrixanak
1, hauwvekFk

nevezziik azt az Ag € R™" matrixot, ahol: (Ag)uw = :
0, hhuww ¢ F

1.2. Megjegyzés. Iranyitatlan grafoknak az Ag szomszédsdgi matrixa szimmetrikus, igy
sajatértékei valésak. A valds értékii, szimmetrikus matrixok onadjungaltak, igy ortonormaélt
bazisban diagonizalhatdak: létezik S ortogondlis matrix, oszlopaiban a sajatvektorokkal,
hogy S~'A;S = D, ahol D diagondlis matrix, féatloban a sajatértékekkel. Tehdat min-
den irdnyitatlan graf szomszédsagi matrixanak létezik n darab valés sajatértéke és n darab

fliggetlen sajatvektora, amik megvalaszthatoak egymasra merolegesnek.

1.3. Definicié (Spektrum). Az Ag matrix sajatértékeinek multiplicitassal vett halmazéat a G
graf spektrumanak nevezziik. Jelolése: Spec(Ag) = {A[", ..., A,"*}, ahol m; a \; sajatérték
multiplicitasat jeloli.

1.4. Megjegyzés. Szemléltessiik, mit is jelent, hogy egy vektor egy szomszédsagi matrix
sajatvektora. A szomszédsagi matrix i-edik soranak és egy vektornak a skalarszorzata a
vektor azon koordinatdinak osszege, amelyeknek megfeleld csicsok szomszédosak az i-edik
csuccsal. Vagyis az Ag matrixnak egy v vektorral vett szorzatat az aldbbi médon kaphatjuk
meg. Legyen G egy n csucsu graf, és irjunk minden csicsara egy v; € R szdmot. Legyen
v az ezekbdl képzett oszlopvektor: v = (vi,vs,...,v,)T. Cseréljiink le minden v;-t az i-
edik csiccsal szomszédos csucsokra irt szamok Osszegére. Legyenek ezek az 1j cimkék w;-k,
és jelolje w az ezekbdl képzett (wy,ws, ..., w,)T vektort. Ekkor Agv = w. Ha teljesiil,
hogy a w vektor a v vektor A skaldrszorosa, akkor a v az Ag szomszédsagi matrixnak egy

sajatvektora \ sajatértékkel, mivel w = Agv = Av.

1.5. Megjegyzés. Jelolje Ag egy G graf legnagyobb fokszamat. Ekkor a G graf spektrumara
teljesiil, hogy VA, € Spec(G) : —Ag < A < Ag, hiszen mikor az Ag matrix egy sorat
szorozzuk egy x vektorral, akkor x-nek legfeljebb A koordinatajat adjuk 6ssze, igy ha A > A,
akkor /\m?x(xi) > (Agx);.



A kovetkezOkben megnézziik két nevezetes graf spektrumat.

1.6. Példa. Legyen K, az n csucsu teljes graf, szamoljuk ki a spektrumat.

Ak, v=2Av

Az Ak, minden soraban n — 1 darab 1-es szerepel, igy a csupa 1 vektor sajatvektor lesz a

A =n — 1 sajatértékkel. A szomszédsagi matrixhoz tartozé karakterisztikus egyenlet:
@KR(A) = det()\] — AKn) =0

A X = —1 is sajatérték lesz, mivel a (—I — Ag,) métrix determindnsa 0. Ugyanennek a
matrixnak a rangja 1, igy a magterének dimenziéja n — 1. Ebbdl kovetkezik, hogy a —1
legaldbb (n — 1)-szeres sajatérték. fgy mind az n darab sajatértéket megkaptuk, tehat a graf
spektruma: Spec(K,,) = {(=1)""',n —1}.

Ugyanezt, persze, megkaphattuk volna a karakterisztikus polinom konkrét kiszamolasaval

1S.

1.7. Példa. Legyen K, , a teljes paros graf. Szamoljuk ki ennek is a spektrumat.

0 01 1

0 0 0o J
AKmn = )

1 10 0 JI 0

1 1 0 0

ahol J € R"™*"™ csupa egyesbol all6 matrix. A matrix rangja 2, igy a magterének dimenzidja
m +n — 2, tehat a 0 legalabb m 4+ n — 2-szeres sajatérték lesz.
Haszndljuk az 1.4. Megjegyzésben leirt modszert a tovabbi sajatértékek meghatarozasahoz.

Irjuk a graf elsd m csicsdra a y/n, majd az utolsé n csicséra a y/m értékeket:

V= (VT AT )T

w = /mnv
W = (nm,...,n\/ﬁ,m\/ﬁ,-uam\/ﬁ)ip N



Szorozva —1-gyel az elsé m csicsra irt értékeket:

V= (== )T

w = —/mnv
w = (nvm,...,nv/m,—mv/n,...,—myn)" -

Ez azt jelenti, hogy a /mn, —y/mn is sajatértékek, igy az egész spektrumot meghataroztuk:
Spec(Kpm) = {072 £y/mn}.

Most megnézziik a spektrum alakuldsat egyes grafelméleti konstrukcidknal. Vizsgaljuk

meg el6szor, hogyan kapjuk a spektrumot, ha csicsdiszjunkt grafokat egyesitiink.

1.8. Allitas. Legyenek G, ..., G, egyszeri grdfok, jelolje G ezek csiucsdiszjunkt egyesitését.
Ekkor Spec(G) = | Spec(G;).
i=1

Bizonyitds. A G graf szomszédsagi matrixa egy diagondlis blokkmatrixként all el6, ahol az

egyes blokkok a G; grafok szomszédsagi matrixai, ahol 1 <17 < n.

Ao, 0 ... 0
0 Ag, ... 0
A= | . G , .
0 0 .. Ag,

Legyen |G(V)| = m, ekkor Ag € R™™. Adjunk meg egy Aq sajatvektoraibdl allo bazist
R™-ben. Az ezekhez tartozé sajatértékekbdl elddll a graf spektruma. Legyen v;; egy Ag,
szomszédsagi matrixhoz tartozd sajdtvektor A;; sajatértékkel. Jelolje v; . a v, ; 0-kal vald
kiegészitését R™ méretiire ugy, hogy azokon a koordindtakon, ahol a az Ag matrix soraiban

/

az Ag, blokk szerepel, ott v; . elemei egyezzenek meg a v;; elemeivel, a tobbi eleme pedig

legyen 0. ’
0 0 0
A Vig=Nigvij = | 1 Ag, vij | = AGV;J = )\i,jV;J
o ... 0 0

Minden Ag, matrixnak a sajatvektoraibdl valaszthato bazis R™i-ben ahol Ag, € R™ %™,
Viélasszunk egy ilyet, és az el6z6 moédon egészitsiik ki a bazist alkotd vektorokat nulldkkal.
Ekkor X = {v;; : 1 <i < n,1 <j < my} egy Ag sajatvektoraibdl allo béazis R™-ben.
Minden v’ € X sajatvektorhoz egy CJ Spec(G;) halmazbeli sajatérték tartozik, igy az allitast
beldttuk. . 0

A kovetkezokben grafok kiilonbozo szorzatainak spektrumat nézziik meg. Ehhez el6szor

egy matrixkonstrukeciot ismertetiink.



1.9. Definicié (Kronecker-szorzat). Legyen A € C™™ és B € C*! matrixok. Ekkor A és
B Kronecker-szorzata A ® B € C™F>nl;

al,lbl,l e al,lbl’l Ce e al,mbl,l
aq 1B Cll’mB
CLlekJ . al,lbw e e al,mbk,l
AR B = = '
an,lB an,mB
amlbk’l Ce an,lbm Ce e an,mbk,l

Nézziik meg, hogyan all el6 két oszlopvektor Kronecker-szorzata. Legyenx € C", y € C™ :

T1Y1
T1Y2
1y
T2y T1Ym
X ® = —=
Y T2l1
Tny
TnYm

1.10. Allitas. Legyen A € C™™ B € R*! x € R™, y € R'. Ekkor teljesiil a kovetkezd
azonossdg: (A® B)(x®y) = (Ax) ® (By)

Bizonyitds. Hasznaljuk az (A); ; = a;j, (B);; = b;; jeloléseket.

ry
CLLlB . al,mB
. ) T2y
(A®B)(x©y) = =
ClmlB ClmmB
Tmy
aleLl c 0,1’1[)1,[ e e alymbl’l T1Y1
a171bk,1 ce a171bk71 e e aLmbk,l 1Y
an,lbk,l ce amle e e ammbk’l TmlYi



apibi iy + - abyriy o+ ar b Ty

a1 1bp iy + -+ aabgriy o+ Ay by

Apabp 1Ty + o+ apabgriy + -+ G b Ty

(a1121 + @122+ - + @1, @) (b11y1 + b12y2 -+ - + biyr)
(@111 4+ @122 -+ - + a1 T) (b21y1 + b22y2 -+ - + ba i)

= | (a1121 + a10%2 - + @1 @) (b 1y1 + broya - +bpy) | =

(@naT1 + anoTo -+ QpmTm) (bp1y1 + bk oy2 -+ - + brayi)
(@111 + a1 222+ - + a1mTom) (biayr + bioya - -+ biyr)
(2171 + agoTs -+ - + A2.mTm) (ba1y1 + Doy - - - + Do)

. ® . = (Ax) ® (By)

(@na1T1 + apoZo -+ Apm®m) (br1y1 + broyz -+ + brayr)

Most bevezetjiik a grafok in. tenzorszorzatat.

1.11. Definicié (Tenzorszorzat). Legyen G = (Ey,V)) és H = (FE»,V3). Ekkor G ® H a
tenzorszorzata G-nek és H-nak, ha V(G ® H) =V} x V4, és (u,v) szomszédos (u',v')-vel, ha

u szomszédos u'-vel G-ben, és v szomszédos v'-vel H-ban.
Nézziink egy példat két graf tenzorszorzatara.
1.12. Példa.

G Uq Uo H V3

(%1 (%)

Uy Uus V4



G®H:

(01, u4) (va, ug) (v, us) (v, ug)

Legyen G és H két egyszerii graf, |V (G)| = n, |V(H)| = m. Vizsgaljuk meg hogyan &ll

el6 a tenzorszorzatuk szomszédsagi métrixa.
1.13. Allités. Agen = Ac ® Ay
Bizonyitas.

CL171AH RN al,nAH

Ag® Ay =

amylAH . am,nAH

Az a; jAy matrix (a;;Apn)k,; eleme pontosan akkor 1, ha a;; = 1, tehat az i és j csticsok

szomszédosak G-ben, illetve (Ap)i; = 1, tehdt k és [ szomszédosak H-ban. Ez azt jelenti,

hogy Ag ® Ay a G ® H tenzorszorzat szomszédsagi matrixa: Aggy = Ag ® Ag. H
1.14. Allitas. Spec(G ® H) = {\u: \ € Spec(G), u € Spec(H)}

Bizonyitds. Legyen |G(V)| =n, |H(V)| = m. Legyen A € Spec(G), u € Spec(H) tetszoleges,
egy-egy hozzajuk tartozd sajatvektor x és y. Belatjuk, hogy az x ® y Kronecker-szorzat
sajatvektora az Agey matrixnak, és a hozza tartozd sajatérték A\p. Hasznaljuk az 1.10.
Allitdst és az 1.13. Allftést.

ARy

ALLT
u,zy = M(x®Yy)

Acen(x®y) = (Ac®Ap)(x®y) = (Aex) ® (Any) = (AX) @ (uy) =
AT, Y

Ez az egyenl6ség Ay és Ag minden sajatvektorara teljestil. Vélasszunk Ag sajatvektoraibol

egy {xi,...,X,} bézist R"-ben, és Ay sajatvektoraibdl egy {y;,...,¥,,} bazist R™-ben.

9



Ekkor {(x;®y;) : 1 <i <n,1 < j < m} bazis R""-ben, tehit az ezekhez a sajatvektorokhoz

tartozo sajatértékek megadjak Agyy spektrumaét. [
Most megismerkediink egy masfajta szorzattal is.

1.15. Definicié (Descartes-szorzat). Legyenek G = (F1,V)), H = (F3, V,) grafok. Ekkor G
és H Descartes-szorzatanak nevezzik, és G x H-val jeloljiik azt a grafot, melyre V(G x H) =
Vi X Vs, és (u, 1) szomszédos (u',1')-vel, ha u = v’ és i szomszédos i'-vel H-ban, vagy i = i’ és

u szomszédos u'-vel G-ben.
1.16. Példa. Nézziik meg, mi lesz a 1.12. Példédban definidlt G és H graf Descartes-szorzata.

G x H

(01, u3)

1.17. Allitas. [15] Spec(G x H) = {\+ pu: A € Spec(G), i € Spec(H)}

Bizonyitds. Legyen A € Spec(G), pn € Spec(H) tetszbleges, x és y pedig egy-egy hozzajuk

tartozo sajatvektor:

Agx = Ax

Any = py

10



Ekkor Yu € Vi, Vi € Vs-re:

Z Ty = ATy

uv€E FEq

> =i

ijEFo

Megmutatjuk, hogy az x ® y az Agxy sajatvektora, ami a A + p sajatértékhez tartozik.
Jelolje E a G x H élhalmazat. Rogzitett (u, i) cstcsra:

(u,i)(v,j)EE (u,2)(u,5)EE (u,i)(vi)EE ij€Es uwveEy

A x ® y Kronecker-szorzat elemei z;y; szorzatok. Hasznaljuk a (x ® y); ;) = x;y; jelolést.

dYoowmyi= Y, X®Y)ws = (Aexn(x @)

(ui)(v.j)€E (u,i)(v,j)EE

Tehét V(u,i) € V(G x H) cstcsra teljesiil, hogy (Agxa(X®Y)) @i = (A4 f)2,y;, amibol

kovetkezik a kivant egyenléség:

Aexu(x®@y) = A+ p)(x®Yy)

Ez az egyenléség VA € Spec(G),Vu € Spec(H) sajatértékre igaz, igy teljestil, hogy
ezek paronkénti Osszege eleme a G x H graf spektrumanak. Annak bizonyitasa, hogy mas
sajatérték nem szerepelhet a spektrumban, itt is a fentebb latott érveléssel torténhet. Valaszt-
haté Ag € R™" sajatvektoraibdl egy {x1, . ..,x,} bazis R"-ben és ugyanigy egy {y,, .-, ¥}
bazis Ay € R™™ sajatvektoraibél R™-ben. Ekkor {(x; ® y;) : 1 <7 < n,1 < j < m}
sajatvektorokbdl all6 bazis R™™-ben, ami kizarja, hogy az ezekhez tartozd sajatértékeken

kiviil szerepeljen mas a spektrumban. O

1.18. Definici6é (Egész spektrumi graf). Azokat a gréfokat, melyek spektruma kizarélag

egész szamokat tartalmaz, egész spektrumi grafoknak nevezziik.

Az egész spektrumu grafok vizsgalasahoz elszor kimondjuk a spektralis grafelmélet harom

tételét, az elsd kettdt bizonyitas nélkiil.

1.19. Tétel. [9] Legyen G egy n csucsi graf \y > Ao > --- > N\, sajdtértékekkel. Jelolje

G — v azt a grdafot, ami G-bdl a v csiucs és a v-bol indulo élek torlésével keletkezik. A G — v

11



sajatértékei legyenek py > po > -+ > pn_1. Ekkor teljesul, hogy
A2 Z A > g > 2 i1 2 A

1.20. Tétel. [9] Legyen G egy n csicsi graf, a karakterisztikus polinomja

(I)G()\) = det()\l — G) = Z az)\n—i

=0

Ekkor a polinom egyutthatoira teljesil, hogy
ag = 1

Vi<i<n:a =Y (—1)"H2UD
H

ahol a H a G olyan i csicsu részgrafja, ami csupdn izoldlt élekbol vagy korokbol all. Ha
nincs ilyen részgrdf, az eqyitthats 0. A k(H) a H komponenseit, a c(H) a H-ban lévd kérik
szamat jelols.

1.21. Tétel. Minden G pdros grafnak a spekruma szimmetrikus, azaz ha X k-szoros sajdatértéke

Ag-nek, akkor —\ is k-szoros sajdtérték.

Bizonyitds. Legyen G egy n + m csucsu paros graf, ahol n és m a két szinosztaly mérete.

0

J
Ekkor a szomszédsagi matrixa felirhaté Ag = g O) alakban, ahol J € R™"™ csupa

X
egyesbol allé6 matrix. Legyen A egy sajatértéke Ag-nek és x = ( 1) egy hozza tartozo
X2

sajatvektor, ahol x; € R", x, € R™.
o J
AG'X: ( ) (X1> :)\X:>JX2:)\X1/\JTX1:>\X2

Véve x;1-nek a (—1)-gyel vett szorzatét, szintén egy sajatvektort kapunk —A\ sajatértékkel.

(20 ) ) =) ()

Ha a A multiplicitasa k, akkor valaszhaté k darab A-hoz tartozé fiiggetlen sajatvektor. Ezek
els6 n koordinatdjanak —1-szeresét véve —A-hoz tartozo paronként fiiggetlen sajatvektorokat

kapunk, igy —\ multiplicitasa is k. O]

1.22. Megjegyzés. [11] Egy osszefliggd G graf spektruma szimmetrikus pontosan akkor, ha
G paros graf.

12



Az 1.8. Allités értelmében egy nem oOsszefliggd graf spektruma a komponensei spektru-

mainak unigjabdl all, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy a vizsgalt grafok osszefiiggoek.

13



2. fejezet

Egész spektrumu fak

2.1. Utak

Jelolje P, az n csucsu utgrafot. Belatjuk, hogy a Pj-en és a P,-n kiviil nem létezik egész
spektrumi utgraf. A bizonyités [9] a korgrafok spektrumdra vald visszavezetéssel torténik,

igy el6szor meghatarozzuk ezek spektrumat. Jeldlje az n cstucsu korgrafot C),.

, 29
2.1. Allitas. Spec(C,) = {2 cos (ﬂ) j=1,...,n}
n

Bizonyitas.
0100 0 1
1 010 0 0
0101 0 0
Ac, =10 0 1 0 0 0
0 0 0 . 0 1
1 00 ... 10

Belatjuk, hogy a VE e NJO < k < [g] -ra X sajatvektora Ac, -nek, ahol

cos (%)
2n2k n
o — cos ( - ) _ ZCOS <27mk:)e2
: i=1 n
COS (27rnk)

14



Hasznaljuk a cos(a) + cos(b) = 2 cos(%E2) cos (452) trigonometrikus egyenléséget.

cos(2mk) + cos (222£)

cos (22k) "?COS (27%k) - < (M> + cos <M>)ez

i=1

Acn X =

COoS (27rk) + cos (27r(nnfl)k)

2mki 27k 27k 2mki 27k
—ZZCOS< T Z) cos( T )el—cos( T )ZZcos( T Z)ei:(jos (L)Xk
n n n /< n n

i=

n
Viélasszunk egy x = x;, sajatvektort, ahol 0 < k < 5 Ekkor ha vessziik a VO <17 < n
esetében a x, = (2144, To4i,- .., Tneq) vektorokat , akkor egy sajatvektorokbdl &ll6 bézist

kapunk R"-ben, tehat a hozzajuk tartozo sajatértékek kiadjak a graf spektrumat.

7

Ac, X, = cos (M)X/

n

A koszinusz fiiggvény szimmetriaja miatt cos (2%) = cos (2W(n_j)), igy a graf spektruma:

2 n
Spec(Cy,) = {2cos<‘77:>:j:1,...,n}

O
2.2. Allités. Spec(P,) = {2 (jﬂ) =1 }
2. itas. Spec(P,) = {2cos cj=1,...,n
b n+1 J
Bizonyitas.
0100 00
1010 00
0101 00
Ap, =10 0 1 0 00
0 0 . 0 1
0
Legyen x egy sajatvektora Ap, -nek A sajatértékkel. Jelolje x' € R™ az (2, Tp_1,...,21)"
vektort. Az 1.4. Megjegyzés értelmében
T2
T
1+ X3
T2
by —
Tp—2 + Ty
Tn
Tn—1

Ebbél kévetkezik, hogy az (xT,0, —x'7,0)T és a (0, —xT, 0,x’")7 vektorok fiiggetlenek, hiszen
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ha 1 =0 = x = 0. Szintén az 1.4. Megjegyzésben leirt mddszerrel ellendrizhetjiik, hogy ez

a két vektor sajatvektora lesz az Ac,, ., matrixnak A sajatértékkel.

0 0

T — ) D)

T2 —T2 T+ T3 —x1 — T3

T3 —Tr3 ——» To+ X4 —Tg — T4

-1 —Tn-1 Tp_o + xn _xn 2 —
Tn —Zy —Tp—1
0

T T T T
a(x',0,-x",0)" = (zo, 21423, ..., TpotTp, Tn1,0, —To, —T1—T3, ..., —Tp_2—Tp, —Tp_1,0)

Ugyanigy latszik, hogy (0, —x', 0, —x'") is sajdtvektora Ac,, ,,-nek X sajatértékkel. Tud-

juk, hogy Spec(Coyy0) = {2 cos (n+1)
tartozé sajatérték legaldbb kétszeres sajatértéke Ag,, ,,-nek. Ez csak tugy teljesiilhet, ha

Spec(P,Jz{Zcos( I >:j:1,...,n}. O

n+1
A spektrumrol egyenesen leolvashato, hogy csak a P; és a P lehet egész spektrumu utgraf.

:j=1,...,2n+ 2}, és azt kaptuk, hogy egy Ap -hez

Spec(Py) = {0}, Spec(P,) = {1,—1}. Azt is fontos megjegyezni, hogy barmely n mellett,
VA € Spec(P,) sajatértékre igaz, hogy —2 < A < 2.

2.3. Allitas. ®p (A\) = A\Pp_ (N — Dp_,(N)

Bizonyitds. Fejtsiik ki a (A — Ap,) determindnsat az elsé oszlop szerint.

A -1 0 0 0 0
“1 A -1 0 0 0
0 -1 A -1 0 0

Op, (\) =det(\[— Ap)=]0 0 —1 X 0 0=
0 A -1
0 0 0 1 A
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A
-1
0

0

-1 0
A1
-1 A

0

e}

A
-1

—1
A

A
-1

-1
A

Az elsé determindns megegyezik a (Al — Ap,_,) matrix determindnsdval. A mésodik

determindnst az elsé sora szerint kifejtve latjuk, hogy megegyezik az (Al — Ap,_o) métrix

determindnsaval:

-1
-1
0

0
A
—1

0
-1
A

A
-1

—1
A

Igy tehdt a kivant rekurzichoz jutottunk: ®p (A) = A®p _ (A) — Pp._(N).

O

Most adunk még egy bizonyitds P, sajatértékeire. Vizsgdljuk meg a rekurziét a ¢, (z) =

®p (27) helyettesitést hasznélva.
0n(2) = B, (20) = 20D, (20) — Dp,_,(20) = 2gu1 — Gu(20)

A g, (z) = 22¢,—1 — gn—2(x) a Csebisev-polinomok rekurziéja. Hatarozzuk az els6 par n-re a

qn(x) explicit alakjat.

n=1
G1(z) = ®p, (22) = 2z
n=>2
2z —1
go(2) = Bp, (22) = det(22] — Ap) = | — 4?1
-1 2z
n=3
2 -1 0
@3(7) = ®p,(22) = det(2x] — Ap,) = |—-1 22 —1| =82 —4x
0 -1 2z

Ezek pontosan a masodfaji Csebisev-polinomoknak felelnek meg. A P, graf spektruma tehét

megegyezik az U, (xr) masodfaji Csebisev-polinom gyokeinek kétszeresével. Fzekrsl bévebb
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informéaciét Prasolov kényvében taldlunk [10].

Un(z)
2

422 — 1
8x® — 4z

162* — 1222 + 1

322° — 3223 + 62

6425 — 80x* + 2422 — 1

12827 — 1922° + 802 — 8z

2562 — 1024”7 + 6722° — 160> + 10«

O 1 O O i W N B

2.1. tablazat. Az elsé 8 méasodfaju Csebisev-polinom

2.2. Csillaggrafok

Az n + 1 cstcesu K, ; teljes paros grafot csillaggrafnak nevezziik. Jelolése: .S,,.

2.4. Allitas. Egy n+1 csicsi S, csillaggrdf pontosan akkor egész spektrumi, ha n = k2,
ahol k € N.

Bizonyitds. Az 1.7. Példa szerint Spec(K,, 1) = {0", +/n} = Spec(S,), tehat sziikséges és
elégséges, hogy \/n egész legyen. [

2.3. Csillagszeri fak

2.5. Definicié (Csillagszerii fa). Egy n cstcst T, kormentes grafot csillagszerii fanak ne-

veziink, ha legfeljebb egy olyan cstcsa van, aminek a fokszama nagyobb, mint 2.

A definicié értelmében ez a csoport lefedi az elézéekben taglalt utgrafok és csillaggrafok
halmazat is. A csillagszert fak két osztalyba sorolhatéak. Ha egy csillagszerii fanak nincs
olyan cstcsa, aminek a fokszama nagyobb, mint kettd, akkor megfelel egy n hosszu utnak,
tehat 7,, = P,. Ha van egy olyan v csicsa, amire d(v) = m > 2, akkor T,, — v el6dll m darab

Ut unidjaként. Jelolje m; az ¢ cstucsbdl allo P; utak darabszamat:

n—3

Tn—v:UmiPZ-

i=1

2.6. Allitas. Legyen T,, # P, csillagszert fa. Az Ar, szomszédsdgi mdtriznak —1+ Mok 1,
multiplicitdssal sajatértéke a 0, kivétel, ha Y mari1 = 0, ebben az esetben a multiplicitds 1.
Ugyanennek a matriznak —1 4+ > mgrro mulliplicitdssal sajatértéke az 1, amennyiben ez
nem —1-et ad eredményiil. Ha —1 4 > mgpro = —1, akkor az 1 egyszeres sajatérték, ha

Y maky1 = 1, és nem sajatérték, ha Y mgri1 # 1.
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Bizonyitds. Az allitas els6 felét bizonyitjuk. Haszndljuk az 1.20. Tételt. A 0 multipli-
citdsanak szamolasahoz, azt a legnagyobb indexti a; egyiitthatot kell megtalalnunk, ami nem
0. Ekkor a multiplicitas n — i. Mivel a grafunk kormentes, ez azt jelenti, hogy a legnagyobb
olyan ¢ szamot keressiik, amire létezik 7),-nek 7 elemli maximalis parositasa.

Ha a T,, — v paros hosszu utak és t # 0 paratlan hosszu 1t unidja, akkor a maximalis
elemszamu parositds n —t + 1 csucsot fed, ami azt jelenti, hogy Vi > n —¢t+1: a; = 0,
an_11 # 0. Ha a T, — v graf paros hosszu utak uniéja, akkor n paratlan és létezik olyan
parositas, ami pontosan egy csucsot nem fed, tehat a,, = 0,a,_1 # 0.

Ha t =Y moriq # 0, a 0 sajatérték multiplicitdsa n — (n —t+ 1) = —1 4+ > mox, 1. Ha
T,, — v paros hosszu utak unidja, a 0 multiplicitdsa n — (n — 1) = 1. Ezzel az allités elso felét
belattuk. Az allitas masodik fele szintén az 1.20. Tétel kdvetkezménye [5].

O

2.7. Tétel. [5] Egy T, csillagszeri fa pontosan akkor egész spektrumi grdf, ha megegyezik a
kovetkezd grdfok valamelyikével:

(i) T, = Ky

(1) T, —v=Fk*P,k e N

(iii) T,, — v = (k* + 2k) P,k € N

Bizonyitds. Els6 1épésben lassuk be, hogy ezek a grafok valoban egész spektrumuak:

(i) Ez az egy cstcsbdl allé graf: Spec(K;) = 0.

(ii) A v cstcs, és a beldle futéd élek torlésével izolalt cstucsokat kapunk, tehat ezek a 2.4.
Allit4s szerint pontosan az egész spektrumu csillaggrafoknak felelnek meg: 7T, = 5,,.

(i) Hasznaljuk a 2.6. Allitast. —1 + S mopsy = —1, tehat a 0 multiplicitdsa 1. Az 1
multiplicitdsa —1 + > mgpo = k? + 2k — 1. Az 1.20 Tétel miatt a —1 is k* + 2k — 1
multiplicitdsi. A grafnak 2(k* + 2k) + 1 csticsa van, igy mar csak két sajatérték hidnyzik a
spektrum meghatarozésahoz, amelyek egymas —1-szeresei, szintén az 1.21. Tétel miatt. Az
1.4. Megjegyzés modszerével konnyen ellendrizheto, hogy a k + 1 sajatértéke lesz Ap -nek.
frjuk a v csucsra a k? +1 értéket, a kétfokd csicsokra a k + 1-et, a levelekre pedig 1-et. Ekkor
teljesiil minden csticsra, hogy a rairt érték k+ 1-szerese megegyezik a szomszédaira irt értékek
osszegével, tehat a k + 1 valéban sajatérték. Ezzel a teljes spektrumot meghataroztuk, ami
valéban csak egész szdmokat tartalmaz: Spec(T,) = {£(k + 1)',0", £17 21},

Masodik 1épésként belatjuk, hogy nem létezik més egész spektrumu csillagszerti fa. A
2.2. Allitas értelmében, azok a csillagszerii fak koziil melyeknek nincs olyan csiucsa, aminek a
fokszama nagyobb, mint 2, csak a P; és a P, lehet egész spektrumi. A P; megfelel K;-nek, a
P pedig része a masodik osztalynak £ = 1-re. Ezutan tehat elegendd azokkal a csillagszerti
fakkal foglalkoznunk, melyek nem utgrafok.

Tegyiik fel, hogy egy T, szomszédsigi matrixanak van egy A\ > 2 sajatértéke. Az 1.19.

Tétel értelmében ez csak egyszeres sajatérték lehet, mivel a T, — v tutgrafok unidja, igy a
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spektrumaban csak kettonél kisebb értékek lehetnek. Ez azt is jelenti, hogy ha T, egész
spektrumu graf, akkor a 0-n és a +1-en kiviil csak két kiillonbozo sajatérték lehet, amik a
paros grafok spektrumanak szimmetridja miatt egymas —1-szeresei. Vegyiink a T, grafban
egy a vy csucshol v-be vezetd k + 1 cstcesbol allé utat: vy, ve, ..., vk, v, ahol vy levél. Lgyen x
egy A-hoz tartozo sajatvektor. A v;-nek megfelel6 koordinatajat jelolje z; minden 1 <4 < k-

re, a v csucsnak megfelel6 koordinata legyen xy. 1. Teljestilnie kell annak, hogy
)\1}1 = T2

\V/1§2Sk3 )\xi:xi—l"f_xi—l—l

A 2.3. Allitas szerint
®p,,,(A) = APp, (A) — Pp,_, (M)

Bp (N) = A

gy az vy =1, V2 < i < k+1: 2, = ®p_,(N) értékek kielégitik az egyenleteinket. A v
csucsnak viszont még vannak egyéb szomszédjai, ezért normaljuk az értékeket @ p, (\)-val.
op () Pp (V)

B )

(l’l, o, ..., Tk, .,,Uk-+1) = (1

Eszerint kiszamolhato x-nek minden koordindtaja.
A v-nek megfelelé koordinata A-szorosanak is meg kell egyeznie a v szomszédainak meg-

felel6 koordinatak osszegével:
-3
CI)13'—1 ()‘)
A= m;—————

A bizonyitds befejezése a 2.6. Allitds felhasznélésaval torténik esetszétvalasztéssal. Je-
gyezzik meg, hogy az 1 sajatérték multiplicitasa minden esetben megegyezik —1-gyel, és a
+ )\ egyszeres sajatérték.

1. eset: —1+ > mopyy = —16s =1+ > mgrso = —1. Ekkor T,,-nek legfeljebb 5 csiicsa
van, és T,, — v minden utja legaldbb 4 hosszu. Ilyen csillagszer(i graf nincs.

2. eset: =1+ > mogy1 = —16s =1+ > magpie # —1. Ekkor a T), csicsainak szama

n = 2(—1+Zm3k+2) +3= 2Zm3k+2+1

Ez csak ugy teljesiilhet, ha a T}, — v kizardlag P, utak unidja: T,, — v = mo ;. Hasznaljuk a
A-ra felirt egyenletet:
Dp (M) A

mg(I)PQ(A) mg)\2_1 :>\/_ Mo +
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Ahhoz, hogy X\ egész legyen, sziikséges, hogy mo + 1 négyzetszam legyen, igy ez az eset pont
a (iil) gréfjait adja.

3. eset: —14> mogy1 # —1, —=14+> magro = —16s > mapyy = 1. Ekkor a T), csticsainak
szdma: n = Y mokr1 + 3. Ennek egyetlen megoldésa az lehetne, ha T,, —v = P, | Ps = B,
tehat ez az eset sem vezet megoldashoz.

4. eset: —1 4> mopyr # —1, =1+ mgrso = —1 6s > magrr1 # 1. Ekkor a csicsok
szdma: Yy  mors1 + 1, ami csak az S, csillaggrafokra teljesiilhet, amik a (ii) gréfjai.

5. eset: —1 4+ > mogpy1 # —1 és —1 + > mgrio # —1. A csicsok szaméra teljestil
n>—14+> mopi1+ 2> makie, igy ez az eset nem ad megoldést.

Ezzel megtalaltuk az Osszes egész spektrumu csillagszer fat. [

2.4. Tetszolegesen nagy atméroji, egész spektrumu fak

Az egész spektrumu grafok témakorének egy 1979-ben feltett nagy kérdése volt, hogy mi-
lyen dtmérokre 1étezik egész spektrumu fa, majd 2010-ben Csikvari Péter bizonyitotta, hogy
létezik tetszdlegesen nagy paros atmérdji, egész spektrumi fa [6]. Ezelétt a legnagyobb
atmér6, amire ismertek egész spektrumu fat a 10 volt. Két évvel késobb E. Ghorbani, A.
Mohammadian és B. Tayfeh-Rezaie adtak konstrukciot tetszélegesen nagy paratlan atmérsja,

egész spektrumu fékra [7]. A kovetkezékben Csikvéri konstrukcidjat ismertetjiik.

2.8. Tétel. Legyen S eqy tetszoleges pozitiv egész szamokat tartalmazo halmaz. Ekkor létezik
olyan G egész spektrumi fa, amelyre {\ : A € Spec(G),\ >0} = S. Ha S # {1}, akkor a G

dtmérdje 2|5)|.

Bizonyitds. Elészor rekurzivan megadjuk grafok egy csalddjat, amelyek késobb a megfeleld
paraméterrel egész spektrumu fakat adnak.

Jeloljon T; = (A;_1, A;) egy paros grafot A;_q és A; szinosztallyal. Legyenek ry,79,... 71 €
Zt, és T(r1), To(r1,r2), ..., T(r1, o, . .., 17x) fak, amelyek kielégitik a kovetkezd rekurziot.
Tegyiik fel, hogy a T;(r1,72,...,7;) = (A;_1, A;) graf mar definidlt, ekkor legyen a kdvetkezo
grafunk Ty q(ry,re, ..., m41) = (Ai, Air1), amelyet a T;(rq,79,...,7;) grafbdl dgy kapunk,
hogy az A; szinosztaly minden cstcsat 6sszekotjiik r; 1 1j csicesal, amelyek fokszdama legyen
egy. Tehat felvesziink ;1| A;| 4j csticsot. Ekkor A; nem valtozik, és |A; 11| = |Ai—1|+ 71| Ai]-
A kezdéértékek legyenek a kovetkezdk: |Ag| = 1,]A;| = ri. Tehat T,, az r; + 1 cstcsu csil-
laggraf: Ti(r1) = (Ao, A1) = S,
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Ti(r1,7r2, ..., Tig1)

E(TDTQJ CC ,7’2')

A bizonyitds azon alapszik, hogy beldtjuk, hogy a T;(ry,79,...,7;) graf spektruméban
pontosan a o=/7;, £/1; + ri1, £/ri F i Frisg, .o, BT+ -+ 11,0 értékek szerepel-

nek. Ebbdl méar kénnyen tudunk egész spektrumu grafokat konstrudlni.

El6szor lassunk be egy lemmat. Vezessiink be két jelolést. Jelolje Ng(A > 0) egy G graf

spektrumédnak multiplicitdssal vett pozitiv elemeinek szamat, és Ng(A = t) a t sajatérték
multiplicitasat.
2.9. Lemma. Legyenek G = T; 1(r1,r9,...,ri_1) €s G' = T;(r1,79,...,1;) grafok. Legyen
A > \/r; eqy m-szeres multiplicitdsi sajdtértéke Agi-nek. Ekkor Ag-nek szintén m-szeres
sajdtértéke /N2 — r;. Ezeken kiviil Agr-nek (|Ai_1|— Na(\ > 0)) multiplicitdssal sajdtértéke
+. /1, illetve (|A;i—a| + (ri — 1)|A;_1]) multiplicitdssal a 0. Mds sajatértéke nincs Agr-nek.

Bizonyitdas. Az 1.21. Tétel értelmében G és G’ spektruma is szimmetrikus, igy elég a pozitiv
sajatértékeket vizsgalnunk. Legyen x' egy A-hoz tartozé sajatvektor: Aqgx’ = Ax'. Jeldlje
Wit, Wy, . . ., W), €gy v; € A;_1 csics 1j szomszédait G’ konstrualasakor. Az 1.4. Megjegyzés

értelmében minden x’(w,j)-ra, ahol 1 <k < r;:
X' (vj) = Ax'(wjr)

A #0, igy

X (wj1) =X (wje) = -+ = x'(wy,)
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Ugyanigy igazak, a kovetkezok is, Vv, € A;_1, Yuy, € A;_o csicsra:

X' (v)) = Z x'(ug) + rix'(wn)

(viug)€G(E)

X (up) E x'(vp)

UpVp

Az x'(vj) = MxX/(wji) egyenléség miatt frhatjuk:

Nx(wn) = Y x(ug) +rix(wn)

(viug)€G(E)

Ax' (up,) Z)\X Wp1)

Az egyenleteinket tovabb alakitva kapjuk (ugyancsak kihasznélva, hogy A\ # 0):

\/ —7“@\/)\ —rx' (wp) Z X' (ug)

(viug)€G(E)

N —rix!(up) = Z mX’(wp1>

UpVp

Azt kaptuk tehdt, hogy egy x € RIAi—2lHl4i—1l yektor, amelynek értéke minden v, € A;_4
csticsnak megfeleld koordinatan /A2 — r;x’ (wp1), és minden wu, € A; 5 csicsnak megfeleld
koordinatén x(uy) = x’(uy,), sajatvektora Ag-nek v/ A2 — r; sajatértékkel. Az x vektor konst-
rukcidja lévén az is teljesiil, hogy ha az Ag matrix A sajatértékhez tartozo sajatvektorainak
fiiggetlen rendszerét vessziik, az azokbodl eldallitott sajatvektorai Ag-nek szintén fiiggetlenek
lesznek. Az eldallitas forditva is miikodik: vegyiik Ag-nek egy x sajatvektorat u sajatértékkel.
Ekkor a fenti egyenletek alapjan eldallithaté beldle egy x’ sajatvektora Ag-nek \/m
sajatértékkel. Tehat teljesiil, hogy ha A m-szeres multiplicitasi sajatértéke Ag-nek, akkor
VA2 —r; is m-szeres sajatértéke Ag-nek.

A szomszédsagi matrix szimmetridja miatt csak valds sajatértékei lehetnek G-nek és G'-
nek is, igy A < /r; sajatértéke nem lehet G'-nek. fgy mar csak a 0 és a /r; sajatértékek
fordulhatnak el6.

Minden egyszerti H graf esetében (A% )., megadja az u-bél v-be mend k hosszi sétak
szamat. Ez alapjan a szomszédsagi matrix négyzetének nyoma megadja a ketté hosszu
zart sétak szdmat, ami megegyezik az élek szamanak kétszeresével. Ugyanakkor egy matrix

hatvanyanak a nyoma szdamolhaté a sajatértékeibol:

AH(E) = Y (AR)w=tr(Ah)= > X

veH(V) Ai€Spec(H)

23



Ha H péros graf, a spektrum szimmetriaja miatt irhato:

HE)= > N

Ai>0,A\;€Spec(H)

Ennek segitségével szdmolhatjuk a /r; sajatérték multiplicitdsét:

|G/(E)| = |G(E)| +ri|Aia| = Z )\? = Z )\12' +riNer (A = /1i) =

Aj>0,A; ESpec(G') v/ Aj—r;€Spec(G)

= ST (4 r) +riNe(A = Vi) = [GE)| + ri(Na(A > 0) + Nev(A = /7))

>0, €Spec(Q)

Nor(A = /) = [Aia| = Ne(A > 0)

Végiil a 0 multiplicitasa szamolhatd, mint a csicsok szaméanak és a nem nulla sajatértékek

szamanak kiilonbsége:
|G/(V)| - ’AZ'_2| + (7‘7; + ]-)lAz—l| - NG/()\ - O) + 2NG1<)\ > O) -

= Ng(A=0)+2(Ng(A > 0) + Nev (A = /1))
Hasznalva a ,/r; multiplicitdsdra beldtott egyenlséget:

2(Na(A > 0) + Nor(A = /7)) = 2| Asi|

Ner(A=0) = |Aio| + (ri + )| Ai1| = 2[Aia| = [Aia| + (ri — 1)]Ai4|
]

A rekurziv grafcsaladunk vizsgalatahoz definialjunk egy tobbvaltozés polinomosztalyt:

Q-1=0
Qo =1
Ql(xl) =T
Qi(SCl, T2, . .. ;%’) = Jiz‘Qiq(%l, T2, . .. ;%’4) + Qiﬂ(l’b T, ... 71‘@72)
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i | Qi(xy, 20, .., 1)

-11]0

0 |1

1 T

2 | xox1 +1

3 | x3T9x1 + T3 + 21

4 | 24037271 + 4T3 + T4T1 + Tow1 + 1

O | T5XT3T2X1 + T5TaT3 + T5TaT1 + T5Tol1 + Ty + T3TaX1 + T3 + T4

2.2. tablazat. A polinomosztaly elso 7 tagja

Most belatunk egy lemmat, ami megadja a kapcsolatot a grafcsaladunk és a polinom-

osztaly kozott.

2.10. Lemma. Legyen T;(r1,72,...,1;) = (A1, Ai) a fenti konstrukcid szerinti pdros grif.
EkkOT |Ai_1| = Qi_l(rl,’f’g, .. ,T’Z'_l), |Az| = Qi(’f’l, Ty ... ;Ti)~

Bizonyitds. A bizonyitas ¢ szerinti indukciéval torténik.
1=1:
Ti(r1) = (Ao, A1)

[ Aol =1 = Qo
’A1’ =T = Ql(?"l)
Tegyiik fel, hogy n = ¢ — 1-re teljestl:

Tioa(r1,m2, .y ric1) = (Aico, Aiq)

|Ai—2| = Qz’—2(7‘1, ro,... 77“1‘—2)
|A¢—1| = Qi—l(rla ro,... ,7”1'—1)

Ekkor n = i-re is teljestil:
Ti(ri,ray .o oymi) = (Aisa, Ay)

|Ai—1| = Qi(ThTQa cen ,Ti—1)
|A;| = |Aizo| + 1| Aisa]| = Qia(r1, 72, o 1im2) +1iQica (1,72, .., 1) =

— Qi(Tl,TQ, o 7Ti)

Most mar ratérhetiink a T;(ry, 72, ..., 7;) graf spektrumanak pontos meghatédrozasahoz.
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2.11. Lemma. A T;(ry,re,...,r;) grifnak a spektrumdt pontosan a kévetkezd értékek adjdk:

j:\/T_i,:i:\/Ti—FT’i_l,:l:\/T’i +TZ'_1 +Ti_2,...,:|:\/7‘i + . +T1,0

A 0 multiplicitdsa:

Qi(rl,TQ,-~,7"i)—Q¢—1(T1,7‘27--~7T1‘—1)7

a tobby x=\/r; + iy + -+ 15 alaki sajatérték multiplicitdsa pedig VO < j < i-re:

Qj,1<7"1, T9, ... ,T'jfl) — ijz(rl, To,... ,T'jfg).

Bizonyitds. A bizonyitas itt is ¢ szerinti indukcioval torténik.
1=1:
Tl(Tl) = Sl = Sp@C<T1(T’1)) = {0|r1|—17 :t\/T_l}
Qi(r1) —Qo=r—1
Qo—Q1=1

Tegyiik fel, hogy n = i — 1-re is teljesiil az allitas. Belatjuk, hogy ekkor n = i-re is teljestl.
Alkalmazzuk a 2.11. Lemmat: G = T, 1(ri,79,...,15-1), G = Ti(r1,79,...,1;). Ekkor a

Ti(r1,79,...,7;) spektruménak elemei multiplicitdsok nélkiil:

{0y u{tv/p?+ri:pe Spec(Ti—a(r1,re, ... 1i1))} =

={EVr, =Vri+ri, 2o F i, BV 41,0}

Ugyancsak a 2.11. Lemmat, illetve a 2.9. Lemmat és a 2.10. Lemmat hasznalva megkapjuk

a multiplicitasokat is. A 0 multiplicitdsa:
Ner(A=0) = |Aio| + (ri = 1)[Aia| =

= Qi—2(r1,m2y .y 1i0) + (1 = 1)Qi—1(r1,re, ..y Ti1) =

= Qi(ﬁﬂb, . ﬂ”i) - Qi—1(7"177“27 cee J’i—l)

A £/ri + 11+ -+ r; alaku sajatértékek multiplicitasa V1 < j < i-re:

NG/<)\::|:\/T’1'+7’Z',1+"'+TJ'):Ng(/\::E\/Ti,1+ri,2+“'+7’j) =

= Qj1(r1,72, ., m51) — Qja(r1, 7, Tj2)
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Végiil a /r; multiplicitasa:

Ngr(A = /1)) = |Ai-1] = Ng(A > 0) =

= Qz’—l(ﬁ, T2, .. ,7"2‘—1) - [Qi—2(7“1, T2,. .. 7Ti—2) - Qz’—3(7“1, T2, ... ,7”2‘—3)]—
—[Qi—s(ri,ro, ... 1i3) — Qi—al(ry,ro, ...y 1) — .. — (Qo — Q1) =
= Qi 1(r1,72, -, 1mi1) — Qia(r1, 72, Ti2)
O]
Most vizsgaljuk meg a T;(r1, 72, . .., r;)graf atmérdjét.
2.12. Lemma. Ha ry > 2, akkor a Ti(ry,ra,...,1;) graf dtmérdje pontosan 2i.

Bizonyitds. Legyen T;(r1,79,...,7;) = (Ai_1, A;). Beldtjuk i szerinti indukciéval, hogy r1 > 2
esetén mindig van az A; részgrafban két olyan cstcs, amelyek tavolsaga 2i.

i = 1-re teljesiil, hiszen ekkor T’ (ry) = (Ao, A1), |A1| > 1 és barmelyik két A;-beli csiics
tavolsaga 2.

Tegyiik fel, hogy n = i-re teljesiil, tehat a T;(ry,79,...,7;) = (A;i_1, A;) esetben létezik, 2
csucs az A; részgrafban, amelyek tavolsaga 2.

A Tiq(ry,re, ..., my1) grafot tgy kapjuk, hogy minden A;-beli cstcsot 6sszekotiink 741
1j csuccsal, igy ha A;-ben volt két olyan csics melyek tavolsdga 2i, akkor a koztik 1évé utat
mindkét végén meg tudjuk hosszabbitani egy-egy éllel, és talalunk két olyan csticsot A;,1-ben

amelyek tavolsdga 2(i + 1). O

Most méar minden eszkoziink megvan a tétel bizonyitasahoz. Legyen S egy tetszoleges

pozitiv egész szamokat tartalmazo, k elemii halmaz:
S ={ni,ng,...,np}, n <ng < - <my, Vn; € Z"

Ekkor a 2.11. Lemma szerint a kovetkezd graf spektruménak pozitiv elemeinek halmaza

megegyezik az S halmazzal.

— _ 2 _ 2 2 2 2 _ 2 2
G =Ti(ry,r2, - i) = Ti(ng — iy, niy — g9, - 0y — 1y, 1)

{AN: X e Spec(G),A >0} = {ny,na,...,nxt =95
A 2.12. Lemma szerint G atméréje pedig pontosan 2k = 2|S|. O

Nézziink egy példat, hogy egy konkrét S halmazra milyen paraméterei lesznek a konstrudlt

grafnak.
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2.13. Példa. S = {2,3,5,7}

G = Ty(24,16,5,4)

IG(V)] = Q3(24,16,5) 4 Q4(24,16,5,4) = 10130

Spec(G) _ {_71 _ 523 3361 _ 91564 (16232 91564 3361 523 71}
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3. fejezet
Regularis grafok

A kovetkez6 a fejezetben az egész spektrumu regularis grafok témakorébol ismertetiink péar

eredményt.

3.1. Lemma. Legyen G eqy d dtmérdyi, osszefiiggo graf, a spektrumdban s kilonbozo értékkel.

Ekkor teljesul, hogy d < s.

Bizonyitds. Az Ag matrix diagonizalhato, ezért a minimalpolinomja gyoktényezok szorzatéara

bomlik, és minden gyoke egyszeres:

S

mag(a) = [[(x—A)

i=1
Az Ag gyoke a minimalpolinomnak:

mag(Ac) = [[(Ac = AI) = 0= A5 =0
i=1
Az (Af)i; az i csicesbdl j csicesba mend k hosszi utak szdmdt adja, tehat ha s < d, akkor
Ju,v € G(V) 1 (AL)uw # 0, tehat szitkségszertien d < s. O

3.2. Megjegyzés. Az 1.5. Megjegyzés értelmében, egy p-regularis G graf Ag szomszédsagi
matrixanak minden \; sajatértékére igaz, hogy —p < \; < p. Eszerint egy p-regularis egész
spektrumu grafnak legfeljebb 2p + 1 kiilonb6z6 sajatértéke lehet, igy az elozé tétel miatt az
atmérdje legfeljebb 2p.

3.3. Megjegyzés. Egy p-regularis G grafnak p mindig sajatértéke, mivel a (1,1,,1,...,1)7

vektor sajatvektora Ag-nek.

3.4. Allitas. Eqgy p-requldris G grdf spektrumaban a p érték multiplicitdsa megegyezik G

komponenseinek szamdval [11].
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3.5. Definicié (Sugar). Egy graf sugardanak nevezziik azt a legkisebb r tavolsdgot, amire

létezik G-nek olyan csicsa, amelytol barmelyik mas csics legfeljebb r tavolsdgra van. Jelolése:

rad(Q).

3.6. Lemma. [14] Legyen G eqy dsszefiiggd n csicsi p-reqularis paros grdf, amelynek sugara

r. Ekkor a csicsok szdmdra teljestil:

20p —1)" —2

n <
= p—2

Bizonyitds. Jelolje d(u,v) az u és v csticsok tévolsdgat és Ni(u) a u cstucstél pontosan k
tavolsagra 16v6 cstucsok halmazét: Ni(u) = {v € G(V) : d(u,v) = k}. Legyen u egy olyan
csucs, amelyre barmely mésik cstcs legfeljebb r tavolsagra van.

El8szor beldtjuk, hogy minden 0 < k < r—1 esetében | Ny (u)| < p(p—1)*~!. Hasznaljunk
r szerinti indukeiét. |No(u)| = 1, |[N1(u)| = p. Tegyiik fel, hogy n = r —2-re teljesiil az allitas.
Az N,_1(u) halmazban csak olyan csicsok lehetnek, melyek szomszédosak valamelyik N, _o(u)
halmazbeli cstcesal, és minden N, _5(u) halmazbeli csicsnak legfeljebb p— 1 szomszédja lehet
az N,_1(u) halmazban, igy |N,_1(u)| < (p — 1)|N,_o(u)] < p(p — 1)772.

A G péros gréf, igy az N,.(u) halmaz elemei k6z6tt nem fut él, tehat ezen halmaz &sszes
csicsanak van p darab N,_j(u) halmazbeli szomszédja, ezért |N,(u)| < %%U]Nr,l(uﬂ <
(p—1)

Osszegezve kapjuk:

2(p—1)" =2

r—1
n<p+y pp-D""+ (-1 = -
k=2

]

3.7. Megjegyzés. Az egész spektrumi regularis grafok keresésére gyakran hasznalt modszer
a tenzorszorzat alkalmazasa. Legyen G egy Osszefiiggd, p-regularis nem paros graf. Ekkor a
G ® K, szintén p-reguléris, 0sszefiiggo és az 1.14. Allit4s értelmében egész spektrum, hiszen
Spec(Ksy) = {1,—1}. Ugyanakkor ez a graf mar paros. Ha G egy Osszefiiggd, p-regularis,
paros graf, akkor G ® Ky = GUG.

Ez tehat azt jelenti, hogy elég meghatarozni a paros, regularis, egész spektrumu grafokat,

ezek dekompoziciéjabol megkaphatjuk a nem péarosakat is.

A 3.2.Lemma, 3.5. Lemma és a 3.6 Megjegyzés kovetkezményeképp kapjuk a kovetkezo
tételt.

3.8. Tétel. [2] Rigzitett r-re az r-requldris egész spektrumi grafok szdma véges.

Most megnézziik par konkrét p-re az egész spektrumu, p-reguléaris grafokat.
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Az 1.6. Példandl mér lattuk, hogy a K, teljes grafok, azaz az n — 1-reguldris grafok
spektruma minden n-re egész.

Az 0Osszefiiggd 2-reguléris grafok megfelelnek a korgrafoknak, ezek spektrumat is lattuk
mér a 2.1. Allitdsndl: Spec(C,) = {2 cosZL : j = 1,...,n}. Ez alapjan a kovetkezd

korgrafok egész spektrumuak.

C’n‘Spec(Cn)
Cs | {-1,1,2}
Oy | {=2,0,0,2}
Cs | {-2,-1,-1,1,1,2}

3.1. tablazat. Az egész spektrumu korgrafok

3.1. 3-regularis grafok

Az egész spektrumu grafok els6 fontos eredménye a 3-regularis grafokhoz kapcsolédik. 1976-
ban D. Cvetkovi¢ és F. C. Bussemaker, illetve t6liik fliggetlentil A. J. Schwenk is publikalta

a kovetkezo eredményt.
3.9. Tétel. [13], [3] Pontosan 13 dsszefiiggd, 3-requldris egész spektrumai graf létezik.

A egész spektrumu 3-regularis grafok spektrumaban a 0,£1 4+ 2, £3 értékek szerepelhet-
nek. D. Cvetkovi¢ és F. C. Bussemaker ezen értékek lehetséges multiplicitasat probaltak

meghatarozni, mig Schwenk bizonyitasanak alapjat az 3.7. Megjegyzésben leirtak adjak.

G Spec(G)
G1=Ks3 {£3,0%}

Gy = Ky x Ky x K, {43, +13}
G3(Tutte’s 8-cage) {+3,+27,0'0}
Gi=Gro® Ky =G ®Ky | {£3,4£2% +1°)
Gs (43,424, +15)
Ge (43,42, +12,0%)
Gr=Ky x Cg=Gpa® Ky | {£3,£22 £1,0}
Gy = Gis @ Ko (43,425 £13 0%
Go = K, (1,3}
G1o(Petersen-graf) {-21,1°3}
Gy (=28, -12,1%,2,3)
G = Ky X K; {—22,02, 1,3}
Gis (23, -13,0%,23, 3}

3.2. tablazat. Az egész spektrumu 3-regularis grafok spektruma

A 13 graf koziil az elsé 8 paros graf, a maradék ezek dekompoziciéjabol megkaphaté.
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3.10. Példa. Lassunk koziilik két példat.

G7I G4i

3.2. 4-regularis grafok
3.11. Allitas. Ha G eqy J-requldris egész spektrumii grdf, akkor |G(V)] < 6560.

Bizonyitds. G-nek legfeljebb 9 kiilonbozo sajatértéke lehet, ezért a 3.1. Lemma miatt az

atméréje legfeljebb 8, igy a sugara is. A 3.6. Lemmat hasznélva kapjuk a becslést.

2.3%5 2
G(V)] = =5 = 6360

]

A reguléris paros grafok csicsainak szama paros, igy minden G 4-regularis, Osszefliggo
paros graf spektruma felirhatd, mint Spec(G) = {+4, £3%, +2¥, +1% 0?“}, z,y, 2, w € Z.

3.12. Lemma. Legyen G eqy 4-requldris, egész spektrumi pdaros grdf, |G(V)| = 2n. Jeldlje q
a néqyszogek, h a hatszogek szamat G-ben. Ekkor x,y, z,w,n kielégitik a kovetkezo diofantoszi

egyenletrendszert:
1
§ZA§:1+x+y+z+w=n
%Z)\?:16+9x+4y+224n
%Z)\;‘f:256+81x—|—16y+z:28n—|—4q

1
5ZA?:4096+729:c+64y+z:232n+72q+6h

A fenti lemmat D. Cvetkovi¢, S. Simié¢ és D. Stevanovi¢ bizonyitotta, segitségével 1888

lehetséges spektrumot taldltak [14].

32



4. fejezet

Az n csucsu egész spektrumu grafok

szamanak becslése

Vildgos, hogy az egész spektrumu grafok szama végtelen. A tenzorszorzat, illetve Descartes-
szorzat alkalmazasaval, vagy akar a 2. fejezetben latott konstrukcié szerint konnyen meg is
tudunk adni tetszolegesen nagy, egész spektrumu grafokat. Felmeril a kérdés, mennyi az n
csucsu egész spektrumu grafok szama? Ebben a fejezetben erre adunk egy felsé becslést.

Az egyszerliség kedvéért, most csicscimkézett grafokat vizsgalunk, mivel ez a becslésiinket
nem befolyasolja, és ebben az esetben egyértelmii megfeleltetés van az n csicsu grafok és a
{0, 1}™*™ szimmetrikus métrixok kozott, amelyek féatléjaban csupa nulla all.

Legyen .7, az n csicsu grafok szomszédsdgi matrixainak halmaza, ennek szamossaga

|ty | = 95 Jelolje egy Ag € o, szomszédsagi matrix i-edik legnagyobb sajatértékét ;.

El6szor kimondunk két tételt bizonyitas nélkil.

4.1. Tétel. [12] Legyen A egyenletesen vdlasztva <,-bdl. Ekkor minden \; € Spec(Ag),
ANi # A\ ésce R c>1 -re teljesil kelléen nagy n-re

1
P(—\/ﬁc</\i<\/ﬁc)>1—ﬁ

4.2. Tétel. [8] Jelolje M; az {\; € Spec(Ag) : Ag € ,} halmaz medidnjdt. Legyen Ag

egyenletesen vdlasztva <7,-bdl. Ekkor

P (A — M| > t) < de 0/
Aecaly,

ahol r = min{i,n — i+ 1}.

Most mar ratérhetiink a becslésre. Jelolje .7, C 4, az n csticsd egész spektrumu grafok

halmazat.
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4.3. Tétel. Kelloen nagy n-re

n(n—1)/2—n/400 __ |”Q{n|
’jn| <2 o 9n/400

Bizonyitds. Legyen \; # A\ egy Ag € <7, matrix sajatértéke. Hasznaljuk a 4.1. Tételt
¢ = 3re:

3 3 1

Az 1.5. Megjegyzés értelmében az Ag szomszédsagi matrix sajatértékeire teljesiil, hogy

n>M\N2>M>---2> N\, > —n, ezért irhaté:
3 1
Ezek alapjan a \; varhato értékére teljestl:

13 1
E[\] < (1—W>§\/ﬁ+ﬁn<2\/ﬁ

11\3 1

Most beldtjuk, hogy |M;| < 6+4/n. Tegyiik, fel hogy |M;| > 6y/n, és hasznédljuk a 4.1.

Tételt ugyancsak ¢ = %—re.

Ha n > 1, akkor %\/ﬁ —n~? > 2y/n, tehat ellentmondashoz jutottunk. Ezzel belattuk, hogy
M; < 6+4/n. Ugyanigy belathatd, hogy M; > —6/n.
Hasznéljuk a 4.2. Tételt ¢ = 2-re.

P ()\2>7\/E)IAGIEM ()\2—6\/%>\/H)SAGHGDW()\2—M2>\/E)S4€7"/32

A€y

Hasonléan teljestil, hogy
P (A < —7v/n) < 4e /3

Ag€Ealy,

Osszegezve a kapott eredményeket

P (=7vn <X\ <7y/n) >1—8e /32

Ag €y,

Ez at jelenti, hogy azon n csicsu grafoknak a szama melyek spektrumaban van legalabb két
olyan A érték, melyekre |\| > 7+/n legfeljebb 2n(n—1)/28¢=n/32,

A bizonyitas folytatdasdhoz belatunk egy lemmat.
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4.4. Lemma. Jelolje Ny(n,m) azoknak az n x n dimenzids szomszédsagi matrizoknak a

szamat, amelyeknek a \ sajdatértéke legaldbb m-szeres multiplicitdssal.

Wy < ()

m

Bizonyitds. Jelolje egy B € R™™ matrixnak By, . ;) azt a négyzetes részmétrixat, ami az
i1,...,1 index® sorok és oszlopok torlésével keletkezik. Legyen A\ egy m-szeres sajatértéke
egy Ag szomszédsdgi matrixnak. Az, hogy a A multiplicitdsa m, azt jelenti, hogy a (A — Ag)
magterének dimenzidja m, igy a rangja (Al — Ag) = n—m. Ez azt jelenti, hogy létezik nem
szingularis (Al — Aq) i, ....in} DéGyzetes részmatrixa (A — Ag)-nek, és az Osszes ennél nagyobb
dimenziéji (M — Aq)yi,,..i) Tészmatrixa szinguldris. Legyen M = (A — Ag)qi,,..i,) Dem
szingularis. Jelolje S € RM=m)>n ¢ O € R™*("=™) g (A] — Ag) azon részmétrixait, amelyek
kozos elemei alkotjdk az M matrixot. Az M teljes rangu, igy az S 6sszes olyan oszlopat,
ami nem része M-nek, egyértelmiien megkapjuk, mint a M oszlopainak linearis kombinécidja.
Terjessziik ki ezeket a linedris kombindcidkat az O oszlopaira, ekkor a teljes (A —Ag) métrixot

megkapjuk. Tehat az S és O métrixok egyértelmiien meghatérozzédk (A — Ag)-t, igy az Ag

matrixot is. A métrix szimmetridja miatt ez Osszesen "("2_1) - m(rg_l) koordinatat jelent. A
{i1, ..., 4y} indexek (:1) modon allhatnak eld. Ugyanakkor ha vessziik az Osszes lehetséges
esetet, ahogy S és O eléallhatnak, akkor beleesnek azok az esetek is, amikor az S és O ko6zos
elemei altal alkotott matrix nem teljes rangi, amibél azt kapjuk, hogy r(A — Ag) < n —m,

tehat a A multiplicitdasa nagyobb, mint m. Ezzel a lemmat belattuk. ]

Térjiink vissza a tétel bizonyitasdhoz. Kellen nagy n esetén elegendo azokat a matrixokat
vizsgalnunk melyeknek a legnagyobbon kiviil az dsszes sajdtértékiik biztosan a [—7+/n, 7/n]
intervallumba esik. Ahhoz, hogy egy ilyen matrix Osszes sajatértéke egész szam legyen,
sziikséges, hogy legyen olyan sajatértéke melynek multiplicitdsa legalabb ¢ = {14’:%;”1“}
Hasznélva 4.4. Lemmat kapjuk a kovetkezo becslést:

> Nnt) < (14\/ﬁ+1)(7;)2’“’2”t“2”
—Ty/n<A<TYn

Ahhoz, hogy a becslésbol belassuk a tétel allitasat, lényegében csak a binomialis egyiitt-
hatét kell feliilrl becsiilniink 2¢"-nel, mert a 2t¢~1/2_t feliilrél becsiilhetjiik 2/4°0-zal (itt azt

hasznéljuk, hogy 400 > 2 - 142 = 396). De:

Vnlogn < enlog?2
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és ez ekvivalens azzal, hogy
logn < dv/n

ami viszont barmilyen pozitiv ¢ konstansra teljesiil, ha n elég nagy.
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