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1. Bevezetés

A dolgozat témdja néhany konszenzusos rangsoroldsi feladat: Adott versenyzdk egy hal-
maza és bir6k egy halmaza. Minden bir6 feldllit egy szigort rangsort a versenyzok ko-
zott, és a feladatunk egy k6zos rangsor meghatarozasa, amely valamilyen szempontbdl j61
Osszesiti az egyes birdk preferencidit.

Mir a 18. szazadban Nicolas de Condorcet €s Jean-Charles de Borda francia matemati-
kusok foglalkoztak a témdval [10, 14, 17, 26]. Borda javaslata egy pontozdsos mddszer,
amely sordn minden biré hozzarendel minden versenyz6h6z annyi pontot, ahdnyan a sor-
rendben az adott versenyzd mogott végeztek. A kiillonbozd birdktél kapott pontokat 6ssze-
adjuk, és a kapott pontszdmok szerint csokkend sorrendbe allitjuk a versenyzdket. Ez a
modszer minimalizalja a versenyzOkre az dtlagos helyezésiikt6l vett eltérések Osszegét.
Ezzel szemben Condorcet barmely két versenyz6nek az egymdashoz viszonyitott helyezé-
sét vette alapul. Condorcet kritériuma szerint, ha létezik olyan versenyzd, amely paron-
kénti 6sszehasonlitisban minden més versenyz6nél jobb helyen végzett a birok tobbsé-
génél, akkor ezen versenyzdének kell az 6sszesitésben az elsd helyen végeznie. Az ilyen
versenyzOt Condorcet-gydztesnek szokds nevezni. Ismert, hogy mar harom versenyzo ese-
tén sem mindig 1étezik Condorcet-gydztes. A kordbban leirt Borda mddszer nem teljesiti
a Condorcet-kritériumot, s6t bizonyithatd, hogy semmilyen mddszer nem teljesiti, amely
az egyes helyezésekhez suilyokat rendel [17].

A tovédbbiakban mutatunk néhdny Condorcet-kritériumot teljesitd modszert egy verseny
gy6ztesének meghatdrozdsara. Duncan Black javaslata szerint [9], ha 1étezik Condorcet-
gyoztes, akkor ezen versenyzd végezzen az elsé helyen, ha nem 1étezik, akkor a Borda-
modszer szerinti legmagasabb pontszamu versenyzd. Dodgson médszernél azon verseny-
z0 nyer, akire a legkevesebb szomszédos csere sziikséges a birék sorrendjeiben, hogy
Condorcet-gydztessé valjon. A [9] konyvben éttekintik Dodgson munkéjat a témédval kap-
csolatban és a [6] cikkben megmutatjak, hogy NP-nehéz kiszdmolni egy adott versenyzdre
Dodgson-mddszer szerint sziikséges cserék szamat. A Copeland-mdédszer soran egy adott
u versenyzd 1 pontot kap minden v versenyzore, akinél jobb helyezésen végzett a birdk
tobbsége szerint, 0 pontot kap azon v versenyzodkre, akik jobb helyezésen végeztek ndla
a birdk tobbsége szerint és % pontot a tobbi versenyz6re, akikre ugyanannyi biréndl vég-
zett jobb helyezésen, mint rosszabb helyezésen. Ezutdn 6sszeadjuk a versenyzdk pontjait,
és a legtobb pontot szerzd versenyzok koziil keriil ki a gy6ztes [12, 28]. A legtobb csa-
patsportndl kormérk6zések esetén hasonlé mdédon szamoljdk az egyes csapatok pontjait.
A Tideman-médszernél [31] minden (u,v) rendezett versenyzdparra kiszdmoljuk azon
birok szdmat, akiknél az u versenyzd megeldzi a v versenyzdt, €s ebbdl levonjuk azon
birdk szamat, akiknél a v versenyz6 megeldzi az u versenyz6t. A kapott értékek szerint
csokkend sorrendbe dllitjuk a rendezett versenyz&parokat, Ezutdn készitiink egy grafot,
melynek a csicshalmaza a versenyzd&k halmaza, és az el6bb meghatarozott sorrendben
minden (u,v) csdcspérra hozzdvessziik az uv élt a grathoz, ha ezzel nem keletkezik kor.
Amikor az 0sszes rendezett paron végigériink egy teljes irdnyitott grafot kapunk, amely
aciklikus. Ezen graf egyértelmii topologikus sorrendje szerinti elsd helyezett a gydztes. A
itt felsoroltakkal csak néhdny példat mutattunk rangsoroldsi médszerekre, sok mas meg-



kozelitést is mutatnak példaul a [31] cikkben.

Kemény Jdnos matematikus 1959-ben megfogalmazott egy természetes rangsorolasi fel-
adatot [23], amelyre az optimélis megolddsok teljesitik a Condorcet-kritériumot. A Ke-
mény rangsoroldsi probléméndl olyan kozos sorrendet keresiink, amely minimalizalja az
egyes birékhoz képest felcserélt versenyzdparok szamanak 6sszegét. Ezt a feladatot a dol-
gozatban Ps- feladatnak fogjuk nevezni. A [8] cikkben bevezetnek egy hasonl6 feladatot,
melyben a felcserélt versenyzOparok szamdanak 0sszege helyett az egyes birokkal szemben
felcserélt versenyzdk szamdnak maximumat szeretnénk minimalizalni. A dolgozatban ezt
a problémat a Py, feladatnak fogjuk nevezni. Szemléletesen olyan sorrendet szeretnénk,
amely a legtdvolabbi bir6hoz a legktzelebb van, azaz egyik bir6 preferencidit sem sérti
nagyon. Lathatd, hogy a Py« feladat mér nem teljesiti a Condorcet-kritériumot.

A dolgozatban harom {6 feladattal fogunk foglalkozni: az el6z6 bekezdésben ismerte-
tett Py~ €s Prax feladatokkal és a Py, feladattal, melyet az 5. Fejezetben vezetiink be.
Utébbindl a birdk helyett a versenyzok szemszogébdl definidlunk egy tavolsagfogalmat,

amelynek a maximalis értékét szeretnénk minimalizdlni.

A dolgozat felépitése a kovetkezd: El6szor megismerkediink a Kendall-7 tavolsaggal,
amely szemléletesen két bird esetén azon versenyzOk szamét adja meg, amelyek egy-
mashoz viszonyitott sorrendjében a két biré nem ért egyet. A Kendall-7 tdvolsdggal de-
finidljuk a Kemény Jénos dltal javasolt Ps- feladatot €s a hozzd szorosan kapcsolodo
Prax feladatot. A 2. Fejezetben osszefoglaljuk az ismert nehézségi eredményeket, tobbek
kozott 1atni fogjuk, hogy mindkét probléma mar konstans sok biré esetén is NP-nehéz.
A 3. Fejezetben attekintiink néhany kozelité algoritmust, valamint a P,,,, problémara
adunk egy Uj, szomszédos versenyz8k megcserélésén alapul6 algoritmust £ = 3 biré ese-
tén. A 4. Fejezetben megmutatjuk a feladatok IP felirdsat és 4ttekintjiik a legfontosabb
FPT algoritmusokat.

Az 5. Fejezetben bevezetiink egy dj, P;..-nak nevezett feladatot, amely a versenyz&k
szemsz0gébdl minimalizalja a k6zos sorrendtdl vett maximadlis tdvolsdgot. Erre a feladatra
adunk egy polinomiélis algoritmust. A 6. Fejezetben bevezetjiik az ( f, g; h)-tulajdonsagd
sorrend fogalmdt, amely sorrend 1étezése a P! .. feladat eldontési verzidjanak altala-
nositdsanak tekinthetd. Bizonyos feltételek mellett polinomidlis algoritmust adunk ilyen
sorrend keresésére, €s megmutatjuk, hogy a feltételek gyengitésével az eldontési feladat
NP-teljessé vilik. Iranyitott grafok csicshalmazéanak az (f, g; h)-tulajdonsagud sorrendjeit
keresve egy Feedback Arc Set tipusu feladatot kapunk. Ennek specidlis eseteként meg-
kapjuk annak a karakterizaciéjét, hogy egy irdnyitott graf mikor all el6 egy aciklikus és
egy befenyves unidjaként. S6t, egy ilyen felbontds polinom idében meghatirozhatd, ha
l1étezik. Megmutatjuk, hogy a feltételeket kiss€ megvaltoztatva mér konstans fokszamu
grafok esetén is NP-teljes feladatot kapunk. Zarasként attekintjiik a témdval kapcsolatos

nyitott kérdéseket.



1.1. Alapfogalmak

A tovabbiakban £ jeloli a birdk szamat, n a versenyzok szamat és az egyszerliség kedvé-
ért a versenyzOk halmazat megfeleltetjiik az els6 n pozitiv egész szamnak. Ekkor minden
rangsornak megfeleltethetGegy p : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} permutdcid, amely min-
den versenyz6hoz hozzarendeli az adott rangsor szerinti helyezését. Fontos megjegyezni,
hogy a p permuticié inverze éppen az adott rangsor szerinti versenyzdsorrendet adja meg,
példdul a p = (3,2,4,1) permutdcié a 0 = p~! = (4,2, 1, 3) versenyzSsorrendet fejezi
ki. A dolgozatban permutécié alatt a versenyzdk permutédcidjat értjiik, ha mashogy nem
mondjuk. A versenyzdk halmazat gyakran V' jeldli.

El6szor definidljuk két permutéciora a Kendall-7 tadvolsdgot a [8] cikk alapjéan:

1.1. Definici6. A p és q permutdcick Kendall-T tdavolsdga

K(p,q) = {(u,v) : p(u) > p(v) és q(u) < q(v)}|.

Azaz definici6 szerint a Kendall-7 tavolsdg azon (u,v) versenyzGparok szama, amelyek
egymashoz képest forditott sorrendben szerepelnek a két birénal. Az ilyen versenyzdpa-
rokra azt mondjuk, hogy a p és a ¢ permutdciok kozott keresztezés van az (u, v) pérra.

A kovetkezd allitas a Kendall-7 tavolsagrdl az 1.3. Kovetkezmény miatt 1ényeges.

1.2. Allitas. Legyen p és q két permutdcid, melyekre K (p,q) # 0. Ekkor létezik p szerint
két szomszédos versenyzd, melyekre keresztezés van p és q kozott.

Bizonyitds. Mivel K (p, q) # 0, ezért 1étezik legaldbb egy keresztezés p és g kozott. Ve-
gylink a p permuticié szerint két versenyzot, akikre keresztezés van, jelolje Sket u €s v.
Ha u és v szomszédosak p szerint, akkor kész vagyunk, kiillonben van kozottiik legalabb
egy w versenyzs, akire biztosan lesz egy (u, w), vagy egy (w, v) keresztezés. Ezt az érve-
1ést a kapott keresztezésre ismételve eljutunk két szomszédos versenyz6hoz, akik kozott
keresztezés van. X

1.3. Kovetkezmény. A p és q permutdcickra a K (p,q) Kendall-T tdvolsdg megegyezik
azon szomszédos cserék minimdlis szdmdval a p permutdcio szerinti sorrendben, melyek-
kel a p permutdciot a q permutdciovd alakithatjuk.

A tovabbiakban definidljunk a Py, €s a Py~ feladatokat a [8] cikk alapjén.

1.4. Definicio (Py- feladat). A p permutdcionak a P = {p1, ..., pi} halmaztol vett szum-

ma tdvolsdga
k

Ks:(P,p) =Y K(pi,p)-

i=1

A Py feladatban olyan p* permutdcidt keresiink, amely minimalizdlja ezt a tdvolsdgot. A
szumma tdvolsdg szerinti optimum értéket jelolje O PTs~(P).

3



1.5. Definicié (P, feladat). A p permutdcionak a P = {p1, . .., py} halmaztdl vett min-
max tdvolsdga

Kmax(Pa p) - iirllaxk K(pmp)
A Phax feladatban olyan p* kozos permutdciot keresiink, amely minimalizdlja ezt a tdvol-
sdgot. A min-max tdvolsdg szerinti optimum értéket jelolje O PTyax(P).

A Ps~ €s a Py feladatok definicidjabol kovetkezik az aldbbi lemma:
1.6. Lemma. A Ps- és a Pyax feladatok szerinti optimum értékekre teljesiil, hogy
OPTax < OPTy < kOPT .

Természetes elvaras, hogy ha egy versenyzd minden biréndl jobban teljesitett egy masik
versenyzOnél, akkor a k6zos sorrendben is jobb helyezésen végezzen. A kovetkezd lemma
ennek teljesiilését mondja ki a feladatok szerinti optimalis megoldasokra.

1.7. Lemma. Ha egy u versenyzd minden p; permutdcio szerint megeldzi a v versenyzot,
akkor a Py, illetve a Puay feladat szerinti minden optimdlis p* permutdcioban teljesiil,
hogy p*(u) < p*(v).

Bizonyitds. Legyen p egy tetszOleges permutéacid, amelyre p(u) > p(v). Cseréljik meg
p-ben az u és a v versenyzGt, a kapott permutdciot jeldlje p’. Megmutatjuk, hogy ekkor
K(p;,p') < K(p;,p) teljesiil minden p; € P permutacioban. El6szor belatjuk, hogy nem
keletkezhetett az (u,v) par felcserélésével Gj keresztezés. Az u el6tti és a v utdni ver-
senyzOknek minden mas versenyzdvel szemben valtozatlan a sorrendje a csere utdn, tehdt
ezen versenyzOkre ugyanannyi keresztezés lesz. Legyen w egy versenyzd, amely a p per-
mutdciéban u €s v kozott végzett. Ekkor ezen versenyz6knek megcserél6dott a sorrendje
az u és a v versenyzdvel szemben. Mivel p;(u) < p;(v) minden p; € P permuticiéban,
ezért ha p;(w) < p;(u), akkor a csere el6tt egy (v, w), a csere utan egy (u, w) keresztezés
lesz. Ha p;(v) < p;(w) < p;(u), akkor a csere el6tt egy (u, w) és egy (v, w) keresztezés
is volt, a cserével mindkét keresztezés megsziint. Végiil ha p;(w) > p;(v), akkor a csere
el6tt egy (u, w) a csere utdn egy (v, w) keresztezés lesz. Tehat a cserével nem keletkezhet
tj keresztezés, azaz minden p; € P input permutdciéra K (p', p;) < K(p, p;) teljesiil.

Vegyiik észre, hogy az (u, v) parra p és p; kozott keresztezés van, de p’ és p; kozott nincs,
tehat Kendall-7 tavolsag legalabb eggyel csokkent minden input permutaciéra. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy a K5~ €s K. tdvolsag is legalabb eggyel csokkent, tehat a p permutécio
nem lehetett optimalis. X

Megfigyelés. A Ps- feladatra a Condorcet-kritérium teljesiilése hasonlé médon bizonyit-
hato.

1.2. Abrazolas

Két permuticié Kendall-7 tavolsagat szemléltethetjiik paros grafokkal. Az dbrazoldshoz
a [8] cikktdl eltéréen a permuticidk helyett az altaluk meghatdrozott versenyzdsoroza-
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tokat haszndljuk a kovetkezOk szerint: Legyen pq, po a két permuticio, és tekintsiik az
inverzeik dltal meghatédrozott oy = p;', 0, = p, ' versenyzdsorrendeket. Vegyiik azt az
irdnyitott grafot, amelyben mindkét csicsosztily az dsszes versenyzd halmaza és rajzol-
juk le a két csticsosztalyt egymadst folé, a felsd csticsosztilyt o az alsé cstcsosztilyt o,
sorrendben. Minden v versenyzdre menjen egy €l a két csticsosztdlyban val6 eléfordula-
sa kozott. Ekkor a K (p1, p2) tavolsag éppen az egyenes élekkel lerajzolt paros grafban
az élek keresztezéseinek szdma, mert egy u és egy v versenyzdhoz tartozé élek ponto-
san akkor keresztezik egymadst, ha a két permutaciéban az v és a v versenyzd kiillonbozé
sorrendben szerepelt.

Példaul legyen a két permutdcionk p; = (1,5,2,4,3) és = (2,
tavolsaguk K (p1, pa) = 6. A két versenyzdsorrend oy = (1 5,4,2
A tavolsdgot abrazol6 paros grafot az 1. Abra szemlélteti.

OO OEON©
\\
OO O ® G

1. Abra. A p; = (1,5,2,4,3) és p, = (2,3,5,1,4) permuticidkra a Kendall- tivolsig
abrazolasa.

1,4), ekkor a

2 7 )
)-02=(4,1,2,5,3).

1.3. A Py feladat kapcsolata a Feedback Arc Set problémaval

A Feedback Arc Set (roviden FAS) problémanal egy adott D = (V, ) irdnyitott grafon
szeretnénk olyan minimalis elemszamd F’ C FE élhalmazt taldlni, amelyet elhagyva a
maradék D’ = (V, E \ E’) gréf aciklikus. Ismert, hogy éltaldnos grafokon a FAS problé-
ma NP-nehéz [22], valamint APX-nehéz, mivel a minimélis lefogé csicshalmaz probléma
visszavezethetd rd L-redukcidval [21]. A visszavezetésbdl kovetkezik, hogy dltalanos gra-
fokon a FAS problémara nem létezhet 1.36-kozelits algoritmus, ha P # NP [16]. Ha igaz
a Unique Games Conjecture (UGC) [25], akkor semmilyen ¢ konstansra nem létezhet
c-kozelitd algoritmus [20]. A legjobb ismert kozelité hanyados O(lognloglogn) [18,
30]. A FAS probléma turnamenteken is NP-nehéz, azonban turnamenteken 1étezik ra
PTAS [24]. A FAS problémat altalanosithatjuk élstlyozott irdnyitott grafokra. A sulyo-
zott FAS problémandl egy adott D = (V, E) élsulyozott iranyitott grifon szeretnénk
olyan minimalis stlyosszegi ' C FE ¢lhalmazt taldlni, amelyet elhagyva a maradék
D" = (V, E '\ E') graf aciklikus.

Megmutatjuk a Ps- feladat visszavezetését a silyozott FAS probléma oda-vissza iranyitott
teljes grafokon vett specidlis esetére, amelyre 1étezik PTAS [24]. Adott P permutaciéhal-
mazra jelolje minden u, v versenyzGparra Ap(u,v) azon p € P permuticidk szamat, me-
lyekben az u versenyzd megeldzi a v versenyz6t. Vildgos, hogy Ap(u,v)+ Ap(v,u) = k,
ahol £ jeloli a bir6k szdmat.



Adott P permuticidhalmazra definidljuk a biintetési graf fogalmat, amelyet szamos cikk-
ben felhasznalnak [2, 13, 24].

1.8. Definicid. Legyen a biintetési grdf egy oda-vissza irdnyitott teljes grdf, amelynek
csucsai a versenyzoknek felelnek meg és minden u, v versenyzopdrra az uv él siilya legyen

_ Ap(uw) .2 . P
w(uwv) = =52, azaz azon birék ardnya a P halmazban, melyekben az u versenyzo

megeldzi a v versenyzot.

Megmutatjuk, hogy a D biintetési graf minimdlis sulyosszegli FAS-jei megfelelnek a Ps-
feladat optimélis megoldasainak. Vegyiik észre, hogy a p permutdciénak megfeleltethetd
a permutacio altal meghatarozott sorrend szerinti visszaélek £’ C FE halmaza. Vegyiik
észre, hogy a p permutdciénak P halmaztdl vett tdvolsdga megegyezik az F’ élhalmaz
sulyosszegének k-szorosdval, azaz

Ks(P,p) =
p

Z Ap(u,v) =k Z w(e),
)>p(

(u v) eck’

ahol az els6 egyenl6ség a szumma tavolsag definicidjabol kovetkezik, a masodik egyen-
16ség pedig a D graf és az E’ élhalmaz definicijabdl. Tehét egy p permutdcié pontosan
akkor optimdlis a Py~ feladatra, ha az dltala meghatdrozott £’ élhalmaz optimdlis a silyo-
zott FAS feladatra. A forditott irdny igazoldsdhoz vegyiik észre, hogy tetszbleges £’ C F
FAS-ra,a D' = (V, E'\ E’) aciklikus graf barmely topologikus sorrendje altal meghata-
rozott p permuticié Ky (P, p) koltsége megegyezik az E' stlydsszegének k-szorosaval.

Lathato, hogy az igy definidlt biintetési grafban minden (u, v) cstcspérra az uv és a vu
élek sulydnak Osszege 1, ezért alkalmazhato ré a [24] cikkben adott PTAS.

2. Nehézségi eredmények

Ebben a fejezetben attekintjiik a Py~ €s Ppax feladatra az ismert neh€zségi eredménye-
ket. Mindkét problémardl ismert, hogy mar konstans sok biré esetén is NP-nehezek [8].
Megmutatjuk, hogy a Ps-~ feladat visszavezetése a Py,.x feladatra approximacio-tarto.

21. A 732 feladat

A kovetkezd tételt a Py~ feladat nehézségérol az [5] €s a [8] cikkek alapjan mondjuk ki.
2.1. Tétel. A Ps- feladat k > 4 pdros, és k > T pdratlan szdmii biréra NP-nehéz.

A [8] cikkben kijavitjdk a [17] cikkben mutatott konstrukcidt, amely bizonyitja, hogy a
Ps- feladat k > 4 paros szamu birok esetén NP-neh€z. A bizonyitds sordn eldszor vissza-

vezetik a Feedback Arc Set problémat a Py~ feladatra k& = 4 bird esetén, majd megmu-
tatjak, hogy adott P halmazhoz egy permutaciét és a forditottjat hozzavéve ugyanazok az
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optimélis permutéacidk. Az [5] cikkben megmutatjak, hogy a probléma NP-nehéz & > 7
esetén pdratlan sok biréra is. Késdbb latni fogjuk, hogy a Ps- feladat & = 2 biro ese-
tén megoldhatd. A k = 3 és & = 5 bird esetének nehézsége tudomdsunk szerint nyitott
kérdés.

2.2. A P, feladat

Megmutatjuk, hogy a Py, feladat legalabb 4 bir6 esetén NP-nehéz. A feladat £ = 2 bird
esetén megoldhatd, erre késdbb mutatunk egy algoritmust a 3.2.2. Fejezetben. Tudomé-
sunk szerint £ = 3 bird esetének nehézsége nyitott kérdés.

A kovetkezd tételt és bizonyitdsat a [8] cikk alapjan mondjuk ki.
2.2. Tétel. A P,.. feladat NP-nehéz k > 4 biré esetén.

Bizonyitds. Visszavezetjiik rd a Py~ feladatot £ = 4 bir6 esetén. A permutdcichalmazt,
amelyre meg szeretnénk oldani a Py~ feladatot jelolje P = {p1, P2, p3, p4}- Definidljuk a
Q = {q1, ¢, g3, ¢4} halmazt, ahol a ¢; permutécidk az aldbbiak:

G =pi[l,...,nlpan+1,...,2n]ps[2n 4+ 1,...,3n] ps[3n + 1,. .., 4n]
@ =mp2l,...;nlpsn+1,....2n]|ps[2n + 1,....3n]p[3n +1,...,4n]
@ =ps3[l,...;nlpn+1,...2n]p1[2n+1,...,3n|pe[3n+1,. .., 4n]
g =pa[l,...,nlpin+1,....2n|pe[2n+1,...,3n] p3[3n+1,... 4n],

ahol a p;[a, ..., b] azt jeloli, hogy az a, ..., b versenyzSk a a, . .., b helyezéseken végez-
tek, a p; permutdcié szerinti sorrendben. Szemléletesen a versenyzdket 4 darab n elemi
blokkra tudjuk osztani, hogy a j-edik blokkban a versenyz&k minden ¢; permutécid szerint
a((j —1)n+ 1)-edik és az jn-edik helyezés kozott végeztek.

Jelolje ¢* erre a () halmazra a Py~ feladat optimalis megoldésat, az optimum értékét pe-
dig OPTx~(Q). Ekkor az 1.7. Lemmébdl kovetkezik, hogy a ¢* megoldis is 4 diszjunkt
blokkbdl all, azaz

¢ =pi[l,...,n]pin+1,....2n|p52n+1,...,3n|pi[3n+ 1,...,4n].

A @ halmazban minden blokkban minden p; permutaciét pontosan egy ¢; permutacioban
alkalmaztunk, ezért az O PT5~(Q) értékre teljesiil, hogy

4

OPTS(Q) = Kx(Q.q") = >_ Kx:(P.p}).

i=1

Ebbdl latszik, hogy pi, p3, p3 €s pj is optimélis megoldds a P halmazon a Py~ feladatra,
ezért kovetkezik az aldbbi egyenldség:

OPTx(Q) = 4OPTx(P). (1)
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Vegyiik észre, hogy ha minden blokkra ugyanazt a p; permutéciét alkalmazzuk, példa-
ul vesszik a ¢ = pi[l,...,n|pi[n + 1,....2n]pi[2n + 1,...,3n|p{[3n + 1,...,4n]
permutdciot, akkor az igy kapott permutdci6 is optimélis megoldas a () halmazon a Py~
feladatra. A ¢’ permutécié definici6jabdl, valamint P és a () halmaz kapcsolatéabdl lathato,
hogy

OPTx:(P) = Kx2(P,p]) = Kunax(Q. ¢')- 2)
A két szamozott egyenldségbdl kovetkezik, hogy OPTx~(Q) = 4Knax(Q,¢'). Ebbdl
az 1.6. Lemma miatt kovetkezik, hogy ¢ optimdlis a () halmazon a P, feladatra, és
a () halmazon a P, feladat minden megolddsa egyben a Py~ feladatra is optimdlis. Te-
hit OPTx~(P) = OPT,,.x(Q), és az optimdlis megoldds a P halmazon a Py~ feladatra
kiszamolhatd, ha a () halmazra, megoldjuk a P,,.. feladatot, és a megolddsnak vessziik
barmelyik blokkjat. Ezzel kész a bizonyitds k = 4 birdra, a k > 4 esetnél megtehetjiik,
hogy a ¢; permutéciét (k —4)-szer duplikéljuk a ) halmazban, ezzel az O PT,,.(Q) érték
nem véltozik, €s a 4 biréra vett Py~ feladatot visszavezettiik a P, feladatra & > 4 bird
esetén. X

Megfigyelés. Hak > 4biréraa P = {pi,pa, ..., pr} Py feladathoz,a Q = {¢1,¢2 ... @i}
permutéciokat az alabbi médon definidljuk:

q=pil,...,nlpn+1,....2n] . .pe[(k—1)n+1,... kn]
G =mp2l,...;n]psin+1,....2n]...p1[(k—1)n+1,... kn]

@ =pe[l,. .. ,n]pin+1,....2n] . .ppa[(B—1Dn+1,... kn],

akkor ugyanigy miikodik a bizonyitds, mint k£ = 4 biréra. Erre sziikség lesz a kovetkezd
bizonyitasban.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a fenti visszavezetés approximacié-tarto.

2.3. Allitas. A Py~ feladat visszavezetése a Pray feladatra approximdcio-tartd, azaz ha
ismeriink egy a-kozelité algoritmust a Pax feladatra, akkor ezt az algoritmust a visszave-
zetés szerinti permutdciokon alkalmazva a Py~ feladatra is a-kizelit algoritmust kapunk.

Bizonyitds. Jelolje P = {pi,ps,...,pr} a permutidcihalmazt, amelyre meg szeretnénk
oldani a Py~ feladatot. Definidljuk a () halmazt a visszavezetés szerint, de 4 biré helyett
altalanosan k biréra. Vegyiink egy a-kozelité megoldas a () halmazon a P, feladatra.
Ez a megoldds nem feltétlen 4ll diszjunkt blokkokbdl, de a visszavezetés bizonyitdsanal
lattuk, hogy blokkok szerinti rendezéssel a keresztezések szdma a Py~ feladatra nézve
nem ndhet. Ugyanez igaz a Py, feladatra is, mert a rendezés sordn nem jon létre 4j ke-
resztezés semelyik ¢; permutdciora nézve. Tehat az a-kozelité megoldds blokkok szerinti
rendezettje is a-kozelitd. Legyen a blokkok szerint rendezett permutacio

¢ =pi[Ll,...,n]pSn+1,....2n]...p5[(k—1)n+1,..., kn].

Ekkor
KE(Q; qa) < kaax(Q7qa) < kaOPTmaX(Q) = kOéOPTZ(P), (3)
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ahol az els6 egyenlGtlenség az 1.6. Lemma éllitdsa, a mdsodik egyenldtlenség abbol ko-
vetkezik, hogy a ¢® permutacio a-kozelitd a Py, feladatra, az egyenldség pedig a vissza-
vezetésbol adodik.

Jelolje p* azt a permutdciot pf, ps, . . ., pj; koziil, amelyre a Ks~(P, pf') tdvolsdg minima-
lis. Ekkor teljesiil a kdvetkezd becslés:

1
Ks (P, p®) < EKz(Q,q“) < aOPTx(P),

ahol az els6 egyenldtlenség a visszavezetésbol és p™ vélasztasdbol kovetkezik, a masodik
egyenldtlenség pedig megegyezik a (3) egyenlStlenséggel, csak minkét oldalt osztottuk
k-val. Tehét a p® permutacié a-kozelits. X

2.4. Kovetkezmény. A 2.3. Allitdsbdl kovetkezik, hogy ha létezik egy PTAS a Puax fel-
adatra, akkor ebbdl a visszavezetéssel kapunk egy PTAS-t a Ps- feladatra.

3. Kozelito algoritmusok

Ebben a fejezetben attekintiink néhdny kozelité algoritmust el6szor a Py, majd a Prax
feladatra. Mindkét problémara mutatunk olyan algoritmust, amely £ = 2 bir6 esetén op-
timélis megoldast ad.

3.1. A PZ feladat

A kovetkez0 fejezetben dttekintiink néhdny kozelit6 algoritmust a Py~ feladatra.

3.1.1. A legjobb input permutacié

A PickAPermy- algoritmus sordn vesziink egy p; € P permutdciéta P = {pi,..., i}
permutdcidk koziil, melyre a Ks~(P, p;) érték minimalis. A [8] cikk alapjan megmutatjuk,
hogy ez az algoritmus (2 — 2)-kozelitd a Py~ feladatra.

3.1. Tétel. A PickAPerms~ algoritmus (2 — %)—kdzell’té’ a Py feladatra.

Bizonyitds. A tételt eldszor pdratlan k& birdk szdma esetén fogjuk bizonyitani, felhasz-
nédlva az 1.3. Fejezetben definidlt biintetési grafot, amelyre lattuk, hogy minden FAS él-
halmaznak megfelel egy permutécio, melynek a Py~ feladat szerinti koltsége pontosan
k-szorosa a FAS stilyosszegének. A biintetési grafban minden (u, v) csdcspérra teljesiil a
w(uv) + w(vu) = 1 egyenl8ség. Mivel k paratlan, ezért egyik €l silya sem pontosan 2,
tehdt minden (u, v) cstcsparra az uv és a vu élek koziil a nagyobb silyd €l silya nagyobb
mint %, a masik €l sdlya kisebb mint % Vegyiik észre, hogy az 0sszes kisebb stlyu €l
sulyanak 6sszege alsé becslés az optimalis FAS silyosszegére, az alsé becslést jelolje L.
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Jelolje m, az ¢ és ®—2 siilyd oda-vissza élparok szdamat. Ezzel a jeloléssel

k k
k
k—a
L= i
2

A biintetési graf definicidja miatt egy ¢ sdlyi €l pontosan (k—a) input permutdcio szerinti
sorrendben visszaél. Ekkor az 0sszes input permutdciora a nagyobb sulyu visszaélek sza-
manak Osszege ZI;:[ 11 Mq(k — a). Tehdt 1étezik legaldbb egy olyan p; input permutécio,
hogy a p; szerinti nag;obb sulyu visszaélek szdma legfeljebb

k

El

k
ma(k - a) = Z ma% = L. “)
o=TH1

NE

(51

a

Jelolje 7, a p; permutdcio szerinti 7 sulyd vissza€lek szdmadt. Ekkor a p; permutdcio sze-
rinti visszaélek sulyosszege felirhat6 ugy, hogy az als6 becslés értékéhez hozzdadjuk a
nagyobb sulyu visszaélekre keletkez6 plusz sulyokat, azaz

u a k—a it a k—a
L a_ -y a_ <
F (i) e D (i) s

=I31 a=[%]
k—1
k—2 2
L+ Ynt s (2-7)L

ahol az egyenl8ség azért igaz, mert a = k esetén r, = 0, mivel semelyik input permuta-

ci6 szerint sem fordulhat meg 1 silyt él. Az els6 egyenl6tlenség abbdl kovetkezik, hogy

az (E — k%"“) kiilonbség akkor maximalis, amikor a = k& — 1 és ekkor az értéke k?. Az

utols6 egyenldtlenség abbol kovetkezik, hogy a ZZ:} 1 7a 0sszeg megegyezik a p; szerin-
— 12

ti nagyobb sulyu visszaélek szamdval amelyre a (4) becslésnél lattuk, hogy legteljebb L.
Tehdt a p; permutécio szerinti FAS sdlyosszege (2 — 2)-kozelitd a biintetési grafon a si-
lyozott FAS feladatra, ebbdl kovetkezik, hogy a p; permutdcié (2 — 2)-kozelitS a Py
feladatra.

A bizonyitds paros k birdk szama esetén ugyanigy miikodik, csak az % sulyu élek esetében
az uv és vu élek koziil az egyiket kisebb sulyu éleknél, a masikat a nagyobb silyu éleknél
kell szdmolnunk. X

3.2. Kovetkezmény. A Ps- feladatra k = 2 bird esetén a PickAPermy- algoritmus op-
timdlis. A P = {py,p2} inputra p, és p, is optimdlis megoldds és OPTy> = K(p1,p2),
mivel KZ(P;pl) = K(p1,p2) = KZ(RPQ)-

3.1.2. Spearman footrule

A Py~ €s a P feladatokat a Kendall-7 tdvolsag szerint definidltuk. A fejezetben beve-
zetlink egy madsik ismert tdvolsagfogalmat, amely szerinti optimdlis megoldds 2-kozelitd
a Py~ feladatra [15, 17].
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3.3. Definicié. A p és q permutdciok Spearman footrule tavolsdga

F(p,q) =) Ipv) — q(v)].

veV
Egy p permutdcionak a P = {py, ..., pi} halmaztol vett Fx~ tdavolsdga

Fs:(P.p) =Y F(pi,p).

=1

A kovetkezd tételt Kendall-7 é€s Spearman footrule tdvolsagok kapcsolatarol a [15] cikk
alapjan mondjuk ki.

3.4. Tétel. Tetszbleges p és q permutdcidkra teljesiil, hogy K (p,q) < F(p,q) < 2K (p, q).

Bizonyitds. El6szor a jobb oldali egyenldtlenséget bizonyitjuk. Az 1.3. Kovetkezmény
szerint a Kendall-7 tdvolsdg megegyezik azon p szerinti szomszédos cserék minimélis
szamaval, melyekkel a p permuticiét atalakithatjuk a ¢ permuticiéva. Egy szomszédos
csere sordn az F'(p, q) tdvolsag vagy kettGvel csokken, vagy nem valtozik, mivel ha u és v
kozott keresztezés volt, akkor a megeserélésiikkel legaldbb az egyik versenyz6 kozelebb
keriil a ¢ permutéci6 szerinti helyezéséhez. Ha a masik versenyzd is kozelebb keriil a ¢
szerinti helyezéséhez, akkor az F'(p, q) tdvolsag kettGvel csokken, ha a masik tavolabb ke-
riil, akkor az F'(p, q) tdvolsdg nem vdltozik. Ebbol kovetkezik, hogy F(p, q) < 2K (p, q).

A bal oldali egyenlStlenség igazoldsdhoz jeldlje a p(u) > p(v) és q(u) < q(v) kereszte-
zést (u,v). Az (u,v) keresztezést 1. tipusunak nevezziik, ha p(u) > ¢(v) és 2. tipustnak,
ha p(u) < ¢(v). Igy minden keresztezés legalabb az egyik kategéridba tartozik, de lehet
olyan amelyik mindkettébe. Most adunk egy fels6 becslést a kiilonb6z6 tipusu kereszte-
z€sek szamara.

Az 1. tipust keresztezések esetén q(u) < g(v) < p(u), ezért egy adott u versenyzdre az
(u, z) 1. tipusd keresztezések szama legfeljebb p(u) — g(u).

A 2. tipusu keresztezések esetén p(v) < p(u) < q(v), ezért egy adott v versenyzore az
(x,v) 2. tipusu keresztezések szama legfeljebb ¢(v) — p(v).

Ezekbdl kovetkezik az alabbi egyenlStlenség:

Epg < Y, () —qu)+ Y (a@)=p@)=>Ip(v)—q)| = F(pq),
p(u)>q(u) p(v)<q(v)

veV

ahol az els6 egyenl6tlenség azért igaz, mert a Kendall-7 tdvolsdg megegyezik az 0sszes
keresztezés szamadval és legfeljebb annyi keresztezés van ahdny 1. tipusu és 2. tipusu ke-
resztez€s Osszesen. Az elsd egyenldség az abszolit érték definicidjdbol, a masodik egyen-
16ség pedig a Spearman footrule tdvolsag definici6jabdl kovetkezik. X

3.5. Kovetkezmény. Adott p permutdcionak a P halmaztol vett tavolsdgdra teljesiil, hogy
Ks(p,q) < Fx-(P,p) < 2K (P,p). Ebbdl kovetkezik, hogy az Fx~ tdvolsdgot minima-
lizdlo p* permutdciora a Ks (P, p*) tdvolsdg legfeljebb kétszerese az O PTx~ értéknek.
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A [17] cikk alapjan megmutatjuk, hogy adott P = {pi,...,px} permuticiéhalmazon
polinom id6ben tudunk taldlni egy kozos permutéciét, amely minimalizalja az Fy- té-
volsdgot. Legyen G = (H U V, E) egy teljes pdros graf, melynek H csdcsosztlya a
helyezéseknek felel meg, V' csticsosztilya pedig a versenyzSknek. Minden h € H,v € V
cstcsparra a ho €l sulya legyen Zle pi(v) — h|. Vegyiik észre, hogy a G graf teljes pa-
rositasai egyértelmtien megfeleltethetdek a permutacidknak. Egy p permuticionak akkor
felel meg az M teljes parositds, ha minden hv € M élre p(v) = h teljesiil. Ha egy p
permutdcionak megfelel egy M teljes pérositds, akkor az F~(P, p) tavolsag éppen az M
parosités silya, mivel a kovetkezd egyenl&ség teljesiil:

k

Fs:(P,p) = > Flpi,p) = »_ Y _ Ipi(v) = p(v)| =

i=1 i=1 veV
k k
S piw) = p) = Y > |pi(v) — Al
veV i=1 hveM i=1
ahol az els6 és a masodik egyenldség a 3.3. Definiciobdl kovetkezik, a harmadik egyen-
16ség egyszerl algebrai atalakitds, a negyedik egyenl6ségben pedig kihaszndltuk, hogy p
permutdciénak megfelelt az M pdrositas, ezért p(v) = h. Az egyenlségek jobb oldaldn
az M paérositas salyat kaptuk. Ebbol kovetkezik, hogy az Fy~ tavolsdgot minimalizal6
permutdciét meg tudjuk keresni a GG teljes paros grafban egy minimadlis stlyu teljes paro-
sitds keresésével. A 3.5. Kovetkezmény miatt az igy kapott permutacié 2-kozelitd a Py~
feladatra.

Megfigyelés. Minden T' tavolsdg szerint, amely minden versenyzd-helyezés parhoz stlyt
rendel, tudunk a 75~(P,p) = Zle T (p;, p) tavolsagot minimalizal6 kozos permutaciot
keresni polinom idében. A feladat az el6bbi konstrukciohoz hasonléan visszavezethetd
egy teljes paros grafban valé minimalis sulyu teljes parositas keresésére.

3.1.3. Borda-modszer

A Borda-mddszer egy gyakran hasznalt pontozasos rangsoroldsi modszer [10, 17, 26].
Ha a versenyzOk szdma n, akkor minden biré feldllit egy versenyzdsorrendet, és az el-
s6 helyezetthez (n — 1) pontot rendel, a mdsodikhoz (n — 2) pontot és igy tovabb, az
utolsé versenyz6hoz 0 pontot. Ezek utdn minden versenyzdre 0sszeadjuk a k£ bird altal
adott pontokat és a versenyzdket a kapott pontszamok szerint csokkend sorrendbe allit-
juk. El6fordulhat, hogy néhany versenyz6nek megegyezik a pontszama, ilyen esetekben
az azonos pontszamu versenyzoket egymashoz képest tetszdleges sorrendben rogzitjik.

A Borda-moédszert megfogalmazhatjuk dgy is, hogy minden v versenyzoére kiszamoljuk a
Ko

P = {p1,...,pr} permutdciok szerinti dtlagos helyezését, azaz a M értéket, és az

atlagos helyezésiik szerinti novekvd sorrendbe rendezziik a versenyzdket (azonos atlagos

helyezés esetén tetszbleges sorrendbe). Vegyiik észre, hogy a két definicid ekvivalens.

A maésodik definiciét felhaszndlva megmutatjuk a Borda médszer kapcsolatat az 1.3. Fe-
jezetben definidlt biintetési graffal. A biintetési grafban a v cstcs stlyozott befokat jelolje
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6" (v). Ekkor

= Y A0 _TLOO) L)

u€V,u£v

mivel egy adott v csticsra a v, Ap(u, v) Osszeg megegyezik azzal, hogy Ossze-
adjuk a v versenyz6t megel6z6 versenyzdk szdmdt az egyes permutdciok szerint. Egy
p; permutdcioban a v versenyzSt megel6z$ versenyz8k szama éppen p;(v) — 1. A fen-
ti egyenletbdl kovetkezik, hogy adott P permutdcidhalmazra a Borda-mddszer szerinti
sorrend megegyezik az 1.3. Fejezetben bevezetett biintetési graf csucsainak a sulyozott

befokok szerinti névekvd sorrendjével.

v

A kovetkezd tételt és bizonyitdsat a [13] cikk alapjdn mondjuk ki.

3.6. Tétel. Adotr egy D = (V, E) élsiilyozott, oda-vissza irdnyitott teljes grdf, az élein
egy w : E — R, silyozdssal, melyre minden (u,v) pdrra w(uv) + w(vu) = 1. Ekkor a
csucsokat a silyozott befokok szerint novekvo sorrendbe rendezve a sorrend szerint balra
mend élek E' C E halmaza 5-kozelité megoldds a siilyozott FAS problémdra a D grdfon.

Bizonyitds. A bizonyitadshoz elGszor bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: A D graf egy v
csdcsdnak a sdlyozott kifokat jelolje 6“(v), a sulyozott befokdt pedig 0 (v). A D grafon
értelmezett FAS feladatra az egyik optimédlis élhalmazhoz tartoz6 permutaciot jelolje p*,
a csucsok befok szerint novekvd sorrendjét megadd permuticiét pedig pp. A csucsok
tetszGleges p permutdcidjra E,, jeloli a p szerint balra mend élek halmazit és w(E,) az
élek sulyosszegét. A tételt a kovetkezd becslés igazoldsdval latjuk be:

dw(Ep) >2) |p*(0)=1=0" ()| = Y p* (1) =1=0" )|+ _ Ips(v) = 1-0"(v)|

veV veV veV
> |p*(v) = pe(v)] = F(",p) > K", p5) > w(Ep,) — w(Ey). (5)
veV

Az els6 egyenlGtlenség igazolasahoz jelolje a Bw(v) a v cstcs p* permutéciod szerinti bal
sulyozott kifokat, azaz a v csdicsot a p* permutécié szerint megel6zd csicsokra megszori-
tott sulyozott kifokat. Hasonléan 5" (v) jeldli a jobb stlyozott kifokot, 9 (v) a bal stlyo-
zott befokot és 9" (v) a jobb silyozott befokot. Ezekkel a jelolésekkel minden v cstcsra
teljesiil a kovetkezd egyenldség:

0" (v) = 0"(v) + 2" (v), (6)

azaz egy v csucs sulyozott befoka megegyezik a bal silyozott befokdnak €s a jobb stlyo-
zott befokdnak 6sszegével. Sziikségiink lesz a kovetkezd egyenldségre is:

p(v) = 1=3"() +6" (v). 7

Mivel w(uv) +w(vu) = 1, ezért egy v cslcsra a v és az 5t megel6z0 csticshalmaz kozotti

élek stlyainak az 0sszege megegyezik a v csucsot megel6z6 csucsok szamaval. Ezeket
felhaszndlva bizonyithaté a kdvetkezd egyenltlenség:
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2W(Ey) =0 (1) +2"(v) > [0 () = 2" ()] =Y _ Ip*(v) — 1 = ¢“(v)],

veV veV veV

ahol az els6 egyenl6ség azért igaz, mert minden balra éIt szdmolunk a kezd6pontjanak
a kifokanal és a végpontjanak a befokdndl, az egyenlStlenség azért igaz, mert Bw(v) és
0" (v) is nemnegativ és az utolsé egyenlGség pedig a (6) és a (7) egyenlGségek miatt
teljesiil. Tehat az (5) becslés elsd egyenlStlensége teljesiil.

Az (5) becslésben a masodik egyenl6tlenség abbdl kovetkezik, hogy a pp permuticid
minimalizalja a ) ., [p(v) — 1 — 0*(v)| mennyiséget. A harmadik egyenlStlenség a
haromszog-egyenl6tlenségbdl kovetkezik, az egyenléség a Spearman footrule tdvolsig
definici6ja miatt igaz, a negyedik egyenldtlenség pedig az el6z6 fejezetben kimondott
3.4. Tétel allitasa.

Az (5) becslésben az 6tddik egyenlStlenség bizonyitdsahoz jeldlje £y« ,, azon visszaélek
halmazat, amelyek csak a p* permutdci6 szerint visszaélek. Ezzel a jeloléssel teljesiil a
kovetkez$ egyenlStlenség:

K(p*7pB> = w(Ep*\pB) + w(EpB\p*) > w(EpB) - w(Ep*)’

ahol az els6 egyenlGség azért igaz, mert ha egy (u, v) csticspdrra nincs keresztezés a két
permutécio kozott, akkor az uv €l vagy mindkét permutacié szerint eldreél, vagy mindkét
permutacio szerint visszaél. Tehat a w(E,-\p,, ) +w(E,,\,+) Osszegben csak azon uv élek
sulyét szdmoljuk, melyekre az u és v csticsokra keresztezés van a két permutacié kozott.
Ezen (u,v) parokndl az egyik permutdcié szerint uv visszaél, a masik szerint pedig vu,
tehdt minden keresztezésre w(uv) + w(vu) = 1 értéket szamolunk az Osszegben. Az
egyenltlenség az E-\,,, €s az ), ,\,~ definici6jabol kovetkezik. X

3.7. Kovetkezmény. A Borda-mddszer 5-kozelité megolddst ad a Py~ feladatra, mivel a

biintetési grdf teljesiti az el6z0 tétel feltételeit és az 1.3. Fejezetben ldttuk, hogy a biintetési
grdfon a siilyozott FAS probléma ekvivalens a Py,.x feladattal.

A [13] cikkben adnak egy gréafcsalddot, amely bizonyitja, hogy grafokon ez a becslés éles,
azonban nyitott kérdé€s, hogy ez igaz-¢ a Py~ feladatra is. A tovdbbiakban tesziink néhdny
megfigyelést a Borda-mddszerr6l k£ = 2 bird esetén.

3.8. Allitas. A Borda-mddszer k = 2 biré esetén optimdlis megolddst ad a Ps- feladatra.

Bizonyitads. Jeldlje pp a Borda-mddszerbdl kapott kozos permutaciot. Vegyiik észre, hogy
ha az u versenyz6 megel6zi a v versenyzOt p; szerint és p, szerint is, akkor pp szerint is,
mivel u dtlagos helyezése biztosan kisebb, mint v dtlagos helyezése. Tehat pp szerint csak
olyan (u,v) versenyzdpdrokra lehet keresztezés p; vagy po felé, melyeknek kiilonb6z6
a sorrendje a két permutdcié szerint. Az ilyen (u,v) parokra pp szerint pontosan egy
keresztezés lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy Ks~(P,pg) = K(pi,p2). Kordbban a 3.1.1.
Fejezetben lattuk, hogy a P = {p;, p} permutdciéhalmazra a K (pi, p2) érték optimdlis
a Py~ feladatra, tehdt a pp permutdcid is optimdlis a Py~ feladatra. X
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Megfigyelés. A Borda-mddszer szerinti pp permuticié k£ = 2 bir6 esetén az 1.2. Fejezet-
ben mutatott dbrazolds segitségével konnyen szemléltethetS. Abrazoljuk a két permutaci-
6t és huzzunk egy vizszintes vonalat a két permutici6 kozott féluton. A Borda-modszer
megolddsa megegyezik azzal a sorrenddel, amilyen sorrendben az egyes versenyz6khoz
tartoz6 élek metszik a vizszintes vonalat.

RNCNORCIe
6 oo

2. Abra. A p; = (1,5,2,4,3) és po = (2,3,5,1,4) permutdciékra a Borda-médszer
abrazolasa.

Példaul a p; = (1,5,2,4,3) és p, = (2,3,5,1,4) permutécidkra a 2. dbrérdl leolvasha-
t6, hogy a Borda-mddszer szerint két sorrend lehetséges mivel a 3 és 5 versenyzOknek
azonos az atlagos helyezése (a vizszintes vonalat egy pontban metszi a két él). Ekkor
a két Borda-mddszer szerinti sorrend o7 = (1,4,3,5,2), ehhez pp = (1,5,3,2,4) és
oo = (1,4,5,3,2), ehhez pp = (1,5,4,2,3).

3.1.4. Egy randomizalt algoritmus

A [2] cikkben szerepld KwikSort algoritmus egy randomizélt algoritmus, amely élsilyo-
zatlan turnamenteken vdrhat6 értékben 3-kozelité megoldast ad a FAS problémaéra. Az
algoritmus sordn vessziik a turnament egy véletlen v csticsat, és a tobbi csucsot két cso-
portra osztjuk a kovetkezdk szerint. A V7, csoportba keriilnek azon u csicsok, amelyekbdl
vezet egy uv €l a v cslicsba, a Vi csoportba pedig a maradék w csucsok, amelyekbe vezet
vw €l a v cstucsbol. Ezek utdn az algoritmust rekurzivan meghivjuk a V;, csticsok 4ltal
feszitett részgrafra és a Vi csucsok dltal feszitett részgrafra, majd visszatériink azzal a
csucssorrenddel, amelyet a V, csticsait az els6 rekurziv hivas szerinti sorrendben a v elé,
a Vg csucsait a masodik rekurziv hivas szerinti sorrendben a v utan irva kapunk.

Az algoritmus specidlisan élstlyozott, oda-vissza irdnyitott teljes grafokon is konstans-
kozelité megoldést ad a silyozott FAS probléméra. Egy D = (V| E) élsulyozott, oda-
vissza irdnyitott grafbol el6szor készitiink egy élstlyozatlan turnamentet a kovetkezd moé-
don: Minden (u, v) cstcspdrra behiizzuk uv és vu koziil a nagyobb silyt élt, egyenlGség
esetén tetszOlegeset. Ezutdn az igy kapott turnamenten futtatjuk az el6z6 bekezdésben
leirt KwikSort algoritmust. A [2] cikkben bizonyitjdk, hogy ez a mddszer varhat6 érték-
ben 5-kozelit6, ha a w €lsilyozds nemnegativ €s minden u,v € V pdarra teljesiil, hogy
w(uv) + w(vu) = 1. Ha ezek mellett az élstilyozdsra a hdromszog-egyenlGtlenség is
teljesiil, akkor varhaté értékben 2-kozelit6. Ebbdl kovetkezik, hogy az algoritmus a Ps-
feladatra is legalabb 2-kozelitd, mivel a biintetési graf teljesiti a fenti feltételeket és l4t-
tuk, hogy a Py~ feladat ekvivalens a biintet€si grafon értelmezett stlyozott FAS feladattal.
A cikkben adnak egy javitott algoritmust is a Py~ feladatra, mely szerint ha vessziik a
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KwikSort algoritmusbdl kapott permutdcié €s a PickAPermy-~ algoritmusbdl kapott per-
mutécio koziil azt, amelyre kisebb a Ky~ tdvolsdg, akkor az igy kapott permutdci6 varhat6
értékben %—kbzeh’t(ﬁ a Py~ problémara.

A KwikSort algoritmust a [32] cikkben derandomizdljak. A derandomizalt algoritmus so-

rdn minden 1épésben azon v* csics szerint osztjuk két csoportra a csicsokat, amelyre a
8 6 w(uw)?
ZU’UETU* V) gw(uv) 5 w(uww)+w(vu)
ZquTv* (V) U)(?JU)
zon a v* csucs szerinti kettéosztas miatt keletkezd balra élek halmazat.

érték minimadlis, ahol T« (V) jelli a V' cstcshalma-

A cikkben belatjdk, hogy ha az igy kapott permutdcio €s a PickAPermsy-~ algoritmusbol
kapott permutacio koziil vessziik azt, amelyikre a Ky~ érték kisebb, akkor %—kﬁzeh’t(ﬁ meg-
oldast kapunk a Ps~ feladatra.

3.1.5. Polinomialis approximacios séma

A [24] cikkben adnak egy randomizalt és egy determinisztikus PTAS-t a FAS problémé-
ra élsulyozott oda-vissza irdnyitott grafokon, ha a w élsulyozds nemnegativ és minden
(u,v) csucsparra w(uv) + w(vu) = 1 teljestil. A PTAS harom kiilonboz$ tipusd algo-
ritmust hasznal fel: 1) egy konstans-kozelitd algoritmust, amely lehet a kordbban leirt
KwikSort vagy Borda-mddszer, 2) lokalis javitdsokat és 3) egy additiv approximéciét
biztosité algoritmust, amelyet a FAS probléma komplementerére, a maximum aciklikus
részgraf feladatra vezetnek be a [3, 19] cikkekben.

A fejezet hétraléve részében attekintjiikk a PTAS determinisztikus valtozatdt. Adott e mel-
lett a graf €lsdlyait -5 egész tobbszorosére kerekitjiik, majd a kapott grafon kiszamolunk
egy konstans-kozelitd p permuticiét. Ezutan a kovetkezd két 1épést iterdljuk, ameddig
valamelyikkel tudunk javitani az aktudlis p permutacion:

1. Lokalis javitas: kivessziikk a v versenyzét a p dltal meghatdrozott sorrendbdl, és
visszatessziik a ¢-edik helyre.

2. Additiv approximécid: valamilyen ¢ < j indexekre tekintsiik p permutéci6 szerint
az 1 és j helyezések kozotti csicsokat. Az ezen csticsok dltal feszitett részgrafra
alkalmazzuk a [3, 19] cikkekben leirt AddApprox algoritmus derandomizalt vélto-
zatat e-tdl fiiggd additiv hibdval. A p permuticiéban az i és j helyezések kozotti
csucsok sorrendjét médositsuk az AddApprox algoritmusbdl kapott sorrendre.

Mivel az élstlyokat -5 egész tobbszordsére kerekitettiik, ezért minden javitdsnal legaldbb
-5 €rtékkel javul a FAS silyosszege. Az €lstlyozas tulajdonsigai miatt a FAS koltsége

mindig legfeljebb n?, tehdt legfeljebb %4 javito 1épést végezhetiink. Lokalis javitasok és
az AddApprox hivasok szama legfeljebb "?6

A cikkben bizonyitjdk, hogy ez az algoritmus (1 + €)-kozelité megolddst ad. Ehhez a
PTAS egy randomizalt valtozatat elemzik, amelyre itt nem tériink ki.
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3.2. A P, feladat

Ebben a fejezetben a Py, feladatra mutatunk egy 2-kozelitd algoritmust a [8] cikk alap-
jén, majd £ = 2 bir6 esetén egy szomszédos cseréken alapul6 optimdlis megoldast ado
algoritmust a [29] cikk alapjan, és egy hasonl6 kozelitd algoritmust £ = 3 biré esetén.

3.2.1. A legjobb input permutacié

A PickAPerm,,,, algoritmus sordn vesziink egy tetszdleges p; € P input permutaciot a
P = {p1,...,pr} halmazbdl. A [8] cikk alapjan megmutatjuk, hogy a PickAPerm,,.y
algoritmus 2-kozelitd a Py,.x feladatra.

39. Tétel. A P = {pi,...,pr} halmazon a Pn.x feladatra bdrmelyik p; € P input
permutdcio 2-kozelitd.

Bizonyitds. A bizonyitast a p; permutdcidora mondjuk el, de ugyanigy miikodik tetszdle-
ges input permutéciora. Jelolje p* az optimdlis kdzos permutdciot €s legyen p;- egy olyan
input permutdcid, amelynek legnagyobb a tdvolsdga a p* kdzos permutaciotdl. Tehat az
optimalis tdvolsagra teljesiil, hogy O PT,.x = K (p;, p*).

Ekkor teljesiil a kovetkezd becslés:

Kmax(P,p1) = max K(p;,pr) < max K(pi,p*) + P(p", p1)

i=1,...,

< 2K(p]*7p*) - QOPTmaxa

ahol az elsé egyenl6tlenség abbdl kovetkezik, hogy a Kendall-7 tdvolsigra teljesiil a
haromszog-egyenlStlenség, a masodik egyenldtlenség és a két egyenlGség pedig a pj-
permuticio vdlasztasa és az 1.5. Definicié miatt igaz. X

Megfigyelés. A fenti bizonyitds csak a haromszog-egyenl6tlenséget haszndlja ki, tehat ha
a Phax feladatot a Kendall-7 tdvolsdg helyett masik tdvolsagfogalommal definidltuk vol-
na, amelyre igaz a haromszog-egyenlStlenség (példaul Spearman footrule tavolsaggal),
akkor is miikodne a fenti bizonyitds. A P, feladatot kiilonb6z6 tdvolsdgfogalmak sze-
rint a [4] cikkben vizsgaljak.

3.2.2. Lokalis javitas £ = 2 biréra

Mutatunk egy polinomidlis algoritmust a P, feladatra k = 2 biré esetén a [29] cikk
alapjdn, amely szomszédos versenyzdk megcserélésén alapul.

Algoritmus k£ = 2 biréra:

Kiindulunk p = p; k6z0s permuticiébol. Ha a p permutécié szerint 1éteznek olyan u és v
szomszédos versenyzdk, hogy u és v sorrendjének megcserélésével K., (P, p) tdvolsag
csokken, akkor cseréljiik meg u és v sorrendjét. Ezt ismételjiik, amig mar nem létezik
ilyen javité csere.
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3.10. Allitas. A fenti algoritmus k = 2 biréra a Py feladatra optimdlis megolddst ad.

Bizonyitds. A kezdeti p vélasztdsa miatt az Osszes keresztezés szamdra teljesiil, hogy
Kmax(P,p) = K(p1,p2) = OPT5~(P). Az algoritmus sordn csak olyan u, v versenyzok-
re 1étezhet javité csere, akik p; és p, permutdcidkban forditott sorrendben szerepelnek.
Tehat minden javité cserével pontosan egy keresztezés keriil at a p, permutéaciétol a p;
permutdcidhoz, ezért a K., (P, p) tdvolsdg pontosan eggyel csokken, az dsszes kereszte-
zés szama pedig dllando, azaz a Kx~(P, p) = OPTx(P) egyenl&ség végig teljesiil.

Ha p # p,, akkor az 1.2. Allités szerint 1éteznek u, v szomszédos versenyzSk a p permuté-
ci6 szerint, hogy u és v kozott keresztezés van p, permutdcidban. Ebbdl kovetkezik, hogy
az algoritmus csak akkor akadhat el, amikor az 0sszes keresztezés 1ényegében egyenlden
oszlik el py és po kozott, azaz

OPTx(P)

2

K(p1,p) = L 5

J és K(p2,p) = {OLE(P)W :

OPTs~(P)
2

Ekkor Kp.x(P,p) = { -‘, ebbdl kovetkezik, hogy p optimédlis az 1.6. Lemma
miatt. g

3.2.3. Lokalis javitas £ = 3 biréra

Adunk egy szomszédos versenyz6k cseréjén alapul6 4j kozelité algoritmust a P, fel-
adatra k = 3 bir¢ esetén.

Algoritmus:

A Ps- feladatra Iétezik PTAS [24]. Legyen a kezdeti p permutécié az innen kapott (1+¢)-
kozelitd megoldds a Py~ feladatra . A k& = 2 bir6 esetéhez hasonldan, ha léteznek p permu-
tacié szerint szomszédos u, v versenyzOk, hogy a megcserélésiikkel K., (P, p) csokken,
akkor megcseréljiik 8ket. Ezt ismételjiik, amig mar nem létezik ilyen javito csere.

3.11. Allitas. Az algoritmus futdsa utdn a kapott p megoldds koltségére igaz, hogy

Konax(P,p) < Kg " e> OPTmax(P)W -

Bizonyitds. Jelolje C' az Osszes keresztezés szamit kezdetben, tehdt C' := Ky~(P,p).
3.12. Allitds. Az algoritmus futdsa utdn K. (P,p) < (%w

Bizonyitds. Feltehet6, hogy a ps permutdciondl van a legtobb keresztezés. Az algoritmus
csak akkor akadhat el, amikor p; vagy ps felé 1ényegében ugyanannyi keresztezés megy,
mint p3 felé. FeltehetS, hogy pe miatt dlltunk le. Kezdetben K (py, p)+ K (ps, p) < C, mert
C' jelolte az dsszes keresztezés szdmat. Az algoritmus futdsa kozben K (ps,p) minden
1épésben eggyel csokken, K (po, p) pedig legfeljebb eggyel nd, ezért végig teljesiil, hogy
K (p2,p) + K(ps,p) < C. Tehat ledllaskor teljesiil, hogy

K(p2,p) < {gJ és K(ps3,p) < [%-‘ .
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Ebbdl kbvetkezik, hogy Kax(P,p) < [$]. X
Lealldskor a min-max tavolsigra igaz, hogy

C (1+¢)

Kmax(P,p) < [ﬂ < [ 5

3(1+¢€)

OPTZ(P)—‘ < [ OPTmax(P)w ;
ahol az els6 egyenltlenség éppen az el6z0 4llitds, a masodik egyenl6tlenség kezdeti p
valasztasabol kovetkezik, a harmadik pedig az 1.6. Lemma allitdsabol kovetkezik. X

3.13. Kovetkezmény. Ha O PT,,.«(P) tart a végtelenbe, akkor a kizelité hdnyados tart
(% + e) -hoz. Ez azért hasznos, mert kis O PT . (P) értékekre létezik FPT algoritmus.

4. Egzakt modszerek

Ebben a fejezetben attekintiink néhdny egzakt megoldast add, azonban éltaldnos esetben
nem polinomidlis futdsidejli médszert. Ezek azért 1ényegesek, mert egy valddi verseny
végeredményének meghatirozasinal a résztvevok valdszinlileg nem lennének elégedettek
egy kozelitd megoldassal.

4.1. Egészértéki programozasi modellek

Ismertetjiik a Py~ feladat €s a P, feladat IP modelljét.

A Ps-~ feladat IP modellje tobb cikkben is eldfordul [2, 11, 32]. A viltozok a verseny-
zOpéroknak felelnek meg és az x,., véltoz6 értéke 1, ha az u versenyzd megeldzi a v
versenyzOt a k6z0s permutdcio szerint, kiilonben 0. Ezen valtozokkal a Ps- feladat IP
modellje:

min Z Ap(v,u)Tycy + Ap(U, V) Ty<y (IP5)
u,veV

Tu<y € {0,1} Yu,v €V (8a)

xu<’u - xv<u = 1 Vu, v E V (8b)

Ty<w — Tu<o — Ty<w = —1 \V/U, v,w €V, (8¢c)

ahol a (8b) és a (8c) feltételek biztositjdk, hogy a kapott x, ., valtozok tényleg egy per-
mutéciot hatarozzanak meg. Szokas szerint Ap(u,v) jeloli azon permutdciok szdmat az
inputban, amelyek szerint az u versenyzd megelzi a v versenyz6t.

A [2] cikkben adnak a KwikSort algoritmus alapjan egy randomizélt, rekurziv algorit-
must, amely sordn kerekitésekkel az LP relaxdlt egy megengedett megoldasiabol kapunk
egy egészértékli megoldast. Ezen algoritmus bizonyitja, hogy az egészségi hézag legfel-
jebb %, azonban nyitott kérdés, hogy ez a becslés éles-e. A [32] cikkben derandomizaljak
az algoritmust.
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A Ps- feladat IP modellje alapjan konnyen felirhat6 a P, feladat IP modellje. Az x,, <,
valtozok mellé bevezetiink egy 4j A > 0 valtozdt, amely a k6zos permutacié maximalis
tdvolsdganak felel meg, ezt szeretnénk minimalizilni.

min A (I Pryax)

Tucw € {0,1} Yu,v eV (9a)

Tu<o — Ty<y = 1 Yu,v eV (9b)

Ty<w — Tu<v — Lo<w = —1 Yu,v,w eV (9¢)

Y Tuw <A ¥pi € P. (9d)
pi(u)>pi(v)

A Ps> €s a Ppayx feladatok IP modelljeit implementaltuk Python nyelven. A program
forraskodja elérhetd online [1].

4.2. Fix paraméteres algoritmusok

Attekintjiik a legfontosabb FPT algoritmusokat a Ps-~ feladatra a [7] cikk alapjén, €és a
Prax feladatra a [29] cikk alapjan.

Egyik problémadra sem létezhet FPT algoritmus a birék £ szdmat paraméternek tekintve,
ha P # NP, mivel a 2. Fejezetben lattuk, hogy mar k£ = 4 bir6 esetén is NP-nehéz mindkét
probléma. Helyette természetes paraméterek a versenyz8k n szdma, az optimadlis tdvolsag
c értéke, két input permuticio d,, atlagos tdvolsidga és a maximalis r,,,, tdvolsag egy adott
versenyzd két helyezése kozott.

A versenyzok szamat paraméternek tekintve

A versenyzOk szamdval paraméterezve mind a Py, mind a Py, feladatra konnyen ad-
haté FPT algoritmus, mivel n versenyzd esetén dsszesen n! kiilonboz6 permutacio 1éte-
zik €s egy adott permutdcionak a P halmaztol vett Ky, illetve K., tavolsdga kisza-
molhat6é O(knlogn) lépésben. Tehat az Gsszes lehetséges permutaciot végigprébalhatjuk
O(nlknlogn) 1épésben.

A Py~ feladatra 1€tezik egy hatékonyabb algoritmus is [7], a tovabbiakban ezt ismertet-
jlik. Az algoritmus dinamikus programozéason alapul, amely a versenyz&k minden V' C V/
részhalmazara kiszdmol egy optimadlis sorrendet, melyhez az eggyel kevesebb elemii rész-
halmazok optimdlis sorrendjeit hasznalja fel. A V' részhalmaz optimélis sorrendjéhez te-
kintsiik az 6sszes olyan V" részhalmazt, melyre V" = V'\ {v}, valamely v € V"’ verseny-
z6re. Adott V"’ esetén legfeljebb n kiilonbozs V" részhalmaz 1étezhet. A V' részhalmazra
az optimalis sorrend meghatdrozasahoz tekintsilk minden v € V' versenyzs esetén azt a
sorrendet, melyben az elsS helyen a v versenyz6 végzett, majd a V" = V'\ {v} részhalmaz
versenyz0i kovetkeznek az optimélis sorrendben. Konnyen lathatd, hogy ezen sorrendek
koziil a minimalis koltségii sorrend optimalis a V'’ részhalmazra. Egy adott részhalmazra
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O(kn?) 1épésben kiszdmithat6 az optimum és dsszesen 2" részhalmaza van a versenyzok
halmazanak, tehét az algoritmus 1épésszdma O(2"kn?).

Az optimalis tavolsagot paraméternek tekintve

Az optimdlis tdvolsaggal paraméterezett FPT algoritmust a Py, illetve P,y feladatok
eldontési verzidira adjuk meg. A feladatok eldontési verziéi sordn nem optimélis per-
mutaciét keresiink, hanem szeretnénk eldonteni, hogy 1étezik-e olyan kdzos permutacio,
melynek az input permutdcioktol vett Ks~, illetve K., tdvolsaga legfeljebb egy c szam.

Konstrudlni fogunk a Ps- feladat eldontési verzidjara egy legfeljebb 2c versenyzot €s leg-
feljebb 2¢ permutaciot tartalmazé kernelt. Amig 1étezik olyan v versenyzd az inputban,
amelynek minden permuticié szerint ugyanaz a sorrendje minden mds u versenyzdvel
szemben, addig toroljiik ezeket a versenyzdket az inputbdl. Az 1.7. Lemmabdl kovetke-
zik, hogy ezen versenyzOknek minden optimdlis megolddsban egyértelmii a helyezése.
Ha mar nem tudunk tobb versenyzét torolni, €s tobb, mint 2¢ versenyz6 maradt, akkor
,hem” a vélasz, mivel tetsz6leges p k6zos permutacié szerint minden maradék versenyzd
szerepel legaldbb egy keresztezésben valamelyik input permuticio felé. Ha 1étezik olyan
p; permuticid, amely c-nél tobbszor szerepel az inputban, akkor minden p;-tdl kiilonbo-
z6 p permutdciéra Ks~(P,p) > cK(p,p;) > c teljesiil. Tehat csak p; lehet megengedett
megoldas a feladatra, ezért ha K (p;, P) < ¢, akkor ,igen” a vdlasz, kiilonben ,,nem”.
Ezutdn minden permutaciobdl legfeljebb ¢ masolat van. Ha tobb mint 2¢ permutacio van,
akkor ,,nem” a vélasz, mivel tetszdleges kozos permutaciora létezik legalabb ¢ + 1 t6le
kiilonb6z6 permuticié az inputban. Ezzel kaptunk egy legfeljebb 2¢ versenyzot és leg-
feljebb 2c permutéciot tartalmazo kernelt a feladatra. A kernelt megoldhatjuk az el6z6
bekezdésben adott versenyz8k szdmdval paraméterezett FPT algoritmust felhaszndlva,
vagy a [7] cikkben megadott hatékonyabb, keres6fa alapud algoritmust, amellyel a futdsid6
O(1,53° + kn?).

Prax feladat eldontési verzidjara a [29] cikkben adnak két keres6fa alapt FPT algoritmust
az optimadlis tdvolsdggal paraméterezve, amelyekbdl az elsd algoritmust fogjuk részlete-
sen leirni. A keres6fa minden csicsdhoz egy p permutacio €s egy x egész szam tartozik,
és olyan p* megoldést keresiink, amelyre K (p,p*) < z. A gyokérhez egy tetszGleges
p; € P input permutéci6 tartozik €s a c paraméter, amelyre meg szeretnénk oldani a Py,
feladat eldontési valtozatat. Ha egy (p, ) csticsban = < 0, akkor az adott 4gon nincs meg-
oldds és nem épitjiik tovabb a fit. Ha K (p, p;) < ¢ minden p; € P permuticidra, akkor p
egy megoldas ezért a valasz ,,igen”. Kiilonben vegyiink egy p; € P permutéciét, amelyre
K (p, pi) > c. Ekkor 1étezik legaldbb c + 1 keresztezés p és p; kozott, vegyiink ezek koziil
tetszdleges c + 1 versenyzdpart és mindegyikhez tartozzon egy cstcs a keresdfa kovetke-
z0 szintjén. A csucsokhoz tartozzon az a permuticio, melyet a p; permutdciébodl az adott
keresztezéshez tartozd két versenyzd megcserélésével kapunk és csokkentsiik eggyel x
értékét. Az igy gyartott keres6fdban minden csicsnak legfeljebb ¢ + 1 gyereke van, és
legfeljebb c szintje, mivel minden szinten eggyel csokkentettiik a c értékét, és negativ c-re
nem folytattuk az eljarast. Ha a feladatra ,,igen” a valasz, akkor a keres6fa valamely cst-
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csdhoz rendelt p permutécié is egy megoldas, a tovabbiakban ezt bizonyitjuk. Ha a (p, z)
csucsra létezik olyan p* permutdcio, amelyre K (p, p*) < x és K. (P, p*) < ¢, akkora p
permutaciondl meghatdrozott ¢ + 1 keresztezés koziil legaldbb az egyik forditott sorrend-
ben szerepel p* szerint mint p szerint. Tehat l1étezik olyan keresztez€s, amelyhez tartozo
versenyzdOket megcserélve a kapott p’ permutaciora K (p', p*) < K(p,p*), azaz a csics-
nak létezik olyan gyereke, amellyel kozelebb keriiliink a megolddshoz. Tehat ha 1étezik
egy p* megoldas, akkor a keres6fdban 1étezik egy ut, amellyel eljutunk eddig a megolda-
sig. A keres6fa mélysége legfeljebb ¢ és minden cstucsanak legfeljebb ¢ + 1 gyereke van,
ezért a futdsidé O(c°knlogn). A cikkben adnak egy hatékonyabb O(21kn? + kn?log n)
futdsidejd algoritmust is.

Két input permutacié kozotti atlagos tavolsagot paraméternek tekintve

Két input permutécié kozotti dtlagos tavolsdgot jelolje d,. Legyen d := [d,] és egy v
versenyz6 dtlagos helyezését jeldlje h,(v). Megmutatjuk, hogy barmely a Py~ feladat-
ra optimdlis p* permutdcid szerint minden v versenyzd helyezésére teljesiil a kovetkezd
egyenl6tlenség: h,(v) —d < p*(v) < he(v) + d. Ez abbdl kovetkezik, hogy az optimalis
tavolsag értéke kevesebb mint kd, mivel 1étezik olyan input permutéacid, amelyre kisebb
a Ky~ érték. Ha egy p permutdcidban létezik olyan v versenyzd, amelynek legaldbb d

tdvolsagra van a helyezése az dtlagos helyezésétdl, akkor teljesiil a kdvetkezd becslés:

Kx~(P,p) > Z Ip(v) — pi(v)] > }Z (p(v) — pi(v))| =
kp(o) — 3" pu(0)]| = klp(v) — haw)] > d.

=1

ahol az els6 egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy a jobb oldala alsé becslés a v verseny-
z0 keresztezéseinek szdmadra, amely alsé becslés a K- tdvolsdgra. A mdsodik egyenlot-
lenség a haromszog-egyenldtlenség, a két egyenldség egyszerl algebrai atalakitdsokbol
kovetkezik, az utols6 egyenldség pedig abbdl a feltevésbdl, hogy a v versenyzd p szerinti
helyezése legalabb d tdvolsdgra van dtlagos helyezésétSl. Tehdt ha 1étezik egy permutéci-
6ban ilyen v versenyz0, akkor a Ky~ tdvolsaga legaldbb kd, ezért nem lehet optimdlis.

Jelolje V; azon versenyzok halmazat, akikre l1étezik olyan optimalis permutacio, amely
szerint az i-edik helyen végeztek. A kordbbi h,(v) — d < p*(v) < he(v) + d egyen-
16tlenségbdl kovetkezik, hogy minden v versenyz6 csak 2d — 1 szomszédos helyezésre
keriilhet, tehdt |V;| < 4d teljesiil minden ¢ helyezésre. Innen kiszdmolhat6 egy optima-
lis permuticié dinamikus programozassal, amelynek a Iényegét ismertetjiikk vazlatosan.
Minden ¢ helyezésre kiprébaljuk az 6sszes lehetséges versenyz6t a V; halmazbdl. Ha egy
adott v versenyzd keriil az i-edik helyre, akkor a maradék versenyzdket a V; \ {v} részhal-
mazbdl kettéoszthatjuk az alapjan, hogy v elé vagy v mogé keriilnek a sorrendben. Egy
hdrom dimenziés T tébldzat T'(i,v,V/) mezGjében kiszdmoljuk az elsd i helyezés ver-
senyz0it tartalmazé keresztezések minimalis szamat, ha a v versenyz6 végzett az i helyen
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és a V! halmaz versenyz6i végeztek el6tte a V; halmazbél. Ezt minden lehetséges v € V;
versenyz6re és V! C V; \ {v} részhalmazra kiszdmoljuk, az (i — 1) helyezésnél kiszamolt
értékeket felhasznalva. A futdsidé O(16%(d*n + dkn?logn)).

A Ppax-ra nem létezhet FPT algoritmus d,-val paraméterezve, ha P # NP, mivel az at-
lagos tavolsagot tetsz6legesen lecsokkenthetjiik egy input permutédcié sokszori hozzavé-
telével, azonban az igy kapott inputra a megoldds megegyezik az eredeti input optimalis
megoldasdval.

Adott versenyzo két helyezése kozotti maximalis tavolsagot paraméternek tekintve

A maximadlis tavolsagot jelolje 7.,.x, azaz

Tmax = max, max [pi(v) — p;(v)| + 1

Ha egy u versenyz6 megel6zi a v versenyz6t minden input permutécié szerint, akkor
az 1.7. Lemma szerint minden Ps- feladat szerinti optimalis sorrendben is. Tekintsiink egy
tetsz6leges u versenyzot, akinek a minimalis helyezése a, a maximadlis helyezése b. Ekkor
egy v versenyzO6nek akkor kérdéses az u versenyzdvel szemben a helyezése, ha 1étezik
olyan p; € P permuticid, mely szerint a < p;(v) < b. Ekkor a v versenyz§ helyezésére
minden input permutdciéban igaz, hogy @ — rpax < pi(v) < b+ Tz, killonben nagyobb
lenne az r,,,, tdvolsdg. Tehat minden versenyzdnek legfeljebb 3r,,,« masik versenyzo-
vel lehet kérdéses a sorrendje, azaz minden versenyzd legfeljebb 31, szomszédos hely
valamelyikére keriilhet egy optimadlis sorrendben. Ebbdl kovetkezik, hogy minden helye-
z€sre azon versenyzok szama akik optimalis megoldédsban keriilhetnek az adott poziciéra
legfeljebb 67,.x. Innen a d, paraméteres esethez hasonléan dinamikus programozdssal
kiszdmolhat6 egy optimélis permutacio.

A Ppax feladatra a [29] cikkben belétjak, hogy mar 7., = 1 esetén sem létezik polino-
midlis algoritmus, ha P # NP.

5. AP’ __ feladat

max
Ebben a fejezetben felvetiink egy uj problémat, a P! feladatot. A Py,,x feladatban a
birdk szerint szerettiik volna minimalizdlni a maximadlis tdvolsdgot, most a versenyzdk
szemszOgébol nézziik a feladatot:

Azt mondjuk, hogy egy v versenyzd elégedetlen, ha a birok tobbségénél v jobb helyezésen
végzett, mint u, de a kozos sorrendben v rosszabb helyezésen végzett, mint u. Tovabbra is
Ap(u,v) jeloli minden (u, v) versenyzGpdrra, hogy a P halmaz permutdciéi koziil u hany-
ban végzett jobb helyezésen, mint v. Ezzel a jeloléssel egy v versenyzd elégedetlensége
egy p kozds permuticid szerint

ep(v) = {u: Ap(v,u) > Ap(u,v) és p(u) < p(v)},
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azaz azon versenyzOk szdma, akik hamarabb végeztek a sorrendben mint v, pedig a bi-
rok tobbségénél v végzett jobb helyen. Adott P halmazra definidlhatunk egy alternativ
biintetési grafot, melynek csicshalmaza megegyezik a versenyz6k halmazaval és az u, v
csticsok kozott akkor vezet egy uv irdnyitott él, ha Ap(u,v) > Ap(v,u). Ezt a gréfot
megkaphatjuk az 1.3. Fejezetben definidlt biintetési graf atalakitasaval, ha az oda-vissza
élek helyett csak a nagyobb silyd élt hizzuk be élsilyozds nélkiil (egyenldség esetén
egyik irdnyban sem vezet él).

5.1. Definicié. A p permutdcionak a P halmaztol vett versenyzdk szerinti min-max tdvol-
sdga a maximdlisan elégedetlen versenyzd elégedetlensége, azaz

max

K} ..(Pp)= I})lea%;(ep(v).

AP?

max
minimdlis.

feladatndl olyan p* kozds permutdciot keresiink, amelyre a K}, (P, p*) tdvolsdg

Szemléletesen az alternativ biintetési grafban szeretnénk egy olyan csicssorrendet taldlni,
amely minimalizdlja a maximadlis bal kifok értékét, ahol egy csucs bal kifokdnak az adott
csicsbdl a sorrend szerint 6t megel6z6 csucsokba kiinduld élek szdmat nevezziik. Egy
v csucs egy adott sorrend szerinti bal kifokdt 5(1}) jeloli, egy D' részgrafra megszoritott
kifokat pedig 6/ (v) jeloli.

A P! .. feladatot vizsgalhatjuk dltaldnosan iranyitott grafokon, azaz szeretnénk egy adott
D iranyitott grafra egy olyan csucssorrendet taldlni, amely minimalizdlja a maximalis bal

kifok értékét. Erre a feladatra megadunk egy polinom idejii algoritmust.

1. Algoritmus MINMAXBALKIFOK(D = (V, E))

1. D'(V',E"):= D(V,E)

2: n = ‘V‘

3: Jeldlje o4, ..., 0, a keresett csticssorrendet
4: fori=n,...,1do

5: o; = argmin . {dp(v)}

6: D" = D"\ {o;}

7: end for

8: output (0y,...,0,)

Az 1. Algoritmus sordn jobbrdl balra rogzitjiik a csucsok sorrendjét, D’ jeloli a még nem
rogzitett cstcsok altal feszitett részgrafot. Az algoritmus 1. sordban vessziik a D’ részgraf
egy minimélis kifoku cstcsat, rogzitjiik a sorrend utolsé még szabad helyére és toroljiik a
grafbol. Ezt ismételjiik, amig minden csucsot rogzitettiink.

Az algoritmus helyességének a bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd éllitasra.

5.2. Allitas. Egy D irdnyitott grdfban tetszbleges csiicssorrend szerinti maximdlis bal
kifok értékre also korldt egy tetszbleges D' feszitett részgrdfban a minimdlis kifok.
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Bizonyitds. Legyen o egy tetszbleges csticssorrend a D irdnyitott graf csicsain. Tekintsiik
a D' részgraf csicsainak o szerinti sorrendjében az utolsé cstcsot, jeldlje ezt a csicsot
v. Ennek a v cstcsnak minden D’ részgrafon beliili ki-éle balra megy, tehat az 6sszes
cstics tetszbleges sorrendjében a bal kifoka legaldbb akkora lesz, mint a D’ részgrafra
megszoritott kifoka, azaz 6(v) > dp/(v). X

5.3. Allitas. Az 1. Algoritmus megad egy olyan csiicssorrendet, amely minimalizdlja a
maximdlis bal kifok értékét.

Bizonyitds. Jeldlje o4, ..., 0, az algoritmus 4ltal megtalalt csucssorrendet, és legyen o;
az a cstcs, amelynek a bal kifoka maximalis ezen sorrend szerint. Legyen D" a oy, ..., 0;
cstcsok dltal feszitett részgraf — amely egybeesik az algoritmus szerinti D" gréffal o;
rogzitésekor. Ebben a D’ grafban o; egy minimalis kifoku csics, mert amikor rogzitettiik
a o; csucs helyét, akkor pontosan a D’ részgraf csicsai koziil valaszthattunk az algo-
ritmus 5. sordban. Tehat a megolddsban a maximalis bal kifok értéke megegyezik a D’
részgrafbol kapott als6 korlattal, igy a megoldés optimalis az 5.2. Allitds miatt. X

6. Egy sorbarendezési feladat

Ebben a fejezetben a P!

max

feladat eldontési verzidjdnak altaldnositdsait vizsgaljuk.

A V halmazbdl a v elem elhagyasédval kapott halmazt jelolje V' — v.

6.1. Definicié ((f, g; h)-tulajdonsdgi sorrend). Egy V' alaphalmaz minden v elemére adott
egy h, : 2V7Y — R monoton névé halmazfiiggvény, azaz tetszéleges A C B CV —w
esetén h,(A) < h,(B) teljesiil. Adott egy f : V — R alsé korldt és egy g : V — R
felsd korldt. Azt mondjuk, hogy a V' alaphalmaz egy o sorrendje (f, g; h)-tulajdonsdgi,
ha minden v elemre teljesiil, hogy

f(v) < hy(@(v) < g(v),

ahol 5 (v) jeloli a o sorrendben a v elemet megel676 elemek halmazdt. Tehdt o olyan
sorrend, hogy minden v elemre, az 6t megeldzd elemek halmazdnak h., szerinti értéke a v
elemhez tartozo also és felsd korldt kozé esik.

Azon specidlis esetben, amikor az elemekhez nincs also korldt, csak a g : 'V — R felsé
korldt adott, a felsé korldtot teljesité o sorrendeket (—oo, g; h)-tulajdonsdgiinak nevez-
ziik. Hasonloan, amikor nincs felsd korldt, csak az f : V — R alsé korldt adott, az also
korldtot teljesitéd o sorrendeket ( f,00; h)-tulajdonsdgiinak nevezziik.

Az (f, g; h)-tulajdonsdgu sorrend feladat az el6z6 fejezetben definidlt PP feladat el-
dontési verzidjanak éltalanositasa. A h, fiiggvény rendelje hozza egy adott V! C V — v
halmazhoz, azon u € V' versenyz0k szamadt, akiket a birék tobbségénél megel6z a v
versenyz0, azaz h,(V') := {u € V' : Ap(v,u) > Ap(u,v)}|. Ekkor ¢ = c esetben
(—00, g; h)-tulajdonsdgi sorrend feladatnal azt kell eldonteniink, hogy 1étezik-e olyan
sorrend, melyben minden versenyzé elégedetlensége legfeljebb c. Ez a feladat éppen a

Py .« feladat eldontési verzidja.
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6.1. Csak felso korlat: (—oo, g; h)-tulajdonsagi sorrend

s

A kovetkez§ éllitdsban mutatunk egy sértd halmazt (—oo, g; h)-tulajdonsagd sorrend 1é-
tezésére, melyre sziikségiink lesz a 6.3. Tétel bizonyitdsahoz.

6.2. Allitas. HaaV alaphalmaznak létezik olyan V' részhalmaza, hogy V' minden v ele-
méreigaz a h,(V'—v) > g(v) egyenlbtlenség, akkor nem létezik (—oo, g; h)-tulajdonsdgii
sorrend a V' alaphalmazon.

Bizonyitds. Tekintsiik a V' alaphalmaz elemeinek egy tetszdleges o sorrendjét. Vegyiik a
o sorrend szerinti utols6 elemét a V' részhalmaznak, jelolje ezt az elemet v. Ekkor a v
elemre teljesiil az alabbi egyenl6tlenség:

ho(@(0)) 2 ho (V! = v) > g(v),

ahol az els6 egyenlGtlenség azért igaz, mert v a o sorrend szerinti utolsé eleme a V' rész-
halmaznak, ezért a V/ — v halmaz részhalmaza a &(v) halmaznak és h, monoton n6vd
halmazfiiggvény. A masodik egyenlGtlenség a V' részhalmaz definicigjabdl kovetkezik.
A fenti egyenltlenségbdl latszik, hogy a o sorrendben a v elemet megel6z6 elemek hal-
mazdhoz rendelt h, érték sérti a g felsd korlatot, igy a o sorrend nem lehet (—o0, g; h)-
tulajdonsdgu. X

Adunk egy algoritmust (—oo, ¢; h)-tulajdonsdgud sorrend 1étezésének eldontésére.

2. Algoritmus (—o0, g; h)-TULAJIDONSAG

V=V

2: = |V|

3: Jeldlje o4, . . ., 0, a keresett sorrendet
4: forv=n,...,1do

5 Vii={ve V' :h(V —v) <g()}
6 if V* = () then

7: Legyen o; € V* tetszbleges

8 V=V -0

9 else
10: output Nincs megoldds
11: exit
12: end if
13: end for
14: outputoq,...,0,

A 2. Algoritmus jobbrdl balra rogziti az elemek sorrendjét, kozben V' jeloli a még nem
rogzitett elemek részhalmazat . Az algoritmus 7. sordban mindig vessziik a V'’ részhalmaz
egy olyan v elemét, amelyre h, (V' — v) < g(v) teljesiil, azaz a tobbi még nem rogzitett
elem részhalmazahoz rendelt h, érték legfeljebb akkora, mint a v elemhez tartoz6 felsé
korlét. Ezt az elemet rogzitjilk a o sorrendben az utolsé még szabad helyre és toroljiik a
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V' részhalmazb6l. Ha valamikor nem 1étezik ilyen v elem, akkor kifrjuk, hogy nem létezik
(=00, g; h)-tulajdonsdgu sorrend és az algoritmus ledll.

6.3. Tétel. A 2. Algoritmus polinom sok lépésben, a h fiiggvényt legfeliebb O(n?) rész-
halmazon kiértékelve eldonti, hogy a V' alaphalmazon létezik-e (—oo, g; h)-tulajdonsdgii
sorrend.

Bizonyitds. Az algoritmus 7. sordban mindig olyan elemet rogzitiink a sorrendben, amely
teljesiti a hozza tartozoé fels6 korlatot. Ha minden 1épésben létezett ilyen elem, akkor az
algoritmus &ltal meghatarozott o1, ..., o, sorrend (—o0, g; h)-tulajdonsdgi. Az algorit-
mus csak akkor akadhat el, ha az 5. sordban definidlt V'* halmaz iires, azaz a még nem
rogzitett elemek V' halmazdban minden v elemre teljesiil a 2, (V' — v) > g(v) egyenl6t-
lenség. Tehdt V' egy sért6 halmaz a 6.2. Allitds miatt, igy tényleg nem létezik a keresett
sorrend. X

A 2. Algoritmus helyességébdl kovetkezik a 6.2. Allitds ersebb valtozata:

6.4. Tétel. A V alaphalmazon pontosan akkor létezik (—oo, g; h)-tulajdonsdgii sorrend,
ha nem létezik olyan V' részhalmaz, melynek minden v elemére igaz a h,(V' —v) > g(v)
egyenlotlenség.

6.2. Csak alsé korlat: (f, oo; h)-tulajdonsagi sorrend

A kovetkez§ éllitdsban mutatunk egy sértd halmazt (f, oo; h)-tulajdonsdgi sorrend léte-
z€sére, melyre sziikségiink lesz a 6.6. Tétel bizonyitdsdhoz.

6.5. Allitas. Ha a V alaphalmaznak létezik olyan V' részhalmaza, hogy V' minden v ele-
mére h,(V\V') < f(v) egyenlétlenség teljesiil, akkor nem létezik ( f, 0o; h)-tulajdonsdgii
sorrend a V' alaphalmazon.

Bizonyitds. Tekintsiik a V' alaphalmaz elemeinek egy tetszdleges o sorrendjét. Vegyiik
a V' részhalmaznak a o sorrend szerinti elsd elemét, jeldlje ezt az elemet v. Ekkor a v
elemre teljesiil a kovetkezd egyenlStlenség:

ho((v)) < ho(VA V') < f(v),

ahol az elsG egyenlStlenség azért igaz, mert v a o sorrend szerinti elsG eleme a V'’ részhal-
maznak, ezért o (v) részhalmaza a V'\ V" halmaznak és h,, monoton novS halmazfiiggvény.
A madsodik egyenlStlenség a V' részgraf definicijabol kovetkezik. Tehdt a o sorrend sze-

rint a v elemet megel6z6 elemek részhalmazahoz tartoz6 h, érték sérti az f alsé korlétot,
igy a o sorrend nem lehet ( f, co; h)-tulajdonsagy. X

Adunk egy algoritmust ( f, oo; h)-tulajdonsagu sorrend létezésének eldontésére.
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3. Algoritmus (f,00; h)-TULAJDONSAG

V=V

2: n:= V|

3: Jeldlje o4, . . ., 0, a keresett sorrendet
4: fori=1,....,ndo

5 Vii={ve V' :h,(V\V') > f(v))}
6 if V* # () then

7: Legyen o; € V™ tetszbleges

8 V=V -0

9 else
10: output Nincs megoldas
11: exit
12: end if
13: end for
14: outputoq,...,0,

A 3. Algoritmus balrdl jobbra rogziti az elemek sorrendjét, szemben a 2. Algoritmussal.
Kozben V' jeloli a még nem rogzitett elemek részhalmazat. Az algoritmus 7. sordban
mindig vessziik a V' halmaz egy olyan v elemét, amelyre h,(V \ V') > f(v) teljesiil,
azaz a mdr rogzitett elemek részhalmazahoz tartozé h, érték legalabb akkora, mint az
f(v) als6 korlat. Ezt a v elemet rogzitjikk a sorrend kovetkezd helyére és toroljik a V'’
részhalmazbdl. Ha valamikor nem létezik ilyen v elem, akkor kiirjuk, hogy nem létezik
(f, 00; h)-tulajdonsdgu sorrend és az algoritmus ledll.

6.6. Tétel. A 3. Algoritmus polinom sok lépésben, a h fiiggvényt legfeliebb O(n?) rész-
halmazon kiértékelve eldonti, hogy a V' alaphalmazon létezik-e (f, 0o; h)-tulajdonsdgii
sorrend.

Bizonyitds. Az algoritmus 7. sordban mindig egy olyan elemet rogzitiink a sorrendben,
amely teljesiti a hozz4 tartoz6 alsé korldtot. Ha minden 1épésben 1étezett ilyen elem, ak-
kora oy, ...,0, sorrend (f, co; h)-tulajdonsdgi. Az algoritmus csak akkor akadhatott el,
ha az 5. sordban definialt V* halmaz iires, azaz a még nem rogzitett elemek 1’ részhalma-
zédban minden v elemre teljesiil a h,(V \ V') < f(v) egyenlGtlenség, tehat V' egy sérté
halmaz a 6.5. Allitds miatt, igy tényleg nem létezik a keresett sorrend. X

A 3. Algoritmus helyességébdl kovetkezik a 6.5. Allitds ersebb valtozata:

6.7. Tétel. AV alaphalmazon pontosan akkor létezik ( f,00; h)-tulajdonsdgii sorrend, ha
nem létezik olyan V' részhalmaz, melynek minden v elemére teljesiil a h,(V \ V') < f(v)
egyenlotlenség.

6.3. Bal sulyozott kifok korlatos csticssorrend

Ebben a fejezetben az (f, g; h)-tulajdonsagud sorrend fogalmat értelmezziik irdnyitott gra-
fokon, speciélis h halmazfiiggvényekre.
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Adott egy D = (V, E) iranyitott hurokélmentes graf, a w : £ — R, élsilyozassal.
Adott egy f : V — R, als6 korlat és egy g : V — R, felsé korlat. Definidljuk a
h, : 2V7Y — R, halmazfiiggvényt az aldbbi médon:

hU(V/) = Z w(e)v

ecd(v,V’)

ahol §(v, V') jeloli a v csticsbdl a V' csicshalmazba mend élek halmazat. Az igy kapott h,
fiiggvény az élsdlyozéds nemnegativitdsa miatt monoton név3. Ekkor h, (o (v)) = Ew(v),
ahol Ew(v) jeloli a sorrend szerinti bal sulyozott kifokat a v csicsnak. Ezen h, szerint az
(f, g; h)-tulajdonsagd sorrendek éppen azon o sorrendek, melyekben minden v csticsra
teljesiil, hogy

fw) <6 (v) <g(v),
azaz a csucsok o sorrend szerinti bal silyozott kifoka legaldbb akkora, mint a csticshoz
tartoz6 alsé korlat és legfeljebb akkora, mint a csicshoz tartozo felsd korlat.

A feladat egy ekvivalens atfogalmazasa, hogy a D élsilyozott irdnyitott grafban szeret-
nénk eldonteni 1étezik-e egy olyan Feedback Arc Set, amelyben minden cstcs bal stlyo-
zott kifoka teljesiti az f és g korldtokat. Ezért a feladatot (f, g; > w)-FAS problémanak
nevezziik a Feedback Arc Set feladat utdn, élsdlyozatlan grafra pedig (f, g)-FAS problé-
manak.

Kimondjuk a 6.4. Tételt és a 6.7. Tételt az (f, g; > w)-FAS probléma csak also, illetve
csak fels6 korldtos esetének megoldhatdsdgara.

6.8. Tétel. A D élisiilyozott irdnyitott grdfban pontosan akkor létezik (—oo, g; > w)-FAS
problémdra megengedett megoldds, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf,
hogy D' minden v csiicsdra 6" (v, V') > g(v) teljesiil, ahol §* (v, V") jeloli a v csiicsnak
a D' részgrdfra megszoritott silyozott kifokdt.

6.9. Tétel. A D élsiilyozott irdnyitott grafban pontosan akkor létezik (f,00; > w)-FAS
problémdra megengedett megoldds, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf,
hogy D' minden v csiicsdra 6 (v,V \ V') < f(v) teljesiil, ahol §*(v,V \ V') jeloli a v
csticsnak a V' \ V' csiicshalmazba kimend éleire megszoritott siilyozott kifokdt.

Megfigyelés. Az (f,o0; > w)-FAS probléma ekvivalens a (—oo, g; > w)-FAS probléma-
val, mert egy o sorrend pontosan akkor teljesiti az g fels6 korlatot, ha a o sorrend forditott-
ja teljesiti a (0™ — g) alsé korldtot. Azonban altaldnos esetben az (f, g; h)-tulajdonsagi
sorrendeknél nem miikodik ez a visszavezetés, ezért volt sziikséges az als6- és a felsd
korlétos esetet kiilon targyalni a 6.1 és 6.2 Fejezetekben.

Vegyiik észre, hogy a csak felss korlatos (—oo, g, > w)-FAS feladat akkor is megoldhatd,
ha adott a csticshalmazon egy R részbenrendezés, és olyan felsd korldtot teljesitd csics-
sorrendet keresiink, amely nem sérti a részbenrendezést. Ez a probléma visszavezethetd a
(—00, g; > w)-FAS feladatra, ha minden (u, v) csicsparra, melyeknél a részbenrendezés
szerint az v csucs megeldzi a v csicsot hozzdvesziink a grathoz egy wwv élt, és bedllit-
juk a w(vu) sulyt az u csicshoz rendelt fels6 korldtndl nagyobbra. Ekkor megengedett
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sorrendekben az uv €l csak jobbra él lehet, tehat az v cstiics megeldzi a v cstcsot, igy a
megengedett sorrendek nem sértik a részbenrendezést.

6.3.1. Alkalmazasok

Mutatunk egy alkalmazdast a csak felso korlatos feladatra: A D grafon a (—oo, g)-FAS fel-
adatra g = c konstans felso korléttal pontosan akkor 1étezik megengedett o csicssorrend,
ha a D irdnyitott graf felbonthaté egy minden csicsban legfeljebb ¢ kifokszdmu és egy
aciklikus graf uniéjara. TetszSleges megengedett sorrend szerinti jobbra élek az aciklikus
gréf élei, a balra élek pedig a kifok korlatos részgraf élei. Vegyiik észre, hogy forditva ez
nem teljesiil, azaz nem létezik minden felbontashoz egy megengedett sorrend, melyben
a felbontds egyik komponense a balra élek részgrafja, masik komponense a jobbra élek
részgréfja. Viszont az igaz, hogy minden felbontdsban az aciklikus graf tetszleges topo-
logikus sorrendje egy megengedett sorrend (lehet, hogy a sorrend szerint keriilnek plusz
élek az aciklikus grafba). A tovabbiakban a ¢ = 1 esettel foglalkozunk.

6.10. Tétel. Egy D = (V, E) irdnyitott grdfon polinom idében eldinthets, hogy adott
X C V csicshalmazra létezik-e olyan B C E befenyves, amelynek minden v € X csiics
gyokere, és a D irdnyitott grdf elddll a B befenyves és egy aciklikus grdf uniojaként. Pon-
tosan akkor létezik ilyen felbontds, ha nem létezik olyan D' = (V' E") feszitett részgrdf a
D grdfban, amelyben minden v € X csiics kifoka legaldbb 1 és minden v € V' \ X csiics
kifoka legaldbb 2.

Bizonyitds (6.10. Tétel). Konstrudlunk a feladathoz egy (—oc, g)-FAS feladatot a D gra-
fon. A v € X csucsokon legyen g(v) = 0, av € V \ X csucsokon pedig g(v) = 1
a felsd korldt. Megmutatjuk, hogy erre a (—oo, g)-FAS feladatra pontosan akkor 1étezik
megoldas, ha 1étezik olyan B befenyves, amelynek minden v € X cstics gyokere és a D
graf el6dll a B befenyves €s egy aciklikus graf unidjaként. Ha létezik egy o megengedett
sorrend, akkor legyen az aciklikus graf a o sorrend szerinti jobbra éleket tartalmazoé gréf,
B pedig a o sorrend szerinti balra éleket tartalmaz6 graf. A felso korlatok miatt B tényleg
egy befenyves, amelynek minden v € X csics gyokere. Forditott irdnyban, ha 1étezik
megengedett felbontds, akkor legyen o a felbontds szerinti aciklikus grafnak egy tetszdle-
ges topologikus sorrendje. Ekkor 0 megengedett sorrend a (—oo, ¢)-FAS feladatra, mert a
balra élek halmaza a B befenyves éleinek részhalmaza, igy minden cstcs teljesiti a hozza
tartozo fels6 korlatot. A 6.8. Tételt alkalmazva kapjuk pontosan akkor 1étezik ilyen fel-
bontds, ha nem 1étezik olyan D’ feszitett részgraf, amelyben minden v € X csics kifoka
legalabb 1 és minden v € V' \ X cstcs kifoka legalabb 2. X

6.11. Kovetkezmény. Specidlisan X = () esetben egy D = (V, E) irdnyitott grdf ponto-
san akkor dll eld egy B C E befenyves és egy aciklikus grdf uniojaként, ha nem létezik
olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf a D grdfban, amelyben minden v € V' csiics kifoka
legalabb 2.

Megjegyezzilk, hogy a 6.10. Tételben a B befenyvesnek lehetnek v ¢ X gyokerei is,

ezért a tételbdl nem kovetkezik, hogy adott D irdnyitott grafrdl eldonthets, hogy eldall-e
egy befenyd €s egy aciklikus graf uni6jaként.
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A 6.10. Tételbdl kovetkezik az aldbbi tétel.

6.12. Kovetkezmény. Egy D = (V| E) irdnyitott grdfon polinom idében eldinthetd, hogy
adott B C E befenyvesnek létezik-e olyan B' C FE szintén befenyves kiegészitése, hogy
D elédll a B' befenyves és egy aciklikus grdf unidjaként. Pontosan akkor létezik ilyen
kiegészités, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf a D grdfban, amelyben
minden v € V' csiics kifoka legaldbb 2 — dg(v,V \ V).

Bizonyitds. Toroljik a D grafbol a B befenyves éleit, jeldlje az igy kapott grafot D’.
Legyen X azon v csicsok halmaza, melyekbdl kiindult él a B befenyvesben. Ekkor az
eredeti D grafban a B befenyvesnek pontosan akkor létezik a tétel szerinti B’ kiegészitése,
ha a D' graf felbomlik egy aciklikus grafra és egy olyan befenyvesre, amelyben minden
v € X csucs gyokér. Erre a feladatra a 6.10. Tételt alkalmazva épp a bizonyitand6 allitast
kapjuk. X

6.4. Linking tulajdonsag

Az (f, g)-FAS feladatra nem teljesiil a linking tulajdonsag, azaz abbdl, hogy 1étezik az f
alsé korlatra megengedett sorrend és 1étezik a g felsd korlatra megengedett sorrend nem
kovetkezik, hogy 1étezik olyan sorrend, amely egyszerre megengedett az f alsé és a ¢
felsd korlatra is (feltéve hogy f < g).

3. Abra. Ellenpélda, amely bizonyitja, hogy az (f,g)-FAS probléméra nem teljesiil a
linking tulajdonsag.

Tekintsiik a 3. Abran adott irdnyitott silyozatlan teljes grafot. Legyen g = 1 a fels6 korlat
és f(vy) = 0, a tobbi v; csdcsra f(v;) = 1 az als6 korlat. Ebben a példdban a g felsd
korlatra megengedett megoldds a vy, v3, vy, v, v1 sorrend, az f als6 korldtra megengedett
megoldas a vy, vy, v3, vy, v5 sorrend, de nem 1étezik f alsé és g fels6 korlatra egyszerre
megengedett megoldéds. Azért nem létezhet ilyen, mert csak a vy csics kifoka nem na-
gyobb mint a felso korlétja, tehat minden g szerint megengedett sorrendben a v; csucs az
utolsd, viszont minden f szerinti megengedett sorrendben csak a v; cstcs lehet az elsd,
mert minden mds csicsnak legaldbb 1 az alsé korlatja.

Mivel az ( f, g)-FAS feladat az ( f, g; h)-tulajdonsagu sorrend feladat specidlis esete, ezért
az (f, g; h)-tulajdonsagu sorrend feladatra sem teljesiil a linking tulajdonsag. Ezzel szem-
ben a 6.1 és a 6.2 Fejezetekben targyalt csak alsé- €s csak felsd korlatos eseteket felhasz-
ndlva konnyen bizonyithatd, hogy a linking tulajdonsag teljesiil a kovetkezd esetben:
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6.13. Allitas. Ha minden csiicson vagy csak also, vagy csak felsd korldt adott, akkor
teljesiil a linking tulajdonsdg.

A kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy ez a feltétel nem gyengithetd, azaz ha l1étezik
egyetlen elem, amelyre egyszerre adott alsé €s felsd korlat is, akkor a probléma NP-teljes.

6.5. Nehézségi eredmények

A kovetkezd tételben kimondjuk, hogy az (f, g)-FAS probléma NP-teljes, mar minden
csucsra konstans kifokszdmu grafokon is.

6.14. Tétel. Az (f, g)-FAS probléma NP-teljes az f = g esetben. A feladat mdr akkor is
nehéz, ha a grdf minden csiicsdanak a foka legfeljebb 7, és az [ = g korldt egy csiicsban
0, a tobbiben 1.

4. Abra. A 6.14. Tétel bizonyitdsdban a visszavezetés sordn készitett graf szemléltetése a
kovetkez6 konjunktiv normalformara (z1 Vo Vrs) A (- V oz Vas) A (—x Ve V-ozs).
A gréifban a ¢; csicsok a klézoknak, [; csicsok a viéltozoknak, az x; és —x; csucsok a
literdloknak felelnek meg.

5. Abra. A 6.14. Tétel bizonyitdsdban a (21 VzaVrs) A (-1 Vza V) A(—x Vag V-oxs)
konjunktiv normélformédhoz készitett graf kiegészitve minden véaltozéhoz az s; csuccsal.

Bizonyitds. Vilagos, hogy az (f,g)-FAS feladat NP-beli. A 3-XSAT-3 feladatban adott
egy konjunktiv norméalforma, amelyben minden kl6z pontosan 3 literélt tartalmaz €s min-
den véltoz6 pontosan 3 klézban szerepel. Szeretnénk eldonteni, hogy kielégithetd-e az
adott konjunktiv normalforma tgy, hogy minden kl6zban pontosan egy literdl igaz. Is-
mert, hogy a 3-XSAT-3 feladat NP-teljes [27]. Ezt a problémét fogjuk visszavezetni a
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majdnem minden csticsra azonosan 1 korlatos (f, g)-FAS feladatra, amihez a kovetkez6k
szerint konstrudlunk meg egy (f, g)-FAS feladatot. A D iranyitott grafban a konjunktiv
normélforma minden literdljanak megfelel egy z; vagy —z; csics (a 4. Abra fels§ so-
ra). Minden kl6znak megfelel egy c; cstcs, valamint minden valtozonak megfelel két [;
csucs. Minden ¢; kl6zbol megy egy él a benne szerepld literdlok z; vagy —x; csucsa-
ba és minden [/; valtozénak megfeleld csicsbdl kiindul két él az adott valtozéhoz tar-
toz6 x; és —x; literdloknak megfeleld csucsokba. Tekintsiik a 4. Abra alsé sordban az
lyy...ilp,c1y. .. Cryly, ..., 1, csucsokat. A sorrend szerint minden csticsbdl megy két
parhuzamos él a kovetkezSbe. Belthat6, hogy a 4. Abran szemléltetett D iranyitott graf-
ban az alsé sor csticsain azonosan 1, a felsd sor csticsain azonosan 0 korlatokat megkdo-
vetelve pontosan akkor megoldhat6 az (f, g)-FAS feladat, ha a 3-XSAT-3 feladat meg-
oldhat6 az adott konjunktiv normdlformdra. Ezt az allitdst nem bizonyitjuk, de kés6bb
mutatunk egy hasonl6 bizonyitdst az 5. Abran szemléltetett konstrukciéra. Ahhoz, hogy
a felsd cstcsokra is azonosan 1 korldtot kdvetelhessiink meg, hozzdvesziink az alsé csu-
csok elé minden véltozéhoz egy s; csticsot. Az igy kibSvitett grafot az 5. Abran szem-
éltetjiik. Minden x; és —x; literdl csticsabdl kiindul egy €l az adott literdlhoz tartozo s;
valtoz6 csucsdba. Minden s; csicsbol megy egy €l az 6t megel6zd s; cstiicsba, valamint
az utols6bdl hozzdvesziink két parhuzamos élt az elsé [, csucsba, ezzel biztositjuk, hogy
az 5. Abra als6 sordban 16vS csicsok meghatdrozott sorrendben szerepeljenek minden

megengedett sorrendben. Legyenek [ = g = 1 korlétok, kivéve az s; csicsra, amelyre

f(s1) = g(s1) = 0.

A konjunktiv normdlforméanak pontosan akkor 1étezik 3-XSAT-3 feladatra megoldésa, ha
a D grafra definidlt (f, g)-FAS feladat megoldhaté. Vegyiik a konjunktiv normdlforma egy
megolddsat. Az alsé sor csticsai legyenek az dbra szerinti Iy, ... 1, c1, ..., Cr,l1, ..., 1y
sorrendben, az igaz literdlokat tegyiik kozvetleniil az s; valtozok csicsai mogé, a hamis
literdlokat tegyiik a sorrend végére, igy megengedett sorrendet kapunk a D grafon de-
finidlt (f, g)-FAS feladatra. Forditott irdnyban, ha vesziink egy megengedett (f, g)-FAS
megoldast, akkor a c; kl6zoknak megfeleld csucsok eldtti literdlokat igaznak vélasztva, a
tobbi literdlt hamisnak valasztva a konjunktiv normalforma egy megoldésat kapjuk, a ¢;
kl6zokhoz tartozé f(c;) = g(c;) = 1 korlatok miatt. A literdlokat beallithatjuk igy, mert
minden ¢ indexre az x; és a —x; literdlok koziil pontosan az egyik szerepel a korabbi /;
valtozo el6tt €s a masik a késobbi [; valtozéd mogott, tehat nem lesz olyan valtozd, amely-
re x; és —x; literdlt egyszerre igaznak vagy egyszerre hamisnak allitjuk. A D grifban
minden x; vagy —x; literdlhoz tartoz6 csuics és minden [; valtozéhoz tartozé cstics foka
legfeljebb 6, minden c; csucs foka legfeljebb 7 és minden s; csucs foka legfeljebb 4. Tehat
a D iranyitott grafban minden csucs foka legfeljebb 7. X

Az (f, g)-FAS probléma az ( f, g; h)-tulajdonsagu sorrend feladat egy specidlis esete, ezért
a 6.14. Tételbdl kovetkezik az alabbi tétel.

6.15. Tétel. Az (f, g; h)-tulajdonsdgii sorrend létezésének eldontése NP-teljes az f = g
esetben, mdr akkor is, ha az f = g korldt egy elemre 0, a tobbi elemre 1.

pa 7z

A kovetkezd tételekben megmutatjuk, hogy az (f, g; > w)-FAS probléma és az (f, g)-
FAS probléma egy-egy masik specidlis esete is NP-teljes.
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6.16. Tétel. A (—o0,g; > w)-FAS probléma NP-teljes, ha megengediink negativ w(e)
élsulyokat.

6.17. Kovetkezmény. A (—oo, g; h)-tulajdonsdgii sorrend feladat is NP-teljes, ha nem
koveteljiik meg a h, halmazfiiggvény monotonitdsdt.

6.18. Tétel. Az (f, g)-FAS probléma NP-teljes, ha egy csiicsra also és felsd korldt, a tobbi
csucsra csak felsd korldt adott.

6.19. Kovetkezmény. Az (f, g; h)-tulajdonsdgii sorrend feladat is NP-teljes, ha létezik

olyan elem, amelyre egyszerre adott also és felso korldt is.

Tekintsiik a 6. Abran szemléltetett konstrukciot, amelyet mind a 6.16. mind a 6.18. Tétel
bizonyitdsdnal fel fogunk hasznélni.

6. Abra. A 6.16. és 6.18. Tételek bizonyitdsakor konstrualt graf, amellyel visszavezetjiik
a feladatokra a k£ méretii fiiggetlen csticshalmaz feladatot.

A k méretd fiiggetlen csticshalmaz feladatrél ismert, hogy NP-teljes [22], ezt vezetjiik
vissza mindkét feladatra. Legyen G = (V, E') az a graf, melyben el szeretnénk donteni,
hogy létezik-e k£ méreti fiiggetlen csticshalmaz. Definidljuk hozza a kovetkezd D irdnyi-
tott grafot: A GG graf minden v cstiicsdnak és minden e élének megfelel a D graf egy csicsa,
valamint D tartalmaz egy plusz s cstcsot is. A D irdnyitott graifban minden e = uv élnek
megfeleld e € Vp csicsbdl kiindul két irdnyitott €1 a végpontjainak megfelelé v € Vp
€s v € Vp csucsokba. Emellett az s cstucsbdl vezet minden olyan v € V) csucsba egy
él, amely az eredeti G grif csiicsainak felel meg. A 6. Abra alsé soriban 1év6 csticsok
sorrendjét rogzitjiik, ezt a két feladatndl hasonldan érjiik el, dj élek bevezetésével. Ezen
konstrukciét felhaszndlva bizonyitjuk a 6.16. és 6.18. Tételeket.

Bizonyitds (6.16. Tétel). Lathat6, hogy a (—oo, g; > w)-FAS feladat NP-beli. Kiindulunk
a konstrukci6 szerinti D grafbél, amelyet a 6. Abra szemléltet. Az s csticsbél kiindu-

16 élekhez w(e) = —1, a tobbi élhez w(e) = 1 élsdlyokat rendeliink. Az s csticshoz
g(s) = —k, a tobbi csdicshoz g(v) = 1 felsd korldtot rendeliink. Most bevezetjiik az éle-

ket, amelyek biztositjak, hogy a 6. Abra alsé sordban 1év6 csticsok minden megengedett
sorrendben egymashoz képest a megadott sorrendben szerepeljenek. Az alsé sorban az s
cstcsbol kiindul egy él az e; csdcsba, w(se;) = n stllyal, a tobbi csicsbdl kiindul egy
w(e) = 2 silyu él, az 6t kovetd cstcsba.

Ha a G grafban létezett & méretd fliggetlen csicshalmaz, akkor 1étezik megengedett sor-
rend a D grafon definidlt (—oo, g; > w)-FAS feladatra. A ¢ sorrend elején legyenek a
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fliggetlen csicshalmaz csucsai tetszéleges sorrendben, utdnuk kovetkeznek az alsé sor
csucsai a meghatarozott sorrendben, majd a tobbi csics. Az igy kapott o sorrend megen-
gedett megoldds a D iranyitott grafon definidlt (—oo, ¢; >, w)-FAS feladatra, mert a fels6
sor csucsainak O a kifoka, tehat minden sorrendben teljesitik a fels6 korlatot. Az s cstics
el6tt pontosan & darab cstics szerepel (ezérts(s) = —k), az éleknek megfeleld csticsokat
pedig legfeljebb egyik végpontjuk el6zi meg a o sorrend szerint (ezért 3(6) = 1). Tehat
az alsé sor csucsai sem sértik a hozzdjuk rendelt korlatokat.

Forditott iranyban, ha vesziink egy ¢ megengedett sorrendet a (—oo, g; > w)-FAS fel-
adatra, akkor a o sorrendben az alsé sor csucsai biztosan a megadott sorrendben szere-
pelnek a koztiik bevezetett felsd korlatjukndl nagyobb silyt élek miatt, tehat s megeldzi
az osszes élnek megfelels e € V) csicsot. A g(s) = —k fels6 korlat miatt az s cstcsot
legalabb £ darab v € Vi cstcs megel6zi a sorrendben. Mivel minden élnek megfeleld
e € Vp cstcsra g(e) = 1 a felsé korlat, ezért az él két végpontja koziil legfeljebb az egyik
lehet el6tte. Ezekbdl kovetkezik, hogy a o sorrendben az s csticsot megel6z6 csticsok hal-
maza egy legaldbb £ méreti fliggetlen csticshalmaz a G grafban, tehat a sorrend elsé &

<]

csucsa éppen egy k méreti fiiggetlen csticshalmaz. X

Bizonyitds (6.18. Tétel). Konnyen lathat6, hogy az (f, g)-FAS feladat NP-beli. Kiindu-
lunk a konstrukcié szerinti D grafbdl, amit a 6. Abra szemléltet. Az s csticsra f(s) =
g(s) = k korldtot rendeliink, a tobbi cstcsra g(v) = 1 felsd korlatot rendeliink. Most
bevezetjiik az éleket, amelyek biztositjdk a 6. Abra alsé sordban 1év6 csiicsok rogzitett
sorrendjét. Az als6 sorban az s csucsbdl az e; csicsba kiindul n darab parhuzamos él, a
tobbi csicsbdl kiindul két parhuzamos €1 az 6t kdvetd cstcsba.

Ha a GG grafban 1étezik k£ méret fliggetlen csicshalmaz, akkor legyen o az a sorrend,
ahol ezen csucsok vannak elol, aztdn az als6 sor csicsai a meghatdrozott sorrendben,
majd a maradék csicsok. Ekkor o egy megengedett sorrend a D grafon definidlt (£, g)-
FAS feladatra, mert a fels6 sor csticsainak 0 a kifoka , tehdt minden sorrendben teljesitik
a hozzdjuk tartoz6 korldtot. Az s csucs el6tt pontosan £ darab cstcs van (ezértS(s) = k),
és az éleknek megfeleld csticsokat legfeljebb egyik végpontjuk elézi meg a o sorrendben
(ezértS(e) < 1). Tehét az also sor csucsai is teljesitik hozzajuk tartozé korlatot.

Forditott irdnyban, ha 1étezik egy o megengedett sorrend az (f, g)-FAS feladatra, akkor
ebben a sorrendben az alsé sor cstcsai a megadott sorrendben szerepelnek, a koztiik beve-
zetett parhuzamos élek miatt, tehat az s csics megeldzi az 6sszes élnek megfelelé e € Vi
csucsot. Az f(s) = g(s) = k korldt miatt pontosan k darab v € Vi cstics van a sorrend
szerint s el6tt. Az éleknek megfelels e € V) csticsokat a g(e) = 1 fels korlat miatt
legfeljebb egyik végpontjuk el6zheti meg. Ezekbdl kovetkezik, hogy a o sorrendben az s
csticsot megeldzd csticsok halmaza egy & méreti fiiggetlen csicshalmaz a G grafban. X

7. Nyitott kérdések

Zarasként mutatunk néhéany nyitott kérdést a rangsoroldsi feladatok témakorében.
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El6szor attekintjilk a Py~ €s Ppax feladatokkal kapcsolatos nyitott kérdéseket. Mindkét
feladat nehézsége nyitott kérdés k& = 3 bird esetén, illetve a Py~ feladat nehézsége k = 5
bir6 esetén is. Fontos megjegyezni, hogy a 2.2. Fejezetben mutatott visszavezetés miatt
k = 3 bir¢ esetén, ha a Py, feladat megoldhato, abbdl kdvetkezik a Py~ feladat megold-
hatésdga, valamint ha a Ps~ feladat NP-neh€z, abbol kovetkezik a P, feladat nehézsége.

A kozelit§ algoritmusokrol szol6 fejezetben ldttuk, hogy a Ps- feladatra a Borda-médszer
5-kozelitd, a KwikSort algoritmus €s a PickAPermsy- algoritmus koziil a jobb megoldas
vélasztdsa pedig 1—71—k6ze11’t6, azonban nem ismert pontos példa egyik algoritmusra sem.
Nyitott kérdés, hogy a kozelitd hdnyadosra adott becslések pontosak-e. Hasonl6 kérdés
mertll fel az egészségi hézag esetén is, amelyre a [2] cikkben megmutatjdk, hogy legfel-
jebb %, azonban pontos példa nélkiil, tehat a becslés nem feltétlen éles.

A Ps- feladatra 1étezik polinomidlis approximdciés séma [24], de tudomdsunk szerint
nincs ismert polinomidlis approximécids séma a P, feladatra. S6t dltaldnos £ bird ese-

7 2

tén nem ismert 2-kozeliténél jobb algoritmus sem.

Az FPT algoritmusokndl lattuk, hogy a Pp.. feladatra nem létezik a d, atlagos input
tavolsdggal paraméterezett FPT algoritmus, ha P # NP, azonban ennek bizonyitdsa arra
épiil, hogy az inputhoz egy p; permuticiot tetszblegesen sokszor hozzavesziink. Kérdéses
tehat, hogy ha nincs ismétl6dés az inputban, akkor 1étezik-e FPT algoritmus a d,, atlagos
input tdvolsaggal paraméterezve.

A tovdbbiakban éttériink az dltalunk bevezetett (f, g; h)-tulajdonsdgu sorrendhez kapcso-
16d6 kérdésekre. Lattuk, hogy az (f, g)-FAS feladat NP-nehéz, mar f = g szigort korla-
tok esetén is. Azonban nyitott kérdés, hogy tag korlatok esetén, példaul egy G élstilyozat-
lan grafon minden v csticsra az f(v) = 1 alsé és a g(v) = d(v) — 1 felso korlatok esetén
megoldhaté-e a feladat.

Az (f, g)-FAS feladat alkalmazdsanal lattuk, hogy egy D iranyitott grafr6l polinom id6-
ben eldonthetd, hogy felbomlik-e egy befenyves és egy aciklikus graf unidjara. Azonban
nyitott kérdés, hogy befenyves helyett egy befeny6re, vagy még altaldnosabban egy adott
gyokérhalmazi befenyvesre is megoldhat6-e a felbontasi feladat.

Gondolkozhatunk az ( f, g; h) tulajdonsagu sorrend létezése, illetve az ( f, g)-FAS feladat
altalanositdsain is. Példaul definidlhatjuk a koltséges véltozatukat, amelynél minden elem-
helyezés pérra adott egy c koltség, és egy legolcsébb ( f, g; h)-tulajdonsdgud sorrendet ke-
resiink. Természetes modositds az adott elemet megel6zd Osszes elem helyett az f, g kor-
latokat az 6t megel6z6 (legfeljebb) d elemre el6irni. Egy masik lehetséges éltaldnositas,
ha kozos sorrend helyett egy kétdimenzids elhelyezésben gondolkodunk, az adott elemet

e

,megel6z6” elemek halmaza pedig a tdle balra-felfele elhelyezkedd elemeket tartalmazza.
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