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K0szonetnyilvanitds

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Dr. Gyarmati Katalinnak, aki
felkeltette érdekl6désemet nem csak e téma, hanem &ltaldnossdgban a szamelmélet irdnt
is, illetve végig szakmai segitséget nyujtott.

Ko6sz6ndm tovabba csaldidomnak és barataimnak, hogy mellettem éalltak és tamogat-
tak. Kiilon koszonet illeti a bardtomat, aki egyetemi tanulmanyaim soran végig hitt ben-

nem és legnagyobb tdmaszom volt.



1. Bevezetés

1.1. Motivacio

Altaldban egy szdmsorozatra akkor mondjuk, hogy pszeudovéletlen, ha statisztikailag
véletlennek tiinik, annak ellenére, hogy egy determinisztikus algoritmus altal késziilt.
Az, hogy pontosan mit értiink j6 pszeudovéletlen sorozat alatt, vagyis milyen tulajdon-
sagokat varunk el t6le, alkalmazastol is fiigg.

A legtobb esetben a véletlen szdm generaldsdhoz hasznalt algoritmus a DRBG (Deter-
ministic Random Bit Generator), melynek el6szor sziiksége van egy szdmra, in. magra
(‘seed’), és ettdl fliggben kapunk egy pszeudorandom szdmot eredményként. Mivel ez
egy determinisztikus algoritmus, azaz ugyanabbdl a magbdl ugyanazt a szdmot kapjuk,
ezért a magot jol titkositva kell tdrolni. Ma mar gyakorlatilag minden szdmit6gépes szoft-
vernek beépitett része egy randomszamtablazat, ezek tobbsége szamelméleti eszkdzok
telhasznaldsaval késziil.

Ahol nagyon fontos a szam vagy sorozat megjésolhatatlansdga, szoktak haszndlni fi-
zikai mennyiségeket, példdul billentytinyomdasok kozotti id6t vagy elektromégneses zajt
két allomas kozé hangolt radiébol.

A modern szdmitégépek el6tt a tudésoknak egyszer(ibb eszkdzokre kellett hagyat-
kozniuk, példdul kockdkra, kdrtydkra, rulettekre, vagy el6re elkészitett randomszamtéb-
lazatokra.

A véletlen szdmsorozatok legfontosabb alkalmazasai a numerikus analizishez (pl. Monte-
Carlo médszer) és a kriptografiahoz kapcsolédnak, melyek koziil most a kriptogréafian
beliil a Vernam-rejtjelezést emelem ki. [2], [7]

A dolgozatban a modern (kvantitativ) pszeudovéletlen szdm generédldsanak témako-

rét jarom korbe, féleg az ehhez felhasznalt matematikai algoritmusokra koncentrélva.

1.2. A Vernam-rejtjelezés

A Vernam féle titkositds ("Vernam-cipher’) algoritmuséat a 20. szdzad elején dolgozta ki
Gilbert Vernam. [7] Az algoritmus az adott hossztisdgt szoveget egy azonos hossztisdgu

kulcs segitségével titkositja a kovetkezdképpen:
1.1. Definicié (Gyarmati, Sarkozy [7]). El6szor a titkositandd szoveget (ay,...,an) bitsoro-
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zat formdra hozzuk, ahol a; € {0,1}N Vi, majd ehhez hozzdrendeliink eqy ugyanilyen alakii
(ell- . -/eN)/

e; € {0,1}N Vi (lehetbleg véletlenszeriien, vagy pszeudovéletlen generdlt) kulcsot. Ezutdn a szo-
veget és a kulcsot bitenként Osszeadjuk modulo 2 (mdsképp: "XOR’ mfiivelet), igy egy harmadik N

hossziisdgui {0, 1} sorozatot kapunk, ez a titkositott szoveg (ciphertext).

Ebbdl az eredeti szoveget a kulcs és a kod segitségével ugyanilyen médon lehet vissza-
kapni, 6sszeadjuk a két sorozat megfelels elemeit modulo 2. Biztonsagosabb médszert ka-
punk, hogyha a kéd valéban véletlenszerien van generédlva, azaz hogy minden {0, 1}~
sorozatot azonos 2LN valdszintiséggel valasztunk (ezt egyszer hasznélatos kulcsnak, vagy
‘one time pad’-nek nevezziik). Claude Shannon bizonyitotta be, hogy ekkor ha a kulcs
tokéletesen titokban van tartva és sosincs egynél tobbszor haszndlva, akkor a titkosités

tulajdonképpen megfejthetetlen. [7]

1.2. Példa.
(10110) < a kédolandé szoveg

@ (00101) < akulcs
= (10011) < a kapott kodolt szoveg



2. Pszeudovéletlen sorozatok

A pszeudovéletlen tulajdonsdg tobbféleképpen értelmezhetd, leginkabb attdl fiiggden,
hogy milyen médon szeretnénk hasznalni az objektumot, ezért tobb megkozelités léte-
zik a sorozatok konstrudldséra és tesztelésére is. A sorozat haromféleképpen is kinézhet:

1. sorozatok a [0, 1) intervallumbol

2.az {1,... N} halmazbdl vélasztott egészek sorozata

3. bindris sorozat.

Itt bindris {+1, —1} sorozatokra fogok koncentralni, ugyanis a hdrom megkozelités
kapcsolatban all egymassal, egyikbdl eldéllithaté a masik és forditva. A célunk bizonyos
ismert sorozatok pszeudorandom tulajdonsdgainak vizsgalata, és tobb konstrukcié meg-
adédsa. Ehhez 1j mértékeket kell bevezetniink, amelyekkel vizsgalhatjuk a sorozatokat.
[14]

A "Pszeudovéletlen sorozatok” rész Mauduit, Sarkozy [14] és Goubin, Mauduit, Sar-
kozy [3] cikkei alapjan irédott. A dolgozatban innent6l a ‘pszeudorandom’ sz6t tobbszor

"PR’-ként roviditem.

2.1. A pszeudovéletlenség mértékei bindris sorozatokon

Eleinte véges bindris sorozatok pszeudovéletlen tesztelése tigynevezett ‘a posteriori” tesz-
teléssel tortént, azaz bizonyos jol definialt statisztikai tesztek megmondtak, hogy az adott
sorozat pszeudovéletlen-e vagy sem. A probléma ezzel az, hogy egy sorozat igy csak
,rossz" vagy ,jo0" lehet, nincs a kettd kozotti lehetdség, ezért egy flexilibilisebb mértékre
lesz sziikségiink. A legfontosabb véletlen tulajdonsagok, melyeket elvarunk egy pszeu-
dovéletlen sorozattodl, a kovetkez6k:

1. normalités

2. egyenletes eloszlds a szdmtani sorozatokon

3. kicsi tobbszoros korreldcié
Azt szeretnénk, hogy a mérték tiikrozze egy sorozat ezen tulajdonsagait. Tovabbi elvara-
saink a PR mértékkel kapcsolatban:

4. Egy sorozat pszeudovéletlensége jellemezhetd legyen egy valods értékii, az dsszes

véges bindris sorozaton értelmezett fliggvénnyel.



5. Ez a mérték legyen kiszamolhato legaldbb a ,,szebb" sorozatokra. Mivel egyféle mér-
tékkel ezt nehéz megoldani, legyen a 6. kovetelmény:

6. A mértéknek legyenek kiilonb6z6 szintjei, és legaldbb az alacsonyabb szintek érté-
két jol tudjuk kozeliteni.

AvégtelenhosszU E = (e, ep,...) € {—1,1}* sorozatokon Mauduit és Sarkozy a fenti

1-6 elvarasoknak megfelel6 mértékeket vezettek be:

2.1. Definicié (Mauduit, Sarkozy [14]). Minden k € N, M € IN, X = (x1,x2,...,X;) €
{-1,1,}5,a€Z,beN,D = (dy,...dy) e N dy < ... < dj-re legyen

T(E,M,X) = |{1’l 0<n< M, (en+lren+2/---en+k) = XH,

U(E,M,a,b) Zea+]b,

. M-1
V(E,M,D) = Y enidlnidy---Cntd,
n=0
Ekkor E-t normdlisnak nevezziik, ha
M
T(E,M,X) — k| = o(M)

minden adott k-ra és X-re, ha M — oo, és a mdsik két tulajdonsdgra teljesiil, hogy:

U(E,M,a,b) =0(M),

V(E,M,D) = o(M)
minden adott a,b, D-re, és M — 0.

Véges sorozatokra az aldbbi mértékeket definidltak, szintén az 1-6 elvdrdsainknak

megfelelSen:

2.2. Definicié (Mauduit, Sarkozy [14]). 1. k-ad rendii normalitds-mérték:

M
Ny(En) = T(En, M, X) — —|.
K(En) xe?—afl}" 0<Mr21%l>«(kl—k| (E ) 2k|



2. Normalitds-mérték:
N(Eyn) = max N, (E
( N) k<(log N)/log2 k( N)
3. Eloszlds-mérték:

t

Z ea+jb
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W(EN) = max |U(EN, t,a,b)| = max
a,b,t

a,b,t =1
ahola € Z,b,t c N,és1 <a+b<a+tb<N.
4. k-ad rendfii eloszlds-mérték:
M-1
Ci(En) = max |V(En, M, D)| = max nZ_O CutdyCrtdy -+ - Crrd
ahol D = (dy,...dy), és M-re M+ d; < N.
5. Korreldcio- mérték:
C(En) = _ max Cc(En)

k<log N/log2
Ekkor a normalitas és a korreldci6 kozott van kapcesolat:

2.3. Allitds (Mauduit, Sarkozy [14]). Minden N, Ey, és k < N-re

<
Ny (En) < gtagxk\Ct(ENH

Bizonyitds. ([14]) Mindenk, N € N, X = (xq,...,x) € {—1,1}k-ra 6s1<M<N+1-—
k-ra

IT(En, M, X) — M/2k| =

M
=|{n:0<n<M, (ent1,n42,---,€nk) = X} — ok
M-1 k
X1...X% M
= L = ey +x) - 5
n=0 j=1
M-1
X1...X
= 1 2k k Z 1—[ x]- Z €n+d1 ce €n+dt
1<di<...<di <k \ je{1,...k}\{dy,...ds} n=0
1 1 &k
< Y. |V(En,M,D)| < o Y. ) Ci(En)
Dc{1,2,..k} t=1
DA®
< max |C(En)|.

T1<t<k



Tehat ha a korrelaciomérték kicsi, akkor a normalitdsmérték is az, azonban ez a masik
irdnyban nem feltételniil igaz. El6fordulhat, hogy a normalitds-és eloszlasmérték is kicsi,

de a korrelacié mégis nagy:

2.4. Példa (Mauduit, Sarkozy [14]). Legyen az Ex = (ey,...en) € {—1,1}N olyan soro-
zat, melyre a normalitas és a korreldcié mérték is kicsi, és legyen Efy, = (e],...e5y) €

{—1,1}?N egy masik sorozat, igy, hogy

; e hal <n <N,
e, =
e,—N haN <n<2N

Ekkor a normalitds-és eloszlasmértéke Ejy-nek lgefeljebb egy konstansszorosa En

megfelel6 mértékének, de

C2(Ey) > -

Z e en+N

Tehat ahhoz, hogy megmutassuk, hogy egy sorozat pszeudorandom, vagyis rendelke-

zik a kivant 1-3 pszeudovéletlen tulajdonsagokkal, elég megmutatni, hogy az eloszlas és
a korrelaciomértéke kicsi, de mindkett6t ellendrizni kell. Ebb6l a két mértékbol készitett

Mauduit és Sarkozy egy kombindlt mértéket:

2.5. Definicié (Mauduit, Sarkozy [14]). k-ad rendii kombindlt mérték:

t

Qk(En) = max Zea+]b+dlea+]b+d2 - Ca+jb+d, | = MMax 1Z(a,b,t,D)|
ab,t,D = a,b,t,D

ahol
t

|Z(a/ b/ t/ D)‘ = Z ea—i—jb—i—dlea—l-jb—i—dz e ea+jb+dk
j=0

minden a,b,t,D = (dq,dy,...dy)-ra, 1igy, hogya+jb+d; € {1,...,N}.
kombindlt mérték:

Q(En) = max  Q(En)

k<(log N)/ log?2
2.6. Példa (Mauduit, Sarkozy [14]). Legyenaz Ex = (ey,...en) € {—1,1}N sorozat olyan,
hogy a korreldcio-és eloszldsmértéke is kicsi, és legyen Eby, = (ef,...¢ehy) € {—1,1}2N
olyan sorozat, amelyre:
;) en hal <n <N,
! { eon-n haN <n<2N
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Ekkor E/\-nek a korrelaci6 és az eloszlasmértéke legfeljebb konstansszorosa Ey meg-
felel6 mértékének, tehat a kombindalt mértéke is kicsi. Ennek alapjan tehat a kordbbi de-
tinici6 szerint pszeudorandomnak mondanank sorozatot, pedig lathatd, hogy egy igazdn

véletlen sorozat nem lehetne ennyire szimmetrikus.

A szimmetria vizsgélatdra Gyarmati vezette be az tin. szimmetria mértéket [4]. Latha-
t6 tehat, hogy tjabb és tjabb mértékek vezethet6k be, azonban a gyakorlati alkalmazasok

azt mutatjak, hogy legtobbszor elegendd a W és Cy mértékekre szoritkozni.

2.2. A Legendre-szimbélum pszeudovéletlen tulajdonsagai

Meg kell még nézniink, hogy a korabban definidlt kombinalt mérték alkalmas-e szép so-

rozatok tesztelésére. Figyeljiik meg a Legendre-szimbdélumot:

2.7. Tétel (Mauduit, Sarkozy [14]). Létezik olyan po, amelyre ha p > po, p primszim, k €

R (OO E)

Qi(Ep—1) < 9kp'/*logp

akkor

ésha N = p — 1, akkor

En) = Exn) < 27NY2(log N)?2
Q(En) kg(lofgnﬁf/longk( N) < (log N)

Q"(En) = i Qr(En)/2F < 33N12log N.
k=1

Ilyen médon csak kevés j6 pszeudorandom sorozatot lehet generélni, holott bizonyos
alkalmazdsokban, pl. a kriptografidban, sok sorozatra lesz sziikségiink. Megmutatjuk egy

modjat a tobb sorozat generalasanak:

2.3. Egy masik konstrukcié a Legendre-szimbdlum segitségével

Hoffstein és Liemann bevezetett egy nagyon altaldnos Legendre szimbélumra és polino-

mokra alapozott csalddot [12], ez a kovetkezé:

11



N:p—l, ey = (%)/EN: (61,62,...61\])

Azonban Hoffstein és Liemann a sorozatok pszeudovéletlenségérdl semmit nem igazolt.
Felmeriil a kérdés, hogy milyen legyen a konstrukciéhoz haszndlt f polinom? Gaubin,
Mauduit és Sarkozy megmutatott egy nagy, megfelelé polinomcsalddot, a kovetkezd de-

finiciok és jeldlések toliik szarmaznak és a konstrukciéhoz sziikségesek:

2.8. Definici6é (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Ha M € IN, és o/, % C Z,, és &/ + PB-ben

Z, minden eleme pdros multiplicitdssal fordul eld, azaz minden c € Z-re
a+b=cacod,bec A

megolddsainak szdma pdros ( beleértve azt az esetet is, amikor nincs megoldds), akkor az o/ + %

0sszegre azt mondjuk, hogy rendelkezik a P tulajdonsdggal.

2.9. Definici6é (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Ha k,I,m € N és k,1 < m, akkor a (k,1,m)
szdmhdrmast megengedett harmasnak nevezziik, ha nincs olyan o/, 8 C Zy, hogy || =
k,|B| =1, és of + B rendelkezik a P tulajdonsdggal.

Gaubin, Mauduit és Sarkozy a kovetkez6t igazoltak:

2.10. Tétel (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Legyen p primszim, és f(x) € F, k-ad fokii, 1igy,
hogy nincs tobbszoros gyoke IF-ben. Ekkor ha az E,, = (ey, . . . ep) sorozatot 1igy definidljuk, hogy

o () mGop =1, o)
+1 ha p|f(n).

akkor
@)

W(E,) < 10kp'/?log p;

(ii) hal € N-re az (r,1, p) szdmhdrmas megengedett minden r < k-ra, akkor

Ci(Ep) < 10kIp'/?log p.

12



Bizonyitds. (1) Legyena € Z, b,t € IN, gy, hogy teljesiil rajuk
1<a<a+(t—1)0b<p, (2.2)

és legyen g(x) = f(a + bx), vagyis g(x) € Fy[x].
A ¢(x) definici6ja miatta g(x) = 0 (mod p) kongruencidnak legfeljebb k darab megol-
dasa lehet, igy ha (£ ) -t 0-nak definialjuk abban az esetben, amikor p|a, akkor

B t—1 f(a—%jb B t—1 5£12
U(Epta,b)] = < E, (—p ) Iy Jg( . ) +k

t—1
Ezewﬂb

j=0

Lathato, hogy f és g azonos fokuak, és ha f F,-beli szorzattd bontva
f(x)=c(x—2x7)...(x —xg),
ahol x; # xj, hai # j, akkor
g(x) = fla+bx) =cb"(x —b"Y(x; —a))... (x;l(xk —a)),

vagyis g(x)-nek szintén nincsen tdbbszoros gyoke. A kovetkezdkben sziikségiink lesz az

alabbi lemmadra, mely A. Weil tételének egy kovetkezménye:

2.11. Tétel (Weil [18]). Legyen p eqy primszdam, x egy d-ed rendii, mod p (nem trividlis) karakter,
f(x) € FF,[x] (ahol IF, a modulo p maradékosztdlyok teste) k-ad fokii és a faktorizdcidja: f(x) =
b(x — x1)%...(x — x5)% (ahol x; # xj ha i # j) Fy-beli (F), lezdrtja), és

(d,dl,. . .ds) — ]..

Legyen X,Y valds, 1igy, hogy 0 < Y < p. Ekkor

> x(f(n))‘ < 9kpM2log p.
X<n<X+Y

A 2.11-es tételt felhaszndlva, rendre (%)—t, 2-t és g(n)-et irva x(n),d és f(n) helyébe,

kapjuk, hogy
-% ()
=0 p

|U(Ep, t,a,b)| +k < 9kp'/?log p + k < 10kp*/%log p.

13



(ii) Irjuk 4t f(x)-et f(x) = bf1(x) alakba, ahol f; féegyiitthatdja 1, és b € Z,. Minden
dy,...d; egészre és M € IN-re, ha feltessziik, hogy

0<di<...<d;, M+d; <p, (2.3)

akkor a
f(n+d;))=0(modp), 1<n<M1<i<lI

kongruencidnak legfeljebb kI darab megolddsa van. Ekkor ha ( % )-titt is 0-nak definialjuk,
a kovetkezot kapjuk:

<

M
V(Ep, M,D) = | Y enia, ---na,
n=1

- ﬁl(ﬂn;dl)) (f(n;dz))___(f(n;dz)> k=
IN M
_ (%)n;(f1(n+d1)f1(n;dz)---f1(n+dz> i

Legyenh(n) = fi(n+di) fi(n+dz) ... fi(n+d;). Akovetkezd lemmat fogjuk felhaszndl-

ni, melynek bizonyitdsa megtalalhat6 [3]-ban:

2.12. Lemma (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Ha f,k,[ a 2.10-es tétel szerint vannak defini-
dlva, akkor h(x)-nek van legaldbb egy pdratlan multiplicitdsii gyoke F ,-ben.

Igy tehat a 2.11-es tétel feltétele teljestil (%), 2, és h(x)-re x,d és f(x) helyében, vagyis
a tételt felhaszndlva kapjuk, hogy (mivel /(x) foka ki)

£

n=1

\V(Ep, t,a,b)| < kI < 9klp'/*logp < 10kIp'/?1og p

minden dy,...d;, M-re, ami teljesiti (2.3)-at. Ezzel a tétel 4llitasat igazoltuk. [3] O

2.4. Elégséges feltétel a megengedettségre, j6 primek

Ahhoz, hogy hasznalhassuk a 2.10-es tételt, sziikségiink van megengedett szdimharma-

sokra. Egy elégséges feltétel a megengedettségre a kovetkezo:
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2.13. Tétel (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). (i) Minden p primre ésk € IN, k < p-rea (k,2,p)
megengedett.
(if) Ha p prim, k,1 € IN és
(4h)* < p. (2.4)

akkor (k, 1, p) megengedett.
(iii) Ha p olyan prim, hogy a 2 primitiv gyok modulo p, akkor minden k,1 € IN pdr, amire
k<p,l<p,al(kl, p)hirmas megengedett.

Az (iii) tulajdonsag segitségével tehat kontrolldlhatjuk a magas rend korreldcidkat is,
ha van sok olyan p prim, amire a 2 primitiv gyok mod p.

Hogy jobban megértsiik a megengedettség fogalmat, és ellenkezgjére is kapjunk egy
elégséges feltételt, tovabb vizsgéljuk a megengedett harmasokat. Ehhez egy tijabb defini-

cio:

2.14. Definicié (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Egy pozitiv egész m szdmra azt mondjuk,
hogy j6, ha minden k,1 € IN pdrra, ahol k < m,1 < m, a (k,1, m) szimhdrmas megengedett.

A kovetkez6 tétel bizonyitdsdnak segitségével konnyen mutathatunk majd példat nem
megengedett szamharmasokra és .7 + Z 0sszegekre, amik rendelkeznek a P tulajdonség-

gal:

2.15. Tétel (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Egy pdratlan p prim akkor és csak akkor j6, ha a 2
primitiv gyok modulo p.

Bizonyitds. Barmely 4 C Z,-re definidljuk a Py (X) € IF,[X] polinomot a kovetkezkép-
pen:

Pe(X) = ) X°0,
cE?

ahol s(c) jeloli a c maradékosztdly modulo p legkisebb nemnegativ elemét.

Minden u € Z,-re a P, 4(X) polinom egyenl6 X"Py(X) maradékaval modulo (1 +
X?) B[ X]-ben. Emiatt barmely o7, # C [F-re az o/ + % 6sszeg akkor és csak akkor ren-
delkezik a P tulajdonsaggal, ha (1 + X?) osztja P,/ (X)Py(X)-et IFo[X]-ben.

Hal+ X + ...+ XP~! reducibilis IF»[X]-ben, akkor irjuk &t

1+ X+...+ X1 =P (X)Py(X)
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alakba, ahol 2 < degP; < p — 3, i = 1, 2-re (els6fokt polinomok nem osztjdk az 1 + X +
..+ X?~1 polinomot IF»[X]-ben). Ha <7, %-t igy definialjuk, hogy

_ Z xs(a)

acod

1+ X)P(X) = ) x°®
bex

akkor lathatjuk, hogy az &/ + % Osszeg rendelkezik a P tulajdonsaggal, vagyis p nem
j6 prim. Ellenben ha 1+ X + ... + X?~! irreducibilis IF»[X]-ben, akkor barmely olyan
o, B C Zpre, melyre o + % rendelkezik a P tulajdonséggal, az 1+ X + ... + XV~ !
polinomnak osztania kell vagy P, (X)-et vagy Py(X)-et, amibdl kovetkezik, hogy </ =
Zyvagy B = Z,, vagyis p egy jo prim.

Tehat tudjuk, hogy egy p prim akkor és csak akkor jo,haa 1+ X + ...+ X?~! polinom
irreducibilis IF, [ X]-ben.

Ismert tétel a kérosztési polinomokrdl (lasd pl [15] 2.4 tétel, 65. 0.), hogy a 1 + X +

.+ XP~! polinom £~ ! darab azonos d foki polinom szorzatéra bomlik IF,[X]-ben, ahol
d az a legkisebb pozitiv egész, melyre 2 =1 mod p. Ebbél latszik, hogy a p prim akkor

és csak akkor jo, ha a 2 primitiv gyok modulo p, ami a bizonyitand6 allitas. [3] O

2.16. Példa (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Legyen p = 17 (2 nem primitiv gydk modulo
17, tehat a tétel szerint lesz olyan (k,I,17) szdmhdrmas, ami nem megengedett). Bont-
suk fel 1+ x!7-ent a kovetkezéképp Fr[x]-ben: (1 + x + x3 + x6 + 8 + x%) (1 + x + 22 +
x* + x% + x7 + x8). Ekkor ha &7 = {0,1,3,6,8,9} és # = {0,1,2,4,6,7,8} akkor </ + &
rendelkezik a P tulajdonséggal, azaz a (6,7,17) és a (7,6,17) szamharmasok nem megen-
gedettek.

2.5. Az algoritmus

A 2.10-es tételbdl és a 2.13 tétel (i) részébdl kovetkezik:

2.17. Kévetkezmény (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Ha p, f, k, Ep a 2.10-es tétel alapjin
vannak definidlva, akkor
W(E,) < 10kp'/?log p (2.5)
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Ca(Ep) < 20kp'/?log p. (2.6)

Tehat az eloszlads és a masodrendi korrelaciomérték mindig elég kicsi. Ha magasabb
rend(i korreldciomértéket is szeretnénk, hogy biztosan kicsi legyen, a 2.10-es tételt a 2.13

tétel (ii) és (iii) részével kell kombindlnunk:

2.18. Kovetkezmény (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Ha p, f,k, Ep a 2.10 tétel szerint van-
nak definidlva, és legaldbb valamelyik a kett0 koziil teljesiil:
(i) a 2 primitiv gyok modulo p

(ii) igaz a kovetkezd:

1/4
p
l< 4 V (2'7)
akkor (2.5) és
Ci(Ep) < 10kIp*/?logp (2.8)

is teljesiil.

A 2.18-as kovetkezmény alapjan az algoritmusunk adott p prim hossztsagua PR soro-

zat generélédséra:

Algoritmus (Gaubin, Mauduit, Sarkozy [3]). Adott egy p prim, a sorozat hossza, és egy
L € IN, melyre:

I < p minden p-re
g ha a 2 nem primitiv gyok modulo p

Tfh. a sorozat [-ed rendi korreldciomértékét szeretnénk korldatozni minden ! < L-re.
Legyen L < p nagy, de hogyha a 2 nem primitiv gyok modulo p, akkor (mivel a 2.13
tétel (ii) feltételének teljestilni kell) legyen olyan, hogy

log p
k < log(4L)" (2.9)

Legyen t = [k/2], és tekintsiik a kovetkez6 alakban adott g(x) € IF), polinomokat:

t .
g(x) =2+ Y ax, (2.10)
i=0
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ahol a; € Z, mindeni =0,2,...,t — 1-re, és a; € Z,\0.
Legyen d(x) a g(x) és ¢'(x) polinomok legnagyobb kozos osztdja, és legyen

f(x) = m (2.11)

Az ezekkel az értékekkel adott 2.10 tétel szerinti pszeudorandom sorozatot kiszdmolva
egy jo sorozatot kapunk, ugyanis:

Az f(x) polinomnak nincsen tobbszords gyoke, mivel igy alkottuk meg (2.11)-ben, a
foka pedig deg(f(x)) < deg(g(x)) = k.

Tovabba | < L < p minden p-re, és ha 2 nem primitiv gyok modulo p, akkor I < L <
}Lpl/ % a (2.9)-es feltevés miatt, vagyis a 2.13 tétel feltételei teljesiilnek, ezért a kivant (2.5)

s (2.8) pszeudovéletlen tulajdonsagok is.

([N
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3. Pszeudovéletlen racsok

A "Pszeudovéletlen racsok’ rész Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10] és [11] cikkei és Hubert,

Mauduit, Sarkozy [13] cikke alapjan késziilt.

3.1. Definicié és mérték
Hasonl6an a sorozatokhoz, pszeudovéletlen racsokat hasznalhatunk a kriptogréfidban,
ha nem egy szoveget, hanem esetleg egy térképet, fényképet kell titkositani. A sorozatok
analogiajara miikodik igy is a Vernam cipher, csak a szoveg karakterei helyett péld4ul
a kép pixeleit titkositjuk. A kulcs pedig egy véletlen bindris racs. Hubert, Mauduit és
Séarkozy vezette be a kovetkezé definicidkat [13]:

Legyen I; azoknak az n dimenzids vektoroknak a halmaza, melyeknek minden koor-

dinatdja 0 és N — 1 kozotti egész szam:
Iy ={x=(x1,...,x) :x;€{0,..., N=1}Vie{1l,...,n}}

IN-t n-dimenzi6s N-racsnak, vagy roviden N-racsnak nevezziik. Ezt a definiciot altala-
nosithatjuk a kovetkez6képpen: Legyenek uy, . . . u, linedrisan fiiggetlen n dimenziés vek-
torok gy, hogy minden u; vektornak egyediil az i. koordindtaja nem nulla, a tobbi nulla.
Azazu; = (0,...,0,2;,0,...,0). Legyenek t1, . .., t, egészek, ugy, hogy 0 < t1,...,t, < N.
Definialjuk a BY; halmazt:

B ={x=(xiw1 +...+x5u,) :0< xj|w;| < ;Vie{l,...,n}}

Ekkor By;-t n-dimenziés N-téglardcsnak, vagy roviden N-téglardcsnak nevezziik. Hu-
bert, Mauduit, Sarkozy a sorozatok esetét a kovetkezoféleképpen terjesztette ki tobb di-
menzidra [13]:

ex=1n(x) : Iy — {—1,1}

Az egyszertiség kedvéért 17(x) = 1((x1,...,x,)) helyett n(x1, ..., x,)-et irunk. Szem-
léletesen az x vektor helyén (a "koordinatait" adja meg a racsban) az 7 (x) szdm, azaz +1
vagy -1 (+" vagy '~ karakter) all.

Hubert, Mauduit, Sarkozy a kovetekz6 mértéket definidlta racsokra:
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3.1. Definicié (Hubert, Mauduit, Sarkozy [13]). Legyen
n oIy — {-1,+1}

Ekkor n-nak az I-ed rendii pszeudorandom mértéke:

Qi) = max, Y nx+di)... (x+d))

““I'\xeB

ahol dy, . ..d; € Iy, és B téglardcs, 1igy, hogy B+ dy,...B+d; C I}

Egy trividlis fels6 becslés Q;-re adott N, n,I esetén N". Egy bindris racs j6 pszeudo-
véletlen récs, ha Q;(1) ennél jelentSsen kisebb. Ilyen racsot a sorozatokhoz hasonléan a

Legendre-szimbolum segitségével tudunk késziteni.

3.2. Degenerilt polinomok, konstrukcié

Gyarmati, Sarkozy és Stewart el6szor a kovetkezd konstrukci6 tulajdonsédgait vizsgélta:

3.2. Konstrukcié (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Legyen p pératlan prim, f(x1,x2) €
Fp[x1, x2] kétvaltozos polinom, és 7 : I’% — {-1,+1}:

flx1,x2) _
n(x1,x2) = ( P ) o halflxxa).p) =1, 3.1
+1, hap | f(x1,x2).

A kovetkez6 példak azt mutatjdk, hogy van néhdny f polinom, amire biztosan nagy lesz
Qi(n):
3.3. Példa (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Ha

fx1,22) = e(g(x1,%2))?
ahol ¢ € F), f(x1,x2) € Fpx1,x2], akkor a (3.1) szerint definialt 7 rdcs minden eleme

p
akkor Q1(7) nagy.

<£> lesz, kivéve f gyokeit. Vagyis ha f foka nem nagyon magas (nincsen sok gyoke),

3.4. Példa (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Ha f(x1,x2) = g(x1), ahol g(x) € F,[x],

akkor
a1 = (S00) (8600

kivéve g(x) gyokeire. Vagyis hasonléan, Q,(7) nagy.
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3.5. Példa (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Ha f(x1, x2) = g(x1)h(x2), ahol g(x), h(x) €
IFy[x], akkor megmutathato, hogy Q4(7) nagy.

A példakban szerepld f polinomok mind a kdvetkezd eset egyszertibb véltozatai:

3.6. Definici6 (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Egy f(x1, x2) polinomra azt mondjuk, hogy

degeneralt, ha felirhaté a kovetkez0 formdban:

flx1,x2) = (ﬁfj("‘jxl +ﬁjx2)) (g(x1,x2))?, (3.2)
i

ahol aj, B € By, fi(x) € Fplx]Vje {1,... 1}

A korabbi példak mutatjak, hogy ha egy polinom ilyen alakt, akkor lehet, hogy vala-
melyik hozza tartozo6 Q; (1) nagy. A kovetkez6 tételt mondta ki és bizonyitotta Gyarmati,
Sarkozy és Stewart a csak nemdegenerdlt polinomok esetérél (ez egy kiterjesztése a Gou-
bin, Mauduit és Sarkozy altal f-re adott egydimenzids feltételnek [3], mely garantalja a

generalt sorozat j6 PR tulajdonsagait):

3.7. Tétel (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Legyen f(x1, x2) € IFp[x1, x2] k-ad fokii polinom.
Tegyiik fel, hogy f nem degenerilt, és hogy a kovetkezo feltételek koziil teljesiil legaldbb egy:

1. f(x1,x2) irreducibilis IF[x1, x]-ben,

2.1=2,

3. a 2 primitiv gyok modulo p,

4.4 < p

5. 1és f(x1,x7) foka valamelyik viltozdjdban pdratlan.

Ekkor az (3.1) szerint definidlt nj-ra és a hozzd tartozo p-rdcsra igaz, hogy:

Qi(n7) < 11kIp*?logp. (3.3)

3.3. Degenerilt polinomok vizsgalata

Vizsgaljuk meg, hogy mi mondhat6 degenerélt polinomok hasznalata esetén. Kideriil,
hogy a degeneralt polinomok (konstans szorzo6tél és sorrendtdl eltekintve) egyértelmi
alakra hozhatéak az alabbi médon [11]:
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Legyen a T halmaz IF, x [F, egy részhalmaza:

T=1{(0,1),(1,0),(1,1),(2,1),...,(p—1,1)},
Ekkor Gyarmati, Sarkozy, Stewart a kovetkezd tételt mondtak ki:

3.8. Tétel (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [11]). Legyen f egy nem konstans, x1-ben és xp-ben is
kevesebb, mint p-ad fokii IFp[x1, x5]-beli polinom. Ekkor létezik A € F,, A # 0, r nemnegativ
egész, kiilonboz6 (y1,01), ..., (v, 6r) € T, ¥ € Fylx1,x2], €5 @1, ..., ¢, négyzetmentes (azaz
egyikiiknek sincsen olyan osztdja, mely egy nem konstans polinom négyzete) IF ;[ x|-beli polinomok,

és ezekre teljesiil:

]

f(xl, x2) =A ( : (P]'(’)/]'xl + 5JXQ)> (l[](xl, x2))2 (3.4)
=1

ahol (a, b)-ben a reprezentélja az a maradékosztalyt modulo p, és b hasonléan.
Itt r egyértelm, és @;(y;x1 + J;x2) és 1P(x1, x2) a konstans szorzétol és a ¢; fliggvények
sorrendjétd] eltekintve egyértelmii. A tétel bizonyitdsa [11]-ben megtalalhato.
Az f polinom (3.4) szerinti alakjat a normal alakjanak nevezziik, r-et a rangjanak.

Azt mar lattuk, hogy ha a polinom nem degeneralt, akkor Q; kicsi. Azonban ez akkor

is teljestil, ha a polinom degenerélt, de [ kicsi:

3.9. Tétel (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [11]). Legyen f(x1,x2) € Fp[xq, x2] k-adfokii polinom,
a (3.4) szerinti alakban. Tegyiik fel, hogy I nem nagyobb, mint f rangja, azaz r, és a kovetkezo 5
feltétel koziil legaldbb egy teljesiil:

1. f(x1,x2) irreducibilis F[x1, xp)-ben,

2.1=2,

3. a 2 primitiv gyok modulo p,

4. (4k)! < p, vagy (41)k < p,

5.16s f(x1,x7) foka valamelyik vdltozéjdban pdratlan.

Ekkor a (3.1) szerint definidlt n-ra és a hozzd tartozé p-rdcsra igaz, hogy:

Qi(n) < 11kip*?log p.

A tétel bizonyitdsa szintén megtaldlhat6 [11]-ben. Tehat azt mér tudjuk, hogy hal < 7,
akkor Q; kicsi, de ha I nagyobb, akkor mit tudunk mondani a konstrukciérél degene-

ralt polinomokkal? Biztos, hogy nem teljesiil rdjuk valamilyen hasonl6 jo fels6 becslés?
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Gyarmati, Sarkozy és Stewart tétele azt mondja ki, hogy van olyan I < 27, amire Q,(#)
nagy:

3.10. Tétel (Gyarmati, Sdrkozy, Stewart [11]). Legyen f(x1,x2) € Fp[x1, x2] r-ed rangi poli-
nom, melynek foka x1, xo-ben rendre m, n. Ekkor létezik olyan pozitiv egész | < 27, amire:

Qi(n) > pz — 4rp3/2 —2l(m+n)p.

Maér tudunk egy fels6becslést degeneralt polinomok esetére is, azonban még igy is
kedvez6bb nem degenerélt polinomok hasznalata a konstrukciéhoz. Gyarmati, Sarkozy
és Stewart adott egy konstrukciét nemdegenerélt polinomok készitésére, és belatott egy

felsébecslést is az ezekkel késziilt rdcsok PR mértékére:

3.11. Tétel (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [11]). Leqyen f(x1,x2) € F[xy, x2] olyan polinom,
mely felirhatd a kovetkez0 alakban:

f(x1,22) = x5 + x1200g(x1, %2) + x2h(x2), (3.5)
ahol § € Fyxy,x2], deg § < k—3,h(x) € Fyx], degh < k — 2, és x, nem osztdja h(x,) — nek.

Ekkor a (3.1) szerint definidlt n bindris rdcsra:

Qi(n) < 11kl;93/2 log p.

Bizonyitds. A bizonyitashoz sziikségiink lesz egy lemmara, a Schénemann-Eisenstein kri-

térium egy &ltalanositasara:

3.12. Lemma. Ha f(x) = a,x" + ... + ayx + ag polinom egy R integritdsi tartomdny (nullosz-

7/

tomentes kommutativ gyiirii) felett, és a R eqy maximdlis idedlja. Ha

a, 20 (mod a)
ayp 1=...=ap=0 (mod a)
ag Z0 (mod a?),
akkor f(x) R[x]-ben nem bonthaté nemkonstans polinomok szorzatdra.

Bizonyitdsa megtalalhat6 [17]-ben a 282. tételnél.
Az R = FFp[xo] egy integritdsi tartomédny, amiben a =< x, > egy maximalis ideal.
Ekkor a lemma feltételei teljestilnek a (3.5) szerint alkotott f(x1,x2) € R[x1] polinomra,

azaz f(x1, xp) irreducibilis.
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fgy ahhoz, hogy haszndlhassuk a 3.7 tételt, azt kell még beldtnunk, hogy f nem de-
generdlt (mert az 5 feltétel egyike mar teljesiil, az irreducibilitas), és a tétel egyértelmtien
kovetkezik. Mivel f irreducibilis, ezért a normalalakja is specidlis kell, hogy legyen. Azt

kell belatnunk, hogy f nem irhato fel az aldbbi forméban:

f(x1,x2) = fi(arx1 + B1x2)

Tegyiik fel, hogy mégis felirhat6 igy. Legyen ekkor 1 az f; foka, és vegyiik kiilon a ponto-

san h-ad foku tényezdket:

fi(axy + B1xa) = c(arxq + B1x2)" + fa(arxy + Prxa),

ahol f, foka <h—1,és c #0 € Fy. A c(ayxq1 + B1x2)!" tag csak az f-nek a k-ad foku
tagjainak 0sszege lehet, azaz

c(agxg + ﬁlxz)h = x’l‘.

Feltehetjiik, hogy k < p, mert kiilonben az &llitds rogton kovetkezik. A fentiekbdl kovet-
kezik, hogy h =k, c =a; =1és B =0, azaz

f(x1,x2) = fi(x1)

Azonban f-et tgy alkottuk meg, hogy abban mindenképpen van x;-nek egy hatvanya,
ez pedig ellentmond ennek. Vagyis f nem irhat¢ fel a (3.4) szerinti normaélalakban, azaz
nem degeneralt polinom. Azt is belattuk, hogy az igy alkotott f irreducibilis, igy a 3.7
tétel alapjan teljesiil a tétel allitasa. [11]

O

3.4. Konstrukcié kvadratikus karakter segitségével

A Legendre-szimbolum felhasznéldsaval készitett racsok elénye, hogy egy természete-
sebb, gyorsabb el6allitaismoédot adnak, azonban az igy kapott racsok pszeudovéletlen
mértékére a felsé korlat nagy, ennél lehet jobbat elérni a véges testek és karakterek se-
gitségével. Ennek egy valtozata a kovetkezd tétel, mely a Mauduit és Sarkozy [16]-os

cikkének 1. és 2. tételének kombinalasabdl kovetkezik:

3.13. Tétel (Mauduit, Sarkozy [16]). Legyen p egy pdratlan prim, n € IN, q = p", és jelolje
7 az IF; kvadratikus karakterét (v(0) = 0). Tekintsiik az F, elemei dltal IF, felett alkotott linedris
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vektorteret, és legyen ennek egy bdzisa vy, . . ., vy. Legyen f(x) € IFy(x] k-ad fokii polinom, aminek
nincs tobbszords gyoke Fy 1igy, hogy
0<k<p. (3.6)

Definidljuk az 7(x) : Iy — { —1,1 } n dimenzids bindris p-rdcsot a kovetkezbféleképpen:

n(x) =n((x1,...,x1)) =

) y(f(xior 4.+ x0)), ha f(xgo1 4. 4 xp0,) # 0 (3.7)
1, haf(xqv1+ ...+ x,04) =0 '
Tegyiik fel, hogy I € IN-re teljesiil, hogy
gkt < g, (3.8)
Ekkor
Qi) < Kl (4721 +logp)" +2) (39)

A kovetkez6 tétel a 3.13 tételbdl kovetkezik, az n = 2 esetben, vy, v, és f specidlis va-
lasztasaval, és segitségével kombindlhatjuk a két médszert azoknak az elényeivel egyiitt:
optimalis fels6 becslést kapunk és 1évén egy Legendre-szimb6lum konstrukcid, gyorsan

és egyszerlien implementélhato.

3.14. Tétel (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [11]). Legyen p egy pdratlan prim, r egy kvadratikus

nem-maradék modulo p. Ekkor az x?

— r polinom irreducibilis IF,-ben. Jeloljiik az egyik gyokét
0-val, és tekintsiik IF,, 0-val val6 kiterjesztését: IF,[0]. Legyenek k és | egészek, melyekre teljesiil
(3.6) és (3.8).

Legyenek ay, ..., ax, by, ..., by € Fy, és tegyiik fel, hogy teljesiil rdjuk, hogy

a; + b0 # aj+ b]'9, ésa; + b0 # aj— b]'(), ahol1 <i<j<k. (3.10)
Legyen
_ k
fla,x) =11 <(x1 —a;)* —r(x2 — bz‘)2>
i=1
és

= (ﬂx;XZ)) , ha (f(x1,x2),p) =1,
L ha p| f(x1,x2)
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Minden [ pozitiv egészre, amelyre teljesiil, hogy

20+ <
igaz, hogy
Qi(n) < Ik (p(1+logp)* +2).
Bizonyitds. 6 definicidja és az Euler-lemma miatt
> (3.11)

o = ()T o=rT0=—8

Az el6z6, 3.13 tételt alkalmazzuk n = 2 esetben, tgy, hogy q = p~, v1 = 1,0, = 6

Igy IF; = FF > elemei x1 + x20 forméban irhatéak. Ekkor az Euler-lemma Fj-ra torténd
altalanositdsa és (3.11) miatt minden x1 + x,6 € ]F*z -re, ahol (x1,x2) # 0

2_1
y(x1+x20) = (x1 + x26)p2
= ((x1 + 120)P) T (x1 + x20)

p—1

— (11— 10)"7 (31 +10:0)'T = (3 —36%)7 = (3

[ xF—rx3
p

Az f(x1 + x20)-t a kovetkezbképp definidljuk:

k
f(x1 + x20) H ((x1 4+ x20) —
i=1
x) = 1((x1,x2)) (3.7) alapjén,

Ekkor 7 és a Legendre-szimbolum multiplicitdsa miatt, ha 77(x)

(x1 + x29)
-1

= (%1 + x29)
I (x1 + xgép)pT(xl + x20)

_
I\J-B "“
N
L

rxz)

(a; + b;9))

akkor
k
n(x) = y(f(x1 +x20)) =7 (H((xl +x20) — (a; + bi9)))
k k
ZH’Y (x1+x20) — (a; +1:8)) = [ [7((x1 — a;) + (x2 — b;)6)
i=1 i=1
(=) — (o — b)?) T (1 —a)? —r(x2—b)?) |
-1l ( p ) ( p )> B
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a kordbban definidlt £, j-val. Ha f(x; + x,0) = 0, akkor is

1(x) = 7(x). (3.14)

A (3.10) feltétel és r definiciéja miatt f-nek nincs tobbszoros gyoke, (3.8)-t pedig feltet-
tiikk, hogy teljesiil n = 2-re. Igy a 3.7 tételt hasznélhatjuk, (3.13) és (3.14) miatt (3.9)-bol
kovetkezik a tétel allitasa. [11] H

Megjegyezziik, hogy a tétel hasznalatdhoz sziikségiink van egy r kvadratikus nem-
maradékra modulo p, és ennek determinisztikus keresése elvben nehézséget okozhat (va-
16szintiségi médszereket haszndlva gyorsan taldlunk kvadratikus nem-maradékot). Az
altalanos Riemann-sejtésbdl kovetkezik, hogy a legels6é kvadratikus nem-maradék mo-
dulo p kisebb, mint (log p)¢, és egy adott maradék kvadratikus karakterét ki tudjuk sza-
molni polinomidében, azaz igy az elsé kvadratikus maradék megtaldldsa is menne poli-
nomid8ben. Azonban olyan médszer eddig nem ismert, ami végig bizonyitott allitdsokra
alapul. Ezt meg lehet keriilni, ha nem egy konkrét adott p-hez keresiink r-t, hanem p-t
kicsit rugalmasabban mi adjuk meg. Ha p = 4k — 1 alakq, akkor tudjuk, hogy azr = —1
kvadratikus nem-maradék. Allitsunk ossze tehat egy listat 4k — 1 alakt primekbél, és ha
példaul egy N nagysagrendii 4k — 1 alaka primre van sziikségiink, akkor vélasszuk a lis-
tabol a legkisebb olyat, ami mar nédla nagyobb, és ahhoz r = —1-et. 4k — 1 alaku primek
példaul a Mersenne-primek. [11]
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4. Sorozatok és racsok kozotti 0sszefiiggések vizsgdlata

A racsok és sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsédgai kozotti Osszefliggést vizsgaljuk. Egy
madr adott rdcsbol konnyen készithetiink sorozatot, tgy, hogy sorban vessziik egymas mo-
gé a racs elsé sorat, majd a kovetkezét, és igy tovabb. A kérdés az, hogy vajon ha az ilyen
modon alkotott sorozatnak jok a pszeudovéletlen tulajdonsédgai, akkor a rdcsé is jo lesz-
e? Racsot gy is készithetiink, hogy minden sora egy-egy kiilonbdz6 pszeudovéletlen
sorozat. J6 pszeudovéletlen réacs lesz-e, amit igy kapunk? Altalénosabban, vissza lehet-e
vezetni valahogyan a tobb dimenzids esetet az egydimenzidsra? Ez jelentésen leegysze-
riisitené a helyzetiinket, hiszen tobbdimenziés rdcs konstruélédsa lattuk, hogy lényegesen
bonyolultabb, mint a sorozaté. Ha ez igaz lenne, ilyen médon egy jo, egyszertibben meg-
konstruédlhat6 sorozatot véve, és azt raccsd alakitva egy jo pszeudovéletlen racsot kap-
ndnk. Sajnos azonban ez nem igy van, ezt fogjuk belatni, és mutatunk néhdny példét. Ez

a rész Gyarmati, Mauduit és Sarkozy [6] cikke alapjan késziilt.

4.1. Racsok, melyek sorai kiilonb6z6 j6 PR sorozatok

Gyarmati, Mauduit és Sarkozy el6szor azt az esetet vizsgaltdk, amikor tobb j6 pszeu-
dovéletlen sorozatbdl készitiink rdcsot, tgy, hogy a racs sorai a sorozatok. A kovetkez6
fogalmak és jelolések téliik szarmaznak [6]:

Legyenek ezek a sorozatok ES), Eﬁ), e E;VN), és az 1] racs j. sora E%), azaz

7((i,j—1)) =e¢,, mindenj=1,2,...Nési=0,1,...N-re. (4.1)

Persze hogyha nagyon 0sszefiiggenek ezek a sorozatok, példaul E Z(\}) =E Z(\%) =...=

E I(\,N), akkor a rdcs sem lehet eléggé pszeudovéletlen, ezért tehat szeretnénk feltenni, hogy
a sorozatok kozott kicsi az 0sszefiiggés, példaul kozel ortogondlisak (a skaldris szorzatuk
kicsi):
|E1(\§),E%)] = ]eii)eg) + eg)e(j) +... eg\?e%)] kicsi (4.2)
minden1 <i < j < N-re.
Gyarmati, Mauduit és Sarkozy beléttak, hogyha E ](\} ), E ](\} ), ...E I(\,N) jO sorozatok, és (4.2)
is teljestil, abbol még nem kovetkezik, hogy a fenti médon definialt # racs is j6 pszeudo-

véletlen racs:
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4.1. Tétel (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [6]). Legyen p primszim, és definidljuk j = 1,2,. .. p-

(/)
reaz Ep

sorozatokat a kivetkezoképpen:

ew{ (5) haptis

+1  hapli+j

Ezutdn defindljuk az n rdcsot 4.1 szerint, vagyis

n((x,y) = {

(x-i—g—i-Z) hapt x+y+2

+1 hap|x+y+2

Ekkor k € IN-reés j = 1,2,. .. p-re teljesiil, hogy

és

viszont

Qk(E;j)) < 1OkpM2 log p

ESY EY | <ap/?, vi<i<j<p,

Qa(n) > (p—1)%

Bizonyitds. Jeloljik IF, kvadratikus karakterét x*-gal:

Ekkor

_|_

oy — ) \p) haptm
)((n)—{&;? hap | n.

p

0<i<t
PT(j+ia+d1)...(j+iﬂ+dk)

) 1

0<i<t

pl(j+iatdy)...(j+ia+dy)

< max
at,D

Y X ((j+ia+dy)...(j+ia+dy))
=0
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(4.4)

(4.5)

(4.6)



amibdl a 2.11 tétel miatt kovetkezik (4.4). A sorozatok tdvolsagéra teljesiil minden 1 <

i <j < p-re hogy

, . P
(B Bl = | Sl

< y ((l+i)(l+]')) LY

1<I<p P 1<I<p
pt(+i)(1+)) pl(1+i)(I+])
p
<Y X+ (I+))| +2
=1

(4.7)

WEeil tétele miatt az els6 szumma < 2p1/ 2, és innen kovetkezik (4.5). Végiil Qx(n) defini-

ci6jabol kovetkezik, hogy

p—2 p-1
Q2(n) > 'Zo .2117((]'1,]'2)+(0,0))77((j1,]'2)+(+1r—1))‘

];_2];—1

=) Z’7((11/12))77((11+1rfz—1))|'
1=0j2=1
Mivel
2 (it jat2
(G 2)n((h+1,j2—1)) = ( p > ( p )
=+Lhapfj+ja+2

1 i2)n((i+1Lj2—1)) = (+1)(+1) = +Lhap | 1 +j2 42
ezért (4.8) alapjan

p—2 p-1
Qa() > _ZO .211 =(p-1(p-1)=(p-1?
1=V 2=

ami pont (4.6) allitds, azaz ezzel a tételt belattuk. [6]

4.2. Racsok, melyek sorai egy j6 PR sorozat részsorozatai

(4.8)

(4.9)

Itt azt az esetet vizsgaljuk, amikor egy N2 hosszu j6 PR sorozatbél készitiink egy N-rdcsot,

el6szor a récs els6 sordt véve, majd a masodikat, és hasonldéan, mindegyikhez hozzéaren-

deljiik a PR sorozat egy részsorozatat. A kovetkez6 jelolések és fogalmak Gyarmati, Ma-

uduit és Sarkozy [6] cikkébdl szarmaznak:
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Minden 2 dimenziés N racshoz
n(x): Iy — {-1,+1}

egyértelmtien hozza tudunk rendelni egy N2 hosszu binaris sorozatot: Ey2 = Epz2(77) =

(e1,€2,...exn2). Vagyis dltalanosan:
einti =1((j—1,i)VO<i<N-1,1<j<N. (4.10)

Felmeriil a kérdés, hogyha Ejp j6 PR sorozat, akkor vajon 7 is j6 PR racs-e? Vagyis igaz-e,
hogy a jo PR sorozatok egyben egy j6 PR racsot is generdlnak? Meg fogjuk mutatni, hogy
van olyan récs, amire Eyp kicsi, de a rdcs megfelel PR-mértéke mégis nagy, vagyis sajnos
ez nem igaz.

Epe mértékeit W, Cy, Qg-val fogjuk jelolni, az i rdcs mértékeit pedig a konnyebb ol-
vashatoség érdekében Q;-val. Gyarmati, Mauduit és Sarkodzy az aldbbi tételt mondta ki

az els6rend{i mértékekrdl, vagyis Q; = W-r6l és Q;-rél:

4.2. Tétel (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [6]). Minden N = 2R € IN pdros szdmra létezik 1

bindris rdcs, amire W(Eyz) kicsi:

W(Ey») < 4N, (4.11)
azonban Qq nagy:

— 1

Qi) > 5N? (412)

Bizonyitds. Legyen az 17 N-racs a kovetkez6képp definidlva:

o)) = { +1 hai=0,1,...R—1,6sj=0,1,...N—1

—1 hai=R,R+1,...N—-1,65j=0,1,... N—1
Azt fogjuk beldtni, hogy 7-ra teljesiil (4.11) és (4.12).
A W mérték definicidja:

t—1

Z €a+jb

j=0

Q1(Enz(y)) = W(En2(n)) = max

ahol a maximum olyan a4, b, f felett keresend6, amikre 1 <a <a+ (t —1)b < N2. Vegytik

ezeknek a szummadknak az egyikét: 25.:[1) eq+ jb- Ekkor 1éteznek olyan u.v egészek, amikre:

0<u<v<N-1,
a € (uN,uN + N]
a+ (t—1)b € (vN,vN + N] (4.13)
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Ekkor

t—1

Y ewrjp = Y. Carip+ ) Y. €a+jb

=0 0<j<t—1 u<w<v  0<j<t—1
a+jbe(uN,(u+1)N] a+jbe(wN,(w+1)N]

+ Z €atjb (4.14)
0<j<t—1
a+jbe(vN,(v+1)N]

Lathato, hogy

Z €a+jb
0<j<t—1 a+jbe(uN,(u+1)N]
a+jbe(uN,(u+1)N]

IA
g

A
Z

(4.15)

Y. Catjb| < Y. 1<N, (4.16)

0<j<t—1 a+jbe(vN,(v+1)N]
a+jbe(vN,(v+1)N]

és minden u < w < v-re 17 és Eyp2 definicidja szerint

). Catjp| = )3 n((a+jb—wN—1,w))
j: a+jbe(wN,(w+1)N] j: a+jbe(wN,wN+R]

+ Z n((a+jb—wN—1,w))
j: a+jbe(wN+R,(w+1)N]

= ) 1|+ Y. 1
j: a+jbe (wN,wN+R] j: a+jbe(wN+R,(w+1)N]

=|{m:m=a modbwN <m<wN +R|

—{m:m=a modb,wN+R<m< (w+1)N||

=|([{m:m=a modb,wN <m <wN+R|—R/b)

—({m:m=a modb,wN+R<m< (w+1)N}| —R/b)|

<14+1=2. (4.17)
Azaz (4.15), (4.16) és (4.17) alapjan

t—1

eayjp < N+2(v—u—1)+ N <4N,
j=0
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ami bizonyitja (4.11)-et. Ezen kiviil

_ R-1N-1 o R—-1N-1 1,
QN = | Y X n((ui))| =Y ¥ 1=RN =N,
j1=0 j2=0 j1=0 jo=0
amibdl pedig (4.12) kovetkezik. Ezzel tehat a tételt igazoltuk. [6] o

Lattuk, hogy ha Eyp-nek csak az elsérendti mértékét koveteljiitk meg, hogy kicsi le-
gyen, abbdl még nem feltétleniil lesz j6 rdcs. Probalkozhatunk masodrendi mérték sza-
bélyozaséaval is, azt fogjuk latni, hogy sajnos ebb&l sem kovetkezik, hogy a rdcs PR racs

lenne:

4.3. Tétel (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [6]). Minden N = 2R € N pdros szdmhoz létezik 1

bindris rdcs, amire Qq(Enz2) és Co(En2) kicsi:

Qi1(En2(17)) = W(Enn (7)) < 6N(log N)'/2,

C2(En2(77)) < 12N(log N)1/2,

de mégis, Q,(17) nagy:
Q1) = IN?

A 4.3 tételben lattuk, hogy ha Cy(Eyz) kicsi, attél még Q,(77) lehet nagy. Az ellenkezsje

azonban nem lehetséges:

4.4. Tétel (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [6]). Minden 1 N-rdcsra és k € IN-re teljesiil, hogy

Qu(Enz(17)) < 3N(Qe(n))"/?
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5. Sorozat-és racscsaladok kombinalt keresztezett mértéke,

tulajdonsagai

A korabban bemutatott konstrukciékkal ugyan garantéltan j6 PR sorozatot vagy racsot
kapunk, a gyakorlatban sok kiilonbdz6 j6 sorozatra és racsra lesz sziikségiink. El8szor
a sorozatok esetét vizsgalva: olyan sorozatcsalddokat szeretnénk kapni, amik struktara-
ja gazdag, komplex, elég "fliggetlenek" benne a sorozatok. Ez a rész Gyarmati [5] cikke

alapjan késziilt.

5.1. Sorozatcsaladok

A sorozatcsaladok vizsgalatara vezette be Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sarkozy

[1] a csaladkomplexitds (family-complexity, roviden: f-complexity) fogalmat:

5.1. Definici6é (Ahlswede, Khachatrian, Mauduit, Sarkozy [1]). Az F bindris sorozatcsaldd
(En € {—1,1}N) csalddkomplexitdsa az a legnagyobb j egész szidm, amire teljesiil, hogy minden
€1,€,...€f € {1, +1}-re létezik legaldbb egy En € F, ami teljesiti a kovetkez6t:

ey = €1, ..., & =¢€,(1<i;<...<ij<N).
Jelolés: T'(F). Ha nincs ilyen j € IN, akkor T'(F) = 0.

Gyarmati bevezetett egy dltalanos, kombinalt mértéket sorozatcsalddokra, mely a Gyar-
mati, Mauduit, Sarkozy altal definélt [9] egydimenzids keresztkombinalt mérték termé-

szetes kiterjesztése tobb dimenzidra:

5.2. Definici6é (Gyarmati [5]). Legyen N, € IN, és minden E 1(\} ), Eﬁ),. .. E§\l,) bindris sorozatra,
ahol
Y = (e e ell) e (-1, 41N vi=1,2,. 0
és minden M € N, D = (dy,dy,...d;)-re,ahol 0 < dy < dp < ...<d; < M+d; <N,ésd;
egész mindeni =1,2,...l-re, legyen
M
vi(EQ EQ, - EQ M D) = Yool e el

ntdy ** Cndd,e
n=1
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Definidljuk C;-t a kivetkez6 médon:

7

C (EN, - EV) = max Vi (B, EN. M, D)

ahol a maximumot minden D = (dq,dy,...d;), M € IN-re keressiik, tigy hogy 0 < dy < ... <
d < M+d; <N, és ha EZ(\ZI) = Eg\]]) valamilyen i # j-re, akkor d; # d;. Ekkor az F bindris

sorozatcsalid keresztezett kombindlt mértéke:
®;(F) = max( (Eﬁ),. . Eg?) ,

£

ahol a maximumot minden olyan (E () N ) | tagii rendezett listdn keressiik, ahol E](\i,) €

Nosee
FVi=1,...,L

Célunk ennek a keresztezett-kombinalt mértéknek magasabb dimenziéra valé kiter-

jesztése.

5.2. Racscsaladok

Racsok esetében hasonlé a kérdés, olyan racscsalddokat szeretnénk konstrudlni, ahol az
egyes racsok kiilon-kiilon is j6 PR racsok, de azt is szeretnénk, hogy a csaldd struktuiraja
"gazdag", komplex legyen, sok egymastol "fiiggetlen" raccsal. Erre vezetett be Gyarmati,
Mauduit és Sarkozy [9] 4 tulajdonsdgokat, csaladmértékeket:

5.3. Definici6é (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [9]). Tegyiik fel, hogy egy n bindris rdcsokbdl dllo
G rdcscsaldd a kovetkez6 alakii
G=G(S)={ns: s €S},

ahol s egy adott halmaz, melynek minden eleméhez egyértelmiien hozzd van rendelve egy 15 rdcs.
Ekkor ha bdrmely s € S-re s-et s’ # s-re cserélve ys : I3, — {—1,+1}-nek sok eleme meg-
vdltozik, akkor azt mondjuk, hogy a G = G(S) csaldd rendelkezik a lavina tulajdonsaggal. Ha
barmely s, s’ € S,s # s'-re leqaldbb (% — 0(1)) N" eleme kiilonbozik njs-nek és ny-nek, akkor azt
mondjuk, hogy G rendelkezik a szigort lavina tulajdonsaggal.

5.4. Definicié (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [9]). Han,N € N,y : I}, — {-1,1},%" : I},
— {—1, 41}, akkor a d(n,n") tdvolsdg n és n’ kozott

d(]’],ﬂ/) = |{x11x2/"'xl’l) : (xll---xn) S I}z],
n(x1, ... x0) #17'(x1,... %)}
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Ha G bindris rdcsok egy csalddja, akkor az m(G) tdvolsdagminimumot a kovetkezbképp definidljuk:

m(G) = min d(n,1").
nn'€g
n#y

Azt mondjuk, hogy G titkdzésmentes, ha m(G) > 0, és akkor rendelkezik a szigorii lavina tulaj-

donsdggal, ha
m(G) > (% _ 0(1)) N, (5.1)
Gyarmati kiterjesztette a keresztkombindalt mérték fogalmat magasabb dimenzidra:
5.5. Definici6é (Gyarmati [5]). Legyen N,I € IN, és bdrmely 111,12, . . . 17; bindris N-rdcsra, azaz:
ni I — {1, +1}N Vvi=1,2,...,1,

és barmely B téglardcsraés D = (dy,d, . .. d;) | elemfi rendezett listdra, 1igy, hogy d; € I}, Vi =
1,...1, legyen

Vi, 12, -, B,D) = ) mi(x+dip) . ..(x+dp), (5.2)
x€B
illetve
Ql(”ll"'nl) = nélaDX‘/l(ﬂ1/772/"-r]l/ B/ D) (53)

7

ahol a maximumot minden D = (d,...d;) és olyan B téglardcs felett nézziik, amire igaz, hogy
B+dy,B+dy,...B+d; C I}, azzal a megkotéssel, hogy ha 17; = n; valamilyen i # j-re, akkor
d; # d;. Ekkora G, 17 € {1, +13N Wy € G rdcscsaldd keresztkombindlt mértéke

q>l<g) = maXx Ql(rlll--'r]l)I (54)
ahol a maximumot minden (11, . ..n;) rendezett listdn keressiik, aholn; € G Vi=1,...1.

A Q; definiciéja miatt Q;(7,...1) = Q;(17), amibdl rogton kovetekezik (5.4) alapjan,
hogy
5.6. Allitas (Gyarmati [5]).

®;(G) > maxQ;(n).
neg

Tehét ha van egy jo fels6 hatdrunk ®;(G)-re, az garantélja, hogy minden G-beli racs j6
PR tulajdonsdgokkal rendelkezik.
Ezutan Gyarmati a keresztkombinalt mérték mas csaladmértékekkel val6 kapcsolatat

vizsgalta:
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5.7. Allitas (Gyarmati [5]). Han,N € N, és G bindris rdcsoknak egy nagy csalddja, n € G :
I, — {—1,1}, akkor minden 11,1, € G-re
n 1~ 1
d(m,m2) = | < 5Qa(n,1m2) < 5P2(9). (5.5)

-2

Bizonyitds. A definiciébdl nyilvanvaldan

x) — 177(x))? n
dp) =y MR N L (),

xely x€ely

amibdl (5.2), (5.3), (5.4) alapjan

N" 1 1~ 1
‘d(7711772) ~ 573 Y mx)ma(x)| < §Q2(771,772) < Eq)z(g),
x€Iy
ami bizonyitja az 5.7 allitast. [5] O

Ha a G csaldd keresztkombindlt mértéke o(N"), akkor a tavolsagminimum 5.4 defini-
cidja és (5.5) miatt
N* 1 N"

—5®P2(9) = = —o(N"),

azaz (5.1) teljesiil, ami bizonyitja a alabbi allitast:

5.8. Allitas (Gyarmati [5]). Han,N € N és G bindris i : I}, — {—1,1} rdcsok egy csalddja,
és Do (G) = o(N"), akkor a G csaldd rendelkezik a szigorii lavina tulajdonsdggal.

5.3. Kvadratikus karakter segitségével késziilt bindris racscsaladok ke-

resztkombinalt mértéke

Mauduit és Sarkozy kidolgozott egy konstrukciét j6 PR tulajdonsagokkal rendelkezd bi-
ndris rdcsok létrehozasdra kvadratikus karakterek segitségével. Az ezen médon késziilt
racsok PR mérékére egy fels6 korlatot is belattak, ez a kordbban itt mér emlitett 3.13 tétel
[16]. Gyarmati az eszerint késziilt bindris rdcscsalddok keresztkombinalt mértékét, csaldd-

mértékét vizsgalta, és ehhez bevezette az aldbbi egyszer(ibb jeloléseket [5] (el6re lefixalt

p,n,q=p're):
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5.9. Konstrukcié. Jelolje P<x a q < deg f < K-ad foku f polinomokat, melyek féegytitt-
hatéja egy. Legyen G« kpadratikus @ 3.13 tétel szerint definidlt f € P<g polinomokhoz tar-

tozo6 17 bindris racsok csalddja.

Minden 17 € G<x koadratikus Tacs, amely teljesiti a 3.13 tétel feltételeit, j6 PR tulajdonsa-
gokkal rendelkezik.

A jelolések egyszertisitése érdekében bevezetiink egy j fliggvényt [5]: T : F)) — IF,.
Feltehetjiik, hogy I reprezentélja IF)) 6sszes elemét, igy 7-t tigy is tekinthetjiikk, mint 7 :
I — ;. Legyen vy,...v, [y egy bazisa F), folott a 3.13 szerint definidlva. Egy x =
(x1,...xn) € Fj-relegyen

T(x) = X101 + ... X0

Ekkor T egy bijekci6. Szintén teljesiil, hogy a, b € Fj-re T(a+b) = 7(a) + 7(b). Ekkor

(3.7) irhato a 3.13-as tételben igy is:
px) = 4 TU(TX)) haf(T(x) 0,
+1 haf(t(x)) = 0.

Gyarmati, Mauduit és Sarkozy belatta [8], hogy a G< kpadratikus csaldd csalddmértéke

(5.6)

optimdlis. A tadvolsagminimumra is adtak egy kozelitést, illetve azt is bebizonyitottak,
hogy K < 1q1/ 2 esetén Gk kondratikus Utkozésmentes. Tovébba ha g — oo, K = o(g'/?),
akkor G<g kvadratikus Tendelkezik a lavina-tulajdonsaggal. Gyarmati belatta, hogy K > 2

esetén G rpadratikus keresztkombindlt-mértéke rossz:
5.10. Allitas (Gyarmati [5]). K > 2-re ®3(G< koadratitus) = 4 — 2-

Bizonyitds. [5] Tekintsiik a kovetkez6 harom polinomot: f1(x) = x, fo(x) = x+1, f3(x) =
x(x +1) € Fy[x].Legyen ; az f; polinom 4&ltal 3.13 szerint konstrualt bindris racs, ahol
i =1,2,3. Ekkor (5.6)-ot felhasznalva:

q)B(ggK,kvadmtikus) > Q (771/ 12, 773) > V3(771/ 772773/ pf O 0, 0 Z 771 ( )

x€ly

Y(T(x)r(x+Dy(x(x+1)) + (1) +7(-1)

I
N

= Z ’y(y (Y+1)2) +9(1) +9(-1) >g-2
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Az 4llitas kiterjeszthet6 magasabb rendi keresztkombinalt mértékre is, tehat
G <K kvadratikus-t 1€ kell sz{ikitentink egy olyan részhalmazdra, amelynek maér j6 a csalad-

mértéke. Egydimenzits esetben ez a kovetkez6képp lehetséges:

5.11. Konstrukcié (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [9]). Tekintsiik az olyan irreducibilis
f(x) = xF+a,_ox¥2 +ap_3x¥3 ... a;x + ag alakba frhaté polinomokat (azaz amik f&-
egyiitthatéja 1, és az x*~! tag egyiitthat6ja 0), melyek foka 0 < deg f < K, és legyen

F<Kirreducibilis, Legendre 32 €zekhez tartozo (2.1) altal definiélt binaris sorozatok halmaza.

Ekkor a F<g irreducivilis, Legendre €Salad optimalis keresztkombinalt mértékkel rendelke-
zik:

5.12. Tétel (Gyarmati, Mauduit, Sarkozy [9]).
cI>l (}_gK,irreducibilis,Legendre) < 10Kl]91/2 log p-
Visszatérve a tobbdimenzids esetre:

5.13. Konstrukcié (Gyarmati [5]). Jelolje G<k irreducibilis koadratikus @ G<K kvadratikus cSalad egy
részhalmazat: tekintsiik azokat az 7 € G< kvadratikus Tacsokat, melyek 3.13 szerinti konst-
rukcidjahoz felhasznalt f polinom irreducibilis, f(x) = XK b a2 a3 ax +
ap alakti és 0 < k < K foku. Legyen Gk irreducibilis koadratikus a2 igy kapott 77-k halmaza. Lat-

hato, hOgy g§K,irreducibilis,kvadmtikus - gSK,kvadratikus-

Gyarmati a kdvetkezd tételt bizonyitotta errél a csaladrol:

5.14. Tétel (Gyarmati [5]).

q)l(gSK,irreducibilis,kvadmtikus) < Klql/z(log p + 1)n +2L.

5.4. Legendre-szimboé6lum segitségével késziilt binaris racscsalddok

keresztkombindalt-mértéke

A kiinduldsi a pont a Gyarmati, Sarkozy és Stewart altal definidlt konstrukci6 [10]:
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5.15. Konstrukcié (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Legyen p egy paratlan prim. Jelolje
R<xk azon f € Fy[xy, xo] polinomokat, melyek f6egytitthat6ja 1 és 0 < deg f < K. Jelolje

G <K, Legendre AZONT] : I% — {—1, +1} bindris racsok halmazat, melyek a kovetkez6 forméba

irhatéak:
1(x1,x0) = { (M) » ha (f(x,22),p) =1,
+1, hap | f(x1,x2).
valamilyen f € R<g-ra.
Kordbban mér szerepelt a 3.11-es tételben, hogy bizonyos megkotéseket alkalmazva
f-re és p-re
Qi) < 11klp*'log p.

Hasonl6an (5.10)-hez, az dertilt ki, hogy G<k 1egendre keresztkombinélt mértéke rossz:
5.16. Allitas (Gyarmati [5]). Ha K > 2, akkor ®3(G< K, Legendre) = p? — 2.

Tehét Gk Legendret itt is le kéne sztikiteni egy olyan részhalmazra, amely keresztkom-
binalt mértéke mar j6, és az otlet ehhez itt is az irreducibilis polinomok haszndalata. Az

alabbi tétel [10]-ben az 1. tétel (Theorem 1) egy specidlis valtozata:

5.17. Tétel (Gyarmati, Sarkozy, Stewart [10]). Legyen p pdratlan prim, f € Fp[xq, xo] kétvdl-
tozés irreducibilis k-ad fokii polinom. Definidljuk 1 : I;% — {—1,+1}-t 5.15 szerint. Ha f(x1,x2)
nem irhaté

f(x1,x2) = @(yx1 + 6x2) (5.7)

alakban, ahol vv,6 € Fy, ¢ € Fy[x], akkor a 5.15 szerint definidlt 1 p-rdcsra

Qi(n) < 11kip*?log p.

Ezek alapjan G<k [egendre Tészcsalddjanak konstrukcidja:

5.18. Konstrukci6 (Gyarmati [5]). Jeldlje G irreducivitis,Legendre @ Y<K, Legendre €Salad azon
részcsaladjat, mely elemei olyan 17 € G<i regendre Tdcsok, amelyekhez a 5.15 konstruk-

ciéban hasznalt f polinom irreducibilis, és nem irhat6 (5.7) alakba. Ekkor lathato, hogy

ggK,irreducibilis,Legendre - ggK,Legendre-

Ennek a csalddnak a keresztkombindlt mértéke mér viszonylag kicsi:
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5.19. Tétel (Gyarmati [5]).

(I)l(ggK,irreducibilis,Legendre) < 11KZP3/2 IOg p-
5.20. Kovetkezmény (Gyarmati [5]). G<x irreducivilis, Legendre-10k minden Go részcsalddjdra:
®/(Go) < 11KIp* % log p.

A kovetkezmény fontossdga abban rejlik, hogy kétvaltozoés irreducibilis polinomokat

konnyen tudunk késziteni a Schonemann-Eisenstein kritérium segitségével:

5.21. Lemma. Legyen f € F,[x1, x2] a kovetkez6 alakii:

fx1,x2) = x5+ x12008 (51, %2) + x2h(x2), (5.8)

ahol g € Fyxy,x0],degg < k —3,h € Fy[xp]|,degh < k —2,és x2 { h(x2). Ekkor f(x1,x7)

irreducibilis, és nem (5.7) alakii.

Ez a tétel [11]-ben a 3. tétel (Theorem 3) egy kovetkezménye.
fgy (5.8)-at felhasznélva gyorsan és konnyen tudunk egy nagy bindris rdcscsaladot

konstruélni:

5.22. Konstrukci6 (Gyarmati [5]) ]elélje ggK,Sch—Eis,Legendre a ggK,irreducibilis,Legendre csalad
azon részcsalddjat, mely elemei azok az 17 € G<k Legendre bindris racsok, melyek 5.15 sze-

rinti konstrukcidjdhoz felhaszndlt f polinom (5.8) alakd. Lathat6, hogy G<k sci—Eis, Legendre

C g§K,irreducibilis,Legendre C ggK,Legendre-

Tehéta Gk sch—Eis, Legendre cSalad gyorsan legeneralhato, keresztkombinalt mértéke ko-

(K=1)/2 darab kiilonb6z6 binaris ra-

zel optimalis, és a csalad mérete nagy (tobb, mint pK
csot tartalmaz).

Osszefoglalva az mondhat6, hogy a titkositasi eljardsok sordn a Legendre szimb6lu-
mon és kvadratikus karakteren alapulé médszerek kiemelten fontosak, a gyorsan progra-
mozhatésdg mellett elényiik a természetes definicidjuk. Ezek a konstrukciok a mai napig

a leger6sebb konstrukciok kozott vannak szamontartva.
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