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1. Bevezetés

A szakdolgozatom azzal foglalkozik, hogy hogyan tudunk optimalizalni
akkor, ha bizonytalansag is jelen van az optimalizdlandé feladatban. Az ez-
zel foglalkozo (sztochasztikus optimalizalas [4]) megoldasi modszerek koziil
az ugynevezett szkenéri6 modszerrel fogok foglalkozni. Egy szkenario az a
bizonytalansig egy példénya, és a szkenari6 modszer pedig ezeknek egy vé-
ges halmazat véve dolgozik (ezért lesz a gyakorlatban jol hasznalhato), és
ad egy megoldéast a feladatra. A késGbbi fejezetekben ennek a megoldasnak
a "josagat" fogjuk megnézni, hogy milyen valoszintséggel sért meg bizonyos
feltételeket. A szkenario modszer a standart sztochasztikus programozassal
szemben az a hatalmas elénye, hogy eloszlas-fiiggetlen, igy sokkal szélsesebb
koérben és egyszertibben alkalmazhato.

Az optimalizalas a mindennapjainkban is jelen van, hiszen amikor az igé-
nyeinket kielégitd terméket szeretnénk venni, akkor sokszor a leheté legkisebb
olyan arat keressiik, amihez tartozo termék még megfelel§ az elvarésainknak,
azaz megprobalunk optimalizalni az ar és a tulajdonsagok szerint. Am sokszor
nem ilyen egyszerd a helyzet, mert valamilyen bizonytalansigi paraméter is
szerepet jatszhat a dontésiink soran. A szkenarié modszer ilyen feladatokkal
foglalkozik, és csak véges minta alapjan dolgoz, amiket valészintileg kisérletek
altal kapunk meg. A szakdolgozathoz tartozo forras tobbnyire az [1] lesz.

1.1. Bizonytalan linearis programozas ellipszoidon

Ebben az alfejezetben a forrasom a [3].
Egy linearis programozasi (LP) feladat a kovetkezd alaki:

LP: minc'z+d
reR™

ahol Ax <b.

A fentiekben z € R", c € R", d € R, b € R™ és A € R™*". A feladat
adatainak a (c,d, A, b) négyest nevezziik. Ezeket kicsit kompaktabb mo6don
is reprezalhatjuk, egy (m + 1) x (n + 1)-es adat-méatrix segitségével

)

Azonban a valésagban el6fordulé linearis programozasi feladatokban gyakran
az a helyzet adodik, hogy az adatokat nem ismerjiik teljesen, azaz valamilyen
bizonytalansagtol fliggnek, vagy eleve hibaterheltnek tekintjiik ¢ket. Ezért
van sziikségiink a bizonytalan lineéris programozasi feladatra.
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1.1. Definicié. Egy bizonytalan linedris programozdsi feladat az a

{min{cTI +d Az < b}}
T (e, d,Ab)e U

linedris programozasi feladatok csalddja, ahol az adatok (az adat-mdtriz) egy
U C ROHDXOHD pizonytalansdgi halmazbol kerilnek ki. Jeldlése: LPy.

Mindig feltételezziik, hogy a bizonytalan halmazunk affin médon para-
méterezve van, azaz

T T L T
= (515) = () e ge () cezem)

valamilyen Z perturbaciés halmazra és ¢ = ((1,(, ..., ()T € Z vektorra.
Vezessiik be a kdvetkezd jelolést

CiT dl
b= (ﬂbf) |

Vegyiik észre, hogy ha a Z perturbécios halmaz egy masik, Z perturbacios
halmaz képe egy M affin leképezés alatt, ahol M : 2 — Z, M(¢) = ¢ =
p + P&, akkor a Z altal kapott paraméterezést atirhatjuk a Z altal kapott
paraméterezésre:

T L T
¢y | do c; | dy ) I
= + E (e ZCR
( Ao | bo ) — e ( Ag | b ¢

L K
=D0+Z(Pe+zpekfk)Dei 562}

k=1

CT d L K L R
— { (Ab = <D0+ZpgDe> +Z§k(zpekDe> : 562}
=1 =1 /=1
ct | d N - - 5 K
_ (Ab)zDoJrZikai{EZCR .
k=1

Ebbdl annyit hasznalunk fel, hogy ha egy bizonytalan lineéris programozasi
feladat adva van egy ellipszoidon, akkor elegendé a feladatunkat csak gombon
nézni, hiszen egy ellipszoid az egységgomb {& € RE : ||¢]|]s < 1} képe affin
leképezés alatt.
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1.2. Definicid. Egy x € R" vektort az LP, bizonytalan linedris programozdsi
feladat robosztus megolddsdanak (robust feasible solution) nevezziik, ha minden
(c,d, A,b) € U négyesre teljesiil, hogy Az < b.

1.3. Definici6. Egy x € R"™ vektornak a ¢(x) robosztus értéke az LPy feladat-
ra nézve az a legnagyobb érték, amit azU bizonytalansdgi halmazon felvehet,
azaz
é(r)= sup clz+d
(c,d,Ab)eU
Ezzel a kettd definicidoval mar meg tudjuk fogalmazni, hogy mit szeretnénk
optimalizalni egy LB, feladatban.

1.4. Definicié. Eqy bizonytalan LP, feladatnak a Robosztus Megfeleldjének
(RM) nevezziik az optimalizdcios feladatot

min {é(m) = sup (c'z+d): Az <b VY(c,d,ADb) € U} (1)
z (e,d,Ab)eU

ahol a robosztus értéket minimalizdljuk a robosztus megolddsokon.

Ez az ugynevezett legrosszabb esetes (Worst-case) optimalizalas, ami a
kovetkezs fejezetben, a szkenarido modszernél is elé fog jonni.

Az altalanossagot meghagyva, fel lehet tenni, hogy egy LP, feladat RM-
jének a célfiiggvénye nem fiigg a bizonytalan halmaztol, igyanis az (1) ekvi-
valens a

min{t:ch+d§t, Az <b V(c,d,A,D) EU}

x,t

feladattal, de ebben mar a "t", mint célfiiggvény mar nem fiigg a bizonyta-
lanségi halmaztol. Tehat az altalanossig csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy
egy LP, bizonytalan linearis programozasi feladat RM-je a kovetkezd opti-
malizacios feladat

min{ch+d:Am§b ‘V’(A,b)GU}. (2)

(Itt mar az U halmaz mar csak az (A,b) feltételek halmaza.) Igy kicsit egy-
szeriibben is irhatjuk az ¢/ halmazt

U= {(A, b) = (Ao,bo) +Z<@(Ag,bg) : CE Z}

(=1
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Tovabba tugy atalakithato (ekvivalensen) a (2), hogy csak egyetlen egy feltétel
fiiggjon a bizonytalansagi halmaztol (részletesebben a [3] 16-20. oldalan),
azaz a L P, RM-je a kovetkezore redukalodott:

min{ch—i-d:aTbe V(a,b) GU}. (3)

Felhasznélva az U alakjat, a (3) agy is irhato, hogy

L
mwin {ch +d:a'r<b ‘v’((a,b) = (ag, by) + ZCg(ag,bg) : (€ Z) }
=1

Most nézziik meg mit tudunk mondani, ha Z egy ellipszoid. Szerepelt, hogy
az ellipszoid egy gémb affin képe, igy feltehetd, hogy Z egy origd kdzépponti
R sugart gomb. Igy a fenti képlet miatt a feltételeink azok lesznek, hogy

L L
agx—l—ZCgangSbo-i‘ZCzbe VO [lClle < R
=1 =1

L

= lafz—b) <bg—agx V¢ |Cll < R
=1
L
<= ma a [L’—b <by—aix
|§|2§R{;CE ¢ ¢ } < by — ay

L
<— R( Z(a}m — bg)2> < by —ag,

(=1

ami egy explicit konvex feltétel, igy meg tudjuk oldani konvex programo-
zési feladatmegoldoval. Ellipszoid bizonytalansagi halmaz tipikusan akkor
jon els, amikor egy tébbdimenzios konfidenciaintervallumot csindlunk egy
becsiilt (pl. maximum likelihood modszer alapjan) megoldas koril (részle-
tesebben [6] 12.4.2, 508. oldal). Sajnos nem ilyen egyszerd a helyzet, ha a
bizonytalan halmazunk forméja nem ilyen szép, ezért lesz nagyon hasznos a
szkenari6 modszer.
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2. Megkozelitések

Ebben a fejezetben forrasként hasznaltam az [1] konyvet. A bizonytalan-
sagi tényezének a halmaza A, és egy elemét d-val fogom jelolni. A kévetkezs
példék sordn a minimalizalando célfiiggvény (-lel lesz jelolve, ekkor egy adott
6-ra, és v € R4 esetén az ((v,d) értéket akarjuk minimalizalni v szerint,
amit ugy tudunk kifejezni, hogy

in ¢(v.9).
min £(v,0) (4)

A fenti (4) képletben viszont nincs jol definidlva , hogy mi § szerepe az ¢
minimalizalasban, de ezt tobbféleképpen is lehet értelmezni, hogy mi legyen
a szerepe, ami tobb megkozelitéshez vezethet.

2.1. Legrosszabb eset

Az egyik legtermészetesebb Otletiink az lehet, hogy a legrosszabb ese-
tetiinket akarjuk minimalizalni, tehat ha a "legrosszabb" (Worst-case) 0-t
kapjuk a A halmazbol, akkor azt akarjuk, hogy az ¢(v, §) érték legyen a lehetd
legkisebb

i l .
min [max #(v, 9)] (5)

Ezt a modellt hasznaljak a robusztus feladatok megoldasanal is, és nagyon
elterjedt az iranyitaselméletben is.

2.2. Atlagos

Most nem a legrosszabb esetre szeretnénk minimalizalni, hanem atlagos
szinten (Avarage approach). Ehhez sziikségiink van egy valoszintiségi mérték-
re a A halmazon, legyen ez P. Erre a P-re tobbféleképp is nézhetiink, példaul
ez adja meg, hogy milyen eséllyel kapunk meg egy bizonyos d-t, vagy hogy
mennyire nagy szerepet akarunk adni a kiilonféle bizonytalan kimenetelek-
nek. Mindegy hogyan fogjuk ezt fel, egyszertien a P csak sulyozza a d-kat, és
ekkor egy atlagos érték optimalizalasi feladatot kapunk:

min EA[l(v,d)] = min / l(v,d) dP.
veRI—1 veRI=L | A

Az atlagos megkozelitéses modszer elég gyakori a sztochasztikus optimalizé-

lasban is, altaldban azoknal, ahol ugyanaz a dontés egymasutan végrehajto-

dik kiilonbozé féltételek mellett.
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2.3. Esély-korlatozasos

Nem csak az atlagolasra tudjuk hasznalni a P valoszintiségi mértékiin-
ket. Egy alternativ megkdzelités az, hogy kihagyunk egy olyan teriiletet a
A halmazbol, aminek € esélye, hogy bekovetkezik, és a maradék A, C A
halmazon akarunk optimalizalni (Chance-constrained approach), aminek a
valoszintisége P(A,.) = 1 — ¢, azaz

i l(v,9)].
B I 0) (©

Adott € értékre legyen (vF, A¥) a (6) megoldasa, és értéke £, tehat
= gn%XE(VE* ,0) egy olyan érték, hogy az ¢ fliggvény a A, halmazon csak

€A

kisebb lehet, mint ¢f. A A, halmazt is tgy valasztottuk, hogy az el6z6 ré-
szekben szerepld legrosszabb eset (5) optimumahoz képest a legtébbet birjuk
az optimum értékbdl lefaragni, tehat az optimalizalas szempontjabol a A,
halmaz szerepe is nagyon fontos ennél a megkozelitésnél.

2.4. Szkenaridé modszer

[tt feltessziik, hogy adott d-ra ¢(v,d) egy konvex fliggvény a v valtozoja-
ban. Ez azért kell, hogy majd tudjunk konvex optimalizalasi feladatmegoldot
hasznalni. A szkenarié modszer leirasa innent6l nagyon egyszert.

Legyen 61, ds, ..., 5 € A mintdk A-bol. Ekkor a kovetkezs feladatot akar-
juk megoldani:

min [ max ((v,d;)]. (7)

veRd-1i=1,2,..N

1. abra. Szkenari6 modszer abrazolasa ([1] 7. oldal)

Ennek a feladatnak a neve SPy (Scenario Program with N scenarios).
Tehat kivesziink N darab kimenetelt A-bol, tehat N darab szkenariot, és
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az N darab szkenario figyelembevételével alkalmazzuk a legrosszabb ese-
tes megkozelitéstinket (5). Mivel konvex fliggvények maximuma is konvex,
ezért a minimalizdland6 fiiggvény is konvex, tehéat tényleg alkalmazhatunk
konvex optimalizalasi feladatmegoldot (7)-re. Megjegyzends, hogy a d-k el-
oszlasabol nem hasznéltuk fel semmit, tehat a szkenarié modszer eloszlas-
fiiggetlen. Legyen a fenti SPy feladat optimalis megoldasa v* € RY! és
értéke £* (= max L(v",0;)). Természetes kérdés, hogy 1j ¢ esetén mennyi

ghiyeney

az esélye annak, hogy ¢* < ((v*,J), tehat hogy rosszul becstiltiink, errdl ki
fog dertilni késébb, hogy az ilyen d-aknak az eloszlasat az tgynevezett Béta-
eloszlassal birjuk dominalni.

2.4.1. Példa a szkenarié modszer alkalmazasara

Az el6z6 fejezetben lefrtuk, hogyan miikddik intuitiven a szkenérié mod-
szer. Most egy példat mutatok ra, ami Python-ban lett megirva.

Legyen R%.-ben N pont, ezek (z;,y;) € R? alaktiak, és valamilyen eloszlas-
bol kaptuk Gket, amit nem ismeriink. Az a feladatunk, hogy megtalaljuk azt
a (v1, s, v3) harmast, amire az ezekkel definialt y = v + vox + v32% egyen-
letd mésodfoku polinomot koriilvevs r sugara kérnyezetben az Gsszes pont
benne legyen. (Arra is kivancsiak lesziink, hogy ha még generalunk pontokat
(ugyanabbol az eloszlasbol), akkor mennyi fog a mi résziinkbe beleesni.)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
np.random.seed(20000229)

N = 60
xdata2 = np.random.normal(®,@.6,N)
xdatal = np.linspace(@,1.1,N)

qdata = np.linspace(9,1.1,100)

plt.plot(xdatal, xdatal**2+@.1+(np.arctan(xdata2))*(1/(np.pi)),
marker="0", markersize=5, markeredgecolor="black",
markerfacecolor="grey",linestyle="None")

plt.plot(qdata, qdata**2+@.1, linestyle = "--", color = 'green’)
plt.plot(qdata, qdata**2+0.6, linestyle = '--", color = 'orange')
plt.plot(qdata, qdata**2-0.4, linestyle = '--', color = 'orange')

plt.plot(np.linspace(@.5,0.5,20),np.linspace(-©.15,0.85,20),

kolor = 'red', linewidth=2)
plt.fill between(qdata ,qdata**2+0.6, qdata**2-0.4, color='lightblue")
plt.annotate( ' \u@3BDi+\u@3BDx+\u@3BD3x?",

ha = 'center', va = 'bottom’',

xytext = (-0.4, 1.4),xy = (0.2, 0.14),arrowprops = {'facecolor® : 'green'})
plt.annotate('sugar’,

ha = 'center', va = 'bottom’',

xytext = (1, -8.5),xy = (0.5, 0.11),arrowprops = {'facecolor' : 'red'})

plt.xlim([@, 1.1])
plt.ylim([-0.7, 2])
plt.title("N = 60")
ax1l = plt.show()

2. abra. Példahoz a pontok generalasa/abrazolasanak kodja
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20 N = 60
WUz 15 4 @ q
2
-8
=]
sugar
T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 140

3. abra. Illusztraci6 a példahoz

Pythonban létezik konvex optimalizalasra feladatmegoldd (CV X PY), és
ezt fogjuk hasznélni a d1, 0o, ..., 0y N-esre, ahol §; = (z;,v;) € R?, és £(v, ;)
lesz az (z;,y;) pont tavolsaga az y = vy + vex + r32% egyenletd parabolé-
tol. Tehat a (konvex) feladat (7) alapjan:

: o o . 2
Jmin | max (v, 6)] = min [ max [y — (1 +vez; +uszi)ll. (8)

Az (8) feladat megoldasa N = 60 esetén:

1 dimport cvxpy as cp
2 # Vdltozéink (keressiik a 3 egyiitthatdét)
X = cp.Variable(3)
4 # A feladatunk megfogalmazasa
5 obj = cp.Minimize(cp.maximum(*(cp.abs(xdataly-(x[@]+x[1]*xdatal+x[2]*xdatal**2)))))
# Megoldjuk
prob = cp.Problem(obj)
g prob.solve() #Visszaadja az optimdlis m.o-t (ha Létezik)
9 print("stdtusz:"”, prob.status)
10 print(“optimdlis érték(sugar):”, prob.value)
11 print(“"optimalis megoldas:", x.value)

[99)

statusz: optimal
optimdlis érték(sugdr): ©.32692817529570123
optimalis megoldas: [ ©.13702416 -0.34600724 1.35612472]

4. dbra. CVXPY hasznélata az N = 60 esetre
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A megoldashoz tartozo ébra:

20 20
® rossz pontok
® o pontok
15 15 4
P
10 4 o ...‘/. 10
s .,,". -
05 s o o0 e0 05 4
e ® % L %
. % f'._-.-% e %o
| Y — P ‘- =
00 Ca A 004
. ®,
-05 -05
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

5. abra. N = 60-ra optimalis megoldas (bal) és az erre tesztelt pontok (jobb)

A megkapott megoldasra 1000 pontot tesztelve (ugyanabbol az eloszlés-
bol) azt tapasztalhatjuk, hogy csak 14 pont esett ki az intervallumbol, tehat
a mostani jel6léseinkkel ez igy fogalmazhaté meg:

{6 € {Stes=tt gtesstt . Gtessti) . p+ < (1, 6)}] = 14.

20 20
® rossz pontok
® o pontok
15 15 4
%]
".o < ]
10 e 10
2
nf‘,
Do , a
05 ® 05 1
TSR I X ok i
" [
00 0.0
0 ° %e
e
-05 -05
0.0 0'2 0'4 0‘6 OIS 1'0 00 02 04 0.6 08 10

6. abra. N = 200

Ha viszont az el6z6eket megesinaljuk N = 200-ra, akkor mar csak 6 darab
ilyen pont esik ki a nekiink megfelels intervallumbol, azaz

[{6 € {ohes=!2 ghes=t2 . §lesst2l . g < f(v*, )} = 6.
Tehat mintha az N novekedésével nagyobb lenne "garancia" arra, hogy a

tesztpontok tényleg az intervallumunkba beleessenek. Az el6bbi példaval rész-

letesebben foglalkozik a [7].
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2.1. Tétel. (Theorem 1.1, [1] 12. oldal) Minden € € (0,1) sértés paraméter
(violation parameter) és € (0,1) konfidencia paraméter (confidence para-
meter) esetén, ha szkendriok N szdmdra teljesil, hogy N > (ln/‘lg +d-—1),
akkor legalabb 1 — [ valdsziniséggel

P(o e A:l(v",0)>0") <e.

A kovetkezs fejezetben altalanosabb formaban is kimondjuk ezt a tételt
(ami a (3.1) tétel lesz) és specidlis feladat fajtara (teljesen tamasztott fel-
adatra) be is bizonyitjuk.

3. Matematikai felépités

Eddig az ¢(v,0) fiiggvény minimalizalasaval foglalkoztunk, ami egy ¢ bi-
zonytalansagi paramétertdl is fliggott. Most egy altalanosabb feladatot fogal-
mazunk meg. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a minimali-
zélando célfiiggvényiink a c’'6, ahol # € © C R?. Ez azért van, mert konvex,
bizonytalansagtol fliggs célfiiggvények esetét vissza lehet erre vezetni (hason-
loan, mint ahogy az elsé fejezetben tettiik). A feltételek pedig a {Os : 6 € A}
halmaz lesz, ahol O egy feltétel, ami a ¢ biztonytalansagi paraméterrel van
paraméterezve. A A pedig legyen a P valoszintiségi mértékkel ellatva. Ekkor
a kovetkezSképpen néz ki az S Py feladat:

SPy: minctf
ISS]

r 9
ahol 6 €[]y, (9)
=1

Vegyiik észre, hogy amit eddig néztiink, az ennek tényleg egy specialis
esete, hiszen 6 = (v,z), ¢ = [0,0,...,0,1]7 é¢s ©5, = {z : = > L(v,5;)}
valasztéassal éppen az (7)-et kapjuk, mert

min  [0,0,...,0,1]"(v,z) = min =z és
veRI-1 zeR veRI-1 zeR

N
T € ﬂ{x cx > l(v,0;)} ugyanaz, mint x € {z : x> gnzaXNf(y, 5i)}-
i1 i=1,2,...,
De = pontosan akkor lesz minimélis, amikor a feltételnél (az egyenlGtlen-
ségnél) épp egyenlSség van, tehat az egészbdl annyi fog megmaradni, hogy

midnl[‘ rlrl2axN€(1/, 9;)], ami épp a (7). A tovabbiakban jelolje 6* a (9) meg-
veRa—1 1=12,..,
oldasat.



3. MATEMATIKAI FELEPITES 11

3.1. Definicio. (Sértd halmaz és sértés valdszinisége) Eqy adott 0 € © ese-
tén a {0 € A : 0 & Oz} halmazt a 0-hoz tartozo sérté halmaznak (violation
set) nevezziik. Ennek a sértd halmaz valdszintisége a sértés valdszinisége (vi-

olation probability), azaz V(0) :=P({5 € A: 0 & Os}).

Tehat a sérté halmaz az a A egy részhalmaza, és a sértés valdszintisége
pedig ennek a halmaznak a valoszintiségi mértéke.

3.1. Peélda. Tegyiik fel, hogy 6 € R?, a feltételek |0, — 0| < Oy alakiak és &
egyenletes eloszldsi a A = [0, 1] invervallumon. Tekintsiik a 6’ = (1,05) pon-
tot, ahol 6 > L. Ekkor V(') =0, hiszen |3 — 6| > 1 semmulyen § € [0,1]-re

nem teljesil. Ha viszont a 0" = (%, %) pontot nézzik, akkor azok a 6 € [0,1],

7. dbra. Sért6 halmaz abrazolasa ([1] 33. oldal)

amikre |% — 0| > % teljestil, azok a [0, %) U (%, 1] halmazban vannak, tehdt

V(@”):IP<5€{[O,%)U(i—?,l”) :22—1+(1—§> :2—71.

3.1. Tétel. (Theorem 1.3, [1] 20.0ldal) Minden e € (0,1) sértés paraméter
és B € (0,1) konfidencia paraméter esetén, ha szkendrick N szdmdra teljesiil,
hogy N > (ln% +d — 1), akkor legalabb 1 — [ valdsziniséggel

Ple A:0"¢0Os) <e.
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Ezt a tételt egy késGbbi tétel alapjan fogjuk bebizonyitani. Viszont ezek
elott, kell két feltétel, hogy ezek teljesiilhessenek.

3.1. Feltétel. (Konvezitis) A © és ©5,6 € A halmazok legyen zdrt konvex
halmazok.

n

Megjegyzés. Ekkor a (9)-ban szerepld () ©s, halmaz is zdrt konvexr halmaz,
i=1

hiszen zdrt konvex halmazok metszete is zdrt konvex halmaz, tehdt a felirt (9)

feladat konvex feladat.

3.2. Feltétel. (Létezés és egyértelmiség) Minden N € N és
minden (01, 0z, ...,0n) € AN esetén a (9) feladat megolddsa létezik, és egyér-
telm.

A AN halmazt (AY az N darab A keresztszorzata) lassuk el a PV (valo-
szintségi) szorzatmeértékkel, ahol P a A halmazon egy valoszintiségi mérték.
Ekkor a kovetkezé tételt tudjuk kimondani:

3.2. Tétel. (Theorem 3.7, [1] 89.0ldal) Legyen N > d és teljesiiljenek a (3.1)
és (3.2) feltételek. Ekkor a kivetkezd eqyenldtlenség érvényes:

d—1
NY . .
PN (V(0*) > €) < i1 —e)N e, 10
ver=a= 3 (7)o (10)
Ennek a tétel segitségével fogjuk belatni a (3.1) tételt.

Bizonyitas (3.1). A sért6 halmaz definici6ja miatt a P(0 € A : 0* € O5) < ¢
egyenlStlenséget at lehet irni V' (0*) < € alakra. A (10) egyenl6tlenséggel pe-
dig ekvivalens az, hogy

d—1

PYV(I) <> 1-3 <]ZV) (1 — N,

1=0

Azt fogjuk megmutatni, hogy

1—d§ (Jiv)ei(l—e)N‘i >1-8

=0

teljesiilésére az N > (Int 4 d — 1) elégséges feltétel. A fenti pedig ekvivalens

g
azzal, hogy
d—1
N\ . .
3 ( .)au Py
1

i=0
Ennek az egyenlGtlenségnek a bal oldalat fogjuk atalakitgatni.
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Az utolsé egyenl6tlenség azért teljesiil, mert az exp(—x) fiiggvény konvex

és az x = (0 pontbeli érintéje az 1 — z, ami a gorbe alatt marad, ezért

exp(—r) > 1 — x, amibél exp(—5) > 1 — §. Azaz azt kaptuk, hogy
2471 exp( — £N) < 3, ebbdl logaritmust véve

(d—1)In2 — $N < Inf adodik, ami ekvivalens azzal, hogy

N > %(ln% + (d - 1)In2).

Az utolso sornél még azt felhasznalva, hogy In2 > 1, épp azt kapjuk, hogy
N > g(ln% +d— 1), amit akartunk. Tehat ha ez teljesiil, akkor a (10) is
teljesiil, azaz tényleg elégséges feltétel volt.

3.1. Szkenarié modszer feltételek elhagyasaval

Tekintsiik a (7) S Py feladatot adott (dy,da, . ..,0x) € AY esetén. Ekkor a
feladat megfelelGen van definidlva, tehat implentalni is tudjuk konvex feladat-
megoldoba. Legyen a kapott megoldas szokasos médon v* és értéke £*. Ezek
utan vizsgaljuk meg az aktiv szkenariokat, azaz az olyan d;,7 € {1,2,..., N},
amikre (* = ((v*,0;). Dobjunk el egy ilyen feltételt, és megint oldjuk meg
a feladatot. Az 0j megoldast kévetGen megint megcsinalhatjuk az el6z6 fo-
lyamatot, igy kapunk v, v;, ... megoldasokat és az ehhez tartozo ¢3, /43, . ..
értékek pedig (reményeink szerint) javulni fognak. Jelolje v azt a megoldast,
ahol k darab szkenariot dobtunk el és értékét jelolje £;. A kdvetkezs oldalon
lévs abra probalja illusztralni a folyamatot.
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+
L} 7

8. abra. dy és d3 eldobasa([1] 17. oldal)

3.3. Tétel. (Theorem 1.2, [1] 18.0ldal) Legaldbb 1 — [ valdsziniiséggel €* az
€ megbizhatdsdgi szintd (risk guaranteed), azaz

PV[P(6 € A: l(v*,8) > €;) < e] < 1— B, ahol

Vi VE+1 d—1 1

_F T+ ((d—1)1n(k+d+1)+w+lng)].

€ — +
n
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Ennek tétel bebizonyitasahoz sziikséglink lesz egy mésik tételre, és egy
defininiciora. Jelolje 0; azt a megoldast a (9) feladatra, ami pontosan k da-
rab feltételt sért. Ez nem ugyanazt jelenti, hogy k darab feltételt hagytunk
el és arra oldottuk meg a feladatot. Ez azért van, mert az elhagyott felté-
tel az elhagyasa utan sértetté valik, viszont ezt kovetGen egy masik feltétel
elhagyasaval megint kielégitetté valhat.

3.4. Tétel. (Theorem 3.9, [1] 45.0ldal) Legyen N > d. A (3.1) és (3.2)
feltételek mellett a kéovetkezd teljesiil

k+d—-1

k+d—1 N\ . .

N * 7 N—i
PY(V(65) >¢€) < ( f > ZEO (Z )6 (1—e)* " (11)
Ezzel fogjuk belatni a (3.3)-at. De elStte vegyiik észre, hogy k = 0 eset az

éppen az, amikor egy feltételt sem sértiink, tehat ez az eredeti (9) megoldésa
(ami 0*), és ezért nem meglepé moédon visszakapjuk a (3.2) tételt.

Bizonyitas (3.3). A (11) jobb oldalat fogjuk alakitgatni az € = € szerep-
osztéssal, és azt akarjuk, hogy a formula az €,-ra az elégséges feltétel legyen
arra, hogy a jobboldal <  (mert akkor fog az teljesiilni, hogy

PM(V(0%) <€) > 1—[3). El6szor a szummaés részt frjuk at: Legyen a = 1—1—\%.

k+d—1 k+d—-1 i
N\ ., » _ N\ € .
> (V)aa-ar = (V) fa-

1=0 =0
k+d—1 ;
N\ € :
< g+l }: Ck(] _ ¢ )N
B =0 Z a* ( Ek)
k+d—1 .
N €r\" ;
o g (%Y1 - g

<ara 3 (V)(2) 0 ap-

N
_ e (4 (1)

1 N
(i -2
a
1
< ghtdt exp( — (1 — —)ekN>
a

<exp(—(l—a)(k+d—-1)) exp( - (1 - é)ekN).
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Az utoébbi 2 egyenldtlenség pedig azért van, mert 1 —x < exp(—z) Vz € R.
Most a binomialis egyiitthatot alakitjuk:

k+d—1\ (k+d—1) o
< k ):k!(d—l)! < (k+d=17,

tehat ami tudjuk, hogy a (11) jobboldala kisebb, vagy egyenls, mint
1
(k+d—1)""exp(—(1 —a)(k+d—1)) exp( (1 a)ekN>.

Legyen az a kifejezés < 3, ekkor

(k+d—1)"texp(—(1 —a)(k +d—1)) exp( - (1 - é)ek]\f> < B,

logaritmust véve, és az a értékét beirva kapjuk, hogy

(d—1Dn(k+d—1)+ %(k—i—d— 1) — \/%1—1— 1€kN < Ing.

Ezt az egészet e;-ra rendezve adodik, hogy

VE+1
N

1

vk

€k =

[(d—l)ln(k+d—1)+ (/{:+d—1)+ln%] -

_ k| VR VR
n

N+N

d—1 1
((d—l)ln(k?—Fd—f‘l)—f‘W—FlnB)],

amit akartunk.

3.2. A 3.2 tétel teljesen tamasztott feladatra
Tekintsiik azt az S Py feladatot, ahol N =m,d =2, ésm > d:

min ¢’
)
- 12
ahol 9€ﬂ@5i. (12)
i=1
ahol (01,09, ...,0,,) egy fliggetlen, azonos eloszlasi minta a (A, P) valoszint-

ségi mértéktérbsl és © C RY, azaz © C R? (igy 0 = (6, 0)).

3.2. Definicid. (Tdmasz feltétel) Az olyan 0 € Oy, feltételeket amiket el-
véve az SPy feladat megolddsa javul, azokat tamasz feltételeknek (support
contstraints) nevezziik.
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6 optimalizalasi irany &

6

9. abra. V alaku feltételek esetén a tamasz feltétel (piros) illusztracioja

3.5. Tétel. (Theorem 5.2, [1] 57.0ldal) Minden m természetes szam esetén
a tamasz feltételek szama legfeljebb 2.

Bizonyitas. A Helly tételt fogjuk hasznalni.
Helly tétel R%-ben [5]. Legyen adva a stkon véges sok konvex halmaz. Ha
béarmely hdrom halmaz metszete nemiires, akkor az Osszes halmaz metszete
is nemtires.
A mi esetiinkben a feltételeink lesznek a konvex halmazok, azaz a 6 € Oy,
1 =1,2,...,m és ezeken kiviil az m + 1. feltételnek felvessziik azt a konvex
halmazt, amikben azok a # € R? vannak, amikre ¢10 < ¢T6* (ahol 0* az a
(12) megoldésa), azaz a fenti abran a jobb oldali képen talalhato kék szag-
gatott egyenes alatti pontok. Legyen ennek a feltételnek a neve az A feltétel.
Indirekt tegyiik fel, hogy a tamasz feltételek szama legaldbb 3. Ekkor, ha
nézziik a ¢ € ©;,,0 € O;, és A feltételeket (i # j és 4,5 € {1,2,...,m}),
akkor a legaldbb 3 tamasz feltétel koziil legalabb 1 nincs ezek kozott.
A tamasz feltétel definicioja miatt, ha a kivalasztott 0 € O;,0 € O, fel-
tételekre oldjuk meg a feladatot, akkor javul a megoldasunk, tehat ennek a
javitott megoldasnak az értéke jobb lesz, mint ¢'6*, igy ez a megoldas az
A-ban is benne van, tehat barmely 6 € O;,,0 € O5, és A halmazok esetén a
metszet nemiires. Nyilvan barmely harom 6 € ©;,,0 € ©5,,0 € O5, metszete
is nemtires ((3.2) feltétel miatt).
Ezek miatt alkalmazhatjuk a Helly tételt a 0 € O;,,7 € {1,2,...,m} és A
konvex halmazokra, tehat ezek metszete nemiires, ami pedig ellentmond 6*
optimalitdsdnak, hiszen ezek a pontok, amik benne vannak a nemiires met-
szetben, azok eljesitik a feltételeket, és benne vannak A-ban is, azaz jobb az
értékiik, mint 6*-nak.
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3.3. Definicid. (Teljesen tamasztott feladat) Egy szkendrio optimalizdcids
feladatot amiben a kéltségfiigguény ct0, a tartomdny ©, a feltételek csalddja
{05 : § € A}, a A halmazon a valdsziniségi mérték P, teljesen tamasztott
feladatnak (fully supported problem) nevezziik, ha minden m > d esetén a
(12) feladatban a tdmasz feltételek szama d-vel egyenld 1 valdszinidséggel.

Megjegyzés. A tamasz feltételek nyilvan fiiggnek a (d1, 9, . . . , &, ) m-estol,
igy az 1 valoszintiség az P™ (valoszintiségi) mérték szerint értendd.

3.6. Tétel. ([1] 58.0ldal) Teljesen tdmasztott szkendrid optimalizdcids fel-
adatra a kovetkezd teljesil (d = 2):

1
N\ . )
PN(V(6*) > €) = "(1—e)N 13
vw)>9=3 (7)o (13)

Az elébbi (13)-bdl kovetkezik a (10) (ami a (3.2) tétel) a d = 2 esetre,
hiszen itt egyenl&séget kivetelliink meg, tehéat specidlisan az egyenlGtlenség is
teljestil.

Bizonyitas. Elgszor N = 2 esetre latjuk be a fenti egyenlGséget, tehat a
kovetkezst szeretnénk bizonyitani ekkor:

L/9\ | ‘
2 x _ i 2-i 2
P(V(9)>e)—§<i>e(l )i =1-¢€. (14)
Minden m > 2 esetén a A™ halmazt a osszuk fel a kovetkezd eljarassal.
Vegyiink m elemii (61, da, . . ., 6,,) mintat és oldjuk meg ezekkel (12) feladatot.
Ezekhez 1 valoszintiséggel csak kettd tdamasz feltétel van, legyen ezek indexe
i' és j', ahol 7' < j'. Osszesen (’;) darab ilyen indexelés van, ahol i < j és
i,j € {1,2,...,m}. Jeloljiik £; j-vel egy ilyet, amiben olyan
(01,09, . ..,0m) € A™ m-esek vannak, akikre ha megoldjuk a (12)-es feladatot,
akkor a tamasz feltételeiknek az indexe i, j (aholi < j ési,j € {1,2,...,m}).

Ekkor teljesiil, hogy
i<j
i,j€{1,2,...,m}

(mert a feladat az teljesen tamasztott volt) tehat a fenti diszjunkt unio és a
A™ halmaz csak (P™ szerinti) nullmértékiihalmazokban lehetnek eltéréek, igy
(nullmeértéki halmazoktol eltekintve) particiokra bontottuk a A™-et. Jeloljiik
V(0%) eloszlasfiiggvényét Fy-vel amikor m = 2, azaz

Fy(t) = Qv((—00,1]) =P*(V(0") < 1).
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ElGszor kiszamoljuk a fenti particié egy elemének a mértékét, legyen ez az
elem az L 5.

Lemma 1.

P™(Ly4) = /[01](1 — )™ % dQvy (x).

Ennek a lemma bizonyitédsahoz kell egy definicid, és egy masik lemma.

Jelolje £, 5 azt a halmazt, amiben olyan (81, 6, . . ., 6,,) € A™ elemek vannak,
hogy ha csak a 0 € Oy,,0 € O, feltételekre oldjuk meg a (12)-es feladatot,
akkor a megoldasunk a 6 € O;,,i € {3,4,...,m} feltételeket nem sérti meg.

Lemma 2. Nullmértékd halmazoktol eltekintve £ 9 = E

Lemma 2 bizonyitas. £15 C £;5 (nullmértéki halmazoktdl eltekint-
ve) irany. Legyen (01,02,...,6,) € Li12 és vegyiink el egy 0 € Oy,,i €
{3,4,...,m} feltételt, aztan a maradék m — 1 feltételre oldjuk meg a (12)-es
feladatot. Ekkor a megoldas valtozatlan marad, hiszen amit eldobtunk az nem
volt tamasz feltétel (mert tudjuk, hogy kettd darab van, és azok a 6 € Oy, és
0 € Os,), és a tamasz feltételek is ugyanazok maradtak (mert egy 1j feltétel
felvételével vagy az 4j feltétel lesz az egyik tamasz feltétel, vagy nem val-
toznak a tdmasz feltételek, igy ha nem ugyanazok maradtak volna, akkor az
eldobott feltétel visszavételével nem kaphatnank vissza azt, hogy a 6 € Oy,
és 0 € Oy, a tamasz feltételek az eredeti feladatban). Ezt az eldobasos fo-
lyamatot folytatva eljutunk addig, hogy csak a ketts tamasz feltételre oldjuk
meg a feladatot és a megoldasunk valtozatlan marad. Igy azt kaptuk, hogy
ugyanaz a megoldasunk ha a (61, da, ..., d,,) -re oldjuk meg a feladatot, vagy
ha csak a (01,02) -re, amibdl kovetkezik, hogy a 6 € ©y,,i € {3,4,...,m}
feltételek koziil semelyik sem sériil meg amikor csak a (01, d9) -re oldjuk meg
a feladatunkat, igy (01,02, ...,0m) € L2

E C Ly (nullmértékd halmazoktol eltekintve) irany.

Legyen (01,0, ...,0m) € L1, azaz a 0 € Og,,i € {3,4,...,m} feltételeket
nem sérti meg a megoldasunk, amikor csak a (41, d2)-re oldjuk meg a feladatot.
Ezért ha a feltételek kozé vessziik ezek valamelyikét, akkor nem valtozik meg
a megoldasunk és a felvett feltétel sem valik tamasz feltétellé (mert ha azza
valna, akkor elhagyasaval javitanank a megoldason, ami ellentmondés, hiszen
az valtozatlan maradt). Ebbdl kovetkezik, hogy 0 € O;,,i € {3,4,...,m} fel-
tételek koziil egyik sem lehet tamasz feltétel, igy a (01,02, . .., 0,,) nem lehet
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benne olyan £, ; halmazokban, ahol £; ; # L, . Tehat kaptuk, hogy

L5 C < |_| L"i,j)C = L2,

i<j
i,5€{1,2,....,m}
ahol A¢ az A halmaz komplementerét jeloli és az egyenlGséget nullmértékd
halmazoktol eltekintve értjiik. Ezzel belattuk a Lemma 2-t.

Lemma 1 bizonyitasahoz sziikségiink lesz mértékelméletbdl egy integral
helyettesitési formuléra.

3.7. Tétel. Legyenek (X, ux) és (Y, py) mértékterek, h : X — Y mérhetd
fliggvény, nx : X — [0,400] és jeldlje houx a px mérték eldretoltjat h
szerint. Eqy g figguény Y integrdlhato a h.ux eldretolt mérték szerint akkor
és csak akkor, ha g o h integrdlhato X halmazon a px mérték szerint. Ekkor
az integralok meq is eqyeznek:

/Y o(y) dhapix () = /X (g0 h)(x) dux(z).

Lemma 1 bizonyitas. P (L) kiszdmitdsihoz mar elég az is, ha
P™(L,5) értéket szamoljuk ki, hiszen belattuk, hogy L9 és £; 2 halmazok
csak nullmértéki halmazokban térhetnek el, tehat P™(L; 5) = P™(L; ). Te-
kintsiik a (07, 05,03,...,6,) € A™, ahol az els§ kettd elem fixalva van, és
jelolje 07 , annak a feladatnak a megoldésat, ahol csak a 6 € O ¢s 0 € Oy,
feltételekre oldottuk meg. Annak a valoszintisége, hogy (07, 05,03, ...,0,) €
E az éppen annyi, hogy a maradék m — 2 darab feltétel nem sériil, azaz
(1 =V(67,))"*. Ezeket felhasznalva:

P™(L12) = P"(L12)
- /A2<1 — V(65,))" dP2(8), 6)) (15)

_ /[0 1}(1 — )2 dQy (2),

ahol az utolsé egyenldségnél az el6zs (3.7) tételt hasznaltuk fel az
X =AY =[0,1, h=V, ux = P2, hux = Qv és g(x) = (1 —z)™2
szereposztassal, igy belattuk a Lemma 1 -et is.

Most kiszamoljuk a P™ (L, ) értéket egy masik modszerrel is. Vegyiik ész-
re, hogy minden £; ; halmaznak ugyanannyi a val6sziniisége, hiszen minden
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(01,09, ...,0m,) esetén a sorrendet azt tetszélegesen permutalhatjuk. Ezért,
felhasznalva, hogy az £; ; halmazok a A™ halmazt a nullmértékd halmazok-
tol eltekintve particiokra bontjak, kapjuk, hogy:

1
> PMLy) =1 = (m>Pm(£z‘,j) =1 = P"(Liy) =7
1<J 2 (2)
ije{1,2,...,m}
Ezt 6sszevetve a (15)-tel:
Pr(Liy) = s = [ (1) dQuo)
" <m) [0,1] i (16)
2

A fenti egyenl@ség minden m > 2 esetén értelmezve van. Ez egy Hausdorff-
féle momentum feladat [2|, amibgl mi csak annyit hasznalunk fel, hogy a
momentum feladatoknal kompakt intervallumon (tehat ha a valészintségi
valtozo tartoja kompakt) ha a megoldés létezik, akkor az egyértelmi. A [0, 1]
halmaz kompakt, tehat ha a megoldhato, akkor a megoldés egyértelm.

3.8. Tétel. (Theorem 7, [2] 295. oldal). Legyen F = F(x) egy eloszldsfiigg-
vény és p, = [ |z|* dF (z). Ha

1/n

lim sup fin < 00
n—oo n

akkor a {ky}n>0 momentumok, ahol k, = [~ _a™ dF(x) egyértelmien meg-
hatdrozzik az F = F(x) eloszldsfiggvényt.

Megjegyzések. Az el6z6 tételben, ha a p, = ffooo |z|™ dF(z) helyett a
oy, = f01 |z|™ dF(x) néziink (tehat a valoszintiségi valtozonk tartoja a [0, 1]),
akkor a tétel feltétele teljesiil, hiszen

1 1
Mn=/ |z dF(w)S/ 11| dF (z) = 1, ezért
0 0
/

Nl n 11/n
lim sup —— < limsup =0 < o0.
n—o0 n n—00

De ez igaz minden K C R kompakt halmazra, hiszen ehhez a K-hoz létezik
M € N, hogy K C [—M, M], ezért

M M
o, = / 2" dF(z) < / |z|" dF (z) < / |M|" dF(x) = M", emiatt
K M -M
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" My M
limsup'uL Slimsup( = limsup — = 0 < o0.
n—00 n n—00 n n—ooo N

Azaz minden kompakt halmazon a momentum feladat megoldasa egyértel-
mi. Ez nekiink majdnem jo, hiszen a V' valoszintiségi valtozo tartoja a [0, 1]
halmaz, viszont a (16)-as egyenlet jobb oldalan nem a momentmumok van-
nak, hanem azoknak egy linearis kombinénci6ja minden m-re. A j6 hir az,
hogy kifejezhetd belSliik az 6sszes momentum, igy alkalmazhat6 a fenti tétel.

@ = /[ R CNE

Minden £, esetén csak a az olyan k; momentumokat sziikséges kiszamitani,
ahol i € {0,1,2,...,n — 1}. Mivel a kg = 1, ezért minden n-re k, értéket
ki tudjuk szamolni, és igy méar latjuk, hogy tényleg a momentum feladattal
ckvivalens a (16).

A Qv((—o0,t]) = Fy(t) = t? megoldasa a (16)-as egyenletnek, hiszen
felhasznalva, hogy (Fy (t))" = 2t adodik, hogy:

/[0’1](1 — )" dQv(z) = / 2¢(1 — )™ 2 dA(z).

[0,1]

Mivel kompakt intervallumon vagyunk és az integralando fiiggvényiink kor-
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latos rajta, ezért ha a Riemann integral létezik, akkor az egyenld a fenti
Lebesgue integrallal.

1 —92(1 — ¢)m—1 1 1 —92(1 = x)ym1
/ 2¢(1 — )™ da = [ 2l — ) } — / Gl dx
0 m—1 0 0 m—1

9 1
e (1—2)"'dr  (ahol m >2)
m j—

2 1

()

Ezért a Qv ((—oo,t]) = Fy(t) = t? valéban megoldasa a (16) egyenletnek (és
ez egyértelmii is a (3.8) tétel alatti megjegyzés miatt). Igy az Fy definiciojaba
a megkapott értéket beirva kapjuk, hogy

Fy(t) =P*(V(0*) <t)=t?, t:=¢ helyettesitve
Fy(e) = P2(V(0%) , ami ekvivalens azzal, hogy
P2 (V(6*) > €) =1 — ¢, ami épp a (14).

Most mar mindentink készen all ahhoz, hogy éltalanos N-re lassuk be a (3.6)
tételt. Tekintsiink egy teljesen tamasztott (12)-es feladatot, m = N-re, ahol
N > 2 tetsz6leges. Mivel a feladat teljesen tdmasztott, igy megint particiokra
tudjuk bontani a AV halmazt az £;; halmazok szerint. Most csak azt a
részét nézziik a AN halmaznak, ami a {(81,02,...,0n5) € AY : V(0*) > €}
elemekbdl all. A particionalas miatt a kovetkezd teljesiil (felhasznalva az el6z6
szamolasokat és hogy minden £, ; valoszintisége megegyezik):

1<j
(N
o\ 2/ Jaz

1,5€{1,2,...,N}
N
0, 1]

PY(V(67) > ¢) = IP’N( L] (Lanvie) > e)))
[ =V P P
= (N / 2¢(1 — 2)V 1y dA(z) =
2 ) Jioa
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= (g) /(6’1] 22(1 — 2)V 2 d\(x)
— (];[) /61 2¢(1 — )N 2 dx
] e

=(1—e)V + Ne(1—e)V!

1
N\ . )
= E ( ) )61(1 — )V amit be akartunk latni.
i
i=0

(A fenti levezetésben 1,4 az a A halmaz indikatorfiiggvényét jeloli.) Ezzel a
(3.6) tétel bizonyitasa véget ért, és specidlisan a (3.2) tételt is belattuk a
d = 2 esetre, teljesen tamasztott feladat esetén.

Altalanos d > 2-re hasonléan jarunk el. Jelolje L, iy....i, azt a halmazt, ami-
ben az olyan (81, 0y, .. .,0n) € AY elemek vannak, akiknek a tdmasz feltétele-
iknek az indexe iy, ig, . . ., ig, ahol iy < iy < ... <igési; € {1,2,3...,N}Vj €
{1,2,...,d}. Ekkor megint az L; ;, _;, halmazok particiokra bontjak AN
halmazt (nullmértékd halmazoktol eltekintve). A d = 2 esetben elhangzot-
tak miatt megint felirhatjuk a kovetkezét:

1 “ _ /
IP>N(£'1,2 ,,,,, d) = (T = /Ad(l - V(81,2 ..... d))N dde(5/17 5;7 R 76d)' (17)
i)

Ez a (17)-es egyenletet (Qy mérték szerinti Lebesgue integréalra atirva megint
egy momentum feladatot kapunk kompakt (jelen esetben a [0, 1]) interval-
lumra. Jelélje Fy(t) = P4V (0*) < t) valosziniiséget és vegyiik észre, hogy
Qv ((—o00,t]) = Fy(t) = t? megoldja a (17)-es egyenletet:

Ad
[ -0 agv)
[0,1]
_ / de®1 (1 — )V dA(2)
0,1]
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B —d;l:d_l(l _ x)N—d—i—l 1 /1 —d(d _ 1)xd—2<1 _ x)N—d—i—l 4
B N-—d+1 o Jo N—-d+1 g
d(d_ 1) ! d—2 N—d
—_ " T 1— +1
N—d—i—l/o (1 —x) dz

_ d{d—-1)(d-2) s N-dt2
_(N—d+1)(N—d+2)/0 1) d

d!

:(N_d‘l'l)(N—d—i—?)-...-(N_l)/o(1_$)N_1dx
d! 1
S N—dr )N —d+2 . (N—DN [N\’
()

Tehat tényleg jo az Fy (t) = t¢ valasztas. Mindeniink kész, hogy altaldnos d-re
kiszamoljuk pontosan a PN (V (6*) > ) valoszintiséget. A szamolas lényegében
ugyanaz, mint a d = 2 esetben:

PY(V(07) > €) = PN< | (L tania N (V) > e)>)

11 <i2<...<ig
$1,82,.-es idE{LQ ..... N}

=V )" g, oo PGB8

,,,,,

[0,1]
/ dz (1 — 2)N "My dA(2)
[0,1]

= / dz (1 — 2)V 1 d\(z)
(1]

(e "“] )
)

6dfl(l )N d+1 (dN > 2(1 _ x)N*d‘i’l dr
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= (d_ll (jz.v)e%l - e)“) + <]1V> [(1 — )V dz
- ( (V)ea- e>N-i) Fa-oY= Z (V)ea-a

Ezzel belattuk azt, hogy minden d > 2 egész szam és N > d egész szam
esetén a teljesen tamasztott feladatoknél teljesiil, hogy:

d—1

PNV (6) > €)= (N ) €1 — eV (18)

- 7
=0

aminek kovetkezménye a (3.2) tétel teljesen tamasztott feladatok esetén.
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3.3. A 3.4 tétel teljesen tamasztott feladatra

Csak d = 2-re bizonyitjuk a (3.4) tételt, viszont altalanos d-re ugyanez a

gondolatmenet. Legyen I = {iy,1s, ..., } olyan indexhalmaz, aminek &k da-
rab eleme van az {1,2,..., N} halmazbol, és legyen 07 a kévetkezs szkenario
feladat megoldasa:

min ¢’

0co

ahol 0e () O, (19)

i€({1,2,....N}\I)

Teljesen tamasztott feladatot feltételeziink, mert ekkor tudjuk a korébbi
eredményt felhasznalni. Legyen AY := {(61,0s,...,0n) € AN 1 Vj €
{1,2,...,k} 0; & ©s, }, azaz a AY halmaz olyan (8y,0s,...,0y) € AV
elemekbdl all, amikbsl ha kivessziik az I halmaz elemeit és a maradékra old-
juk feladatot (tehat a (19)-6s feladatot), akkor a 67 megoldas sérti az Osszes
kivett feltételt. A 0} egy olyan megoldas volt, ami k darab feltételt sért 1
valoszintiséggel, igy az el6z6 definiciok miatt 1étezik egy I, hogy 0; = 07,
ahol (01, 0s,...,0n) € AN. Ebbdl kivetkezik, hogy:

{(61,02,...,0n) € AV V(6;) > €} C | J{(01,02,...,05) € AY : V(6}) > €},
IeA

ahol A halmaz tartalmazza a {1,2,..., N} halmaz Osszes k elemi részhal-
mazat. (A fenti relaciot nullmértékd halmazoktol eltekintve értjiik.) Legyen
I € A egy adott indexhalmaz, ahol I = {iy, s, ..., i} és szamoljuk ki a fenti
szummaéban az ehhez az [-hez tartozo tagnak a valoszintségeét. Jelolje Fy a
V(67) eloszlasfiiggvényét, majd felhasznalva, hogy a d;-k fiiggetlenek:

PY((61,0s,...,0n) € AY 1 V(0]) > ¢) :/ PY(AY| V(6;) = z) dFy(z)
(e1]

= [P0 05,05 # O 0 7 05, VIO) = ) A (o)
(e,1]

— /( . (f[PN(ej ACTRUCHE x)) dFy(z)

j=1

_ /(Eﬂ (f[lx) dFy (z) = /m o dFy(x).

Az utolso el6tti egyenlGségénél azt felhasznélva, hogy definicié szerint
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V(03) =2 <= P{d € A:0; &0Os}) =z, amibsl PV(0; ¢ @5ij| V(6) =
x) = x. Mivel Fy az egy olyan megoldas eloszlasfiiggvénye, ami N — k darab
feltétellel jott létre, ezért Fy (x) értéke a (18) miatt a d = 2 esetre:

Fo@) =BV V() <o) =1- Y (Nz-_k%iu _ gy¥ohes

=0

N —k

— vy =2("

)x(l — )2,

[gy mar megvan minden, mar csak szamolni kell:

PY((01,05,...,0n5) € AY 1 V(67) > ) —/ o* dFy ()
(e1]

_ /(671] 2t <N N k)x(l )N 2 G (a)
_ Z(N; ’“) [ ST — ) Nh-2 gy
(NQ— k;) ([—x’”]\l[(l_ ; ai)f:’”}l . /61 (k + 13;Vvk_<1k—_xl)wl dx)

25" ey oywverar 2050 EED L v

I
)

a3 (1)

k+2

Tudjuk, hogy

{(61,02,...,0n) € AV 1 V(6;) > €} € | J{(01,02,...,05) € AY : V(6}) > €},
IcA

és mivel (],Z ) darab k elemi részhalmaza van {1,2,..., N} halmaznak, ezért

PY((81,02,...,0n) €AY : V(0) > €) < ZIP’N((51,52, . 0N) EAT L V(67) > €)

IeA

(V) i € 28 V) >

k+2/ i=0
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(D0

Azaz megkaptuk, hogy

UG ERE Z (V)=

ami épp a (3.4) a d = 2 esetre.

Osszefoglalas

A szakdolgozat soran megnéztiik, hogy egyszerii bizonytalansagi halmaz
esetén (ellipszpiod) a bizonytalan linearis programozasi feladatunk egy expli-
cit konvex programozasi feladatta valik. Ismertetve lett a szkenarié modszer,
ami nagyon hasznosnak bizonyul akkor, amikor a bizonytalansagi halmaz-
rol nem tudunk egyszert alakot feltételezni, és lathattuk az alkalmazasat egy
illesztési feladatra. A szkenéarié modszer megoldasarol bebizonyitottunk meg-
bizhatosagi szinti jelleg allitdsokat, hogy milyen valoszintiséggel sért meg
esetleg feltételeket. Definidltuk a teljesen tamasztott feladatokat, és azokra
is belattuk a kimondott tételeket.
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