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1. fejezet

Bevezetés

Az Ehrenfeucht-Fraissé jatékot egy adott elsérendi nyelv két strukturajan
jatssza két jatékos. Elére megadott szamu fordulobol all, ahol egy forduléban
az els6 jatékos kivalasztja a két struktura egyikének egy tetszéleges elemét,
majd a masodik jatékos vélaszt a masik strukturabol szintén egy tetszéle-
ges elemet. A masodik jatékos nyeri a jatékot, ha ezen elemparokbol allo
fliggvény egy parcialis izomorfizmus a két struktura kozott, ellenkezs eset-
ben az els6 jatékos a gydztes. A masodik fejezetben precizen is definialjuk
az Ehrenfeucht-Fraissé jatékot, melyet az egyszertiség kedvéért EF-jatéknak
roviditjiik a késébbiekben.

A szakdolgozat célja, hogy az EF-jatékok segitségével megvilagitson né-
hény 6nmagaban nehezen érthets, de mégis alapvets fogalmat, illetve hogy
olyan értékes és érdekes eredményeket kapjunk, melyeket az EF-jatékok nél-
kiil nehezebben lehetne bebizonyitani.

A masodik fejezetben az alapfogalmak definidlasa utan megmutatjuk,
hogy a legfeljebb w-hosszu EF-jatékok determinaltak, azaz valamelyik ja-
tékosnak van olyan stratégidja, ami gy6zelmet garantél neki minden esetben.
Ezutan el6szor az w-hosszu jatékok tulajdonséigait vizsgaljuk, majd a véges
hossztaakét. Elsére talan forditva tiinne logikusnak a sorrend, de az w-hosszu
esetben hasznalt fogalmak, illetve a tételek talan kénnyebben megérthetdk.

Igy miutan az olvasé jobban megérti az EF-jatékokat az w-hosszii eseten
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keresztiil, mar kdnnyebben gondolja meg a véges hosszu esetben kimondott
tételeket, lemmakat. A harmadik fejezet f6 eredménye, hogy a masodik ja-
tékosnak pontosan akkor van nyeré stratégiaja az w-hossza EF-jatékban két
megszamlalhato struktira kozt, ha a strukturak (parcialisan) izomorfak. Ezt
az eredményt felhasznéljuk a fejezet tovabbi részeiben a véletlen grafokra
és a sird, linearis rendezések elméletére is: megmutatjuk, hogy ezeknek az
elméletnek izomorfia erejéig pontosan egy megszamlalhatéo modellje van. A
negyedik, és egyben utols6 fejezetben tébbek kozott belatjuk, hogy a mé-
sodik jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégiaja minden véges hosszu
EF-jatékban két adott struktira kozt, ha a két struktira elemien ekvivalens.
Ezt az eredményt felhasznilva megmutatjuk, hogy kiilonbség van az elemi
ekvivalencia és az izomorfizmus koézott: hidba van nyerd stratégidja a maso-
dik jatékosnak tetszoleges véges hosszii EF-jatékban ugyanazon két struktira
kozott, ez nem garantalja, hogy az w-hosszu jatékban is van nyerd stratégia-
ja. Tovabbé olyan érdekes eredményt is belatunk, hogy a grafok nyelvén nem

definidlhato els6rendid formulaval az, hogy egy graf 0sszefliggs.



2. fejezet

Ehrenfeucht-Fraissé jatékok és

determinaltsaguk

Az Ehrenfeucht-Fraissé jatékok (roviden EF-jatékok) kulesfontossaguak
lesznek a szakdolgozatban. A kiévetkezd alfejezetben célunk a sziikséges els-
ismeretek Osszefoglalasa, és az EF-jatékok definialasa lesz. A 2.2 alfejezetben
rekonstrualjuk annak az ismert tételnek a bizonyitasat, hogy a legfeljebb

w-hosszu EF-jatékok determinéltak.

2.1. Ehrenfeucht-Fraissé jatékok

Ezt az alfejezetet a [Sag0b, 1. fejezet]| és a [Vaall, 3. és 5. fejezet] alapjan
készitettiik.

Térjlink ré elGszor a strukturakkal kapcsolatos fontos definicidkra, ame-

s st

hez.

Rogzitsiink egy elsérendi
L={fi,Rj,cp,p:ie€l,jeJkekK)

nyelvet, ahol p az aritasfiiggvény. Rogzitsiink A, B L-strukturakat. Jeloljiik A
alaphalmazat A-val, B alaphalmazat B-vel. Ezeket a szakdolgozatban végig
rogzitettnek tekintjiik.
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2.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy eqy g : A — B fligguény izomorfizmus

az A és B strukturdk kozt, ha bijekcio, és:

1. Minden i € I és ay,...,a,4) € A esetén:
g(f ar, - apwy)) = [P (glar), -, glayw)).
2. Minden j € J és ay,...,a,; € A esetén:

<a1, ce ,CLp(j)> S R;l =4 (g(al), c ,g(ap(j))> S R]-B.

3. Minden k € K-ra:
g(cd) = ;.

Az A és B strukturdk izomorfak, ha van izomorfizmus kéztik.

Jelolése: A= B.

2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy A részstruktirdja B-nek, ha A C B,

és:
1. Mindeni € I ésay,...,ay4) € A:
fMar, . apm) = fPar, .. aye) € A
2. Minden j € J és ay, ..., a,; € A:
(a1, ..., ay;) € R}“ & (ay, ..., ay;) € RY.

3. Minden k € K:

Jelolése: A < B.

2.3. Definici6. Legyen X C B. Az X dltal generdlt részstruktirdja B-nek
A, ha:

o ALB;
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« X CA;
e ha A/ <B, és X C A, akkor AC A’.
Jelélése: [ X|p.

2.4. Definicié. Eqy A és B kozti m parcidlis fligguényt akkor neveziink par-
cidlis 1zomorfizmusnak A és B kozitt, ha létezik olyan 7 kiterjesztése,

ami izomorfizmus [dom(m)| 4 €s [rng(m)]s kozott.

Az A és B kozti parcidlis izomorfizmusok halmazat Part(A, B)-vel jelol-
jiik.

2.5. Definici6. Az A és B struktirdk parcidlisan izomorfak, jelolésben

A ~, B, ha létezik eqy nemiires P C Part(A, B) halmaz dgy, hogy:

Vfe PVYae A3ge P(f Cg ésacdom(g)), és
Vfe PYbe B3ge P(f€gésberng(g)).

Az ilyen P halmazokat az angol neviik (Back-and-Forth set) alapjan ezen-
tul BAF-halmazoknak nevezziik.

2.6. Lemma. Legyen (f, : n < w) A és B kozti parcidlis izomorfizmusok

novd sorozata. Ekkor f:= |J f. is parcidlis izomorfizmus A és B kozitt.
n<w

Bizonyitas. Minden n < w-ra legyen f! DO f,, izomorfizmus [dom(f,)]a

és [rng(fn)|s kozott. Legyen tovabba

r=Unm
n<w
Ekkor " D f, dom(f") = [dom(f)]a és rng(f") = [rng(f)]s, igy elég belatni,
hogy f" izomorfizmus dom(f’) és rng(f’) kozott.
Nyilvan sziirjektiv f’, hiszen rng(f’) tetszéleges elemét felveszi értékiil.
Az injektivitasat indirekt latjuk be. Tegyiik fel, hogy kiilonb6z6 a,b € A,
elemeknek ugyanaz az f’ szerinti képe B-ben. Van olyan 7 index, hogy a,b €

dom(f!), ez viszont ellentmondés, hiszen f/ parcidlis izomorfizmus, ezért
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f'(a) = fl(a) # fi(b) = f'(b). Tehat f’ injektiv, és sziirjektiv, azaz bijek-
ci6. Vegyiink dom(f')-ben tetszéleges ¢* konstanst. Ez dom(f})-ban is ben-
ne van, tehat a képe f/(c?) = fi(c?) = 5. Hasonléan bizonyithato, hogy
ha rng(f’)-ben vesziink egy konstanst, annak az 6sképe konstansszimbolum
dom( f")-ben. Végiil, ha vesziink egy R relaciészimbolumot, és az aritasanak
megfelel§ szamu elemet dom(f’)-ben, akkor talalunk olyan j indexet, hogy
ezek az elemek dom(f})-ben vannak, és mivel f] parcidlis izomorfizmus, ezért
ezek képei relacioban vannak rng(f;)-ben, igy rng(f’)-ben is. Hasonléan be
lehet latni, hogy ha néhany elem rng(f’)-ben relacioban van, akkor &ské-
peik relacioban vannak dom(f’)-ben. Szintén hasonléan lehet latni, hogy f’

megdrzi a fliggvényszimbolumokat is. m

2.7. Definicid. Legyen « egy rendszam. Ekkor az EF,(A,B) a kivetkezd
a-hosszi (« fordulds) jdték:

Minden 8 < a-adik forduloban eldszor az I-es jatékos vdlaszt eqy xg € AU DB
elemet. Utdna a Il-es jatékos vdlaszt eqy ys € AU B elemet 1gy, hogy ha
xg € A, akkor ys € B, illetve ha g3 € B, akkor yz € A. Igy keletkezik eqy
(xp,yp : B < ) sorozat, amit jatékmenetnek nevezink. Minden < « esetén

legyen:

zg, haxs € A,

aj =
ys, hayse A
Yy, hays € B,
blﬁ): B B

xg, haxz € B

Legyen f = {(ag, bf) : B < a}.
IT nyeri ezt a jatékmenetet, ha f egy parcidlis izomorfizmus A és B kozott

(azaz [ € Part(A,B)).

A jatékmenet kezddszeleteit a jaték pozicidinak hivjuk. Egy

pi=(r8,y3: B <7)
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poziciohoz (ahol v < «) az el6z6 f fliggvény mintajara bevezetjiik az

fo={lag, 03) : B <~}

fliggvényt.

Végiil vezessiikk be a nyerd stratégia fogalmét elGszor intuitivan, majd
precizen. Azt mondjuk, hogy a Il-es jatékosnak nyerd stratégidja van,
ha fliggetleniil attol, hogy az I-es jatékos hogyan valasztja az elemeket, tud
ugy valaszolni, hogy 6 nyeri a jatékmenetet. Hasonl6an az I-es jatékosnak
nyer§ stratégiaja van, ha tudja tgy vélasztani az elemeket, hogy a Il-es
jatékos veszit, barhogyan is valaszol. Vezesslink be néhany jeldlést a preciz

definiciékhoz.

Legyen « egy rendszam, és X egy halmaz. Ekkor jelélje *X az Osszes
(zpe X : B <a)
sorozatbol all6 halmazt. Hasonlbéan, legyen
X =J“x
a'<a

Példaul, amire nekiink most sziikségiink lesz: <“ X jeloli az X elemeibdl kép-

zett Osszes véges sorozat halmazat.

e s .

tetszdleges T : <*(AU B) — AU B fiigguényt értink.

2.9. Definicid. Azt mondjuk, hogy a I-es jatékos az (xg,yp : B < a) jaték-
menetben a T stratégia szerint jdtszott, ha xg = 7((y, : v < B)) minden

b < a esetén.

2.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a Il-es jatékos az (zg,ys : B < «)
jatékmenetben o T stratégia szerint jdtszott, ha ys = T7((z, : v < B))

minden B < « esetén.

2.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy T nyerd stratégidja az I-es (illetve
II-es) jatékosnak az EF, (A, B) jatékban, ha I (illetve II) nyer minden olyan

jatékmenetet, amelyben a T stratégiat haszndlta.
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Késébb azt, hogy a IT-es jatékosnak nyerd stratégiaja van, csak tgy fogjuk
nevezni, hogy IT nyeri a jatékot. Ahelyett, hogy az I-es jatékosnak van nyerd

stratégiaja, azt mondjuk, hogy I nyeri a jatékot.

2.2. Determinaltsag

Ezt az alfejezetet a [KholO, 2.4 rész| és a [Vaall, 3. fejezet| alapjan ke-
szitettiik.

Egy jatékot (melyben nincs dontetlen) determinaltnak neveziink, ha
valamelyik jatékosnak van nyerd stratégidja. Ebben az alfejezetben megvizs-
géaljuk, hogy determinaltak-e az EF-jatékok. Az alfejezet 6 eredménye a 2.19
tétel, amelyben belatjuk, hogy o < w esetén az FF,(A, B) jaték mindig de-
terminalt. Ez az eredmény egy sokkal altalanosabb tétel, a Gale-Stewart tétel
[Kec95, 20.1. Tétel|] kovetkezménye, amely azt mondja ki, hogy az w-hossz1,
ugynevezett zart jatékok determinéltak. Ebben az alfejezetben egy direkt és
elemi bizonyitast ismertetiink.

Azt is megemlitjiik, hogy létezik olyan § > w, melyre az EFj(A, B) jatek

mar nem determinélt valamely A, B struktirara. Példaul:

e [ =w+2esetén [Vadll, 9.29. és 9.30. feladatok];

e [ = w; esetén [MSVI3|.

2.12. Definici6. Azt mondjuk, hogy az EF, (A, B) jdték determindlt, ha va-

lamelyik jatékosnak van nyerd stratégidja.

2.13. Definici6. Azt mondjuk, hogy az EF, (A, B) jatékban I-nek van nyerd
stratégidaja a p = (x;,y; : i < ) poziciobdl, ha van olyan T : <“(AU B) —
AU B stratégia, hogy I nyer minden olyan q jdtékmenetben, amelyre eqyrészt
q 2 p, (azaz ¢ = p~ (T, Ym : B < m < «) valamely xp,, Ym-ekre), masrészt
q-ban I a T szerint jdtszott a p-tdl kezdve, (azaz ., = T((y; : i < m)) mindig,

ha b <m < ).

A Tl-es jatékos nyerd stratégiaja egy adott poziciobol analdog modon de-

finialhato.
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Tegyiik fel, hogy II-nek nincs nyerd stratégiaja. Ekkor létezik xg, hogy
minden yo-raa p = ({xg, yo)) poziciobol sincs IT-nek nyers stratégidja. Ugyan-
is, ha ez nem lenne igaz, akkor minden xy-ra létezne yg, hogy p-bél II-nek van
nyers stratégidja. Azonban kiegészitve II stratégiajat azzal, hogy xg-ra egy
ilyen yo-t 1épjen, nyerd stratégiat kapunk a teljes jatékra, de azt feltettiik,
hogy ilyen stratégia nincs. Most nézziink egy még altaldnosabb allitast, amit

lemmaként fogalmazunk meg.

2.14. Lemma. Tegyiik fel, hogy II-nek nincs nyerd stratégidja az EF, (A, B)
jaték

b= <CC'0, Yoy -+ T1-1, yl—1>
poziciojabol. Ekkor létezik xy, hogy minden y;-re a p~{(x;,y;) pozicidbdl sincs

nyerd stratégidja I1-nek.

Bizonyitas. Allitasunkat indirekten bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy nem
igaz a lemma allitasa, azaz minden xz;-re létezik y;, hogy a p™~(zy, y;) poziciobol
II-nek van nyer6 stratégidja. Ekkor a kovetkezd stratégiaval nyer IT p-bél: az
I-nek egy tetszbleges x; 1épésére talaljon 11 egy ilyen y;-et, és utana hasznélja

c s 02

feltevéstinknek, igy a lemma igaz. ]

2.15. Lemma. Tegyiik fel, hogy I-nek nincs nyerd stratégidja a

b= <ZU(), Yo, - -5 Ti—1, yl—1>

poziciobol. Ekkor minden x;-hez van olyan y;, hogy a p~{(x;, y;) pozicidbdl sincs

I-nek nyerd stratégidja.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik z;, hogy minden y;-re
p~(x1,y;)-b6l I-nek van nyerd stratégiaja. Ekkor azonban I-nek van nyerd
stratégidja p-bdl is: el6szor 1épjen egy ilyen x;-et, majd I tetszéleges y; vala-
sza utan a feltevés szerint I-nek van nyerd stratégiaja a p~(z;, y;) poziciobol,

igy tudja ezt hasznalni. ]
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2.16. Definicid. Legyen T : <*(AU B) — AUB egy stratégidja I-nek (illetve
II-nek) az EF,(A,B) jatékban, ahol o < w. Azt mondjuk, hogy T defenziv
ha a IT-nek (illetve I-nek) nincs nyerd stratégidja semelyik olyan | < w hosszu
p = (T, Yo, ---,T1_1,Yi_1) poziciobdl sem, ahol I (illetve II) a T stratégidt

haszndlta.

A 2.14-as és 2.15-es lemmak iteralt alkalmazasaval belathatd az alabbi

kovetkezmeény:
2.17. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy o < w. Ekkor:

1. Ha I-nek nincs nyerd stratégidja az EF, (A, B) jdtékban, akkor IT-nek

van defenziv stratégidja.

2. Ha II-nek nincs nyerd stratégidja az EF, (A, B) jdatékban, akkor I-nek

van defenziv stratégidja.

2.18. Lemma. Ha II az EF,,(A,B) jaték egy (z;,y; : i < w) menetében
veszit, akkor létezik m < w, hogy II mdr veszitett az (xo,Yo,- .-, Tm—1, Ym—1)

pozicioban.

Bizonyitas. Allitasunkat indirekten bizonyitjuk. Ha IT-es nem veszitett
egyik véges pozicioban sem, akkor kapunk parcialis izomorfizmusoknak egy
nove sorozatat A és B kozott. Ekkor a 2.6 lemma miatt ezeknek az unioja is
parcialis izomorfizmus, azaz II-es nem veszit a végtelen jatékmenetben, ami

ellentmond a feltevéstiinknek. O

Megjegyezziik, hogy itt azt lattuk be, hogy az F'F,, (A, B) egy ugynevezett
zéart jaték. [Vaall, 26. oldal]

2.19. Tétel. Tetszdleges A, B struktirdk esetén EF, (A, B) determindlt min-

den a < w-ra.

Bizonyitas. Ha I-nek nincs nyerd stratégiaja, akkor a 2.17 kovetkezmény
alapjan IT-nek van egy 7-val jelolt defenziv stratégiaja. Belatjuk elGszor véges

a-ra, majd o = w-ra, hogy II nyer 7-val.
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a =n < w esetén n forduld utéan legyen

P = <x07 Yo, -+ Tn—1, yn—1>7

ahol IT a 7 stratégiat hasznalta. Mivel 7 defenziv, igy I-nek nincs nyerd
stratégiaja p-bdl, ami pont azzal ekvivalens, hogy II nyerte a p jatékmenetet.
Tehéat 7 nyers stratégiaja II-nek.

a = w esetén legyen 7 defenziv stratégidja II-nek. Tegyiik fel, hogy II
elveszit egy olyan (z;,y; : ¢ < w) jatékmenetet, ahol 7-t hasznalta. Ekkor

a 2.18 lemma alapjan van olyan m < w index, hogy mar a

b= <‘T07 Yo, - - - xm*17ym*1>

pozicioban is vesztett, tehat az f, fliggvény nem parcialis izomorfizmus A és
B kozott. Ekkor azonban I-nek tetszileges stratégiaja nyerd stratégia lenne
a p poziciobol, hiszen ekkor f, egyetlen kiterjesztése sem lehet parcialis izo-
morfizmus. Ez viszont ellentmond annak, hogy 7 defenziv stratégiaja II-nek.

Tehat T nyerd stratégiaja II-nek, igy E'F, (A, B) is determinalt. O






3. fejezet

w-hosszii Ehrenfeucht-Fraissé
jatékok

Ebben a fejezetben az w-hosszu EF-jatékokrol, és az izomorfizmussal, il-
letve a parcialis izomorfizmussal valé kapcsolatukrol lesz sz6. A fejezetet a
[Hod93, 3. fejezet], a [Sag0b, 5.1 rész| és a [VAdll, 5. fejezet]| alapjan készi-
tettiik.

3.1. Megszamlalhato struktarak

Ebben a fejezetben a kdvetkez6 harom allitas ekvivalencidjat bizonyitjuk

megszamlalhatd A és B struktirdk esetén:
1. II nyeri az EF,, (A, B) jatékot;
2. A~, B;
3. A=B.
Ehhez elGszor bizonyitjuk az 1. = 2., majd a 2. = 3., végiil a 3. = 1. iranyt.

3.1. Tétel. Ha II nyeri az EF,,(A, B) jdtékot, akkor A ~, B.
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Bizonyitas. Legyen 7 egy nyerd stratégidja II-nek. Legyen () egy olyan
halmaz, amely pontosan azokat a végtelen jatékmeneteket tartalmazza, ami-
ben IT a 7-t hasznélta. Legyen P azon f, fliggvények halmaza, ahol p egy
olyan pozici6 az EF,(A, B)-n, ami egy Q-beli jatékmenet valodi kezdGszele-
te. Ekkor ez a P egy BAF-halmaz A és B kozt. Egyrészt nemiires, masrészt
minden f € P és a € A-ra, ha a € dom(f), akkor g := f valasztas megfelel.
Ha a & dom(f), akkor tegyiik fel, hogy f = f,, ahol

b= <l’07 Yo, .-y Tn—-1, yn—1>7

és legyen
g:= fU{(a,7(zo,...,Tn_1,0a))}.
Ekkor a € dom(g) és g € P, hiszen g-t ugy valasztottuk, hogy II a 7-t

hasznalta. Hasonl6an minden f € P és b € B-re, ha b € rng(f), akkor legyen
g := f, ha b ¢ rng(f), akkor legyen

g := fU{(r(zo,...,Tn-1,0),b)}.

Végiil P C Part(A, B), hiszen T nyer6 stratégiaja IT-nek, ezért minden ¢ € @

parcialis izomorfizmus, igy minden p € P is parcialis izomorfizmus. O
3.2. Tétel. Ha A és B megszamldlhato struktirdk, és A ~, B, akkor A = B.

Bizonyitas. Soroljuk fel A és B elemeit:
A=(a,:n<w),B=(b,:n<w).

Legyen P BAF-halmaz A és B kozt. Definidljunk egy (f, € P : n < w)
novs sorozatot: Legyen fy € P tetszbleges. Ha f, € P definidlt, és n paros,
azaz n = 2m, akkor vélasszunk y € B és f,.1 € P elemeket gy, hogy
foU{(am,y)} € fuir1. Hasonloan, ha n paratlan, azaz n = 2m + 1, akkor
valasszunk x € A és f,41 € P elemeket ugy, hogy f,U{(x,b)} C fri1. Végiil

legyen f = |J f.. Ekkor a 2.6 lemma szerint f is parcialis izomorfizmus.

=0
Mivel dom(f) = A, és rng(f) = B, igy f izomorfizmus. ]
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3.3. Tétel. Ha A= B, akkor II nyeri az E'F, (A, B) jdtékot.

Bizonyitas. Legyen ¢ izomorfizmus az A és B strukturak kozt. Ha az
i. lépésben 1 az a; € A-t valasztja, akkor II valassza a g(a;) € B-t. Ha I a
b; € B-t valasztja, akkor 1T valassza a g~ '(b;) € A-t. Vilagos, hogy ezzel a
stratégiaval IT nyeri a jatékot, hiszen a g fliggvény (parcialis) izomorfizmus
A és B kozott. O

3.4. Megjegyzés. Ismert, hogy A ~, B ekvivalens azzal, hogy II nyeri az
EF,(A, B) jdatékot tetszdleges A, B struktirdkra, nem csak megszdamldlhatokra
[Vaall, 5.21. Allitas|.

3.5. Megjegyzés. Nem megszamldalhato struktirdkra a 3.2-es tétel mar nem
teljesil: M. Morley eqy tétele szerint léteznek A, B Ri-méretd nem izomorf
struktirdk, hogy A ~, B, ldsd [V&ill, 9.11. Allitas].

3.2. Véletlen grafok

Altalanosan olyan grafokat neveziink véletlen grafoknak, amelyek valami-
lyen véletlen folyamat soran jonnek létre. A kovetkezékben az alabbi, Erdés-
t61 és Rényitdl szarmazo modellt fogjuk hasznélni: Vegyiink véges, vagy akéar
végtelen sok csticsot, és tetszbleges két csics kozt 0 < p < 1 valoszintiséggel
hazzunk be élt, a tobbi éltdl fiiggetleniil. Szemléletesen ha p = 1/2, akkor
tetszdleges csiicsparnal feldobunk egy pénzérmét, és iras esetén htizunk élt
kozéjiik, fej esetén nem huzunk. Az Erdds-Rényi modell alapjan n cstcsra,
és p valoszintségre jeloljiik az ilyen véletlen moédon kapott grafokat G(n,p)-
vel. Ennek a mintdjara jeloljiik a megszamlélhatéan végtelen cstcsbol allo
véletlen grafot G(w, p)-vel. Tekintsiink most két definiciot, amelyekre késGbb
sziikségiink lesz. Az L nyelv alljon egyetlen kétvaltozos E relacioszimbélum-
bol.
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3.6. Definicié. Legyen ¢, a kévetkezd formula:

V.T(), B van—lvyOJ s 7vym—1

(AN w409 = BN 4 2 7 2B A /\ (v # 2 A ().

Tehat ¢, azt fejezi ki, hogy akarhogy valasztunk ki n, és ezektdl disz-
junkt m pontot, talalunk olyan, ett6l az n + m ponttol kiillonb6zé pontot,
amely az els6 n ponttal mind, de a mésodjara vélasztott m pont koziil egyik-

kel sem szomszédos. Legyen Tx a kovetkezd elmélet:
3.7. Definicié. Tr = {¢nm : n,m < w}U{Ve=(zEx),VaVy(xEy = yEx)}.

Az utolso6 két fromula azt fejezi ki, hogy F irreflexiv és szimmetrikus, igy
Tr modelljei csak grafok lehetnek. Be akarjuk latni, hogy ha két megszamlél-
hato graf kielégiti ezt az elmélet, akkor parcialisan izomorfak. Ahhoz, hogy ez
egy valodi eredmény legyen, el6bb be kell latni, hogy egyaltalan van Tg-nek
modellje. Ehhez két tételt latunk be.

3.8. Tétel. Legyen n,m < w rogzitett szampar. Ekkor

lim P(G(k,p) ¥ ¢nm) =0

k—o0

Bizonyitas. A renddr elv segitségével fogjuk ezt bizonyitani. Egyrészt
minden k-ra P(G(k,p) ¥ ¢nm) > 0. Masrészt feliilrdl is becstiljiik ezt a
sorozatot egy 0-hoz tarto sorozattal, igy a rendér elv alapjan a limesz értéke is
0 lesz. Elgszor is adott n+m pontra, az esély, hogy egy ezektdl kiilonbénb6z6
pont az n ponttal 6ssze van kotve p™, hogy az m ponttal nincs 6sszekotve
(1—p)™) az élhuzas fliggetlensége miatt. Ekkor az esély, hogy ez nem teljesiil
egy adott pontra 1 —p"(1—p)™, és az ezekhez tartozo indikatorvaltozok teljes
fliggetlensége miatt a valoszintség, hogy a k —n —m pont koziil egyikre sem
teljesiil: [1—p"(1—p)™kF="=™ Masrészt, k pontbol n pontot kivdlaszthatunk
( ) féleképpen, a maradékbol m pontot ( ) féleképpen. Ennek a kettének

a szorzata nyilvan legfeljebb k"™, tehat a felsé becsléstink
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Ebbdl a k"t™ polinomialis sebességgel nd, mig a maradék tényezd exponen-
cialis sebességgel valtozik, ebben a helyzetben csokken, hiszen az alap 1-nél
kisebb. Ismert analizisbél, hogy egy ilyen szorzat 0-hoz tart, ha k tart a vég-

telenhez. Tehat a rendér elv alapjan a limesz 0. [

Most ennek a segitségével megmutatjuk, hogy Tr véges részhalmazai is

kielégithetSek. Jeloljik ¢, ,,-ck egy véges halmazat Y-val.
3.9. Tétel. T véges ¥ részhalmazainak van véges modellje, sdt,

lim P(G(k,p) EX) =1.

k—o00

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¥ = {én,m1s- - - Pnpm, +- Tudjuk, hogy
P(G(k,p) ¥ X) < P(G(k,p) ¥ ¢nym,) + ... + P(G(k,p) ¥ ¢nm,)-

Azt az el6z6 tételbsl tudjuk, hogy limy_,oo P(G(k,p) ¥ ¢pn,;m,;) = 0, minden
i€ {l,...,l}-re. Tehat véges sok ilyet (pontosan l-et) Gsszeadva még mindig

0 valészintiséget kapunk, tehat az egyenlGtelnség baloldala, azaz

lim P(G(k,p) ¥ %) =0,

k—o00
igy limy_,o P(G(k,p) E X) = 1. Tehat azt kaptuk, hogy ha k tart végtelenbe,
akkor annak a valoszintisége, hogy a G(k,p) véletlen graf modellje Y-nak, 1-

hez konvergal, igy nyilvan van olyan k, hogy »-nak van k elemd modellje. [J

Az els6rendii logika kompaktsagi tétele [Sag05, 2.22. Tétel| szerint egy
formulahalmaz akkor és csak akkor kielégithets, ha minden véges részhalmaza
kielégithets. Ez alapjan és a 3.9 tétel alapjan Tg kielégithetd.

Két dolgot érdemes még megjegyezni T modelljeir6l. Egyrészt csak vég-
telenek lehetnek, hiszen ha csak k < w elembdl allna a modell, akkor példaul
a ¢ nem teljestilne, hiszen nem is lenne k + l-edik pont az alaphalmaz-
ban, ami a 3.6 definiciébeli z pont szerepét betdlthetné. Masrészt a Leszallo
Lowenheim-Skolem tétel [Sag05, 1.16. Tétel| alapjan Tgr-nek vannak meg-
szamlalhatd modelljei.

Most térjlink ra a tételre, amely miatt belattuk, hogy Tk kielégithets.
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3.10. Tétel. Ha A,BFE Tx, akkor A~, B

Tehat ha van két grafunk, amelyek mindketten kielégitik Tr-t, akkor ezek
a grafok parcialisan izomorfak.
Bizonyitas. Itt egy f fiiggvény akkor parciélis izomorfizmus, ha tetszéleges

dom(f)-beli a és a’ pontokra teljesiil, hogy
[aB4d" < f(a)EPf(a)].

Legyen P a véges parcialis izomorfizmusok halmaza A, és B kozott. Megmu-
tatjuk, hogy P BAF-halmaz. Elészor is, ha csak egy-egy pontot vesziink a
két grafbol, akkor ezek kozt nyilvan parciilis izomorfizmus van s6t, () € P,
tehat P nemiires. Vegylink most egy tetszéleges f parcidlis izomorfizmust
P-bél. Példaul legyen

dom(f) ={as,...,an}

Vegyiink az A grafbol egy tetszéleges a,1 pontot. Nyilvan az az eset érde-
kes, ha ez a pont nincs az n pont kézott. Feltehets, hogy a,. 1 szomszédos
ai,...,a-€l, és nem szomszédos a;i1,...,a,-nel, valamely [ < n-re. Ekkor
mivel B kielégiti Tx-t, ezért talalunk olyan b,,; pontot a B grafban, hogy
szomszédos f(ay), ..., f(a;) cstcsokkal, és nem szomszédos f(aji1), ..., f(a,)

cstuicsokkal. Legyen ekkor

9= fU{(ans1,bn41)}-

Hasonloan bizonyithaté az az eset, ha a B grafbol vesziink egy tetszéleges
pontot, csak az a; pontokat b;-kkel helyettesitjiik, az f fiiggvényt pedig f~!-
zel. O

3.11. Kovetkezmény. Ha két megszamldalhato grdaf kielégiti Tr-t, akkor nem-
csak parcidlisan 1zomorfak, hanem a 3.2 tétel szerint izomorfak is. Tehdt izo-
morfia erejéig pontosan eqy Tr-t kielégitd megszamldlhato grdaf létezik, amit

Rado-grifnak neveznek.
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3.3. Sirid linearis rendezések

Nézziink most egy méasik elméletet. Legyen L := {<}, ahol < két valtozos

relacioszimbolum. Legyen
Tiin := {Va(—=(x < 2)),VaVyVz((z < y) A (y < 2) = (z < 2)),

Vavy((z <y) V(x =y) V (y <))}

Azt mondja ki Tj;,, hogy < egy lineéris rendezés. Legyen T a stirt, végpont

nélkiili linearis rendezések elmélete az L nyelven. Precizen:
Ts := Tiin U{Vavy((z <y) = 3z((x < 2) A (2 < y))),

Ve(Jy(y < z) AJz(z < 2))}.

Ts-nek véges modellje nyilvan nincs, példéul a stirtisége miatt, de van meg-

szamlalhatoan végtelen modellje, példaul Q a szokésos rendezéssel.
3.12. Tétel. Ha A, BFE Ts, akkor A ~, B.

Bizonyitas. Itt most egy f fiiggvény akkor parcialis izomorfizmus, ha:
(Va,d’ € dom(f))(a < d < f(a) < f(d)).

Hasonléan bizonyitjuk az el6z6 tételhez. Legyen P a véges parcialis izomorfiz-
musok halmaza A és B kozott. Azt bizonyitjuk, hogy P BAF-halmaz. Elszor
is nemiires, hiszen példaul egy-egy pontot véve A-bol és B-bdl, koztiik izomor-
fizmus van, s6t, az tireshalmaz is P-ben van. Legyen most f € P tetszGleges
parcialis izomorfizmus, példaul n-n pont kézott. Azaz dom(f) = {aq,...,a,},
valamint a; < ... < a,, és hasonléan f(a;) < ... < f(a,). Most bizonyitsuk
azt az esetet, hogy B-bdl vesziink egy b pontot. Nyilvan itt is az az érdekes,
ha ez a pont kiilonbozik mind az n darab B-beli ponttol. Ekkor harom eset
lehetséges. Els6 eset, ha b < f(ay). Ekkor mivel A-nak nincs legkisebb eleme,
ezért létezik a < aq, igy g = fU{(a,b)} is véges parcialis izomorfizmus. Méa-
sodik eset, ha f(a;) < b < f(a;y1), ahol 7 € {1,...,n —1}. Ekkor A striisége
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miatt létezik a € A, hogy a; < a < a;41. Igy most is g = f U {(a,b)} veé-
ges parcialis izomorfizmus. Harmadik eset, ha f(a,) < b. Ekkor mivel A-ban
nincs maximalis elem, ezért van olyan a € A, hogy a,, < a, igy g = f U (a,b)
is véges parcialis izomorfizmus. Hasonléan belathatd az az eset, amikor az
A-bol valasztunk tetszéleges pontot, és ehhez keresiink b € B pontot. Végiil
P C Part(A, B), hiszen definici6 szerint P = Part(A, B). O

Most is kiemeljiik azt az esetet, amikor a két struktura megszamlalhato.

3.13. Kovetkezmény. Ha a két struktira megszamldlhato, akkor a 3.2 tétel

alapjan nem csak parcidlisan izomorfak, hanem izomorfak is.



4. fejezet

Véges Ehrenfeucht-Fraissé jatékok

Ebben a fejezetben a véges EF-jatékokrol lesz sz6. Ez azt jelenti, hogy
az I-es jatékosnak egy el6re adott véges n szamu forduloban kell bizonyita-
nia, hogy a megadott két srtuktura nem izomorf, a Il-es jatékosnak pedig
ugyanennyi korig kell az izomorfia latszatat fenntartania.

Elgszor jellemezziik, hogy mikor nyeri IT meg az EF, (A, B) jatékot min-
den n < w esetén. Kés6bb megmutatjuk, hogy ez még nem garantélja, hogy
IT nyeri az EF,, (A, B) jatékot. A fejezetet a [Hod93, 3. fejezet] és a [V&&all, 5.

és 6. fejezetek| alapjan készitettiik.

4.1. Véges Ehrenfeucht-Fraissé jatékok és elemi

ekvivalencia

4.1. Definici6. A ¢ formuldnak a QR(p)-vel jelolt kvantor rangjdt a ko-

vetkezdképpen definidljuk ¢ dsszetettsége szerinti formulaindukcioval:

e Ha ¢ atomi formula, akkor QR(p) = 0;
* QR(—p) = QR(¢);

o Ha € {1 A, 1V pa, 01 = pa, 01 < pao}, akkor

QR(¢) = max{QR(p1), QR(v2)};
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e Ha 1 € {Jxp,Vap}, akkor QR(Y) = QR(p) + 1.

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy A elemien ekvivalens B-vel, jelolésben
A = B, ha minden L-beli ¢ formuldira A = ¢ akkor, és csak akkor, ha
B E . Tovdbbd, A és B n-elemien ekvivalensek, jelilésben A =, B, ha
minden olyan L-beli ¢ formuldra, melynek kvantor rangja legfeljebb n, A E ¢
pontosan akkor teljesil, ha B F ¢.

Vilagos, hogy A = B akkor, és csak akkor teljesiil, ha minden n < w-ra
A=, B.

Tegyiik fel, hogy A, B L-strukturak. Ekkor ¢ = (¢, ..., c,_1) esetén (L, ¢)-
vel jeloljiik azt az 1j nyelvet, amit ugy kapunk, hogy az L nyelvhez hozza-

vesszik a cg, ..., c,_1 1j konstansszimbolumokat. Tovabba
a = (ao,...,an,ﬁ c"A éSI_?: <b0,...,bn,1> €e"B

esetén (A, a) az az (L, c)-struktira, ahol a; = ¢ és (B,b) az az (L, c)-
struktura, ahol b, = CEB’Q).

Definialjuk a két struktira kozotti ~; relaciot induktivan.
4.3. Definici6. Legyen (A, a) és (B,b) két struktira az L nyelven. Legyen

o (A a)~y (B,b) < f={(abi):i<n} parcidlis izomorfizmus A és B
kozott.
(Ve e A)(Fd € B)(A,a,c) ~ (B,b,d)
(Vd € B)(3e € A)(A.a,¢) ~ (B.b.d).

e (A a) ~p1 (BD) &

Itt érdemes megjegyezni, hogy feltehets, hogy egy elsérendd struktira
nem tartalmaz fiiggvényszimbolumokat. Ugyanis helyettesithetsk az n valto-
z6s fiiggvényszimbolumok n + 1 valtozos relaciészimbolumokkal tgy, hogy a
relaciok argumentumaiba keriilnek a fiiggvények bemenete mellé a kimenetiik
is. Ismert, hogy els6rendii nyelv esetén az Osszetett fiiggvények, illetve fligg-

vények kompozicidja is kikiiszobolhetd, de bizonyitasa technikés, igy most itt
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nem tériink ki ra. Hasonléan feltehets, hogy egy els6rendi struktira kons-
tansszimbolumokat sem tartalmaz, hiszen helyettesithetSk egyvaltozos fiigg-

vényszimbolumokkal.

4.4. Lemma. Legyen L konstans- és fligguényszimbolum mentes nyelv, és
legyenek A, B L-nyelvd struktirdk. Legyen tovabbd f = {(a;,b;) : i < n},
ahol

a=(ag,...,an_1) €"A, b= (by,...,b,_1) €E"B.

Ekkor a kovetkezd két dllitas ekvivalens:
1. (A,Q) =0 (B>l_));
2. [ parcidlis izomorfizmus A és B kozott.

Bizonyitas. Egyrészt az 1. = 2. irany trividlis: a O-elemi ekvivalencia
miatt ugyanis tetszéleges ¢, ..., c;_, részsorozatara a cy, . ..,c,—; konstan-

szimbolumoknak teljesiil, hogy

AE R(ciy, ..., ¢i,_,) © BE R(cig, .-, ¢p_,),
ami azzal ekvivalens, hogy

(i, - ai,_,) € RY < (biy,...,b;y ) € RP.

Ez pedig a feltevésiink szerint, hogy A és B nem tartalmaz fiiggvény- és kons-
tanszimbolumokat, azt jelenti, hogy f izomorfizmus [dom(f)]|4 = dom(f) és
[rng(f)]s = rng(f) kozott. Az is trivialis, hogy ha ez az f fliggvény parcialis

izomorfizmus, akkor tetszéleges ¢ atomi formulara
(Aa) E oy (B,b)F e

Ugyanis A F R(ci,, . ..,c;, ,) pontosan akkor, ha (a;,...,a; ,) € R4, ami

mivel f parcialis izomorfizmus ekvivalens azzal, hogy

<bi0, e 7bil,1> < RB = B = R<Ci07 e 7Cil—1)'
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Hasonloan, ha A F (¢; = ¢;), akkor mivel f parcidlis izomorfizmus, ezért

B E (¢; = ¢;). Azt kaptuk tehat, hogy tetszdleges ¢ atomi formulara
(A, a) F o (Bb)F ¢

Ebbdl kovetkezik az is, hogy (A, a) F = ¢ < (B,b) F = ¢, hiszen ha valame-
lyik struktiraban ¢ igaz, akkor az el6z¢ allitds miatt a méasik struktiradban

is igaz. Az is teljesiil, hogy

(A,a) F (po A1) & (B,b) F (w0 A1)

tetszbleges o, 1 formuldkra. Ugyanis, ha (g9 A ¢1) nem igaz valamelyik
struktaraban, akkor vagy g, vagy ¢1 nem igaz abban a strukturaban, ekkor
azonban az el6bbiek alapjan a masik strukttraban sem igaz, igy (poA¢1) sem
igaz. Mivel {—, A} funkcionalisan teljes, igy ezzel az Gsszes 0 kvantorrangu
formulara belattuk az allitést. O

Lassunk most egy kovetkezményét ennek a lemmaénak:

4.5. Kovetkezmény. Legyen a € "A, b € "B. Legyen tovabbd f = {(x;,y;) :
i <k}, ahol

z = (20,...,T5_1) €A, Y= (Yo, Yr-1) € kB.
Ekkor a kovetkezd két dllitas ekvivalens:
1. f parcidlis izomorfizmus (A, a) és (B,b) kiézitt;
2. fU{(ai,b;) :i <n} parcidlis izomorfizmus A és B kozott.
Bizonyitas. Mindkét allitas ekvivalens azzal, hogy
(A,a,z) = (B,b, Q)-

Az els6 azért, mert a 4.4 lemma ezt mondja ki az (A, a), (B, b) strukturdkra
és g = {(x;,y;) = i < k} fiiggvényre. A masodik azért, mert szintén a 4.4
lemma ezt mondja ki az A, B strukturakra és f U g fiiggvényre. O
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4.6. Lemma. A kévetkezd két dllitas ekvivalens:
1. IT nyeri az EFy,((A, a), (B, b)) jatékot;
2. II nyeri az EF, (A, B) jatékot a p = (a;,b; : i < n) pozicicbdl.

Bizonyitas. ElGszor is a 4.5 kovetkezmény alapjan egy f fiiggvény pon-

tosan akkor parcialis izomorfizmus (A, a) és (B,b) kozott, ha az
fUu{(a;,b;) i <n}
fliggvény parcialis izomorfizmus A és B kozott. Legyen
q:={x;,y; 1 < k), p:={a;,b;:i<n).

Ekkor a ¢ pozicioba jutva pontosan akkor nyert IT az elsé jatékban, amikor a
méasodikban a p~¢ pozicioban (a jaték végén), hiszen az észrevételiink szerint
fq pontosan akkor parcialis izomorfizmus (A, a) és (B,b) kozott, amikor f,~,
parcialis izomorfizmus A és B kozott. Tehat ha IT-nek van nyerd stratégiaja
az elsd jatékban, akkor a p poziciobol ugyanezt a stratégiat hasznalva nye-
r6 stratégiat kap a masodik jatékban. Forditva, ha van a masodikban nyerd
stratégidja a p poziciobol, akkor ugyanezt a stratégiat hasznélva az elsé ja-
tékban az elejétdl, szintén nyerd stratégiat kap, igy pontosan akkor nyer az

egyikben, amikor a masikban. ]
Lassuk most a tételt, amelynek £ = 0 specialis esete a 4.4 és 4.6 lemmakkal
azonos.

4.7. Tétel. Legyen az L nyelv véges, és tegyiik fel, hogy csak reldcioszimbo-
lumokat tartalmaz. Legyenek A és B tetszdleges L-nyelvi strukturdk. Ekkor

tetszdleges n, k < w, €s
a = <a07"'7a’n71> € nA7 l_): <b07"'7bn71> €"B
esetén, a kovetkezd hdarom dllitds ekvivalens:

1. (A a) ~i, (B,b);
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2. II nyeri az EF((A,a),(B,b)) jdtékot;
3. (A, a) = (B,b).

Bizonyitas. A tételt k szerinti indukciéval bizonyitjuk.
k =0 esetén: A 4.4 lemma jelenti az els6 és harmadik allitas ekvivalenciajat,
és a 4.6 lemma jelenti az els6 két allitas ekvivalenciajat, igy a két lemma
egyiitt kiadja a tétel & = 0 specidlis esetét, igy az induktiv bizonyitas alap-
1épését.

Most feltessziik, hogy k-ra teljesiil a 4.7 tétel, és belatjuk, hogy ekkor
k4 1-re is teljesiil. Elszor az els két allitas ekvivalenciajat igazoljuk. Ehhez

nézziink egy kovetkezményét a 2.14 lemmanak:
4.8. Lemma. A kévetkezd két dllitdas ekvivalens:
1. IT nyeri az EF, 1x1(A, B) jatékot a p = {(a;,b; : i < n) poziciobol;

2. Minden x € AU B-re létezik y € AU B, hogy II nyeri az EF, (A, B)
jatékot a p~{(x,y) poziciobdl.

Bizonyitas. A 2.14 lemma a 2. = 1. irdnyt mondja ki gy, hogy ha
1. nem teljesiil, akkor 2. sem. A forditott irany pedig abbol latszik, hogy ha
T egy nyerd stratégiaja II-nek p-bél, és © € AU B, akkor az y = 7(p~(x))

véalasztas megfelel IT-nek. m
Atfogalmazva ezt a kovetkezményt a 4.6 lemma alapjan, a kovetkezd két
allitas ekvivalencidjat kapjuk:
o II nyeri az EF;1((A,a), (B,b)) jatékot;

(Ve € A)(3d € B), hogy II nyeri az EF},((A,a,c), (B,b,d)) jatékot
(Vd € B)(3c € A), hogy II nyeri az EF;,((A,a,c), (B,b,d)) jatékot.

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy ekvivalensek az alabbi allitasok:

a) (A,a) ~r1 (B,Db);
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(Ve € A)(Jd € B)(A,a,c) ~ (B,b,d)
(Vd € B)(3c € A)(A,a,c) ~ (B,b,d);

(Ve € A)(3d € B), hogy II nyeri az EF,((A,a,c), (B,b,d)) jatékot
(Vd € B)(3dc € A), hogy II nyeri az EF,((A,a,c),(B,b,d)) jatékot;

c)

d) II nyeri az EFy,1((A, a), (B, b)) jatékot.

Az a) és b) allitas definicié szerint ekvivalens, b) és ¢) az indukcios feltevés
miatt, ¢) és d) pedig a 4.8 kévetkezmény atfogalmazott verzija miatt. Ne-

kiink pedig az a) és d) allitas ekvivalenciaja kellett, igy ezt megkaptuk.

Most az els6 és harmadik allités ekvivalencidjat igazoljuk k+1-re: A ~p 4
definicidjat, és az indukcios feltételt felhasznélva elég megmutatni, hogy a

kovetkezd két Allitas ekvivalens:
a) (A, a) =41 (B,D);

(Vee A)(3d € B) (A,a,c) = (B,b,d)
(Vd € B)(dc € A)(A,a,c) = (B,b,d).

Felhasznaljuk a kovetkezd ismert eredményt:

4.9. Lemma. [Viall, 6.3. Allitas| Tegyiik fel, hogy L olyan véges nyelv,
amely csak reldcioszimbolumokat tartalmaz, és k,n < w. Ekkor csak véges
sok olyan paronként nem ekvivalens elsérendi formula van, melyeknek rangja

legfeljebb k, és szabad vdltozoik az xg, ..., Tn_1

Legyen Ly C {¢(zo,...,2n-1) : QR(p) < k} olyan véges formulahalmaz,
hogy minden legfeljebb k kvantorrangu ¢(xo, ..., x,_1)-hez van vele ekviva-
lens ¢’ € L.

Most térjiink ra az a) = b) irany bizonyitasara. Tegyiik fel, hogy (A, a) =41
(B,b). Legyen ¢ € A és p € L. Legyen tovabba

o .= /\{SO(an cee ,'Un_l,'Un) S Lk tAF QO[GO, e ’an_hc]}'
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Ekkor egyrészt ® valoban elsérendi formula, és kvantorrangja k, hiszen vé-
ges sok legfeljebb k kvantorrangt formula konjunkcidja, koztiik pontosan k

kvantorrangiu formuldkkal. Masrészt ¢ definicidja alapjan tudjuk, hogy
(A, a) E (3x)®(ag, . ..,a, 1, 7).

Ez nyilvan egy k + 1 kvantorrangu formula, igy felhasznalva a)-t:
(B,b) E (Fz)P(bo, ..., by1,T).

Ekkor
BE (Ell')q)(’ljo, ooy Up—1, l’)[bo, ce ,bnfl].

Legyen d € B olyan, ami mutatja ennek a formulanak az igazsagat, azaz
BE @by, ...,b,_1,d]. Ekkor pedig ha

AE plag, ..., a,1,¢],

akkor ez a ¢ formula szerepel ®-ben, igy B F ¢[by, ...,b,_1,d|. Ha
AE plag, ..., a,1,c],

akkor A F —ylag, ..., a,_1,c|, igy ¢ szerepel ®-ben, tehat
BE —plby, ..., b 1,d],

azaz B ¥ (by,...,by_1,d). Tehat minden ¢ € A-hoz van d € B, hogy
(A, a,c) = (B,b,d). Analog moédon belathato, hogy minden d € B-hez van
cE A7 hOgy (Aa a, C) =k (B7l_)a d)
A b) = a) irdnyhoz legyen ¢ € Lyq. Tegyiik fel példaul, hogy ¢ = 3z,
ahol ¢ € Ly, és (A,a) F 3x(ag, .. .,a, 1, ). Legyen ¢ € A olyan, hogy
(A,Q7 C) = ¢(a0, sy Gp—1, C)'
Ekkor b) szerint létezik d € B, hogy (A, a,c) = (B,b,d), azaz
(B7l_)a d) = w<bOa s 7bn—17 d)v

igy (BJ_)) F Elxw(blb te 7bn71a l’)
A ¢ = Vi) alakt formulak hasonldan kezelhetdk. O
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4.2. Diszkrét linearis rendezések

Most elérkeztiink oda, hogy megmutassuk, hogy kiilénbség van akozott,
hogy II nyeri az EF, (A, B) jatékot, és akozott, hogy minden n < w-ra II
nyeri az FF, (A, B) jatékot.

Vezessiik be a (Z+7Z, <) jelolést arra a strukturara, amelyet tgy kapunk,
hogy (Z, <) két masolatat egymés utan rakjuk gy, hogy az elsé méasolat tet-
sz6leges eleme kisebb, mint a masodiké, tovabba < egy-egy masolaton beliil
a szokasos rendezést jeloli. A tovabbiakban jeloljik az egyszertiség kedvé-
ért az els6 mésolat alaphalmazat Z,-gyel, a méasodikét pedig Zs-vel, tovabba

jeloljiik a (Z, <) strukttra alaphalamzat Z,-lal.
4.10. Lemma. Az EF,(Z+ Z,<),(Z,<)) jdtékot I nyeri.
Bizonyitas. ElGszor is jegyezziik meg, hogy egy
f 17y UZy — Zy

parcidlis fiiggvény pontosan akkor parciélis izomorfizmus (Z+7Z, <) és (Z, <)

kozott, ha minden a, b € Z, U Zs esetén
a<bs fla) < f(b).

A szokasos modon legyenek az I altal valasztott elemek (x; : i < w), IT
valaszai pedig (y; : i < w).

Mutatunk I-nek egy nyerd stratégiat: Legyen I els6 lépése tetszbleges
xo € Zy szam. Erre II vélaszol egy yy € Zy szammal. Majd legyen I masodik
lépése tetszbleges x1 € Zy szam, melyre 11 valaszol egy y; € Zg szammal. Ha
y1 < Yo, akkor mar el is vesztette a jatékot II, hiszen az f = {(a;, b;) 1 i < 2}
fiiggvény nem parcialis izomorfizmus, igy a kiterjesztései sem azok. Tegyiik
fel tehat, hogy y; > yo. Vegyiik észre, hogy a (Z, <) strukturaban yo és y;
kozott véges sok elem van, de a (Z + Z, <) strukttradban az xy és x; pontok
kozott végtelen sok van. Tegyiik fel, hogy 1, — yo = n. Valassza I a kdvetkezs
n lépésben a Z; halmazbodl az zo + 1,29 + 2, ..., 29 + n szdmokat. Vegyiik

észre, hogy IT nem tud n kiilonbo6z6 szamot valasztani yy és y; kozott, igy
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akarhogyan valaszt n szamot a (Z, <) struktiraban, a jatékmenetet mar n-+2
kor utan elveszti. Természetesen ez az n szam tetszélegesen nagy lehet, de
minden egyes jatékmenetben véges, igy I megnyer minden jatékmenetet, st
altalanos stratégiat is adhatunk neki: Az elsé két korben vélasszon tetszdleges
To € 72,11 € Zg elemeket, majd az i+ 3-adik 1épése legyen az xo+1+ 1 szam
a Zy struktiraban, minden ¢ < w esetén. Ekkor II akarmekkora tavolsagra is
valasztja az els6 két szamot a Z, halmazbol, véges sok 1épés utén nem lesz
tobb valasztasa az yg és y; kozotti szamokbol, amit még nem valasztott, igy

elveszti a jatékot. O

Ugyan az w hosszu jatékot nem tudja megnyerni II, azonban tetszéleges

elére rogzitett n < w hosszu jatékot megnyeri ugyanezen struktirak kozott.

4.11. Lemma. Az EF,((Z+Z,<),(Z,<)) jatékot IT nyeri tetszdleges n < w

esetén.

Bizonyitas. El6szor is, IT akkor veszitett a jaték végén, ha van olyan ¢;
és ¢; elem az egyik struktiraban, hogy ¢; < ¢;, de a képeikre d; £ d; a masik
struktaraban. Feltéve, hogy még az utols6 kor el6tt nem vesztett 11, ez akkor
teljesiilhet, ha az utols6 kor el6tt az egyik struktiraban van c; és ¢, melyek
tavolsaga legaldbb 2, de d; és dj képeik szomszédosak a masik struktirdban.
Ekkor ugyanis I valaszt egy c; elemet ¢; és ¢, kozott, de II nem fogja tud-
ni ugyanezt megvaldsitani a mésik struktaraban. Kéonnyen meggondolhato,
hogy ez a Il-es szaméara jo allas az utols6 korre akkor alakulhat ki, ha az
utolso el6tti kor elstt két pont téavolsaga az egyik struktiraban legaldbb 4,
akkor képeik tavolsaga a masik strukturaban szintén legalabb 4, illetve ha két
pont tavolsaga legfeljebb 3 egy struktiraban, akkor képeik tavolsédga legyen
ugyanakkora a mésik struktiraban. Most, hogy van elképzelésiink az utolso
korokre, ratérhetiink a lemma bizonyitasara altalanosabban:

Definialjuk két (Z, <)-beli, illetve két (Z + Z, <)-beli pont tavolsagat a
kévetkez6képpen: Legyen d(a,b) = |a—b|, ha a,b € Z;, valamely k € {0, 1,2}
esetén. Legyen d(a,b) = 0o, ha a € Z1,b € Z,, vagy forditva.
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Azt latjuk be, hogy II-nek van olyan
7 (Lo UZyUZs) — (Lo UZy UZs)
stratégiaja, ami a kovetkezd feltételt teljesiti: Ha m < n és
P = (0, Y05 - s Tm—1, Ym—1)
egy olyan pozicio, amelyben II a 7 stratégiat hasznalta,

x;, ha x; € 74 UZs

~

Y;, ha z; € Zy;

Y, ha x; € Zl UZQ
xi, ha x; € Zy;

akkor a kovetkez6 3 tulajdonsag teljesiil minden j, k < m-re:
0. a§<a£<:>b§<b£;
L (d(al,af) > 2) & (d(B], ) > 2m):
2. (d(a,ap) < 2"™) = (d(b},b}) = d(a%, ay)).

Vegyiik észre, hogy minden ilyen 7 stratégia nyerd stratégiaja II-nek,
hiszen n = m-re a 0. tulajdonsag szerint f := {(af,b?) : i < n} parciélis
izomorfizmus. Tovabba vegylik észre, hogy nem egyértelmi, hogy II fenn
tudja tartani a 0. tulajdonsigot a jaték végéig anélkiil, hogy az 1. és 2.
tulajdonsagokra is figyelne.

s s

donsagokat teljesiti. Az els6 forduloban tetszéleges olyan yo-t jatszik, hogy
Yo € Lo & 1o € 2y U Zs.

Tegyiik fel, hogy a legfeljebb m = [ hosszu sorozatokra mar definialtuk a 7
stratégiat, és tegyiik fel, hogy

pP= <CU(), Yo, ..., Ti-1, yl—1>
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olyan pozicio, ahol II a 7 szerint jatszott. Tegyiik fel, hogy I az [ + 1-ik

forduléban az x;-et jatssza, és definialjuk

yr =10, ...,y 1) )-e€t

a kovetkezSképpen. El6szor is tegyiik fel, hogy x; € Z; UZs, és 1éteznek olyan
i,j < | indexek, melyekre af < x; < a¥, és af < af. Ha

d(af,ab) < 2",

akkor z; = a’ + ¢ esetén legyen II vélasza az y, = b + ¢ pont. Ha
n—l
d(a? ,ag’ > 2",

akkor is vagy d(ay, ), vagy d(a},x;) véges. Példaul ha o} = x; + ¢ vala-
mely ¢ < w-ra, akkor j6 az y; = bf — ¢ valasztas. Konnyen végiggondolhato,
hogy ezekkel a valasztasokkal m = [ 4 1-re is teljesiilni fognak a 0., 1. és 2.
tulajdonsigok. Ha

r; < af minden i < l-re,

akkor legyen af = argmin{al : i < l}. Ha a} — 2, = z < w, akkor II va-
lasza legyen y; = b, — z, ha pedig d(z;,a}) = oo, akkor II valasza legyen
y, = b — 277"~ Analég médon meggondolhaté a z; > af minden i < [-re
eset. Kénnyen meggondolhatoé az x; € Z eset is, azzal a konnyitéssel, hogy

ekkor tetszoleges k < [ indexre d(z;,b}) < 0. O

A 4.10 és 4.11 lemmék egyiitt egy erdsebb tételt adnak ki.

4.12. Tétel. Léteznek olyan L-nyelvi A, B struktirdk, hogy A =B, de A 2
5.

Bizonyitas. A 4.11 lemma szerint tetsz6leges n < w esetén I nyeri az
EF,(Z+7Z,<),(Z,<)) jatékot, ami a 4.7 tétel szerint ekvivalens azzal, hogy
(Z +7Z,<) =, (Z,<), minden n < w esetén, azaz (Z + Z,<) = (Z,<). A
4.10 lemma szerint II elveszti az EF,((Z + Z,<),(Z, <)) jatékot, ami a 3.1
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alfejezet alapjan ekvivalens azzal, hogy (Z + Z, <) % (Z,<). ]

A tovabbiakban altalanositjuk a 4.11 lemmat. Ehhez nézziik a kdvetkezs

fogalmat:

4.13. Definici6. Diszkrét linedris rendezésnek nevezziik azokat a linedris
rendezéseket, melyekre 1gaz, hogy minden elemre, aminél van kisebb elem, van
a kisebb elemek kozt legnagyobb, és minden elemre, aminél van nagyobb elem,

van a nagyobb elemek kozt legkisebb.

Vegylik észre, hogy ha A egy végpont nélkiili diszkrét linearis rendezés,
akkor A = > 7Z; valamely (I, <;) rendezett halmazra, és Z; = (Z, <)-re, ahol
a Y Z jelézlei,l hogy Z;-ket az I rendezése szerint egymas utan irjuk. Defini-
aljlelilk ugyanis egy ~ ekvivalencia-relaciot A-n ugy, hogy a ~ b pontosan
akkor, ha véges sok pont van kozottiik a rendezés szerint. Legyen I a ~ egy
reprezentansrendszere, és legyen <; az A rendezésének [-re valo megszorité-
sa. Kénnyt meggondolni, hogy A = > Z;, ahol Z; az i ekvivalenciaosztalya
az A-bol 6roklott rendezéssel, és hoggfE IZZ = (Z,<).

Most nézzik a 4.11 lemmat altalanosabb esetre:

4.14. Lemma. Legyenek A és B végpont nélkili diszkrét linedris rendezések.
Ekkor az EF, (A, B) jdtékot IT nyeri tetszdleges n < w esetén, azaz A= B.

Bizonyitas. A 4.11 lemmahoz hasonléan belathato, hogy II nyeri az
EF,(A,(Z,<)) és EF,(B,(Z,<)) jatékokat tetszGleges n < w esetén, igy
A = B és II nyeri az E'F, (A, B) jatékot tetszdleges n < w-ra. ]

Jeloljiik Ty;s.-kel a végpont nélkiili diszkrét linearis rendezések elméletét,
azaz

Taiszk = Tin U{VzAy[(y < 2) AV2(-[(y < 2) A (2 < x)])],
Vedy[(z < y) AVz(=[(z < 2) A (2 <y))]}

Ekkor az elébbiek alapjan minden A, B E Ty, esetén A = B, azaz minden

zart, els6rendi ¢ formula esetén Ty;s.x F 0, vagy Tyis.i F —p, tehat Ty;s.0 egy
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teljes elmélet. Ahogy korabban lattuk, léteznek viszont olyan A, B F Ty,
megszamlalhato struktardk, amelyek nem izomorfak.

Fogalmazzuk meg a 4.11 lemmat a grafok nyelvén is.

4.15. Megjegyzés. Tekintsink a (Z + Z,<)-nek és (Z,<)-nek megfeleld
A, B grdfokat: Legyen B eqy végtelen hosszi lanc, A pedig két végtelen hosszi
lanc unioja. Ekkor a 4.11 lemmdhoz hasonloan ldthato, hogy II nyeri az
EF,(A,B) jatékot tetszdleges n < w esetén, igy A = B. Ebbdl kivetkezik,
hogy nem definidlhato elsérendd formuldval a grifok {E} nyelvén, hogy egy
graf sszefiiggd.
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