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1. Bevezetés

1.1. A Hamilton-kor eredete

A Hamilton-kor fogalma Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikus
nevéhez fizédik. Hamilton tehetsége mar kiskoraban megmutatkozott, 5 éves kora-
ra a latin és a gorog nyelv mellett héberiil is megtanult. Erdeklddése a matematika
irant 13 éves koraban kezd&dott, amikor Clairaut Algebra cimt mtivébdl kezdett
tanulni, melyet megkonnyitett, hogy addigra méar folyékonyan beszélt fraciaul is. 15
éves koraban kezdte tanulményozni Newton és Laplace munkéssagat.

1823-ban Hamilton belépett a dublini Trinity College-ba. Egyetemistaként a mate-
matika mellett fizikabol is jeleskedett, mikozben folytatta sajat matematikai vizsga-
latait. 1827-ben kinevezték a Trinity College csillagasz professzorava. 1843. oktober
16-an kezdett megfogalmazddni fejében a kvaterniok algebrajéanak felfedezése, mely-
nek kidolgozasaval élete hatraléves részét toltotte. [2, 3|

Hamilton 1857-ben talalt fel egy kirakds jatékot, melynek célja Hamilton-kor keresés
volt. Az "Icosian" nev( jaték egy dodekaéder grafjabol allt, melynek minden csticsa
lyukas volt. A rejtvény megfejtéséhez szegekkel és zsinorral kellett egy olyan ttvo-
nalat megtalalni, melyben minden cstcsot egyszer érintiink és a végpont megegyezik

a kiindulasi ponttal. [4]

1.2. Alapfogalmak

El6szor is tekintsiik at vazlatosan a grafokra vonatkozo alapfogalmakat, melyek sziik-
ségesek a tovabbi részek megértéséhez.

Grafnak nevezziik pontoknak és éleknek a halmazat, ahol az élek pontokat kotnek
Ossze, valamint az élekre pontok illeszkednek tigy, hogy minden élre legalabb egy és
legfeljebb kettd pont illeszkedik.

A graf ponthalmazanak elemeit csticsoknak vagy pontoknak hivjuk.

Jeloles: V(G) = {v1,vg,...,v,} - a G graf ponthalmaza (véges halmaz).

A graf pontjait élek kotik Ossze.

Jelolések:
e E(G)=A{...,(v;,vj),...} - a G graf ¢lhalmaza, ahol v;,v; € V(G),

o ¢ = (v;,v;) - aziés j csticsokat Gsszekots él (amennyiben ezt rendezett parnak
tekintjiik, agy az e él a v; csticsbol mutat a v; csticsba, és ezzel a konstrukcioval
iranyitott grafot kapunk).

1.2.1 Megjegyzés:

e Az ¢l hurokél, ha v; = v;.

e TG6bbszoros- / parhuzamos él, ha v;-t és v;-t t6bb él is Gsszekoti.
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1.2.1 Definici6: (Egyszeri graf)

Egy G grafot egyszertinek neveziink, ha nincs benne hurokél, sem t6bbszoros él.

o
1.2.2 Megjegyzés:
Tegyiik fel, hogy egy G egyszerd grafra |V (G)| = n, ekkor
n n-(n—1)
0<|EG)| < =,
<ip@) < (3) ="
1.2.2 Definici6: (Cstics fokszama /foka)
Egy csiics fokszama megadja, hogy hény él indul ki az adott csiicsbol.
Jelolés: deg(v;) vagy d(v;)
o

1.2.1 Allitas:

G egyszert grafban > deg(v) = 2 - |E(G)|, ugyanis itt minden élt kétszer sza-
veV(G)
moltunk meg.

Kovetkezmények:
o A fokszamosszeg mindig paros.

e Paratlan foku csticsok szama paros.

1.2.3 Definici6: (Elsorozat /séta)
Csticsok  és  élek valtakozo sorozata, példaul: wug,eq,uy, e, s, ..., Up_1,Ek, Uk
(ezen séta hossza k), ahol ug,uy,...,ur € V(G), e,eq,...,6p € E(G) és

€, = (ui,l,ui), 1= 1,...,]€.

1.2.4 Definici6: (Vonal)
Olyan élsorozat, melyben még azt is kikotjiik, hogy ne legyen ismétléds él, azaz

minden élre e; # e;, ha i # j.

1.2.5 Definicio: (Ut)
Olyan élsorozat, amiben azt kotjiik ki, hogy w; # u;, ha i # j (azaz nincs ismétlsds

csucs).

1.2.6 Definicio: (Korséta)

Olyan séta, hogy uy = uy, azaz kezds- és végesics megegyezik.
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1.2.7 Definici6: (Korvonal)
Olyan vonal, hogy ug = uy, vagyis a kezdSpont és a végpont megegyezik, és nem

ismétlédhet él.

o
1.2.8 Definicio: (Kor)
Olyan korséta, melyben ug = uy kivételével nem ismétlgdik cstcs.

o
1.2.9 Definicio: (Osszefiiggs graf:)
Egy grafot osszefiiggének neveziink, ha barmely két cstucsa kozott van ut / séta.

o

1.2.10 Definici6é: (Részgraf)
Egy H graf részgrafja a G grafnak, ha V(H) C V(G) és E(H) C E(G), vagyis ha
H cstcs- és élhalmaza része G cstcs- és élhalmazanak, tehat H-t megkapjuk G-bél

ugy, hogy G néhany cstucsat és néhany élét "toroljik".

1.2.11 Definicio: (Feszitett részgraf)
A H graf feszitett részgrafja a G grafnak, ha részgrafja G-nek ugy, hogy "csak"

cstcsokat torliink ki (és természetesen a kitorolt csicsokhoz tartozo éleket is).

1.2.12 Definicié: (Hamilton-kor)
Egy G graf Hamilton-kore olyan kor, mely G minden csticsat pontosan egyszer tar-

talmazza.

1.2.13 Definicié: (Hamilton-ut)
Egy G graf Hamilton-utja olyan ut, mely G minden cstcsat pontosan egyszer tar-

talmazza.



2. Sziikséges feltétel Hamilton-kor / -ut létezésére

Ebben a fejezteben attekintjiikk a sziikséges feltételeket, melyeknek teljesiilni kell
a grafokban ahhoz, hogy lehessen benniik Hamilton-kor, illetve Hamilton-it. Ezek
utan néziink egy példat arra, hogy ezen feltételek miért nem elégségesek.
2.0.1 Tétel:

1. Ha egy G 0sszefiiggs grafban létezik Hamilton-kor, akkor barmely k cstics

torlésével legfeljebb k Gsszefiiggd részre (komponensre) esik szét.

2. Ha egy G 0sszefiiggs grafban létezik Hamilton-ut, akkor barmely k cstcs tor-

lésével legfeljebb k + 1 Gsszefiiggd részre (komponensre) esik szét.
Bizonyitas:

1. Egy korbdl k cstucsot tordlve a maradék legfeljebb k részre esik szét.
Tekintsiik a Hamilton-kor éleit és szinezziik 6ket pirosra, mig a graf maradék
éle legyen kék. Egy pont torlésével a Hamilton-korbdél egy, az eredetinél ketts-
vel révidebb 1t keletkezik (amennyiben az it hosszéat a benne talalhato élek
szerint szamoljuk), mely a maradék grafban egy Hamilton-ut, azaz tovabbra
is Osszefliggd a graf. Egy tijabb pont torlése a piros utat két részre bonthatja.
Amennyiben az ut szélérsl valasztunk pontot, az ut eggyel rovidiil, ha valahon-
nan az Ut belsejébdl, akkor az két részre esik szét. ElGfordulhat, hogy az igy
keletkezé két piros komponens kozott vezet kék él, vagyis tovabbra is egy kom-
ponenst alkotnak a graf pontjai. Minden tovabbi él torlése egy piros élekbdl
allo utat bonthat két részre, vagy rovidithet egy éllel az elébbiek alapjan. Igy
a masodik pont torlésétsl kezdve legfeljebb eggyel nShet a komponensek sza-
ma minden csics torlésével, vagyis valoban legfeljebb annyi darab Osszefiiggs

részre eshet szét a graf, ahany csicsat kitoroltiik. [5]

2. Az el6z6 rész bizonyitasdhoz hasonléan adodik ezen allitas helyessége is. Az
el6zGekben az elsé pont torlése utan biztosan keletkezett Hamilton-ut, onnan-
tol kezdve pedig minden tovabbi cstics eltavolitasaval legfeljebb eggyel nétt a
komponensek szama. Vagyis egy utbol k csiicsot torolve a maradék legfeljebb

k + 1 Osszefiiggs részre esik szét.
O

Lathatjuk tehat, hogy ezek valéban sziikséges feltételek Hamilton-kor, valamint
Hamilton-ut 1étezésére, de vajon miért nem elégségesek?

A mai napig nem ismert hasznalhaté sziikséges és elégséges feltétel Hamilton-kor
létezésére.

Ahhoz, hogy lassuk, a fenti tételre sem teljesiil, hogy sziikséges és elégséges felté-
telt is biztosit, érdemes lehet egy példat nézni arra, amikor teljesiilnek a sziikséges

feltételek, &m Hamilton-kort nem tartalmaz a graf .



2.1. A Petersen-graf

A Petersen-graf egy 10 csticsu és 15 éli graf, mely sok allitasra szolgal ellenpéldaként,
igy van ez a mostani esetben is.
ElGszor belatjuk, hogy a Petersen-grafban létezik Hamilton-1it, majd pedig azt, hogy

Hamilton-kor viszont nem.

2o\

1. abra.

Tekintsiik a fenti 1. abrat, mely egy Petersen-grafot abrazol. Ha sorra bejarjuk az
(A, B, C, D, E, J, G, I, F, H) cstucsokat éppen egy Hamilton-utat kapunk.
Ezzel a Hamilton-1t 1étezését konnyen ellendriztiik, most pedig lassuk be, hogy nincs
benne Hamilton-kor.

2.1.1 Allitas:

A Petersen-graf nem tartalmaz Hamilton-kort, pedig teljesiti a sziikséges feltételt.

Bizonyitas:

Az is konnyen ellenérizhetd, hogy a grafra teljesiil a Hamilton-kor 1étezésének sziik-
séges feltétele. Ahhoz, hogy belassuk, hogy nincs a grafban Hamilton-kor, az aldbbi
megfigyelést hasznéljuk fel:

A Petersen-grifnak nincs olyan kére, mely kevesebb, mint 5 csiucsot tartalmaz.
Indirekt tegytik fel, hogy létezik egy C' Hamilton-kor a Petersen-grafban.

Tudjuk, hogy a graf 3-regularis, 10 csticsbol és 15 élbdl all, igy C' 10 cstcsot és 10 élt
tartalmaz, vagyis csupén 5 élt nem hasznal a Hamilton-kor, nevezziik ezeket "ma-
radék éleknek". Megmutatjuk, hogy ha létezik Hamilton-kor a grafban, akkor nem
tudjuk behtzni ezt az 5 maradék élt gy, hogy a megfigyelés fennalljon.

Tekintsiik a C' kort, melynek csicsai sorra (vq, va,...,v10). Ha a maradék éleket ugy
hasznaljuk fel, hogy minden csticsot pontosan a korben vele szemkozti csticesal ko-

tiink Ossze (példaul vi-et vg-tal), akkor keletkezik 4 hossza kor (v, vg, vs, v10, v1).
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Tehat igy nem htizhatjuk be a maradék éleket.

Nézziink egy mésik modszert. Ha v; nem vg-tal van 6sszekotve, és nem is a vz, vy, vg
vagy vg csucsok valamelyikével (ekkor is keletkezne legfeljebb 4 hosszu kor), akkor
vs-tel, vagy wv;-tel kothetjiik 6ssze. Mindegy melyiket vélasztjuk, hiszen a két eset
szimmetrikus, gy nem veszitiink a feladat altalanossdgabol barmelyiket is nézziik.

Legyen (v1,v5) € E. Most lassuk be, hogy wvg cstcsra nem tudunk tugy ma-
radék élt illeszteni, hogy tovabbra is teljesiiljon a megfigyelés. A vg cstcsot a
{ve, v3, v4, Vs, Vg, v10} csucsok valamelyikével kapcsolhatnank 6ssze maradék éllel.
Ezek koziil azonban {vs, vy, vs, vg} cstucsokkal nem kothetjiik Gssze a megfigyelés
miatt (ekkor keletkezne legfeljebb 4 hosszi kor), igy csupan a v, és vy csucsok ko-
ziil valaszthatunk. Ha a ve-vel kotjiik Ossze, akkor (vy, vs, vg, va, v1) 4 hosszu kort
alkotna, ahogyan azt lent, a 2. abra bal oldali alakzata mutatja. Amennyiben v
cstucesal kotjik 6ssze vg-ot, akkor pedig a (vy, vs, vg, v10, v1) 4 hosszi kort kapjuk
(ezt a 2. abra jobb oldali alakzata szemlélteti), igy egyik csics sem megfelels va-
lasztas vg szdmara, ugyanakkor a graf 3-regularis, mellyel ellentmondésra jutottunk,

vagyis valoban nem tartalmaz Hamilton-kort a Petersen-graf.

Vio Vy

2. 4abra.



3. Elégséges feltétel Hamilton-kor létezésére

Ebben a fejezetben a Hamilton-korok 1étezésének elégséges feltételeivel foglalkozunk.
4 fontos tételt és azok bizonyitasait vessziik sorra, melyek elegendd feltételt bizosi-

tanak szamunkra, hogy tudjuk egy adott grafban létezik Hamilton-kor.

3.1. Dirac-tétele

3.1.1 Tétel: (Dirac)
Ha az n cstcsi G egyszerd grafban minden csiics foka legalabb 7, akkor G-ben
létezik Hamilton-kor. [1]

Bizonyitas:
Indirekt tegytik fel, hogy G egy olyan graf, melyben minden cstcs foka legalabb &

és mégsincs benne Hamilton-kor.
1. 1épés: Telités:

e Hizzunk be G-be tovabbi éleket, ha még lehet, amig csak lehet ugy, hogy

még mindig ne legyen benne Hamilton-kor.

e Amikor ledllunk barmely Osszekotetlen cstucspart Osszekotve mar kelet-

kezne Hamilton-kor.

e Amit kaptunk nem teljes graf (hiszen abban van Hamilton-kor).
2. 1épés: Hamilton-it megadasa:

e Legyenek = és y Osszekotetlen csucsok. Ekkor létezik z és y kozott
Hamilton-ut (az 1. lépés 2. pontja alapjan). Ha tobb is van kozottiik,

rogzitsiik le az egyiket, és ezek utan ezt tekintsiik a bizonyitas soran.

o Allitas: Nincsenek kereszt-élek.
3.1.1 Definici6: (Kereszt-él)
Olyan élpar, mely a kovetkezSképpen néz ki: (x,u), (v,y) és v eggyel

kozelebb van z-hez a Hamilton-titon, mint w.

Bizonyitas:

Ha mégis lenne kereszt-él, akkor lenne Hamilton-kor is: tekintsiik az x
és y csucsok kozotti Hamilton-utat, ha az x cstcstol elindulunk ezen a v
cstcsig, majd innen a (v,y) élen elmegyilink az y csucsba, onnan vissza
a Hamilton-tuton az u cstcsig, végiil az (u,x) élen vissza az x csucsba,

akkor éppen egy Hamilton-korét kapjuk meg a grafnak.



3. lépés: Szamoljuk meg z és y szomszédait!

Az y cstcs szomszédaira a kovetkezd fels6 becslés igaz:
n—1—deg(x) = deg(y). (1)

Ugyanis y nem lehet 6nmaga szomszédja (hurokéleket nem engediink meg),
illetve az x szomszédai el6tt eggyel 1évSk sem lehetnek y szomszédai, mert
nem létezik kereszt-¢l. (Az y cstucs az x csticesal sem szomszédos, de azt z
szomszédai kozott vonjuk le, ugyanis a Hamilton-tton nézve x elsé szomszédja
el6tti cstics maga az x csucs.) Ezen (1) egyenletet atrendezve a kovetkezot

kapjuk:

n—12=deg(z)+deg(y) = - +

|3
|3

> n. (2)

A (2) egyenlétlenség teljesiilésének oka az, hogy a bizonyitéas elején feltettiik,
hogy a G graf minden cstcsanak foka legalabb 7. Az egyenlStlenség elejét és
végét Osszevetve lathatjuk, hogy ellentmondasba iitkoztiink, vagyis valoban

létezik ezen G grafban Hamilton-kor.

O
3.1.1 Megjegyzés:

A bizonyitas soran valojaban nem is hasznaltuk ki, hogy minden csiics fokszama-

n
99

cstcsparra igaz, hogy deg(x) 4+ deg(y) > n, ez vezet a kovetkezs tételre.

ra teljesiil, hogy legaldbb Z, csupan annyit, hogy barmely kett§ Osszekotetlen x,y

3.1.2 Tétel: (Ore)
Ha G egy n cstcsu egyszertd graf, melynek barmely ketts dsszekotetlen z, y cstcspa-
rara teljesiiljon, hogy

deg(x) + deg(y) = n,

akkor G tartalmaz Hamilton-kort. [1]

Mivel a Dirac-tétel bizonyitasa sorén csak az Ore feltételt hasznaltuk ki, igy lényegé-
ben az Ore-tétel helyességét lattuk be. Ugyanakkor az Ore feltétel gyengébb a Dirac
feltételnél, mivel kevesebb dolgot kiovetel meg, viszont ugyanarra a kovetkeztetésre
jut, azaz arra, hogy a graf tartalmaz Hamilton-kort, igy Ore-tétele erésebb, vagyis

maga utan vonja a Dirac-tétel igazsagat is.
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3.2. Posa-tétele

3.2.1 Tétel: (Posa)

Legyen G egy egyszerd graf, melynek fokszamai nagysag szerint sorbarendezve a
kovetkezdk: dy < dy < --- < d,. Ekkor, ha minden k& < § indexre teljesiil, hogy
dr > k + 1, akkor G-ben van Hamilton-kor. [1]

A tétel helyességét a kovetkezd részben latjuk be egy masik, a Posa-tételnél erGsebb
tétel segitségével. Az alabbiakban a kovetkez§ allitast igazoljuk:

3.2.1 Allitas:

Posa-tételbsl kovetkezik Ore-tétele.

Bizonyitas:

Az éllitas szerint Posa-tétele erGsebb Ore-tételénél, vagyis gyengébb a feltétele, igy
fennéall, hogy Ore feltételébdl kovetkezik Posa feltétele. Ez alapjan igazoljuk az allitas
helyességét.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy olyan G egyszeri graf, melynek n cstucsa van

n

5, melyre dy, < k.

és teljestil ra az Ore feltétel, de a Posa feltétel nem, azaz Ik <
Rogzitsiik le ezt a k-t. Az eddigi feltevésekbdl tudjuk, hogy

d1§d2§"'§dk§k<ga

ezért egyértelmten adodik, hogy ha az els§ k darab legkisebb fokszamértékhez tar-
tozo csucs koziil valahogyan valasztunk kettst, akkor azok fokszamainak az Osszege
biztosan kisebb lesz n-nél. Ugyanakkor Ore feltétele teljesiil (barmely ketts Gssze-
kotetlen z,y csticsparra deg(x) + deg(y) > n), vagyis ezen k darab csics paronként
szomszédos kell, hogy legyen egymassal, igy egy k cstcsi teljes részgrafot alkotnak.
A feltétel szerint ezen csicsok fokszama legfeljebb k, és a teljes részgraf miatt mér
tudjuk, hogy legalabb k — 1, azaz ezen csiicsok mindegyikének legfeljebb egy tovabbi
csucs lehet szomszédja a maradék n — k csticsbol.

Ak < 5 feltételbdl kovetkezik, hogy n — k > k, ezért ezen maradék n — k cstcs
kozott biztosan van olyan cstcs, mely egyik cstuccsal sem szomszédos az el6bbi k
cstcs koziil, vagyis ezen csicsnak a fokszama legfeljebb n — k — 1 (egyszeri graf
révén onmagaval nem lehet szomszédos). Legyen egy ilyen csucs t. Mivel ¢-t nem
koti Ossze él az els6 k csiics egyikével sem, ezért t-re és valamely 1 < [ < k cstcs

fokszamara kellene, hogy teljesiiljon Ore feltétele, azonban a kovetkezd lesz igaz:
di+di<k4+n—-k—1=n-—1

Ezzel ellentmondasra jutottunk, vagyis az eredeti feltevés helyes volt, miszerint Ore
feltételébsl kovetkezik Posa feltétele, vagyis a Posa-tételébdl kovetkezik Ore-tétele.

[6]
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O

3.2.1 Megjegyzés:

Posa-tétele lényegében azt mondja, hogy ha egy egyszeri grafban a névekvéen sor-
barendezett csticsok kozott a kis indextieknek is viszonylag nagy mér a fokszama (az
indexénél nagyobb), akkor a graf tartalmaz Hamilton-kort.

A kovetkez§ részben egy olyan tételt mondunk ki és latunk be, melyben a kis in-
dext cstcsok fokszamai nem nagyok (legfeljebb az indexiikkel megegyezd méretii),
ugyanakkor ebbdl kévetkezGen a sorrendben a "szimmetrikus parjuk" fokszama vi-
szont nagy (n cstcsu graf dj csicsanak szimmetrikus parjanak tekintsiik most a d,,_x

cstcsot), akkor a graf tartalmaz Hamilton-kort.

3.3. Chvatal-tétele

3.3.1 Tétel: (Chvatal)

Tekintslink egy n cstucst G egyszert grafot. Ha ezen GG graf novekvGen rendezett
fokszamaira (dy < dy < --- < d,,) teljesiil, hogy di, < k < § = d,,_, > n — k, akkor
G tartalmaz Hamilton-kort. [1]

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel, hogy G teljesiti a Chvatal feltételt, de nem tartalmaz Hamilton-
kort, valamint "telitett" a graf, vagyis végrehajtottuk ismét a Dirac-tétel bizonyi-
tasanak 1. 1épését, tehat barmely két nem szomszédos csticsot egy éllel Gsszekotve
mér lenne Hamilton-kor a gréafban.

A Dirac-tétel bizonyitasa soran kapott eredményeket most is felhasznaljuk, tehat
igaz, hogy barmely két Osszekotetlen cstics kozott 1étezik Hamilton-t, illetve min-

den ilyen u, v cstcsparra teljesiil, hogy
d(u) +d(v) <n-—1. (1)

Ha az allna fent, hogy d(u) + d(v) > n, akkor a tétel bizonyitasa kész is lenne,
ugyanis teljesiilne az Ore-feltétel.

Legyen u és v két olyan nem szomszédos pont, melyekre
d(u) + d(v) maximaélis (2)
és u < v (ezzel nem veszitiink a feladat altalanossagabol), tehat

d(u) < d(v) és k :=d(u), (3)
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amire teljesiil, hogy

k<

(4)

|3

az (1) miatt.

Rogzitsiink le most is egy Hamilton-utat az u és v csticsok kozott. Ekkor ezen
Hamilton-tton minden u;_; cstcsra teljesiil, hogy ha az u szomszédos u;-vel, akkor
v nem lehet szomszédos u;_;-gyel (hiszen az kereszt-¢él lenne, mely Hamilton-kort
eredményezne). Ezen u;_; csticsok foka legfeljebb k lehet, hiszen k darab ilyen cstcs
van az u-bol v-be vezeté Hamilton-uton (d(u) = k, és az u szomszédait megel6z8
cstcsokat tekintjiik), valamint ezek barmelyikét valaszthattuk volna v parjanak, de
u vélasztédsa miatt tudjuk, hogy ezen cstucsok fokszdma nem haladja meg u foksza-
mat, azaz k értékét. Vagyis van k darab legfeljebb £ foku cstucsa a grafnak, és mivel

a fokszamok ndévekvGen vannak rendezve, ezért kovetkezik, hogy
dy, < k. ()

Tekintve, hogy az u csticsnak k szomszédja van, igy tovabbi n —k — 1 darab cstccsal
nincs Osszekotve. A (2) tulajdonsagot kihasznéalva kapjuk, hogy a maradék n —k — 1
csucsnak a foka legfeljebb d(v) lehet. Az (1) és (3) tulajdonsagok alapjan:

du) <d(w) <n-—1-k.

Ezek szerint, figyelembe véve a v cstcsot is, legalabb n—k darab cstcs van, melyeknek
foka legfeljebb n — 1 — k lehet, azaz

dn_kgn—l—k. (6)

Vagyis nem teljestil a Chvatal feltétel (a (4), az (5) és (6) tulajdonsagot Gsszevetve),
melyrdl feltettiik, hogy fennall, igy végiil ellentmondasra jutottunk, tehat G-nek

valoban tartalmaznia kell Hamilton-kort. [7]

O

3.3.1 Megjegyzés:

Eszrevehetd, hogy ha fennall a Posa feltétel, akkor teljesiil a Chvatal feltétel is,
ugyanis ha a k < §-re d, > k+1 igaz, akkor a Chvatal feltétel d, < k < 7 része sosem
all fenn. Tehat a Posa feltétel erGsebb a Chvatal feltételnél, vagyis Chvatal-tételébsl
kovetkezik Posa-tétele, igy Chvatal-tételének igazolasa utan mar kijelenthetjiik a

Posa-tétel helyességét is.
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3.4. Bondy-tétele

3.4.1 Tétel: (Bondy feltétel:)

Legyenek egy n cstucst G egyszerd graf fokszamai novekvs sorba rendezve: d; <
dy < --- < d,. Amennyiben ezekre teljesiil, hogy d; < [ és d < k-bol kovetkezik,
hogy d; + d > n (k # 1), akkor G tartalmaz Hamilton-kort. [1]

Bizonyitas:

Vegyiink egy G egyszerd grafot, melyre az alabbiak igazak:

dksmg, (1)

l=n—k=n=k+1. (2)

Ekkor két eset lehetséges: vagy d; < [, vagy d; > I.

Az els6 esetben teljesiil a tétel feltétele, vagyis fennall a kovetkezd:
dk—l—dlZn:k—i—l, (3)

kihasznalva a (2) egyenlSséget is. Most a (3) egyenletet atrendezve és az (1) feltevést

felhasznalva kapjuk, hogy:
dy > 1. (4)

Igy eljutottunk a masodik esethez, tehat d; > [ teljesiil biztosan. Ekkor viszont a
(2) alapjan

dn—k Z n—=k (5)

egyenlethez jutunk. Ekkor észrevehetjiik, hogy teljestil a Chvatal-feltétel (fennall az
(1), illetve levezettiik a (5)-t, ami pont megegyezik a Chvatal-feltétellel), melyrsl az
iméntiekben lattuk be, hogy teljesiilése esetén létezik Hamilton-kor a grafban.
Ezek alapjan méar egyértelmien lathatjuk, hogy Bondy-feltételébdl is kovetkezik,
hogy G-ben létezik Hamilton-kor.
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4. Allitasok és bizonyitasok - avagy mikor van

Hamilton-kore egy grafnak?

Ebben a fejezetben kiilonboz6 feltevéseket tesziink grafok csticsszamara és azok fok-
szémaira vonatkozoan, és vizsgajuk, hogy ezen feltételek mellett mikor tartalmaznak
Hamilton-kort.

Az alabbi fejezet valamennyi allitasa és bizonyitasa az [1]|-es forras alapjan késziilt.

4.1. Fokszamra vonatkozo6 feltevések

A kovetkezskben a fokszamokra tesziink fel kiilonbo6zé feltételeket, és ezek alapjan
vizsgaljuk, hogy mikor mondhatjuk azt, hogy egy grafoknak van Hamilton-kore.
4.1.1 Allitas:
Legyen G olyan n ponti egyszert graf, melyben minden csiics fokszama legaldbb
”TJ”]. Ekkor teljesiil, hogy barmely diszjunkt utakat alkot6 ¢ élbél allo F' halmazt
tartalmaz egy Hamilton-kor.
Bizonyitas:
Indirekt tegyiik fel, hogy G egy olyan egyszerd graf, melyben nincsen F' élein at-
halad6 Hamilton-kor, de ugyanakkor telitett, vagyis barmely tovabbi élt hozzavéve
mar lenne benne ilyen, azaz F' élein athalad6 Hamilton-kor. (Egy teljes grafban
mindig taldlhaté Hamilton kor, mely adott diszjunkt utjain halad at a grafnak.) A
Dirac tétel bizonyitdsahoz hasonldéan legyen x és y két olyan csiicsa a grafnak, me-
lyek nincsenek éllel 6sszekotve. Ekkor tudjuk, hogy E(G) + (z,y) élhalmazban mar
létezik Hamilton-kor, mely dtmegy az F' halmaz Osszes élén, vagyis G-ben létezik
Hamilton-ut az x és y cstucsok kozott. Jeloljik ezt P = (z = vy, v, ..., v, = y)-nal,
és legyenek z szomszédai: vy, ..., v;,, ahol (2 =143 < --- < 4 < n) (tudjuk, hogy
(z,y) ¢ E(Q), v, =y, ezért i, < n).
A v;, 1 egy z-szel szomszédos pontot (v;,-t) megel6z6 pont. Ez csak abban az eset-
ben lehet szomszédos y-nal, ha (v;,_1,v;,) € F, ugyanis az (z,v;,), (v;,—1,y) Par egy
kereszt-él lenne a grafban, mely Hamilton-kort eredményez, de ebben az esetben ezen
kor nem megy at F' Osszes élén (az (v;,_1,v;,) €l kimaradna). Ekkor y szomszédai
maximum n — 1 — k+ ¢ darab cstcs lehet (6nmaga és x szomszédait eggyel megel$zs
cstcsok nem lehetnek, kivéve ha azok F-ben vannak). Ekkor a kévetkezd becslés all
fenn:

diy)+dz)<n—-1—k+q+k=n+qg—1

Ez azonban ellentmond a feladat feltevésének, miszerint G-ben minden cstics foka
. n+ . . . , L 2

legalabb “Z4, ami alapjan x és y fokszamdsszege legalabb n + ¢ kellene, hogy legyen.

Tehat az indirekt bizonyités soran ellentmondésra jutottunk, vagyis az eredeti fel-

tevés helyes volt, azaz G-ben valdéban 1étezik F' 6sszes élén athaladé Hamilton-kor.
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4.1.2 Allitas:
Legyen G egy olyan n-regularis egyszerd graf, melynek 2n + 1 pontja van. Ekkor

G-re teljesiil, hogy tartalmaz Hamilton-kort.

4.1.1 Megjegyzés:
Ez az allitas tekinthet6 a Dirac-tétel egy javitdsanak is, ugyanis ha a grafnak 2n
pontja lenne, akkor teljesiilne a Dirac feltétel, de itt most gyengitiink a feltételen,

és igy is igazoljuk, hogy a graf tartalmaz Hamilton-kort.

Bizonyitas:

El6szor is vegyiink hozzé a G grathoz egy 1j y pontot, és kossiik Ossze az eredeti
graf Osszes pontjaval. Ekkor a keletkezett grafnak 2n + 2 pontja van és fennall, hogy
minden pont foka legalabb n + 1, tehét teljesiil a Dirac tétel feltétele, vagyis az igy
kapott graf tartalmaz Hamilton-kort. Ha most toroljiik az y pontot, akkor visszakap-
juk az eredeti G grafot, ugyanakkor lathatjuk, hogy létezik benne egy Hamilton-t,
jeloljiik ezt P = (o, ..., %9,)-nel

Indirekt tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz Hamilton-kort. Ekkor a korabbiak alap-
jan tudjuk, hogy kereszt-éleket sem tartalmazhat, vagyis ha (zg,z;) € E(G), akkor
(xi_1,T2,) ¢ E(G). Azaz az xg és xq, csucsokat tekintve, mivel nem szomszédosak
egymassal, mindkét cstucs szomszédai ugyanazon 2n — 1 cstucsboél keriilnek ki. Ha
elgszor kivalasztjuk xy cstics n darab szomszédjat, akkor az Sket 1-gyel megel6z6
n darab pontot nem valaszthatjuk zs, szomszédjanak, vagyis egyértelmtien adodik
mely pontok lehetnek x5, szomszédai.

Tekintsiik elsének azt az esetet, amikor az xy cstcs szomszédai az xj; csucsok,
k = 1,...,n, illetve x,, cstcs szomszédai x; cstcsok, | = n,...,2n — 1. Ek-
kor, mivel g és g, is szomszédos z,-nel, és deg(x,) = n, ezért létezik egy olyan
x; pont, 1 <i < n, melyre (z;,x,) ¢ E(G), tehat z;-nek biztosan van legalabb egy
szomszédja az i1, ..., Ta,—1 cstcsok kozott, legyen ez x;. Na de ekkor az alabbi

kor éppen egy Hamilton-kort ad meg:

(xivxi—la ey X0y T 15, L2y« + + 3 Ty T 1y« « + 3 Lj—1, L2ny L2p—1,5 - - - 7'Ij)

Most nézziik azt az esetet, amikor (zg,x;11) € FE(G), (vo,2;) ¢ E(G)ési €
[1,2n — 1]. Ekkor a fenti érvelés alapjan (x;_1, z2,) € E(G) adodik, vagyis az

(xi—l) <oy X0y Tijg1y - - - axQn)

egy 2n hossza kor. Jeloljik C' = (y1,ya, . . ., Yon)-nel G egy 2n hosszi korét, és legyen
Yo a korbdl kimarado cstcs. Tudjuk, hogy C' maximalis (mivel feltettiik, hogy G nem

tartalmaz Hamilton-kor), igy yo nem lehet szomszédos C-ben két egymas melletti

16



cstcesal, ugyanis ekkor minden gond nélkiil beilleszthetnénk a kérbe. Tovabba tud-

juk, hogy minden cstucs foka n, ezért feltehetd, hogy yo C' minden masodik pontjaval

szomszédos, példaul vy, ys, - .., y2,_1 cstcsokkal. Viszont ha yp-t kicseréljiik barmely
mas paros indexid ponttal, azaz ys;-vel valamely ¢+ = 1, ..., n-re, akkor szintén egy

maximalis kort kapunk, illetve lathatjuk, hogy ezen pont szomszédai is meg kell,
hogy egyezzenek y, szomszédaival. Igy az v, cstics szomszédos az yo, Ya, . . . , Yan PON-
tokkal, vagyis deg(y;) > n + 1, mely ellentmond annak, hogy G n-reguléris. Ezek

szerint az eredeti feltevés valoban igaz volt, vagyis G tartalmaz Hamilton-kort.

O
4.1.2 Megjegyzés:

Ha azt tennénk fel, hogy ezen G n-reguléris grafnak 2n + 2 pontja van, akkor el&for-
dulhat, hogy G-t két darab K, graf alkotja, vagyis nem Osszefliggd, igy mar nem

lenne igaz, hogy tartalmaz Hamilton-kort.

Tekintslink egy olyan allitast is, melyben Hamilton-ut 1étezését latjuk be.

4.1.3 Allitas:
Legyen G egy olyan egyszer n > 2 ponti graf, melyben minden cstics foka legaldbb
”T“. Ekkor G barmely két pontja kozott van Hamilton-tut.

Bizonyitas:

Legyen V(G) tetszoleges két pontja x és y, roluk fogjuk belatni, hogy 6sszekéthetdk
egy Hamilton-uttal.

Feltehetjiik, hogy (z,vy) € E(G), ugyanis egy esetleges plusz él hozzéavétele a grathoz
nem befolyésolja az allitas feltételét és kovetkezményét sem. Tekintslink egy olyan
G’ grafot, melyet ugy kapunk G-bdl, hogy felosztjuk ezen (z,y) élt egy z ponttal.
Ekkor lathato, hogy a kapott n+ 1 pontt G’ grafban pontosan akkor van Hamilton-
kor, ha az eredeti G-ben létezik Hamilton-ut az x és y cstcsok kozott.

G’ graf fokszamaira a kovetkezs teljesiil: 2 < dy < -+ < d, 41, ahol ds, ..., dyiq
az eredeti G graf cstcsainak fokai, a z cstcs foka pedig 2. Mivel dy > 7 az allitas
alapjan, azaz dy > ”T“, igy teljesiil a Posa feltétel a G grafra (K = 2 < %/—re
dy > ™ (+1 a z csics) > k+ 1 =3, ahol n’ = n+ 1 a G’ graf csticsszama), amibél
kovetkezik, hogy G’-ben létezik Hamilton-kor, vagyis G-ben van az x és y csiicsok

kozott Hamilton-1ut.

O

Az eddigiektdl eltérGen most nézziink egy példat arra, hogy iranyitott grafban milyen

feltétel teljesiilése esetén tudhato, hogy tartalmaz iranyitott Hamilton-kort a graf.
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4.1.4 Allitas:
Tekintsiink egy egyszert, n ponta G iranyitott grafot. Ha ezen G grafra teljesiil,
hogy minden pontjanak befoka és kifoka is legaldbb 7, akkor G tartalmaz iranyitott

Hamilton-kort.
Bizonyitas:
1. lépés: Tekintstink G-ben egy leghosszabb C' = (xy,...,z,,) irdnyitott kort, és
lassuk be, hogy [V(C)| > % teljesiil.
Ehhez vegytnk egy @ = (v, ...,v,) leghosszabb iranyitott utat, és legyenek
Uiy, ..., v, azon pontjai G-nek, melyekre igaz, hogy (v;,,v0) € E(G), Vv =
1,...,k. Ekkor ezen csucsok mindegyikére igaz, hogy részei a () irédnyitott
utnak, hiszen, ha lenne koztiik olyan, amelyik nem, akkor azt betehetnénk az

ut elejére, mivel bel6le vezet ¢l vp-ba. Az allitas feltétele alapjan i, > 7, ezért

n

5, igy a C hossza is (mely egy

a (vo,...,v; ) irdanyitott kor hossza legalabb

maximalis kore G-nek) nagyobb, mint .

2. 1épés: Indirekt tegyiik fel, hogy C' nem egy iranyitott Hamilton-kor a G' grafban.
Tekintsiink egy P = (yo, ..., y) maximalis utat a V(G) — V(C) csticshalma-
zon. Ekkor legalabb & — [ darab olyan u, nem P-beli pontja van a grafnak,
melyekre (u,yo) € E(G) (hiszen yp-nak legfeljebb [ darab P-beli szomszédja
lehet). Ezek mindegyikérsl tudhato, hogy a C' iranyitott koron helyezkedik el,
kilénben hozzavettiik volna ket a P leghosszabb iranyitott tthoz. Jeloljik
ezeket (x;,,...,®;,)-vel, ahol t > % — [. Hasonléan igaz ez minden v’ pontra,

melyekre (y;,u) € E(G), jeldljiik ezen csticsokat x;,, . .., xj,-sel, ahol s > & —1.

Eszrevehets, hogy a C(w4,,2;,) v hossza legalabb [ 4 2 kell hogy legyen,
amennyiben z;, # x;,, kiilonben ezen ivet helyettesithettiik volna a P tttal a

kovetkezSképpen:
(xil,a 3/0) + P + (yb ':Eju)a

ezzel egy hosszabb kort kapva. Igy tehat igaz, hogy ha tekintjiik C' egy x; -ben
indul6 [ 4 1 hosszu C, ivét (v € [1,t]), akkor Vi € 1,..., s-re

x]ﬁ ¢ U V<CV)

t
Az egyértelmten adodik, hogy | |J V(C,)| > t + [, melybdl kovetkezik, hogy

v=1

s<m—t—1I, (1)
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mellyel ekvivalens a kdvetkezs:
m>s+t+1 (2)
Ebbe behelyettesitve, hogy s és ¢ legalabb 7 — [ nagysagi kapjuk, hogy
m>n—1 (3)

Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy a G graf n —m csticsdbol a P it [+ 1 cstcsot

hasznal, vagyis

[+1<n—m, (4)
azaz

m<n-—1—1. (5)

A (3)-as és az (5)-6s pont alapjan ellentmondéasra jutottunk, igy az eredeti

feltevés igaz volt, vagyis C' valoban egy irdnyitott Hamilton-kore a G' grafnak.

U

4.2. Osszefiiggdségre vonatkozo feltevések

Az alabbi allitasokban a grafok osszefliggéségérdl tesziink fel valamit, és ezek mellett
szeretnénk igazolni, hogy tartalmaznak Hamilton-kort.

4.2.1 Definicio: (G graf k-6sszefiiggd)

Egy G gréafot k-szorosan osszefliggének neveziink, ha legalabb k + 1 pontja van, és

G-bdl barhogyan is hagyunk el k-nal kevesebb pontot, az 6sszefliggé marad.

4.2.1 Allitas:
Egy G egyszerd gratban, mely k-szorosan Osszefiiggs és nem tartalmaz £+ 1 méretd

fiiggetlen ponthalmazt (k > 2) van Hamilton-kor.

Bizonyitas:

Az allitas indirekt modon lathatd be.

1.1épés: Tekintsiik G egy maximalis C korét, és tegyiik fel, hogy ezen C' nem
Hamilton-kore a G grafnak. Mivel C' nem alkot Hamilton-kort, ezért a
V(G) — V(C) cstcshalmaz nemiires, igy legyen G ennek egy komponsense.
Jeloljiik x4, ..., zssel a C kor azon pontjait, melyek szomszédosak a GG; kom-

ponenssel. Ekkor C' maximalitdsa miatt nem lehetséges az, hogy valamely x; és
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x; szomszédos legyen a C' koron, ahol ¢ # j, Vi,j € {1,...,s}, kiilonben ezek
G1-beli szomszédaival bovithets lenne a C' kor (x;, x;) ive. Ebbdl kovetkezik,
hogy az {z1,...,xs} cstcshalmaz szétvalasztja a G graf csucsait, vagyis ha
ezeket torolnénk G-bdl, az mar nem lenne Osszefiiggs. Mivel az allitas szerint

G k-szorosan Osszefiiggd, igy s > k adodik.

2. lépés: Haladjunk végig C-n egy tetszéleges iranyban, és jeloljiik yy, ..., ys-sel

az ri,...,xTs pontokat kozvetlen kévets csucsait a C' kornek.

Allitas: vy, ...,y figgetlen ponthalmazt alkot.

4.2.2 Definici6: (Fiiggetlen ponthalmaz)
Az X C V(G) csiucshalmazt fiiggetlen ponthalmaznak nevezziik, ha X

barmely két pontjéara teljesiil, hogy nem szomszédosak.

Bizonyitas: Indirekt, tegyiik fel, hogy v; és y; (1 # jési,j € {1,...,s})
szomszédosak. Ekkor hagyjuk el a C' kérbél az (z;,v;) és (z;,y;) éleket,
és vegyiik be az (y;, y;) €let, valamint azokat, melyek az z; és x; csicsokat
Osszekotik a G1 komponens megfelels csticsain keresztiil. Az igy kapott kor

hosszabb, mivel plusz csticsokat vettiink hozza a GG1-bdl, ami ellentmond

C maximalitasanak, vagyis az y, ..., ys valoban fliggetlen ponthalmaz.
3. lépés: Az yy,...,ys csicsok kozil semelyik sem lehet szomszédos Gi-gyel,
ugyanis ezen pontok mindegyike szomszédos valamely z;-vel (i = 1,...,s),

és az 1. lépésben belattuk, hogy nem lehet a C' korén két olyan pont, me-
lyek szomszédosak és mindkettének van Gy-beli szomszédja is. Igy ha vesziink
egy Yo pontot a V(G) csiucshalmazbol, akkor a kévetkezs S = {yo, y1,- -, Ys}
fiiggetlen ponthalmaz lesz. Viszont |S| = s +1 > k + 1, ami ellentmond az
allitasnak, miszerint a G graf nem tartalmaz k + 1 méreti fiiggetlen cstucshal-
mazt. Ezek alapjan mar lathato, hogy az eredeti feltevés igaz volt, tehat C

valéban Hamilton-kor.

4.3. Legalabb £ hossztisagi kor keresése

A fejezet tovabbi allitdsaiban kicsit enyhitiink a feltételeken, igy nem feltétleniil a
(lehetséges leghosszabb) Hamilton-kor létezését szeretnénk belatni, hanem csak egy
legalabb k hosszisagu kort kivanunk keresni.

El6szor tekintsiink egy segédallitast, melynek eredményét a kovetkezékben még fel-

hasznéaljuk.
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4.3.1 Allitas:
Ha G egy olyan egyszer n ponti graf, melynek minden csticsanak foka legalabb k,
akkor GG-ben talalhato legalabb k + 1 hosszi kor.

Bizonyitas:

Vegytink egy P = (9, x1,...,Tn) leghosszabb utat a G grafban, és tekintsiik ennek
az utnak az x( csicsat. Ezen pontnak minden szomszédja a P uton kell, hogy legyen,
mivel ha lenne egy (x¢, ;) éle a grafnak ugy, hogy x; nem része P-nek, akkor z;-
t a P ut elejére téve egy hosszabb utat kapnak. Az allitas alapjan deg(xy) > k,
igy létezik egy z; cstuics a P tuton, melyre (xo,z;) € E(G) és k < i < m. Ekkor a
C = (xg,...,2;) kornek i + 1 > k + 1 csticsa van, mellyel az allitast belattuk.

4.3.2 Allitas:
Legyen G egy egyszerti, n pontu graf, melynek minden csiicsanak foka legalabb k. Ha
G-re teljesiil, hogy 2-szeresen Osszefiiggd, akkor G-ben vagy talalhato egy legalabb

2k hosszusagu kor, vagy G tartalmaz Hamilton-kort.

Bizonyitas:

Legyen ismét P = (zo, ..., x,) egy leghosszabb utja a G grafnak.

1.1épés: Tegyiik fel, hogy létezik olyan z; és x; pontjai a grafnak, melyekre x
szomszédos xj-vel és x,,, szomszédos x;-vel, tovabba i < j. Az el6z6 allitas
bizonyitasa alapjin ezen x; és x; csticsok részei a P utnak. Tegyiik fel valamint
azt is, hogy a j—1 kiilénbség minimalis az ilyen indexparok kozott, és tekintsiik

aC = (zo,...,%i T, Tm_1,...,T;) KOrt.

- Ha j = i+41, akkor ezen C kor hossza m+1, és sziikségképpen Hamilton-kor,
kiilonben lenne a C' kéron kiviil egy olyan y pont, mely szomszédos C-vel és
a P utnal egy hosszabb utat eredményezne. (Tegytik fel, hogy y szomszédos
a C kor z; pontjaval. Ekkor azon P’ ut, mely az (y,x;) éllel kezdddik, és
végigmegy a C kor élein egészen az x;_; csucsig, egy P-nél hosszabb 1t
lesz, mely a feltevés szerint nem lehetséges, hiszen P a leghosszabb 1t a G

grafban.)

- Most tegyiik fel, hogy 7 > ¢ + 2. Ekkor minden olyan x; pontra igaz, melyre
1+ 1 <1< j—1, hogy nem szomszédos sem z¢-lal, sem x,,-mel, kiillénben
nem allna fenn j —¢ minimalitasa. Ekkor a C kor tartalmazza az x,, cstucsot,
az x, csics Osszes szomszédjat (hiszen minden szomszédja a P uton van
az el6z6 allitas alapjan, méghozza az [x;, x;| intervallumon kiviil, a C' koron
pedig bejarjuk ezen csicsokat) és a P ut minden olyan z, pontjat, melyre

T,41 szomszédos xo-lal kivéve az z;_; cstcsot (ugyanis a feltételek alapjan
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az elsfordulhat, hogy valamely cstccsal xq és z,, is szomszédos (ezeket méar
szamoltuk), ezért nem tekinthetjiik z¢ kozvetlen szomszédait, de az xy pont
szomszédait megel6z6 csucsokat igen, hiszen ezekkel z,, biztosan nem szom-
szédos j — i minimalitdsa miatt, illetve az x;_; az [z;, z;] intervallumba esik,
azt pedig nem érinti a C kor). Ezen csticsokat 6sszeadva a C' kor legalabb 2k

hosszusagu lesz, ugyanis x,,-nek és ro-nak is legalabb k — k szomszédja van.

2. lépés: Nézziik azt az esetet, amikor az x cstucs utolsé szomszédja, legyen ez x;,
elébb van a P tton, mint az x,, csucs els6, x; szomszédja (ezen pontok akar
egybe is eshetnek (i < j)). Tekintsiik a Cy = (¢, ..., ;) és Cy = (25, .., Tp)
koroket. Ezekrdl tudjuk az el6z6 allitas alapjan, hogy legalabb k + 1 hossztak.
Mivel a G graf kétszeresen Osszefiiggs, ezért Ch-et és Cy-t sziikségképpen Py
és Py, két fliggetlen ut koti Ossze, hiszen, ha ezen utaknak lenne kézos pontja,
akkor azt tordlve a graf egybdl két részre esne szét, vagyis nem teljesiilne a
kétszeres OsszefiiggGség.

Mivel most P = (2o, ..., T4, ..., Tj, ..., L), €zért z; és x; kozott vezet egy ut,
igy els6 esetben feltehetjiik, hogy P, és P, koziil valamelyik ez.

Egy masik lehetséges eset, hogy P, és P, koziil az egyik x;-ben kezdddik. Ha
nem igy lenne, akkor az (x;,...,x;) tton haladva elsbb-utébb vagy elérnénk
Cs-t (ha ezt az x; pontban tessziik, akkor az els§ esetet kapjuk vissza), ekkor
az x;-t6l Cy-ig tarté ut is lehet Py vagy P, vagy ralépink P, (p = 1,2) 1t
egyik x, cstcsara, ekkor helyettesithetjiik a P, at C}-t6l x.-ig tart6 szakaszat
az x;-t6l x,-ig tartd attal. Hasonloan beldthato, hogy létezik olyan 1t is, mely
fiiggetlen az el6bb talalt P,-t6l és z;-ben végzddik.

Mindkét esetben megadhato tgy egy kor, mely P, és P, utakat hasznélva
Osszekoti C és Oy koroket, igy hossza nagyobb, mint 2k.

4.3.3 Allitas:
Ha G olyan n pontu egyszert graf, melyben tébb, mint @ élvan (2 <k < n),
akkor G-ben talalhato legaldbb k£ + 1 mérett kor.

Bizonyitas:

Az Allitas n szerinti indukcidval lathato be.

e n = 3 esetén k = 2 adddik, ekkor a grafnak legaldbb 3 éle van, igy K3, vagyis

igaz az allitas.
o Tegyiik fel, hogy n — 1 cstucsig igaz az allitas.

e Most nézziik n cstcsra, és elgszor tegyiik fel, hogy létezik egy olyan x cstcsa

G-nek, melynek foka legfeljebb g Ekkor, ha ezt a cstucsot toroljiik a grafbol,
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akkor az igy kapott G’ = G — x grafnak legalabb

k(n—1) k  k(n—2)
2 2 2
éle van, mely az indukcios feltevés miatt tartalmaz egy legalabb k + 1 méretd

kort, igy az eredeti G graf is kell, hogy tartalmazzon.

Ezek utan nézziik azt az esetet, melyben minden cstcs foka legalabb %, és

tegyiik fel, hogy G nem kétszeresen Osszefiiggs, vagyis ha G = G1UG, elGéllitas
fennall, akkor |V (G1) NV (Gy)| < 1 teljesiil. Ekkor a kovetkezs lesz igaz:
E(V(G)[ + [V(G2)| - 2)

k(n—1)
[E(G)| + [E(G2)| > 5 2 5 =

= SIV(@D = 1)+ SV (@) - 1)

Ekkor ¢ = 1 vagy i = 2 esetén fenn kell, hogy alljon az alabbi:
k
[E(Gi)] > S(IV(G)| = 1).

Mivel ez G-nek egy részgrafja, igy tudjuk ra alkalmazni az indukciot, igy ebben
az esetben is igaz az allitas.

Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor G kétszeresen Osszefiiggs. Ekkor teljesiil-
nek az el6z6 allitas feltételei, vagyis ha minden csics foka legalabb k' = k—‘gl
a graf kétszeresen Osszefiiggs, akkor tartalmaz egy legalabb 2k" = 2- k—gl =k+1

és

méretd kort, mellyel az allitast belattuk.

0

4.3.1 Megjegyzés:
Megfigyelhetd, hogy ha k = n megengedett lenne, akkor egyértelmd lenne az allitas,

hiszen G teljes graf lenne, igy tartalmazna Hamilton-kort.
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5. Utazo6 ligynok probléma

Az utazo ligynok problémaéajaban egy kereskedelmi utazonak adott varosokba kell
elmennie, mégpedig tgy, hogy minden varost csak egyszer latogat meg, majd az
utazasa végén visszatér oda, ahonnan elindult. Ekkor az utjara tekinthetiink ugy,
hogy a meglatogatandd varsok a graf csucspontjainak, mig a varosok kozotti itvo-
nalak az éleknek felelnek meg. Minden ttnak meghatarozott utikoltsége van (mely
szimmetrikus), {gy adodik, hogy tobb alternativ atvonal esetén a minimalis koltség
utat célszerd vélasztani.

Legyen adott egy nemnegativan élsilyozott K, teljes graf (c(e) > 0 Ve € E(K,)),

melyben egy minimalis koltségdi C' Hamilton-kort keresiink, azaz mcin > c(e)-t
ecE(C)
szeretnénk meghatarozni. 8]

5.1. Algoritmusok

Az alabbiakban tekintsiink &t néhény lehetséges szuboptimalis megoldéasi modszert
az utazo ligynok probléméajara.

1. "Nearest neighbor" vagyis a legktzelebbi szomszéd algoritmus:

o Tetszblegesen véalasszunk ki egy x csiicsot a teljes grathol, jeloljiik meg, mint
mér bevett csicsot, majd nézziik meg a beldle kiindulé élek koltségeit. Ezek

koziil vegyilik hozza C-hez azt az e élt, melynek minimalis a koltsége.

e A kivalasztott e él masik végpontjat nevezziik y-nak. Jeloljik meg y-t is bejart
cstcsként, és most tekintsiik a bel6le kiindulo éleket, melyek még bejaratlan
csicsba mennek. Hasonléan az x-hez, az y cstcsnal is a minimalis koltségtit

vegylik hozza C-hez.

e Ezt ismételjiik, mig minden csticsot be nem jarunk és vissza nem tériink az x

pontba. Ekkor megkaptuk egy C' Hamilton-korét a K, teljes grafnak.

5.1.1 Megjegyzés:

Az igy kapott C' Hamilton-kor koltsége: S(C) = > c¢(e) csupan egy felss korlat
ecE(C)
a minimélis koltségd Hamilton-korre. (8]

2. "Insertion methods" azaz beillesztési modszerek:

e Kiindulunk egy valamekkora kortirabol, ami még nem jarja be az 0sszes cst-

csot.

e Kivalasztunk egy pontot és beszurjuk az adott korturaba a legolcsobb modon.
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e Az el6z6 pontot ismételjiik, mig minden cstucsot bejarunk.

Példaul elindulunk egy haromszogbdl és kivalasztunk egy cstcsot. Megnézziik,
hogy hova a legolcs6bb beszurni ezt a kivalasztott pontot, majd beillesztjiik,
ezzel kapva egy négyszoget. Ezt kovetGen kivalasztunk egy djabb cstcsot és
beszirjuk oda, ahova a legolcsobb, igy mér egy 5 hosszu korturank van.

A beszirés soran mindig 1 él kiesik az eddigi korbdl és 2 hozzaadodik, a kiva-
lasztott csticsot oda szurjuk be, ahol ezen élek koltségének kiilonbsége mini-

malis.

Cstcs kivalasztasanak maédja:

a, Legkozelebbi:
Azt a csiicsot valasszuk, amelyiket a legeslegolcsobb besztrni, vagyis ami a
maér felallitott korhoz a legkisebb kitérével beilleszthets.

b, Legtavolabbi:
Mindig a legmesszebbi csiicsot valasszuk ki, amit a legdragabb beszirni,
de a sétaban oda szirjuk be, ahova a legolcsobb. Tehat elindulunk egy 1
csucsu korbdl, kivalasztjuk a legmesszebbi pontot, ezzel kapunk egy 2 csticst
tarat. Ezt kovetGen valasszuk ki a t6liik legtavolabbi pontot, igy mér egy

haromszoget kapunk, majd ezt folytatva egy négyszoget, stb.

5.1.2 Megjegyzés:
Megfigyelések alapjan tipikusan a b, jobb megoldast ad, mint az a. Vagyis ha azt
szarjuk be, aminek a legolcs6bb beszirasa a legdréagébb, az jobb lesz, mintha azt

szurnank be, aminek a legolcsobb beszuréasa a legolcsobb.

3. "Improving methods" azaz javitasi modszerek:
Vegyiink egy tetszéleges bejarast, példaul az elézdek koziil egyet, és azt probaljuk

meg lokalisan javitani.

a, 2-opt: Ha a kapott bejarasban van két keresztezd él, akkor azokat lecseréljiik
ketts rovidebbre, ha van ilyen a grafban. Geometrialiag elképzelve egy négyszog
atloit probaljuk meg lecserélni a négyszog két oldalara. Ezt addig folytatjuk, amig
tudjuk. Ezen algoritmusban 1 javitas keresése soran minden élpart végignéziink,
vagyis a futasi ideje 1 javitasnak O(|V]?).

b, 3-opt: A 2 — opt algoritmus tovabbi javitasa. Ennek soran 3 élet valasztunk ki,
és ezeket probaljuk meg atkotni, hogy révidebb utakat kapjunk. Ilyen cseréket

mér nehezebb talalni, egy javitas soran a futasi ids O(|V]?).
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4. Sorba Aallitott élek algoritmusa:
e Rendezziik névekvs sorrendbe a teljes graf éleit stulyuk szerint.

e ElGszor valasszuk ki azon e élét a grafnak, mely minmaélis salyu, és vegyiik
hozza a C korhoz, valamint jeloljiik meg a két végpontjat, és tartsuk szamon,

hogy héany olyan él indul ki bel6liik, melyek mér részei a C' kdrnek.

e Ezt kovetSen sorra gy véalasszunk ki éleket a graf még ki nem valasztott élei
koziil, hogy az aldbbiak teljesiiljenek:
1. Minimalis stly.
2. Egyik végpontja se legyen olyan cstcs, melybsl mar kiindul két él, ame-
lyek a C' kor részei.
3. Ne alkossunk vele kort, amennyiben még nem tartalmaz n pontot a C

kor.

e Ha kivalasztottuk mar a graf Osszes cstucsét, és az utolso él bezarja a C' kort,

akkor C' egy Hamilton-kore a grafnak. 8]
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6. Hamilton-kor NP-teljessége

A kovetkezo fejezetben belatjuk, hogy a Hamilton-kor eldontésének problémaja NP-
teljes, valamint megvizsgaljuk mas eldontési problémak NP-teljességét is, melyek
bizonyitasat a Hamilton-koérokére vezetjiik vissza.

El6szor tekintsiink 4t néhany fogalmat, melyek a fejezet megértéséhez sziikségesek.

6.0.1 Definicié: (P)

A P olyan polinomidlis osztdlyt, vagy masnéven hatékonyan megoldhaté problémdk
osztalyat jelenti, melybe azon eldontési problémak tartoznak, amikre 1étezik egy
olyan A algoritmus, ami jol megoldja Sket, és létezik egy olyan ¢ konstans is, hogy

A legfeljebb ¢ |x|¢ 1épést tesz meg barmely x input esetén, ahol |z| az input mérete.

<

6.0.2 Definicio: (NP)

Az NP olyan eldontési probléméakbol allo osztaly, melyek polinomialis idében le-
ellendrizhetsk. Vagyis: egy NP-beli eldontési probléma esetén, ha egy z inputra a
valasz "igen", akkor megadhat6 egy polinom hossza z "tanu", melynek segitségével

polinom idében ellendrizhetd, hogy z-re a valasz valoban "igen".

6.0.3 Definicio: (NP-teljes)
Egy x probléméat NP-teljesnek neveziink, ha NP-ben van, és minden y € NP poli-

nomialisan visszavezetheté x-re, azaz = legalabb olyan nehéz, mint y.

6.0.1 Megjegyzés:
Az NP-teljes problémékrol altalaban azt szoktuk gondolni, hogy 6ket nehéz megol-

dani (egyel6re nem ismert rajuk polinomialis algoritmus).

Az iméntiekben leirt definiciok forrasa: 9]
Ezen fogalmak tisztazasa utan térjink ra a fejezet lényegi részeire. A kovetkezs

allitast bizonyitas nélkiil mondjuk ki.

6.0.1 Allitas:
Annak eldéntése, hogy egy adott G grafban van-e Hamiton-iut NP-teljes.

6.0.2 Allitas:
Annak megéllapitasa, hogy egy grafban van-e Hamilton-kor NP-teljes.

Bizonyitas:

Az NP-teljesség bizonyitasahoz két dolgot kell igazolni:
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1. A probléma NP-beli:
Egy konkrét input (azaz egy G graf) esetén az "igen" valaszra tant G egy
Hamilton-kore. Egy adott korrél polinom idében el tudjuk dénteni, hogy

Hamilton-kor-e, vagyis valéban NP-beli a probléma.

2. A Hamilton-kor problémaja legalabb olyan nehéz, mint egy NP-teljes problé-
ma:
Ezen rész belatasa tobbféleképpen is lehetséges, ugyanakkor ez a tematikaba

nem fér bele, ezért a bizonyitasat kihagyjuk.
O

Most tekintsiink egy maésik allitast, melyben felhasznaljuk az el6z6 eredményét. En-
nek az érdekessége az, hogy ha nem egy konstans hosszisagu kort keresiink, hanem
egy olyan nagysagit, mely a graf méretének fiiggvényében van megadva, akkor ezen

eldontési probléma is mar NP-teljes.

6.0.3 Allitas:
Annak eldontése, hogy egy adott grafban van egy legalabb ‘—‘g' hossztsagu kor NP-

teljes.

Bizonyitas:

Az el6z6 allitas bizonyitdsahoz hasonloan most is az alabbi két dolgot kell belétni:

1. A probléma NP-beli:
Egy konkrét input (azaz egy G graf) esetén az "igen" vélaszra ismét tand
G egy kore. Ha mar adott egy kor, akkor arrél polinom idében meg tudjuk

allapitani, hogy a csticsoknak a felét tartalmazza-e.

2. Egy adott grafban |—‘2/| hossztsagu kor keresése legalabb olyan nehéz, mint egy
NP-teljes probléma:
Vezessiik vissza a Hamilton-kor problémajat a % hossztsagnu kor keresésének
probléméjara.
Tekintsiink egy G gréfot, és alkossuk meg bel6le G'-t. Erre tobbféle lehetGsé-

glink is van.

(a) G’ legyen olyan, hogy G-t lemasoljuk egymas mellé kétszer diszjunkt mo-
don, vagy

(b) G’ alljon a G grafbol, valamint vegytink fel még mellé V(G) darab izolalt
pontot.

Mindkét esetben igaz lesz, hogy G-ben pontosan akkor létezik Hamilton-kor,

ha G’-ben létezik @ hosszu kor. Ez a konstrukciobdl egyértelmtien latszik.
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O

A kovetkezd allitas az utazd ligynok problémara vonatkozik, melyre szintén a

Hamilton-kor probléméat vezetjiik vissza.

6.0.4 Allitas:

Az utaz6 ligynok probléma, vagyis annak megallapitasa, hogy egy teljes grafban
az éleken adott metrikus hosszfiiggvénnyel (tehat teljesiil a hosszakra a haromszog-
egyenlStlenség) van-e legfeljebb K hosszusagt Hamilton-kor, NP-teljes.
Bizonyitas:

El6szor is tekintsiik 4t az inputot: teljes graf, d : V x V' — Ry metrikus, azaz
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) Yu,v,w € V, K € R.

Az allitas belatdsahoz most is az alabbi két dolgot kell vizsgalnunk:

1. A probléma NP-belisége:
Erre megfelels tant egy legfeljebb K hossziisagti Hamilton-kor, ez polinomiélis

idében konnyen ellenérizhetd.

2. Egy adott griafban egy legfeljebb K hosszusagi Hamilton-kor keresése van
annyira nehéz, mint egy NP-teljes probléma.
Vezessiik vissza ezen legfeljebb K hosszii Hamilton-kor keresési probléméra a
Hamilton-kor keresésének problémajat.
Tekintsiink most is egy G grafot, és ennek segitésgével definialjunk egy G'-t:
A G’ graf csicshalmaza egyezzen meg a G graf csucshalmazaval, azaz

V(G") := V(G), az élhalmaza pedig a kovetkezd legyen:

(a) ha (u,v) € E(G), akkor d(u,v) := 1,
(b) ha pedig (u,v) ¢ E(G), akkor d(u,v) := 2,

igy G’ teljes graf, valamint K := n. Ekkor az alabbi allitast kell igazolni:
G-ben pontosan akkor van Hamilton-kor, ha G'-ben létezik legfeljebb K hosszu-
sagu Hamalton-kor.

Tegyiik fel, hogy G-ben van Hamilton-kor. Ekkor G’-ben van olyan Hamilton-
kor, melynek minden éle 1 silyt, vagyis pontosan n = K hosszt Hamilton-kor
van G’-ben.

Most nézziik a masik iranyt, vagyis tegyiik fel, hogy G’-ben van legfeljebb
K = n hossztt Hamilton-kor. Ekkor ezen Hamilton-kor csupa 1 sulya élekbdl

kell, hogy alljon, vagyis ez szlikségképpen G-ben is egy Hamilton-kor.
O

A kovetkez§ allitdas Hamilton-kor keresésére vonatkozik a P = N P feltevés teljesiilése

esetén.
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6.0.5 Allitas:
Amennyiben fennallna, hogy polinomialis id6ben eldonthets, hogy egy grafban van-e

Hamilton-kor, akkor polinomialis id6ben meg is tudnank talalni egyet.

Bizonyitas:

Az allitas feltétele, hogy polinomialis idében el tudjuk dénteni, hogy van-e Hamilton-
kor egy G grafban, igy ezt szubrutinként fogjuk meghivni a Hamilton-kor keresé
algoritmus soran.

Legyen |E(G)| = m, és menjiink végig sorba a graf dsszes élén. Mindegyik esetében
vizsgaljuk meg, hogy ha az adott élt torélnénk a grafbol, vagyis ha G — e;-t tekinte-
nénk (1 =1,...,m), akkor a maradék grafban van-e Hamilton-kor. Ezt a szubrutin
meghivasaval polinom idében tudjuk ellenérizni.

Ha a valasz igen, akkor ezt az e; élt elhagyhatjuk a gratbol, hiszen a maradékban
tovabbra is van Hamilton-kér. Amennyiben nemleges valaszt kapunk, az adott élt
hagyjuk bent a grafban, ugyanis ez az él a jelenlegi graf minden Hamilton-koérének
része, hiszen nélkiile mar nem tartalmazna a graf Hamilton-kort a szubrutin szerint.
Ezen eljaras végén éppen egy Hamilton-korét kapjuk a G grafnak, ugyanis csak azo-
kat az éleket tartottuk meg, amelyek egy Hamilton-korben szerepelnek. Ezzel az
algoritmussal polinomialis id6ben megtalaltuk egy Hamilton-korét a G' grafnak, mi-

vel élszdmszor, azaz polinom sokszor hivtunk meg a szintén polinomialis szubrutint.

O
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7. Alkalmazasok

A Hamilton-koéroknek szamos felhasznalésa van az élet kiilonbozs teriiletein, agymint
a szamitogépes grafikiban, az operaciokutatasban, elektromos aramkorok tervezé-
sében, vagy a genomok feltérképezésében. Ezek koziil tekintiink at parat ebben a

fejezetben.

7.1. Az USA-ban elterjedt iskolabuszok

Elssként tekintsiik az iskolabuszok példajat. Az Amerikai Egyesiilt Allamokban nép-
szerd, hogy a didkokat iskolabusszal viszik reggel az iskolaba, illetve onnan délutan
haza. Ezen busz-titvonalak megtervezésének alapjat is a Hamilton-kor keresés adja.
A csiicsoknak a gyerekek hézai feleltethetGek meg, mig az élek a hazak kozott me-
né utakat jelképezik. Természetes cél, hogy a busz a lehets legrovidebb utat tegye
meg gy, hogy kozben olyan ttvonalon megy, mely az iskola érintésével minden diak
héza mellett pontosan egyszer halad el. Ily moédon egy Hamilton-kort tesz meg az

iskolabusz.

Ezen nagyon egyszert példa utan tekintsiink egy sokkal érdekesebbet.

7.2. Genom Osszeallitasa

A genomok szekvenalasa egy meglehet&sen bonyolult folyamat, mellyel rengeteg ku-
tato foglalkozik vilagszerte. A genom a DNS-ben van koédolva (annak bazissorrend-
jében), és egy szervezetnek a teljes 6rokitd informaciojat tartalmazza. [10]

Az alabbi alkalmazéasban megnézziik, hogy a Hamilton-kor (illetve Hamilton-tt)
milyen moédon tud segiteni a genomok 0Osszeéllitasdban. Ehhez felhasznéljuk a de
Bruijn-grafot, az élgrafot, illetve az Euler-vonalat, ezért elGszor tisztézzuk ezen fo-

galmak jelentését.

7.2.1 Definici6: (De Bruijn-graf)

De Bruijn-grafnak nevezziik az olyan iranyitott grafokat, melyeknek cstcsai szim-
boélumok azonos hosszisagi Osszes lehetséges sorozatat jelentik, és iranyitott éllel
kotjik Ossze Gket, ha az egyik a masiknak egy majdnem teljes atfedése, vagyis az
(z,y) eleme az élhalmaznak, ha z = (xy,29,...,2,) és y = (Y1,Y2,...,Yn) €setén

2

) » o »
T2, L3y Lyn = Y1,Y2,-.-Yn—-1 -

Szokés a de Bruijn-grafok feszitett részgrafjat is de Bruijn-grafnak nevezni, ezeket

fogjuk hasznalni az alkalmazas soran.
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7.2.2 Definici6: (Elgraf)
Egy G graf élgrafja egy olyan graf, melynek cstcsai G éleinek felelnek meg, és két

cstcsot Osszkotiink éllel, ha a G grafban nekik megfelels éleknek van kozos pontja.

o
7.2.3 Definici6: (Euler-vonal)

Egy G graf Euler-vonala olyan vonal, mely G minden élét tartalmazza.

<

El6szor nézziikk meg milyen kapcsolat van de Bruijn-graf és élgrafja kozott, tehat
tekintsiink egy de Bruijn-grafot, és készitsiik el ennek az élgrafjat. Az igy kapott graf
csucsal az el6z6 éleinek felelnek meg, vagyis az élgraf csicsaiban eggyel hosszabb
sorozatokat tarolunk, mint az eredeti graf cstucsaiban. (Az eredeti grafban két
cstcsot Osszekotottiink, ha koztiikk majdnem teljes volt az atfedés, igy a két csiicsot
Osszekots él a (csticsokban térolt sorozat hossza + 1) hosszisagu, mivel az elsé
cstcs sorozatahoz hozzéavessziik a masodik cstics sorozatéanak utolso tagjat.) Tehat
ha az élgraf cstcsaiban tarolt sorozatok hossza [, akkor élei a (I + 1)-hosszusagu
részkarakterlacok. Vagyis ha két pont szomszédos (azaz koztiik majdnem teljes az
atfedés), akkor az ket Gsszekotd él a beldlik kapott (I + 1)-hosszusagi sorozatot
jelenti (az els6 csucs [-hosszu sorozatahoz hozzavessziik a masodik csiics sorozatanak
utolso tagjat). Ekkor lathatjuk, hogy ezen élgraf is egy de Bruijn-graf lesz, vagyis
de Bruijn-graf élgrafja az eggyel nagyobb de Bruijn-graf.

Ezek utan vizsgaljuk meg egy de Bruijn-graf és egy nala eggyel nagyobb de
Bruijn-graf kapcsolatat. ElGszor tekintsiik az elbbiek alapjan a kisebbik de
Bruijn-grafot. Ha ebben a grafban végigmegyiink az Osszes élen pontosan egyszer,
akkor a graf egy Euler-vonalat kapjuk meg. Ezek utan nézziikk a nagyobbik de
Bruijn-grafot, ami az el6zének az élgrafja, vagyis ezen grafban a csticsok az elGbbi
graf éleinek felelnek meg. Ha abban minden élen pontosan egyszer haladtunk végig,
azaz Fuler-vonalat kerestiink, akkor ebben a grafban minden cstucson kell ponto-
san egyszer végigmenniink, igy ezen grafnak a Hamilton-utjat kell megtalalnunk.

Tehat 0sszegezve: a kisebbik de Bruijn-graf Euler-vonala a nagyobbik Hamilton-tutja.

7.2.1 Megjegyzés:
Egy de Bruijn-graf Euler-vonalanak megtalalasa linearis idében lehetséges. Ezt ké-

sGbb részletezziik.

Most pedig térjiink ra a konkrét alkalmazasra. Tekintsiink egy béazissorozatot, vagyis
az A,G,C, T bazisokbol alkotott sorozatot. Legyen az R halmaz, ami ezen bazis-

sorozat Osszes, egy el6re meghatarozott hosszisagu részintervallumat tartalmazza
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(multiplicitassal). Ezen R halmaz elemeibdl készitsiink el egy de Bruijn-grafot ugy,
hogy a graf cstucsainak feleljenek meg a meghatarozott hosszisagu bézissorozat-
darabok (vagyis maguk az R elemei), és egy u csicsbol mutasson él egy v csticsba
pontosan akkor, ha u utétagja megegyezik v el6tagjaval, vagyis u masodik karak-
terétsl az utolsd karakteréig tartd bazissorozat megegyezik v elsé karakterétél az

utolso el6tti karakteréig tartd sorozattal.

Példa:

Alljanak a graf cstcsai 3 darab bazisbol. Mutasson az e = (ATTC) iranyitott ¢l
az u csucsbol a v-be, ha u = (ATT) és v = (TTC), vagyis ha u utolsé két bazisa
megegyezik v elsé két bazisaval, igy az u és v csiicsot atfedve 6sszeolvasva megkapjuk

az Gket 0sszekots e élt.

A genomot az igy elGallitott graf segitségével szeretnénk meghatarozni. Tegyiik fel,
hogy az R k-hosszisagu bézissorozat-darabokat tartalmaz, vagyis az eredeti bazis-
sorozatot k hosszu részintervallumokra daraboltuk fel az Gsszes lehetséges mddon.
Ekkor a cstcsokban k darab bazist tarolunk, és igy az élek (k + 1)-hosszisagu
bazissorozatoknak felelnek meg, ugyanis a két csticsnak k& — 1 koz0s béazisa van és
ehhez vessziik hozza az els6 cstcs els6- és a masodik cstics utolsé béazisat. Ha ebben
a grafban az egyik csticsbo6l atmegyiink a mésikba egy él mentén, az annak felel meg,
hogy egy k bazisbol allo sorozathoz hozzavesziink még 1 bazist (a méasodik cstcs
utolso bazisat), igy egy (k + 1)-hosszusagit kapunk. Az idealizalt feltevések mellett
(mely szerint fel tudjuk darabolni az eredeti bazissorozatot azonos hosszisagi
darabokra), a genomot egy olyan ttvonal irja le, amely minden béazist pontosan
egyszer tartalmaz, azaz az atfedési graf egy Hamilton-utja. Hiszen a csiicsokon
sorban végighaladva minden lépésben egy tjabb bézist tesziink hozza a késziilg
genomhoz, és Hamilton-ut 1évén az eredeti bazissorozat minden bézisat pontosan

egyszer vessziik be.

A fentiek alapjan a kovetkezg 2 allitdas ekvivalens és lineéaris idében megold-
hato:

1. Fuler-vonal keresése de Bruijn-grafban, ahol az élek a bazisok k-hosszi rész-

lancainak felelnek meg.

2. Hamilton-ut keresése de Bruijn-grafban, ahol a csticsok a bazisok k-hosszu

részlancainak felelnek meg.

Az els6 azt jelenti, hogy az Osszeallitasi feladat linearis id6ben megoldhato, ha egy
Euler-vonalat keresiink egy de Bruijn-grafban. A mésodik allitas érdekessége, hogy
de Bruijn-grafban a Hamilton-1it keresés is megoldhato linearis idében a fentiekben

részletezett Otlet alapjan.
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Minden Euler-vonal, illetve Hamilton-ut egyetlen genom-rekonstrukcionak felel meg.
Igy amennyiben egy grafban tébb Euler-vonal, vagy Hamilton-ut talalhato, az azt
jelenti, hogy a genom szerkezete a rendelkezésre all6 adatok alapjan nem egyértel-
mi. Vagyis ugyanazon R bézissorozatok halmazat hasznalva kiilonboz& genomok
rekonstrualhatok, amelyek mindegyike teljes mértékben megfelelhet a valdésagnak
a rendelkezésre allo adatok szerint. Ezek alapdn nem valaszthatunk ki onkényesen
egyet koziiliik, hiszen nem tudhatjuk, hogy melyik az eredeti genom. Ez az oka
annak, hogy semelyik gyakorlatban is hasznalt Osszeéllitoé algoritmus sem hasznél
Euler-vonalat vagy Hamilton-utat keres6 algoritmust. Ehelyett az 0sszeallito algo-
ritmusok kimenetelei ugynevezett kontigok (hosszu, Osszefiiggs szegmensek), ame-
lyekrsl egyértelmiien arra lehet kovetkeztetni, hogy a genom részei. Az ilyen szeg-
mensek meghatarozasa egészen mas szamitasi probléma, mint egyetlen Euler-vonal
vagy Hamilton-ut megtalélasa.

A fentiekben leirt alkalmazas a [11] forras alapjan késziilt.

7.2.1. Euler-korvonal keresése - Hierholzer-algoritmus

Ahogyan azt korabban megjegyeztiik az Euler-vonal linearis id6ben megtalalhato.
Ezen allitast igazolva tekintsiik at az alabbiakban a Hierholzer-algoritmust. El§szor
az Euler-korvonal keresésérdl latjuk be, hogy megvalosithatd lineéaris idéban, majd

az algoritmus kis modositasaval igazoljuk, hogy ez Euler-vonal keresésére is igaz.

Vegyiink egy Osszefiiggs grafot, melyben minden cstcs foka péros.

o Tetszblegesen vélasszuk ki egy kezd§ v cstcsat a grafnak, és innen haladjunk
végig az élek egy utvonalan egészen addig, mig vissza nem ériink a v csicsba. A
v-n kiviil egyetlen csticsnal sem akadhatunk el, mivel minden cstcs foka péros,
igy amikor a nyomvonal egy masik w cstucsaba 1ép be a grafnak, akkor kell
lennie egy a w-t elhagyo élnek is. Igy kaptunk egy korsétat a grafban, tehat

még el6fordulhat, hogy ez nem fedi le a graf osszes élét.

e Mindaddig, amig létezik olyan u csticsa a grafnak, amely az aktualis korsétdhoz
tartozik, és ezen wu-nak van olyan éle, mely nem része az eddig megkapott
korsétanak, tegyiik a kovetkezdt: Inditsunk el egy mésik keresést u-bol az elsé
pont mintdjara, ezzel a még fel nem hasznalt éleket Gsszekotve addig, amig
vissza nem tériink az u csicsba, és csatlakoztassuk az igy kialakitott korsétat
az el6z6hoz. Az el6z6 korséta mentén menjiink el a v csicsbol az u cstcsba,
jarjuk be az 10j korséta ttvonaldt, majd u-ba visszatérve folytassuk az elsd

korséta mentén az utat.
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e Mivel feltettiik, hogy a graf osszefiiggs, igy az el6z6 pontot ismételve megkap-

juk a graf osszes élét.

Az Euler-vonal keresése annyiban kiilonbézik a fentitsl, hogy ott kezedtben egy olyan
grafot vesziink, mely amellett, hogy Osszefiiggs tartalmazhat legfeljebb két paratlan
foku csticsot. Az Euler-vonal keresését egy paratlan foku ¢ csticsbol inditva kezdjitk
el. Ekkor két helyen akadhatunk el, vagy visszaériink a t csiicsba pont agy, mint az
elébb (ezzel t fokszama az FEuler-vonalban még felhasznalatlan éleket tekintve 2-vel
csokkent, vagyis tovabbra is paratlan foku csiucsnak tekintjiik), vagy a méasik parat-
lan foki cstcsba érkeziink. Ez utébbi esetben tehat kiindultunk az egyik paratlan
foku csticsbol és a masikba jutottunk el, vagyis mindkét cstcsnak az Euler-vonalba
még nem bevett éleit tekintve paros fokava valt, tehat ebben az értelemben mostmér
minden cstcs foka parosnak tekinthetd.

Példaul a duplan linkelt lista adatsruktura hasznélataval szamon tudjuk tartani az
egyes csiicsokhoz tartozd még fel nem hasznélt élek halmazét, az aktuélis korséta
azon csucsait, amelyek rendelkeznek még hasznalatlan éllel, illetve magat a turéat,
vagyis az algoritmus egyes miiveleteit (az egyes cstucsokbol kiléps, még bejaratlan
élek keresése, egy korséta 1j kezdGesiicsanak megtalalésa, valamint két, azonos cstics-
hoz kapcsolodo korséta dsszekapcesolasa). Ezek mindegyike konstans idében végre-

hajthato, igy ezen algoritmus linearis id6t vesz igénybe, O(|E|). [14]

7.3. Az utaz6 iigynok probléma

Az utazé iigynok problémanak szamtalan felhasznéalasa 1étezik kiilonbo6z6 teriilete-

ken. Ezek koziil fogunk az aldbbiakban parat megismerni.

1. Starlight Interferométer Program
A houstoni Hernandez Engineering és a Brigham Young Egyetem mérnokeibdl
allo csapat kisérleteket végzett abbol a célbol, hogy optimalizalja a leképezen-
dé égi objektumok sorrendjét egy NASA programban. A tanulmany célja az
volt, hogy minimalizalja az tizemanyag felhasznalasat a célzasi és képalkotéasi
mandverek soran a kiildetésben résztvevd miiholdak esetében. Az utazo tgy-
nok probléméban a varosok a leképezendd égi objektumoknak, mig az utazasi
koltségek az ahhoz sziikséges lizemanyag mennyiségének felelnek meg, hogy a

két mitholdat az egyik képrdl a méasikra athelyezziik. [12]

2. Ermegytjtés
Az utazo ligynok probléma egyik régi alkalmazasa az érmék begytijtésének tite-
mezése a nyilvanos telefonfiilkékbdl egy adott régioban. Kiilonféle érmegytijtési
problémék megoldésira a Concorde megoldd program heurisztikajanak modo-

sitott valtozatat hasznaltak. A modositasokra az egyiranyu utcak és a varosi
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utazas egyéb jellemzGinek kezelése miatt volt sziikség, amelyek ebben az eset-
ben irrealissé teszik azt a feltételezést, hogy az x pontbél az y pontba utazas

koltsége megegyezik az y-bol z-be valo utazas koltségével. [12]

3. Whizzkids’96 Vehicle Routing
A Whizzkids egy matematika verseny volt 1996-ban, melyre barki nevezhetett.
A feladat az volt, hogy megoldjak az ujsagok kézbesitési tervének csoporto-
sitasat és iranyitasat a jelentkezdk. Azaz pontosabban: négy hirlapszallito fia
120 ujsagot juttat el az eldfizetGknek. Egyszerre indulnak egyetlen depobol.
A feladatuk az, hogy a lehets legkorabban kézbesitsék az utolso ujsagot. Az
egyértelmiiség végett a problémat Manhattanben helyezték el, igy az el6fizetSk
cimét egyszertd (z,y)-koordinatakkal irhatjuk le, és az elsfizetéparok kozotti

tavolsagot a Manhattan-tavolsag hatarozza meg. [13]

7.3.1 Megjegyzés:
Egy z = (71, 72) és egy y = (y1,y2) pont Manhattan-tavolsiga:

|21 — Y1 + |22 — Y2l

A Concorde megold6 program egy modositott valtozatat hasznaltédk arra, hogy
bizonyitsdk a verseny gydztese valoban egy optimélis megoldasat adta a fel-
adatnak. [12]

7.3.1. Concorde megold6 program

A fenti alkalmazésokban emlitésre keriilt a Concorde megold6 program, tekintsiik
at réviden mirdl is van sz6 ebben.

A Concorde egy szamitogépes kod a szimmetrikus utazo tigynok probléméra (TSP)
és néhany kapcsolodo haldzatoptimalizalési feladatra. A koédot ANSI C programo-
zasi nyelven irtak, és szabadon elérhetd tudoméanyos kutatési célokra. A Concorde
letolthetd konyvtara tobb mint 700 funkciot tartalmaz, melyek segitségével lehets-
séget biztositanak a felhasznalok szamara, hogy specialis kodokat hozzanak létre a
TSP-hez hasonl6 problémék megoldasara. [15]

A Concorde egy elérehaladott, preciz TSP-megoldé a szimmetrikus utazé tigynok
problémara, mely a Branch & Bound (korlatozéas és szétvilasztas) eljarason és
probléma-specifikus vagasosikos modszereken alapul. Egy specialisan tervezett, ugy-
nevezett (QSopt lineéaris programozési megoldot hasznal. Egyesek szerint a Concorde
a legjobb ismert pontos algoritmus az utazo ligynck probléméara. A Concorde futa-
si idejét 1ényegében véletlenszeri, egységes példakon vizsgaltak. Példaul Applegate
megvizsgalta, hogy a fentiekben emlitett példakon a sziikséges futasi ids a példa |V|

méretének exponencialis fiiggvényeként novekszik. [16]
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