NYILATKOZAT

Név: Fodor Péter

ELTE Természettudomanyi Kar, szak: Matematika

NEPTUN azonositéo: VAN30I

Szakdolgozat cime:
Grafikus Modellek és Kontingencia Tablak Elemzése

A szakdolgozat szerzéjeként fegyelmi felelosségem tudatidban kijelentem, hogy a
dolgozatom 0nall6 szellemi alkotdsom, abban a hivatkozasok ¢és idézések standard

szabalyait kovetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a megfeleld idézés

nélkiil nem hasznaltam fel.

Budapest, 2022.05.28 g;éé%/ %-

a hallgato aldirdasa




Grafikus Modellek és Kontingencia
Tablak Elemzése

Fodor Péter

Matematika BSc, alkalmazott matematika szak

Szakdolgozat

Témavezetd:

Dr. Csiszar Villo

Eotvos Lorand Tudomédnyegyetem
Természettudoményi Kar
Budapest, 2022.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2. Feltételes fiiggetlenség
2.1. Figgetlenség definicidja . . . . . . . . . . ...
2.2. Feltételes fliggetlenség alaptulajdonsdgai . . . . . . . ... ... ... .....
2.3. Markov tulajdonsdgok . . . . . ...
2.4. Markov tulajdonsigok ekvivalencidgja . . . . . . ... ...

3. Grafikus modellek
3.1. Irdnyitatlan modellek . . . . . . . . . . . ... ... ...
3.2. Irdnyitott modellek . . . . . . . . . .. ... . ... ..
3.3. Haromalapmodell . . . ... ... ... ... ... .. ... ... ...
34, D-szepardCi® . . . . ... e e e
3.5. Osszehasonlitds . . . . . . . . . . .

4. Graf dekompozicié
4.1. Dekompozicidédefinicié . . . . . . . . .. ...
4.2. Tokéletes felsorolds . . . . . . . . . . ... e

5. Kontingencia tablak
S0, Jeldlések . . . . oL
5.2. Figgetlenségatablazatban . . . . . . .. ... ... ... . L.
5.3. Loglinedriselemzés . . . . . . . . . . ... e
5.4. Loglinedris reprezentdcio . . . . . . . . . . ... e e

6. Egy példa

7. Hipotézis vizsgalat
7.1. Fiiggetlenség vizsgalat khi-négyzet probaval . . . . . . . ... ... ... ...
7.2. EgzaktszamoldsimoOdszer . . . . . . . . .. ... Lo
7.3. Monte Carlomddszer . . . . . . . . . .. L

NoREN BV RN S

21
21
24

27
27
29
30
34

37



1. fejezet

Bevezetés

Rengetegszer el6fordul, hogy bizonyos tulajdonsdgok szerint osztdlyozni, csoportositani sze-
retnénk kiilonboz6 objektumokat. Példaul nézhetjiik egy osztdlyban a fitk és lanyok felvételi
eredményeit, kiillon a magyart és matematikat. A didk neme (kétféle lehet) , magyar eredmé-
nye (6tféle) és matematika eredménye (6tféle) alapjan az adatokat kigytjtve egy 2 X 5 X 5-0s
tdblazatot kapunk, ami alapjan kovetkeztetéseket szeretnénk levonni. A dolgozat célja, hogy
bevezetést adjon a tobbdimenzids tdblazatok elemzésébe. A tdbldzat valtozdinak kapcsolatit a
masodik fejezetben bemutatott fiiggetlenség, illetve feltételes fiiggetlenség segitségével probal-
juk értelmezni. A harmadik fejezetben a tablazat valtozoit, mint egy graf csucsait dbrazoljuk és
azt részletezziik, hogy egy ilyen dbrazolas segitségével mit lehet leolvasni a valtozok kapcsola-
tar6l. A negyedik fejezet a dekompondlhat6 grafok néhdny tulajdonsdgat jarja koriil, amit azzal
a céllal vezetiink be, hogy a tablazat alapjan készitett modellhez maximum likelihood becslést
készitsiink. Természetesen egy tabldzathoz tobbféle modellt is készithetiink, azonban az 6t6-
dik fejezetben mutatunk egy lehetséges mddszert, hogy a sok modell koziil melyiket védlasszuk
ki. A hatodik fejezetben egy példan keresztiil foglaljuk 0ssze a kordbbi fejezetek tartalmat. A
hetedik fejezet a modell helyességének elemzését aszimptotikusan, illetve konkrét szamoldsok
utjan vizsgélja.

A dolgozat elkésziiléséért koszonetet mondok Dr. Csiszdr Vill tandromnak odaadé mun-
k4jaért és hasznos tandcsaiért. Haldval tartozom még csaldidomnak, hogy tanulmédnyaim sordn
végig tdmogatni tudtak. Kiilon koszonet illeti baratnémet a sok biztatasért és tiirelméért.



2. fejezet

Feltételes fiiggetlenség

Ez a fejezet Steffen L. Lauritzen [2] konyvének harmadik fejezete alapjan {rédott.

2.1. Fiiggetlenség definicidja
2.1.1. Definicié. Legyenek A, B események, ekkor azt mondjuk, hogy A és B fiiggetlenek, ha

P(AB) = P(A)P(B). 2.1)

Tehat annak a val6szintisége, hogy mindkettd egyszerre bekovetkezik, megegyezik az egyes
események valészintiségének a szorzatdval. Ugy is értelmezhetjiik, hogy A és B események
fliggetlensége fenndll, ha nem végziink el elére semmilyen méas megfigyelést, jelolje A és B
fliggetlenségét A 1L B.

2.1.2. Definicié. Legyenek A, B események, ahol P(B) > 0, ekkor az A esemény B feltételre

vonatkoz6 feltételes valoszintisége

P(AB
P(A|B) = }E(—B)) (2.2)

Szemléletesen P(A | B) jelentése, az A esemény bekovetkezésének valdszintisége, ha elbre
tudjuk, hogy B esemény bekovetkezett. Adodik, hogy ha A és B események fiiggetlenek, akkor
P(A) = P(A | B). Most ratériink a feltételes fiiggetlenség fogalmara.

2.1.3. Definicié. Legyenek A, B, C események, ahol P(C) > 0, ekkor azt mondjuk, hogy A és B

feltételesen fiiggetlenek a C esemény mellett, ha
P(AB|C)=PA | C)P(B|C). (2.3)

2.1.4. Definici6. Legyenek X, Y, Z diszkrét valdszintiségi valtozok, ekkor azt mondjuk, hogy X
és Y feltételesen fliggetlenek feltéve Z, ha

PX=xY=y|Z=2)=PX=x|Z=2)P(Y =y|Z=2). (2.4)



Bevezetjiik az A 1L B | C jelolést, itt C = ( esetén a sima A 1 B fiiggetlenséget kapjuk
vissza. Definidljuk a feltételes fiiggetlenséget abszolut folytonos valdszintiségi valtozok esetén
is. Egyszert(ibb jelolés érdekében legyen f a megadott valtozok szerinti megfeleld sirliségfiigg-
vény.

2.1.5. Definicié. Legyenek X, Y, Z egyiittesen abszoltt folytonos valészintiségi valtozok a Le-
besgue mértékre nézve, ekkor azt mondjuk, hogy X és Y feltételesen fiiggetlenek feltéve Z, ha

a feltételes stirliségfiiggvényiik
fyl2) = fx2f(y]z2)
alakban 4all eld.
2.1.1. Allitas. Legyenek X, Y, Z abszoliit folytonos valésziniiségi vdltozok, ekkor:
(i) X LY|Z & flxyz) =150

(it) X LY |Z = f(x]y,2) = f(x]2)

(iii) X LY | Z = f(x,yl2) = f(x|2)f(y]2)

(iv) X LY |Z < f(x,y,2) = hi(x,2hy(y, 2) megfeleld hy, h, fiiggvényekkel

(V) X LY |Z = f(x,y,2) = f(x[2)f(y.2)

Bizonyitds. Az 6sszes ekvivalencia atrendezésekkel adédik 2.1.5 definiciébdl. Megmutatjuk az

elsd két esetet:

B 02 = f(y | DFE) = fGx | Df 0 | D) = LeeD 02 oy T DT:2)

f@ f@ f@
N _ Sy, 9 [y af@ _ f&laf019f@) _
A O R R I D

2.2. Feltételes fiiggetlenség alaptulajdonsagai

A kovetkezd tulajdonsdgok alapvetd fontossaguak, a feltételes fliggetlenség axidomadinak is ne-
vezhetnénk 6ket. Legyenek X, Y, Z diszkrét valdszintiségi valtozok, f pedig legyen a megadott
valtozok szerinti megfelels stiriségfiiggvény a szamlalé mértékre nézve.

(Cl) HaX LY |Z,akkorY IL X | Z.
(C2)y HaX LY |Zés U =h(X),akkorU 1L Y | Z.
(C3)) HaX 1LY |Zé U = h(X),akkor X 1L Y | (Z, U).

(C4) HaX LY |Zés X L W|(ZY), akkor X 1L (W,Y) | Z.
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Bizonyitds. (C1) és (C2) trividlis. (C3): Tudjuk, hogy f(x,y | 2) = hi(x,2)h2(y,z). Mivel u =
h(x)igy f(x,y,z,u) = f(x,y,2), kiilonben 0, ha u # h(x). Ekkor tehat

Gy, zou) = Hu = h()lh (x, ha(y, 2) = I (x, 2, wh(y, 2, ).
(C4): Definici6 szerint ekkor
L fleylz) = fx12f0]2)
2. feowlzy) = fxlzy)fwlzy)

Innen meg kell mutatni, hogy f(x,w,y | z2) = f(x | 2)f(w,y | ). Fejezziik ki az aldbbi tagokat

az elofeltevések segitségével.

Syl f(y,2)

TeD=50Ts =~ Tow
oy 5y 000D JO3D1000) [ 79020 fewd
’ /@) f@) FOf Gy f@fG 3o

foy. 2 feow.y,2) _ fxw,y,2)
f»r2  f@f(x]y.2) f(2)

ami éppen (C4). O

fxlfw,ylz) = =fl,w,y|2)

Semi-graphoidnak nevezziik az olyan algebrai strukturat, ami teljesiti (C1)-(C4)-et, ugy értel-
mezve, hogy X, Y,Z egy véges halmaz diszjunk részhalmazai és U = h(X) jelentése, hogy
UcX.

2.2.1. Példa. Legyen G(V,E) egy grdf és legyen X,Y,Z C V részhalmazok. Ekkor X 1 Y | Z
jelentse azt, hogy Z elvdlasztia az X csvicshalmazt Y-tol. Ebben az értelmezésben vizsgdljuk meg
(C1)-(C4) dllitasait.

(Cl) Ha Z elvdlasztja X-et Y-tol, akkor Z elvdlasztia Y-t az X-t6l.

(C2) Ha Z elvdlasztia X-et Y-t6l, akkor tetszoleges U C X esetén fenndll, hogy Z elvdlasztja
U-t Y-tol.

(C3) Ha Z elvdlasztja X-et Y-t6l, akkor X-et és Y-t a Z U U is elvdlasztia egymadstol, ahol
U C X tetszdleges.

(C4) Ha Z elvdlasztia X-et Y-tol és Z U Y elvdlasztia X-et W-t6l, akkor Z elvdlasztia X-et
WU Y-tdl is.

Meglepd, hogy a (C1)-(C4) axiémdk hétkéznapi nyelven is megfogalmazhatdak.

2.2.2. Példa. Legyen most X L Y | Z jelentése, hogy tudva Z-t, az X elolvasdsdhoz, nem kell
Y-t elolvasni és U = h(X) értelmezése, hogy U az X egy fejezete.

(Cl) Tudva Z-t, ha X elolvasdsdhoz nem kell Y, akkor Y elolvasdsdhoz sem kell X.
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(C2) Tudva Z-t,ha X elolvasdsdhoz nem kell Y, akkor X egy fejezetének elolvasdsdahoz sem kell
Y.

(C3) Tudva Z-t,ha X elolvasdsdhoz nem kell Y, akkor X egy fejezetének elolvasdsa utdn is igaz,
hogy Y nem kell X elolvasdsdhoz.

(C4) Tudva Z-t,ha X elolvasdsdhoz nem kell Y és elolvasva Y-t, X elolvasdsdhoz nem kell

elolvasni W-t, akkor sem Y sem W nem kell X elolvasdsdhoz.

2.2.1. Allitas. Legyenek X, Y,Z, W abszoliit folytonos valésziniiségi vdltozok és tegyiik fel, hogy
létezik f(x,y,z,w) > 0 egyiittes siiriiségfiiggvény.

(C5) HaX LY |(ZW)ésX L Z|(Y,W)akkor X L (Y,Z)|W.

Bizonyitds. (C5): Abszolit folytonos valdszinliségi valtozok esetén a feltételes fiiggetlenség

(iv) tulajdonsdga alapjén:

XLY|(ZW) = f(x,y,z,w) = a(x,z, w)b(y, z,w)
XLZ|Y,W) = fx,y,z,w) = c(x,y,wd(z,y, w)

ahol a, b, ¢, d a megfeleld fiiggvények. Ekkor atrendezve kapjuk, hogy

a(x,z,w)b(y, z,w)
ey W) =

Mivel csak a jobb oldal fiigg z értékétdl, ezért rogzitett z = zo mellett
c(x,y,w) = a(x, w)@(y, w).
Ezt visszahelyettesitve ¢ helyébe
c(x,y, w)d(z, y, w) = ax, wb(y, w)d(z, y, w) = ax, wd(z, y, w).

Ami definici6 szerint éppen (C5) tulajdonsag. O

Graphoidnak nevezziik az olyan struktdrdkat, amik (C1)-(C5) tulajdonsdgokat teljesitik.

2.3. Markov tulajdonsagok

Ebben a fejezetben grafok csuicsain értelmezett valdszintiségi valtozokkal fogunk foglalkozni.
Célunk jobban megvizsgalni a valdszinliségi valtozékon értelmezett feltételes fliggetlenség és
a grafokon értelmezett elvdlasztds kapcsolatat. E16szor bevezetiink két jelolést.

bd(v) ={u €V :uv € E}. Azaz v cstcs szomszédai.

cl(v) = bd(v) U {v}. Azaz v és v cstics szomszédai.



Ha a € V egy csucs a grafon, de a valdszintiségi valtozora gondolunk, akkor X, helyett csak a-t
fogunk irni. Ha A C V akkor pedig X,ecs helyett csak A jelolést fogjuk hasznélni.

2.3.1. Definicio. Legyen G(V, E) iranyitatlan graf, a cstcsain értelmezett X,y valdszinlségi

valtozokrol azt mondjuk, hogy teljesitik

(P) apéaros Markov tulajdonsagot, ha Y(a,8) € V nem szomszédos csticsok esetén
allBlV\{epBl (2.5)

(L) alokalis Markov tulajdonsdgot, ha Vo € V esetén

a ll V\cl(a) | bd(a) (2.6)

(G) a globalis Markov tulajdonsédgot, ha Y(A, B,C) C V diszjunkt halmazok esetén, ahol C
elvalasztja A és B -t
Al B|C. 2.7)

Rogton nézziik meg, hogy mi a kapcsolat ezen tulajdonsdgok kozott.

2.3.1. Allitas. Minden irdnyitatlan grdfon értelmezett valosziniiségi eloszldsra teljesiil, hogy

(G) = (L) = (P) (2.8)
A bizonyitdsban csupan (C1)-(C4) allitasait fogjuk haszndlni, igy minden semi-graphoidra

érvényes.

Bizonyitds. (G) = (L) nyilvanvalo, hiszen 2.6 feltétele csupén specidlis esete 2.7-nek.
(L) = (P), azaz tegyiik fel 2.6 érvényességét . Ekkor 8 € V \ cl(«@) mert a, 8 nem szom-

szédosak.
bd(@) U (V \ cl(a) \ {B}) =V \ {a,B}
Ezt és (C3) tulajdonsdgot hasznalva, mivel (V' \ cl(a) \ {8}) c V \ cl(a)

a L V\cl(@) | bd@)U(V\ cla)\ {B) =
all V\cla)| V\{a,pB)

Mivel g € V'\ cl(a) igy (C2) miatt kapjuk, hogy @ 1L 8| V \ {a, 5}, ami éppen 2.5. O
Altaldban visszafelé nem igaz, erre egyszerti példdkat lehet gyartani.

2.3.2. Példa. Legyen X =Y =ZésP(X =1)=P(X =0) = % ss tekintsiik 2.1 dbrdt. Ekkor a

pdros Markov teljesiil, de a lokdlis Markov nem teljesiil.

Hiszen Z-t ismerve X, Y konstansok és konstansok fiiggetlenek, igy (P) teljesiil. Azonban

X I (Y, Z) nem fog teljesiilni, vagyis (L) sériil.



® O——®

2.1. abra. (P) de nem (L)

2.3.3. Példa. Tekintsiik 2.2 dbrdn ldthato grdfot. X L Wés P(X = 1) = P(X =0) = P(W =
1) =PW =0) = %, tovibba X = Z,V = W,Y = ZV. Ekkor a lokdlis Markov teljesiil, mert
minden csiicsot egyértelmiien meghatdroznak a szomszédai, de a globdlis nem:

Nézziik X L W | Y esetét, X = 1,Y = 0, W = 0 helyettesitéssel.

Ekkor PX =1,W=0]Y =0) =1, azonban PX =1|Y=0PW=0|Y =0) =1 - 2.

® © & ® ®

2.2. abra. (L) de nem (G)

2.4. Markov tulajdonsagok ekvivalenciaja

Szeretnénk biztositani a visszafele irdnyt is, ehhez tekintsiik az aldbbi tulajdonsdgot, ami méar
garantdlni fogja a Markov tulajdonsdgok ekvivalencidjat. Az aldbbi tulajdonsag a (C5) analdgi-
4jéra épit.

ALB|CUDéEALC|BUDakkorA L BUC|D (2.9)
2.4.1. Tétel. (Pearl és Paz) Ha egy valosziniiségi eloszldsra teljesiil 2.9 tulajdonsdg az alap-

halmaz minden A, B, C, D diszjunkt részhalmazdra, akkor
(G) = (L) = (P). (2.10)

Bizonyitdas. Megmutatjuk, hogy (P)=—=(G). Indukci6t fogunk alkalmazni visszafelé a C elva-
laszté halmaz mérete szerint. Feltehetd, hogy A, B nem iires halmazok, ekkor |C| < |V| — 2.
Ha |C| = |V| — 2 akkor A és B is egy elemi halmaz, a kérdéses feltételes fiiggetlenséget (P)
garantdlja.

Tegyiik fel, hogy |C| = n < |V| — 2 és minden n-nél nagyobb méretl szepardlé C halmazra
igaz az 4llitas. Vizsgéljuk el6szor AU BU C =V esetét. Ekkor feltehetd, hogy |A| > 2. Vegyiink
egy a € A csticsot. Ekkor (C2) és (C3) tulajdonsagokat alkalmazva C U {a} elvdlasztja A \ {a} és
B halmazt, tovdbba C U (A \ {a}) elvdlasztja @ és B halmazt. Mivel az elvdlaszté halmaz mérete

mindkét esetben legaldbb n + 1 igy az indukcids feltevés miatt

B 1 A\{a}|CU{a}
Bla|CUA\{a}.



Innen 2.9-et alkalmazva megfeleld helyettesitéssel B IL A | C adédik. Most nézziik AUBUC C V
esetet. Valasszunk @ € V' \ (A U B U C) csticsot. Ekkor C U {a} is elvdlasztja A és B halmazt,
indukcios feltevés miatt, ekkor A 1L B | C U {a}. Két eset fordulhat el

(1) AU C elvélasztja {a}-t6] B-t, azaz {a} 1L B | A U C indukci6s feltevés miatt.

(i1)) B U C elvélasztja {a}-t6l A-t. azaz {a} L A | BU C indukcids feltevés miatt.

Az elsd esetben 2.9 miatt A U {a} IL B | C, ahonnan (C2) alkalmazdsaval A 1L B | C is igaz. A
masodik eset szimmetria miatt ugyanigy belathato.

O

2.4.2. Definicio. Legyen G(V, E) graf, azt mondjuk, hogy K C V klikk, ha K teljes részgraf és
nem tudunk gy v € V' \ K csicsot hozzdvenni K-hoz, hogy teljes részgraf maradjon. Jelolje Kq

a G graf klikkjeinek a halmazat.

2.4.3. Definicié. Egy P val6szintiségi mérték az X valdszintiségi valtozokon faktorizalédik a
G graf szerint, ha VK € K klikkhez A nemnegativ fliggvény, ami csak a klikkben 1évo
csucsokhoz tartozd valdszintiségi véltozoktol fiigg, tovabbd du szorzatmérték X-en, hogy a P
stirliségfiiggvénye a u-re nézve az alabbi alakot o6lti

o= | | vx. @.11)

KeKg

Ha P faktorizalodik, akkor azt mondjuk, hogy P rendelkezik az (F) tulajdonsaggal.
2.4.1. Allitas. Minden irdnyitatlan G grdfra és X valésziniiségi vdltozora
(F)=G) = L) = P) (2.12)

Bizonyitds. Elég (F) =(G) implikaciot belatni. Legyen (A, B,C) C V tetszbleges diszjunkt
részhalmazok, ugy, hogy C elvdlasztja A és B-t. Jelolje A" azon Osszefliggdségi komponenseit a
V\ C halmaznak, melyek tartalmazzdk A-t, tovabbd legyen B* = V\(A’UC). Haa € Aésb € B,
akkor nincs olyan 0sszefiiggdségi komponense V \ C halmaznak, hogy abban (a, b) egyszerre
benne legyen, mert C elvélaszté halmaz. Ha K € K klikk, akkor K C (A" U C) (kizard) vagy
K c (B*U (). Legyen Ky ¢ azon klikkek, amik (A" U C) halmazban vannak. Ekkor (F) miatt
fo=[lww= ] ww || ww=na@vonsuvo=aru1p|c

KeKg KeKrye KeKg \KA/Uc

(2.13)

ahol az ekvivalencidt a feltételes fiiggetlenség (iv) tulajdonsdga adja. O

Kimondunk bizonyitas nélkiil egy tételt, amely az (F) és a Markov tulajdonsagok ekvivalen-
cidjéra ad sziikséges és elégséges feltételt.

2.4.4. Tétel. (Hammersley és Clifford) Legyen P valosziniiségi eloszlds, aminek f siiriiségfiigg-
vénye pozitiv és folytonos. A G irdnyitatlan grdfra nézve P akkor és csak akkor tudja a pdros

Markov tulajdonsdgot, ha faktorizdlodik G szerint.
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3. fejezet

Grafikus modellek

Ez a fejezet Christopher M. Bishop [3] kdnyvének nyolcadik fejezete és az ezt feldolgozé Phi-
lipp Henning Probabilistic Machine Learning [7], [8] interneten megtaldlhat6 el6addsai alapjan
irédott.

Ebben a fejezetben olyan modellek bemutatasdval foglalkozunk, melyek a feltételes fiigget-
lenséget probaljak szemléltetni, nyomon kovetni. Két eltéré modellt vizsgdlunk, irdnyitatlan,
majd utdna franyitott aciklikus gréfokat. Ki fog deriilni, hogy mindkettének megvannak a maga
elényei €s hatranyai, rdaddsul valamilyen tekintetben egyik sem nyujt kielégité megoldast.

3.1. Iranyitatlan modellek

Kezdjiik az irdnyitatlan esettel, itt az él két csics kozott nem tartalmazza azt a plussz informaci-
ot, hogy melyik cstics van hatdssal a masikra, csak azt tudjuk, hogy kapcsolat van koztiik. Az a
f6 motivacionk, hogy olyan modellt készitsiink, amelyben a feltételes fiiggetlenségi viszonyok

7

kozvetleniil leolvashatdak, ebben az el6z6 fejezetben leirt (G) 2.7 globalis Markov tulajdonsag
fog segitséget nyujtani..

3.1.1. Definicio. Legyen G(V, E) iranyitatlan graf, melynek Yv; € V csiicsa egy X; valoszinlségi
valtozoét jelol. Azt mondjuk, hogy G graf és az X; val6szindlségi véaltozok "Markov random
field"-et azaz MRF-et alkotnak, ha VA, B,C C V esetén ahol C elvdlasztja A és B-t, X, L Xp |
Xc teljesiil, ahol X, = {X; € Z}.

A definici6 éppen 2.7 tulajdonsigon alapszik.

3.1.2. Példa. Nézziik a 3.1 dbrat:

Ha igy gondolunk erre a grdfra és X; valosziniiségi vdltozokra, hogy ezek MRF -et alkotnak,
akkor teljesiilnie kell példdul annak, hogy X4 1L Xc | Xp, hiszen B jelen esetben egy A,C
elvdlaszto halmaz, mert minden iit, ami X; € A és X; € C kozott megy, dt kell hogy menjen B
beli csiicson. Tovdbbi kérdések lehetnek, hogy A és C a legnagyobb halmaz, melyre a feltételes
fiiggetlenség fenndll? Vagy B a lehetd legkisebb halmaz, mely elvdlasztja A és C-t?
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3.1. abra. A 1L C | B hiszen minden it A-bdl C-be tartalmaz B-beli cstcsot

Iranyitatlan esetben tehat két cstics, vagy akar két diszjunkt halmaz feltételes fiiggetlenségét
leolvashatjuk a grafrél. Legyen A, B,C C V diszjunkt halmazok. Ha minden « € A és 8 € B
csucs kozott 1€vo ut tartalmaz y € C-beli csticsot, akkor A 1L B | C teljesiil.

Mit tudunk mondani az egyiittes eloszlasrol? Tekintsiik ismét az 3.1 abrat. Kezdjiink egy
megfigyeléssel: x; és x, csticsok kozott megy él, vagyis 6k akkor is fiiggnek egymadstdl, ha a
graf minden mds csucsit mar megfigyeltiik. Viszont x; és x3 esetében, minden mds csucsot meg-
figyelve mér fiiggetlenek lesznek. Osszefoglalva ha x;, x; nem szomszédos csticsok, feltehetd,
hogy i =1, j = 2, ekkor

P(xp, x| x3,...,%,) = P(xp | x3, .., ) P(x2 | X350, ).

Ez valgjéban a paros Markov tulajdonsag 2.5. Mivel egy C klikkben minden csuics szomszédos,
ezért €s az el6bbi megfigyelés alapjan elmondhatd, hogy ha egy P(X) valészinlségi eloszlas
teljesiti 2.4.4 tétel feltételeit, akkor az egyiittes eloszlas az alabbi alakot 6lti:

1
PO = Ko=) = - [ ] k(o) (3.1)

ahol Z normalizal6 konstans, hogy valéban val6szindiségi eloszldst kapjunk.

3.2. Iranyitott modellek

Legyen egy D(V, E) iranyitott graf, melynek a csucsai egy-egy diszkrét valdszinliségi valtozot
jelentenek, az élek pedig a valdszinliségi valtozok kozotti 6sszefiiggéseket fogjak reprezentélni.
Igy a graf segitségével a valészintiségi valtozok egyiittes eloszlasat tudjuk szemléltetni. Ve-
gylink egy valdszinliségi eloszlast, harom valdszinliségi véltozéval P(x,y,z). Ekkor szorzatra
bonthatjuk:

P(x,y,2) = P(x | y,2)P(y,2) = P(x | y,2)P(y | 2)P(2). (3.2)

Természetesen ezt a felbontdst mdsmilyen sorrendben is megtehettiik volna. Errdl még a ké-
s6bbiekben sz6t fogunk ejteni. Rendeljiink hozza egy gréfot ehhez az eloszldshoz, a kovetkezd
modon:
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3.2. abra. 3.2 egyiittes eloszlashoz tartozé graf.

Vagyis x csucsba befut €l y és z-bdl is, mert az x-hez tartoz6é P(x | y, z) tényezdben x vizs-
galatanal kondiciondltunk a masik két véltozora. Ugyanigy P(y | z) tényez0 felel a z és y kozé
irt élnek. Azt mondjuk, hogy y sziil§je a z csucs, ha van irdnyitott él z-bdl y-ba és azt mondjuk,
hogy y gyereke az x csucs, ha van irdnyitott €l y-bol x-be. Emlékeztetiink, hogy 3.2 képletben a
a véltozok mas sorrendjében valo felirdsaval egy teljesen mas grafot kaptunk volna.

Az el6z6 gondolatmenetet kovetve el tudunk késziteni n darab valdszintliségi valtozéhoz
tartoz6 grafot is.

Pxi,x...x) = P(x1 | x2... %) ... P(x,—1 | x,)P(x,,) 3.3)

Az ehhez tartoz6 graf egy teljes graf lesz, hiszen barmely két csics kozott lesz ekkor irdnyitott
él. Ilyen modell készitésekor az élek hidnya arul el informéciét az egyiittes eloszlasrol, igy ha

teljes grafot kapunk, nem jutunk el6rébb.
Most haladjunk forditva, egy adott graf alapjan készitsiik el az egyiittes eloszl4st.

3.3. 4bra. 3.4 egyiittes eloszlashoz tartozé graf.
Azt kapjuk, hogy az egyiittes eloszlas az aldbbi alakot 6lti
P(x1)P(xz | x1)P(x3 | x1)P(xs | x7)P(x5 | X2, X7)P(x6 | x3)P(x7)P(xs | X3) (3.4)
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Valgjaban tetsz6leges aciklikus irdnyitott graf esetén

PO, x. .. x) = | | PG| pay) (3.5)

i=1

ahol pa,, jeloli az x; csucs sziilGit, azaz azon cstcsokat, melyekbdl €l fut x; cstcsba.

Az irdnyitott modellek nagy elonye tehdt, hogy az egyiittes eloszlast nagyon konnyt leolvas-
ni egy az adott grafrél. Most nézziik meg, hogy mit tudunk mondani a feltételes fliggetlenségrol.
Tekintsiink hdrom egyszer( példat, amik kiilonbozd feltételes fiiggetlenségi viszonyokat fognak
tartalmazni.

3.3. Harom alap modell

Kiemeliink harom grafot, amik kiilonb6z6 viszonyokat dbrdzolnak. Ennél egyszertibb érdekes
modell nem készithetd, hiszen két csucs esetén vagy van kapcsolat, vagy nincs, azonban harom
csucsndl mar meg tudunk kiilonboztetni kapcsolat fajtdkat. Az alabbi harom példdban X, Y, Z
diszkrét valdszinliségi valtozok.

3.3.1. Példa. (i): "Folyo csiics"

® O O,

3.4. dbra. Az Y "foly6 csucs" 3.6.

A hozzd tartozo egyiittes eloszlds
P(x,y,z) = P(X)P(y | x)P(z | y) (3.6)

Ennek segitségével meghatdrozzuk P(x,z | y) értékét.

P(x,z|y) = Px.y.2) = P(x.y.2) -
i P(y) S P(X)P(y | x)P(z|y)

_ | _POPGTY) || _Ply)
2L POP(y[x) )| X Pl

Ahol Y jelentése, hogy X és Z minden lehetséges értékére behelyettesitiink és vessziik az ossze-
X,Z

get.

Kaptuk tehdt, hogy ha mdr Y értékét ismerjiik, akkor az egyiittes eloszlds szorzatra bomlik,

azaz X 1L Z | Y realdcid fenndll, de X 1L Z nem teljesiil.

3.3.2. Példa. (ii):"Nyilo csiics"
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3.5. dbra. Az X "nyil6 cstcs"3.7.

A hozzd tartozo egyiittes eloszlds
P(x,y,2) = P()P(y | x)P(z | x) (3.7)
Ennek segitségével meghatdrozzuk P(y, z | x) értékét.

Ply.2|x) = P(x,y,2) _ P(x)P(y | x)P(z | x) _ P(x)P(y | x) P(z | x)
> P(x) Y PPy | x)Pz|x) |XPXPy|x)||XP]|x
.z y Z

Kaptuk tehdt, hogy ha mdr X értékét ismerjiik, akkor az egyiittes eloszlds szorzatra bomlik,

azaz Y L Z | X realdcio fenndll, de Y 1 Z nem teljesiil.

3.3.3. Példa. (iii): "Zdro csiics"

3.6. abra. Az X "zaro csucs" 3.8.

A hozzd tartozo egyiittes eloszlds

P(x,y,z) = P(x | y,2)P(y)P(2) (3.8)

Ennek segitségével meghatdrozzuk P(Y,Z | X) értékét.

P(.z| x) = Px,y,2) _ Px1y,2P()PQR)
’ P(x) X P(x|y,2Py)PQ)
<

Ahol P(x | y,z) tag mutatja, hogy nem tudjuk szorzattd bontani X ismeretében az egyiittes

eloszldst, igy Y 1L Z | X nem teljesiil, azonban
P(,2) = ) P(x |y, 9POIPR) = POIP().
Azt kaptuk, hogy X ismerete nélkiil viszont Y 1L Z.
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A példédk azt prébaljdk érzékeltetni, hogy a feltételes fiiggetlenségi viszonyok leolvasdsa
mar nem olyan egyszerd.

3.4. D-szeparacio

Most kifejezetten arra a kérdésre koncentrdlunk, hogy egy adott D(V, E) irdnyitott grafrél ho-
gyan lehet leolvasni a feltételes fiiggetlenségi kapcsolatokat. Erdemes az alabbi allitast hasznal-
va Ujra atgondolni az el6z6 pont harom példajat.

3.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy D(V, E) iranyitott grafban egy irdnyitatlan értelemben
vett sz Ut blokkolt a C C V szerint, ha dv € st ut, hogy

1. ve Césv:— v — "foly6 csucs", vagy « v — "nyilo csucs".
2. vé¢ C,vleszarmazottai ¢ C ésv :— v « "zard csucs".

3.4.1. Allitas. (Pearl 1988) D-szepardcio. Legyen D(V, E) irdnyitott aciklikus grdf, melynek
csucsai valosziniiségi vdltozokat reprezentdlnak. Legyenek A, B,C C V diszjunkt halmazok.
A U B | C akkor és csak akkor, ha minden irdnyitatlan értelemben vett iit A és B kozott blokkolt
C szerint.

Az elnevezésben d az angol directed szora utal. Egy példan fogjuk bemutatni, hogy ez a

d-szeparéci6é milyen érzékenyen tud viselkedni, emiatt a fliggetlenséget leolvasni bonyolultabb
abrardl nem egyszert feladat.

3.4.2. Példa. Mindegyik esetben A 1L B | C lesz a kérdés, ahol A = {x}, B = {y} és C halmazt
fogjuk csak vdltoztatni. irdnyitatlan értelemben csak (x — u — v — y) it van koztiik, igy csak ez
lehet blokkolt.

3.7. dbra. d-szeparici6 érzékenysége

Az elsd esetben C = {(}.
Mivel sem u sem u leszdrmazottai sincsenek C-ben és u "zdro csics", igy az it blokkolt, vagyis

A U B | C, ami ebben az esetben csupdn A 1L B, teljesiil.
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A mdsodik esetben C = {z}.
Ittv ¢ C dev "nyilé", igy 6 nem fogja blokkolni az utat. Viszont u ¢ C és u "zdro", ellentétben
az eldzo esettel, most 6 sem blokkolja az utat, mert van egy leszdrmazottja, 7 : 7 € C, igy most
mdr A 1L B | C nem teljesiil, hiszen az (x —u—v —Yy) iit nincs blokkolva. Ez az eredmény logikus,
mert z csucsra u van hatdssal és u csucsra x, v egyiitt hatdssal van. Ha megtudunk valamit z-rol,
az eldrulhat informdciot v csicsrol, ami hatdssal van y-ra.

A harmadik esetben C = {z, v}
Az u csiics helyzete nem vdltozik, viszont v € C és v nyilo, ezért v blokkolja az utat, vagyis
A 1 B | C ismét teljesiil. Ez is logikus, hiszen z mostmdr semmit nem tud eldrulni nekiink v-rol,
mert mdr v csticsot is ismerjiik, igy ismét fiiggetlen lesz x és y.

Ez alapjéan felmeriilhet a kérdés, hogy egy adott « cstcs esetén, mely csucsokat kell felde-
riteni, hogy @ mdr ne fiiggjon a maradék graftol. Megjegyezziik, hogy irdnyitatlan esetben erre
a lokdlis Markov tulajdonsdg ad valaszt 2.6. Jelolje ch(a) azokat a csicsokat, melyekbe megy
irdnyitott él a-bol.

3.4.3. Definicié. Egy D(V, E) irdnyitott grafban adott @ csucs esetén, @ "Markov takardjaba"
tartoznak a pa(a), ch(a), pa’ (@) csucsok, ahol pa’ (@) azon S csicsokat jelent, ami sziilGje ch(a)-
beli csicsnak.

Vagyis a cstcsnak a sziildit, gyerekeit és gyerekeinek mds sziilGit kell ismerni, hogy @ méar
feltételesen fiiggetlen legyen a maradék graftdl. A bizonyitds oOtlete a kovetkezd. Az egyiittes
eloszlas konnyedén leolvashat6 a grafrdl és dtirhaté a mér emlitett 3.5 alakra. Feltehetd, hogy
a = x, ekkor

[T p(xi | pacx))
pP(X1, X2, .0, Xy) i1

fp(xl,...,xn) dx, - fﬁp(x,- | pa(x;)dx;
i=1

p(xy | x2,...,%,) =

Mivel x; szerepelni fog p(ch(x;) | pa(ch(x,))) alaki tényez6kben, ezért ezek nem tudnak kiesni,
ahogyan p(x; | pa(x,)) tényezd sem. Vagyis valéban, p(x; | xa, ..., x,) csak pa(x;), ch(x,), pa’(x;)
csucsoktol fiigg, azaz x; csics "Markov takar6jatol"”. Erre lathatunk egy példat a 3.8 dbran.

3.5. Osszehasonlitas

Bevezettiink két kiilonb6z6 médot a feltételes fiiggetlenség grafikus dbrazoldsara, most az at-
menetet vizsgéljuk kozottiik, majd ratériink arra a bizonyos hidnyossdgra, amit kordbban el6re-
vetitettiink. E16szor tekintsiink egy specidlis irdnyitott grafot mely a 3.9 dbrdn lathato.

Az egyiittes eloszlas leolvashaté 3.5 képlet alapjén:

P(xy, X2, ..., Xp) = P(x))P(x2 | x0)P(x3 | Xx2) ... P(Xy | Xp-1) (3.9)

Az élek irdnyitdsat elhagyva az egyiittes eloszlas a maximadlis klikkeket tartalmazza, ami jelen
esetben csak a szomszédos csucsok. Vagyis irdnyitatlan verzidjdban az egyiittes eloszlas

1 n—1
PO 3) = — | s ) (3.10)

i=1
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3.8. abra. Az a cstiics Markov takardja.

& — ® — ® — - — g

3.9. dbra. A 3.9 egyiittes eloszldsdhoz tartoz¢ irdnyitott graf.

Itt  fiiggvény konnyen kitalalhato:

Yi12(x1, %) = P(x1)P(x2 | x1)
Yo3(x2, x3) = P(x3 | x2)

Y34(x3, x3) = P(xy | x3)

'J’n—l,n(xn—l, xn) = P(xn | xn—l)-

Most Z = 1, hiszen tudjuk, hogy ¢ fiiggvények valdszinliségi eloszlasok. Ez egy kivételes
eset volt, dltaldban nem lesz elegendd csupédn elhagyni az élek irdnyitdsat, ha at akarunk térni
irdnyitott modellbdl irdnyitatlanba. Tekintsiik az aldbbi abrat:

3.10. dbra. A sziil6k hédzasitdsa ha irdnyitott grafbdl irdnyitatlanba tériink at.

Az egyiittes eloszlas az irdnyitott esetben a képlet alapjan:
P(x1, x2, X3, X4) = P(x1 | X2, X3, X4) P(x2) P(x3) P(x4) (3.11)

Mivel P(x;)P(x3)P(x;) tag beolvaszthaté a P(x; | xp,x3,x4) tagba, ezért csupdn egy darab
Y1234(x1, X2, X3, X4) tényezd lesz. Ebben szerepel mind a négy csics, vagyis 1étre kell hoznunk
egy klikket, ami tartalmazza ezt a négy csucsot, igy az irdnyitatlan esetben az egyiittes elosz-
lashoz tartoz6 graf egy teljes graf lesz. Olyan mintha x; sziil6it "hdzasitandnk", azonban ezzel
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az eljardssal gyakran tal sok €It huzunk be, igy az értékes feltételes fiiggetlenségi kapcsolato-
kat elveszithetjiikk. Az el6z6 3.9 példdban mivel minden csicsnak csak egyetlen sziil6je volt,
igy nem volt sziikség hazasitdsra, szoval csak simédn elhagyhattuk az élek iranyitdsat. A 1ényeg,
hogy ilyen médon dltaldban informdciot veszitiink az attérés sordan. Adodik a kérdés, hogy egy-
altalan van esély arra, hogy egy adott irdnyitott grathoz elkészitsiink egy irdnyitatlan grafot,
ami ugyanazt az informaciét tartalmazza? Iranyitottbdl iranyitatlanba ellenpélda lesz 3.8, az-
az a "zard" csucs esete. Ha el akarjuk hagyni az élek iranyitdsat, akkor a hdzasitds miatt egy

haromcsucsu teljes grafot kapunk.

3.5.1. Példa. Nézziink most egy irdnyitatlan grdfot, ez az aldbbi fiiggetlenségi kapcsolatot tar-
talmazza: X, L X3 | X, UXy és Xp L Xy | X1 UX5. Akdrhogyan is probdljuk behiizni az irdnyitott

3.11. dbra. Iranyitatlan graf, melyhez nem tudunk irdnyitottat késziteni.

éleket aciklikus modon, lesz egy olyan csiics, amibe két él is bemegy, ezzel egy "zdro csiics" jon

létre, igy egy olyan kapcsolatot tartalmaz a modell, ami az eredetiben nem volt benne.

Végiil egy olyan példat mutatunk, ami sem irdnyitott sem irdnyitatlan graffal nem abrazol-
hato.

3.5.2. Példa. Kétszer dobunk egy szabdlyos pénzérmével, ha a két dobds megegyezik, akkor

csengetiink egy haranggal. A hdrom esemény:
A:= azelso pénzdobds eredménye fej, P(A) = 0,5
B:= a mdsodik pénzdobds eredménye fej, P(B) = 0,5
C:= megszolal egy harang, P(C) = 0,5

Ekkor egyszerii szamoldsokkal igazolhato, hogy
P(ANB) 0,5-0,5

P(A|B) = P(B) 05 =0,5 = P(A)
_PANC) 0,25 ~
PAaTC) = P(C) _0,25+0,25_0’5_P(A)

PC | A) = P(CNA) 0,25 0,52 P(O)

P(A) 0,5
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Felhaszndlva az el6bbi szamoldst és a szimmetria tulajdonsdgokat, irjuk fel a lehetséges fakto-

rizdcioit az egyiittes eloszldsnak.
1. P(A,B,C)=P(A|B,C)P(B|C)P(C)=P(A|B,C)P(B)P(C)
2. P(A,B,C)=P(C|B,A)P(B|A)P(A) = P(C | B,A)P(B)P(A)

3. P(A,B,C)=P(B|A,C)P(A| C)P(C) = P(B|A,C)P(A)P(C)

3.12. dbra. A lehetséges faktorizaciokhoz tartozé irdnyitott grafok.

Egyik verzio sem tartalmazza az osszes feltételes fiiggetlenségi viszonyt, az irdnyitatlan eset-

ben pedig a hdzasitdas miatt teljes grdfot kapunk, ami szintén nem ad kielégité megoldadst.
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4. fejezet

Graf dekompozicio

Ez a fejezet Steffen L. Laurizten [2] konyvének mdsodik fejezte alapjan irédott.

4.1. Dekompozicié definicio

Egy irdanyitatlan G graf csucsait, melyek valoszintiségi valtozokat reprezentalnak, két csoportba
tudjuk osztani, aszerint, hogy a csucs diszkrét valdszinliségi valtozora, vagy folytonosra utal.
Jelolje A a diszkrét és I" a folytonos csucsokat.

4.1.1. Definicio. Egy G(V, E) irdnyitatlan graf (A, B,C) C V diszjunkt részhalmazai er6s de-

kompoziciéja G-nek, ha
I.AUBUC=YV
2. C elvdlasztja A és B halmazokat.
3. C teljes részgraf.
4. CCAvagyBCcT

Ha ezek teljesiilnek, akkor azt mondjuk, hogy (A, B, C) C V halmazok er6sen dekomponal-

jak G grafot a Gayc és Gpyc részgrafokra. Ha csak a (4) nem teljesiil, akkor a dekompozicié
gyenge.

Egy G grafrdl azt mondjuk hogy tiszta, ha A {ires, (kizard) vagy I iires. Ekkor G egy de-
kompozicidja pontosan akkor er8s, ha gyenge, mert a (4) tulajdonsdg rogton teljesiil.

4.1.2. Példa. Tekintsiik a 4.1 dbrdt, ahol az iires csiics jelenti a folytonos valosziniiségi vdltozot,
a teli pedig a diszkrétet.
Az 1. grdfnak az (A, B, C) erds dekompozicioja, 2. grdfnak csupdn gyenge, hiszen (4) feltétel

nem teljesiil, 3. nem is dekompozicio, mert C nem teljes részgrdf.
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4.1. 4bra. Példa a dekompozicio fajtdira.

Egy dekompondl6 halmazrdél megengedjiik, hogy iires legyen. Egy dekompoziciét valédinak
mondunk, ha (A, B, C) halmazok koziil, ssm A sem B nem iires. Ha a C elvalaszté halmaz
tires, akkor A és B halmazok kiilonbozé osszefiiggdségi komponensben vannak, hiszen az iires
halmaz elvélasztja 6ket egymastol.

4.1.3. Definici6. Egy iranyitatlan G(V, E) grafrdél azt mondjuk, hogy dekomponalhaté, ha G
teljes graf, vagy akkor, ha létezik (A, B, C) C V valddi dekompozicidja, ami felbontja Gyc és
G puc dekompondlhat6 grafokra.

Vagyis egy dekomponalhaté G graf felbonthat6 a maximalis teljes részgréfjaira, azaz klikk-

MINA - I INA
Na-1 A

4.2. dbra. Dekomponadlhat6 graf felbomlik a klikkjeire.

Természetesen egy dekompondlhat grafnak tobbféle dekompozicidja is elképzelhetd, de az
nem igaz, hogy barmelyik végén felbomlik a klikkjeire, csak az, hogy létezik ilyen dekompozi-
cio.

4.1.4. Definicié. Egy G(V, E) irdnyitatlan grafra azt mondjuk, hogy haromszogelt, ha Vk > 4

pontu korének 1étezik hurja, azaz olyan éle, ami a korben nem szomszédos csticsok kozott megy.

Egy ilyen G grafnak minden G’ C G részgrafja is haromszogelt marad.

4.1.5. Definici6o. Legyen G(V, E) graf és legyen «, 8 € V csticsok, melyeket C C V elvalasztja
egymadstol. Azt mondjuk, hogy C elvélaszté halmaz minimalis, ha elvélasztja @, 8 csicsokat, de

nem tudunk elhagyni igy csicsot C-bdl, hogy az tovabbra is elvdlaszté halmaz maradjon.

4.1.1. Allitas. Legyen G(V, E) irdnyitatlan grdf, ekkor az aldbbi tulajdonsdgok ekvivalensek:
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4.3. abra. Dekompondlhat6 graf nem a klikkjeire bomlik fel.

(i) G gyengén dekompondlhato.
(ii) G hdromszogelt.

(iii) Ha a,pB € G tetszoleges csiicsok és C C V minimdlisan elvdlasztja oket, akkor C teljes

részgrdf.

Bizonyitds. Indukcidval bizonyitunk a csucsok szdma szerint. Ha G grafnak legfeljebb harom
csucsa van, mindig igaz rd mind a hdrom tulajdonsdg. Most tegyiik fel, hogy n csucsig igaz,
nézziik n + 1 csucsra.

(i)= (i1) Tegyiik fel, hogy G gyengén dekompondlhatd, ha G teljes graf, akkor nyilvan
haromszogelt, ha nem teljes, akkor létezik Guc €s Gpyc valddi dekompozicidja, vagyis ezek
csucsszama legfeljebb n, igy az indukcids feltevés miatt, ezek haromszogeltek. Vagyis a hdrom-
szogeltséget sértd kor csak dgy lehet, ha a kor A é€s B halmazbeli csicson is 4tmegy, de mivel C
elvalaszté halmaz, ekkor a kor legaldbb két kiillonbozé csucsat érinti a C halmaznak, kiillonben
nem lenne kor. Mivel C teljes graf, ezért ezen két pont kozott megy €l, igy ilyen koroknek is
van hdrja.

(il)=(1ii1). Legyen G hdaromszogelt és a, 5 rogzitett, de tetszdleges csicsok. Megmutatjuk,
hogy ha C minimadlisan elvélasztja @, 8 csicsokat, akkor C teljes graf. Ha C egy csticsbol all,
akkor teljes graf. Ha van legaldbb két csucsa, akkor kell, hogy tetszdleges ¢y, ¢, € C cstcsokra
van koztiik él. Vegyiink egy olyan élsorozatot, hogy (@...c;...B...cy...a). Ez egy korséta
lesz, roviditsiik ezt a sétat Osszehtizdsokkal ott, ahol egy csicsba tobbszor is betériink €s ott,
ahol hdrja van ennek a kornek. Feltéve, hogy ¢ és ¢, kozott nincs €l, az 0sszehtizasok végén
egy pontosan négy pontu kort kapunk, melynek nincs €le, ez ellentmond a haromszogeltségnek,
igy kell hogy legyen €l c¢; €s ¢, kozott.

Mivel ¢y, c; tetszbleges elemei C-nek, igy C tetszbleges két eleme kozott vezet €1, C valéban

teljes graf.
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(ili))=(1). Tegyiik fel, hogy minden a, 8 cstcsra, ha C elvdlaszté halmaz minimalis akkor
C teljes graf. Megmutatjuk, hogy G gyengén dekompondlhat6. Ha G teljes graf, akkor kész. Ha
nem az, akkor l1étezik két csticsa, melyek nem szomszédosak, legyenek ezek a és . Létezik dket
elvdlaszt6 halmaz, pl. V'\ (o U B) megfeleld. Ekkor 1étezik minimdlis is, legyen ez C, a feltevés
miatt C teljes. Ekkor C halmaz egy dekompoziciét fog generélni, jelolje B a dekompozicionak
azt az Osszefliggdségi komponensét, amiben 5 benne van €s A jelolje V' \ (C U B) halmazt. A-ban
ekkor benne van az az dsszefiiggdségi komponens, mely « csticsot tartalmazza és a "maradék"
graf, ami nem B és nem C.

Ekkor (A, B, C) dekompondlja G grafot G4y és Gpyc halmazokra. Kéne, hogy ezek is de-
kompondlhatoak. Tegyiik fel, hogy @, 81 € Gauc nem szomszédos csucsok. Ha nincsen ilyen,
akkor G, ¢ teljes graf, igy dekompondlhaté. Mivel nem szomszédosak, ezért van C| minimalis
elvalasztd halmaz, ez teljes kell hogy legyen, mert ez a C; az eredeti grafban is elvdlasztja a;
és B, csticsokat. Igy valoban G4 ¢ is dekompondlhat6, G ¢ ugyanezzel az indokldssal szintén

dekompondlhato. O

4.2. Tokéletes felsorolas

4.2.1. Definicié. Legyenek By, B, ... B, C V részhalmazok egy felsorolésa.
H;=BUB,U...B;, R,=B;\Hi-;, S;i=BNH_, 4.1)
Ha az alédbbi tulajdonsagok teljesiilnek,
(i) Vi>1,3j, hogy j<iésS;CB;
(1) Vi, S; részgraf teljes graf
(1) Vi> 1,R, CT'vagy S; CA

akkor azt mondjuk, hogy By, B, ... B, tokéletes felsoroldst alkot. Amennyiben csak (iii) nem

teljestil, akkor a felsorolds gyengén tokéletes.

4.2.2. Definici6. Egy G(V, E) iranyitatlan graf csicsainak egy szimozasat tokéletesnek mond-
juk, ha
B, =cl(a) Nn{a;,ay...q;} 4.2)

egy tokéletes felsorolds. A szamozdst gyengén tokéletesnek mondjuk, ha a B; halmazok csak

gyengén tokéletes felsoroldst alkotnak.

24



4.4. dbra. A csdcsok egy tokéletes szimozasa

4.2.3. Példa. Tekintsiink a 4.4 dbrdn egy tokéletes szamozdsdt a csiicsoknak, hatdrozzuk meg ez

alapjdn B;, H;, R;, S ; halmazokat.

By = {1} H = {1} Ry = {1} S1=1{0}

B, =1{1,2} H, ={1,2} R, = {2} S, =1{1}

B; =1{1,2,3} H; =1{1,2,3} R; = {3} S3=1{1,2}
By =1{1,2,3,4} H,=1{1,2,3,4} Ry =1{4} S4+=1{1,2,3}
Bs ={3,4,5} Hs ={1,2,3,4,5} Rs = {5} Ss=1{3,4}
B =1{5,6} Hq ={1,2,...6} R = {6} Se6 =15}

B; =1{5,6,7} H; ={1,2,...7} R; = {7} S7=1{5,6}
Bg =1{5,7,8} Hs =1{1,2,...8} Rg = {8} Ss=1{5,7}

Ezvaloban teljesiti a 4.2.1 definiciojat, igy B; tényleg részhalmazok tokéletes felsoroldsa, vagy-
is a csucsok szamozdsa tokéletes. Megfigyelés, hogy ha a grdf csiicsainak adott egy tokéletes
szdmozdsa, akkor a grdf részhalmazainak tokéletes felsoroldasaban H; = {1,2,...1}, tovabbd
R; = {i}.

4.2.1. Lemma. Legyen G(V, E) grdf és hozzd ay, @, . . . ai tokéletes szdmozds a csiicsokon, ekkor
B; = cl(aj))N{ay, a; ...a;_1} egy olyan tokéletes felsoroldsa a részhalmazoknak, mely tartalmaz-
za G oOsszes klikkjét.

Valéban a 4.2.3 példara visszatérve, B; halmazok valoban tartalmazzédk a graf 6sszes klikk-
jét.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy By, B,, ... By a részhalmazok egy tokéletes felsoroldsa lesz, ami a
tokéletes szamozas definicidja miatt adédik. Ekkor az utolsé By, = cl(ai) N {ay, ... a;_1}. Mivel
S« = By N Hy_ teljes részgraf, ahol H;_; = {1,2,...k — 1} a 4.2.3 megfigyelése alapjan, igy
B, = Sy, mert ugyanazzal a halmazzal metsziink, igy By is teljes részgraf, s6t klikk is, mert
tartalmazdasra maximaélis. Innen a csicsok szdma szerinti indukcidval visszafelé belathatd, hogy
ay, ay, ... a1 1s tokéletes szdmozésa a csicsoknak a G \ {a;} halmazon, igy By_; is klikk, vagy
részgrafja egy kordbbi klikknek. Indirekt ha bdvithetd lenne, vagyis nem klikk, akkor csak a;

csucs hozzavételével bovithetnénk, de ekkor By_; € By adddna. O
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4.2.2. Lemma. Legyen G(V, E) irdnyitatlan grdf és By, B, ... B, C V egy olyan tokéletes felso-
rolds, amely tartalmazza G dsszes klikkjét. Ekkor minden j esetén S ; elvdlasztia Hi_1 \ S j és R;

halmazt Gy, grdfban, azaz (H;—1 \ S j, R}, S ;) dekompondlja Gy, grdfot.

Bizonyitds. Eloszor is figyeljiik meg, hogy (H;-;\S j, R;, S ;) halmazok tényleg diszjunktak. Le-
gyen p alegnagyobb szam, amire B, egy klikk. Mivel a felsorolds az Osszes klikket tartalmazza,
igy H, = V,innen Vj,j > p,R; = 0,1gy S, j > p nyilvan elvilaszt6 halmaz. Most megmu-
tatjuk, hogy (H,-1 \ S,,R;,S ) egy dekompozicié. Indirekt tegyiik fel, hogy nem az, vagyis
létezik B € (H,-1 \ S,) és @ € R, hogy (a,8) kozott vezet €l. Az is igaz, hogy dj < p, hogy
B € (B;\ S,). Ekkor {a, B} biztosan részhalmaza valamely K C V klikknek. Viszont K # B,
mert § ¢ B, é K # Bj,j < p, mert a ¢ Bj, igy {a,f} egy olyan klikkben van, melyet nem
tartalmaz By, B, ... B, felsorolas. Ez ellentmond a felsorolds valasztdsanak, igy ilyen él nem

létezhet, vagyis S , elvalasztja (H,-; \ S ,) és R, halmazokat. O
4.2.1. Allitas. Minden irdnyitatlan G grdfra az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(i) G csiicsainak létezik tokéletes szamozdsa.
(ii) G klikkjeinek létezik tokéletes felsoroldsa.
(iii) G dekompondlhato.

4.2.3. Lemma. Legyen C’ egy tetszdleges klikkje a G grdfnak. Ekkor létezik G klikkjeinek egy
olyan tokéletes Cy,C, ... Cy felsoroldsa, hogy C' = C,

Az allitas segitségével konnyen ellendrizhetjiik, hogy egy adott G graf klikkjeinek 1étezik-e
tokéletes felsoroldsa. A lemma abban segit, hogy egy tokéletes felsoroldst tetszdleges klikkbdl
elindulva megtaldlhatunk.
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5. fejezet

Kontingencia tablak

Ez a fejezet Rudas Tamds [ 1] egyetemi jegyzete alapjan irédott.

5.1. Jelolések

A kontingencia tablat arra hasznéljuk, hogy valamilyen objektumokat k6zos tulajdonsagaik
alapjan rendszerezziik és a tablazat celldiba az adott tulajdonsdgokkal rendelkezd objektumok
darbszamat feltiintessiik. Jelolje A a tulajdonsagok halmazat, ezt valtozoknak is szoktak nevez-
ni, minden § € A vdltozéhoz legyen I;, hogy ennek a véltozénak hanyféle kiilonboz6 dllapota,
szintje lehet. Példaul lehetnek az osztalyozando objektumok emberek, ekkor lehet 6 € A valtozo

a csillagjegyiik, igy Is = 12. A kontingencia tabldzat dimenzidja |A| és 6sszesen J = [] I; cel-
€A
l14ja van. Egy adott cella tartalmét dgy olvassuk ki, hogy megadjuk igymond a "koordinatéit",

jeloljiik ezt ng-el, ahol x vektor jeldli a valtozok megfeleld szintjeit. Azonban ez nem mindig
praktikus, f6leg akkor okoz problémadt, ha tdl sok dimenzidja van a tdblanak. Alternativ jelo-
1ésként besorszamozhatjuk a celldkat 1,2...J példaul "sorfolytonosan" és ekkor n(i) lesz egy
cella tartalma, ahol i € {1,2,...J}

5.1.1. Példa. Legyen |A| = 4, tovdbbd a vdltozokhoz tartozo szintek legyenek Is, = 3,15, =
2,15, = 2,15, = 2. Abrdzoljuk iigy a tdbldzatot, hogy régzitjiik &, és 6, értékét, majd az dsszes
lehetséges rogzitett 8, és 0, értékhez készitsiink a 0,04 szerinti kétdimenzios tdbldzatot. Ekkor

osszesen Is, X Is, X I5, X I5, = 3 X 2 X2 X2 =24 db celldja lesz a tdbldzatnak.

Egy lehetséges dbrdzolds négydimenzios tdbldra
0 A B C

5 A B A B A B
& | A | B | A | B | A | B|A|B| A|B
Sl Al 213 5|12 7121271
B | 1|0 | 4| 1|8 |1 21]21]11F%6

Egy cella kiolvasdsa ncapp = 6.
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Nagyon fontosak lesznek ezek a bizonyos valtozok szerinti rogzitett tdblazat szeletek. Le-
gyen T a tablazat, ekkor a ¢; szerinti szeletét jelolje T(6;), ez azt jelenti, hogy csak olyan cel-
lakat tekintiink, amiknek az i-edik koordinataja az elGre rogzitett o; értéket veszi fel. Azért ¢;
szerinti szelet, mert csak ¢; -hez tartozé koordinata értékét rogzitjiik. Hasonlé médon a tablazat
0;,0j...0, szerinti szeletét jelolje T(6;,0;...0;). A jeldlés motivdcidja, hogy csak olyan cella-
kat tekintiink, amik olyan alakiak, hogy a megfelel6 koordindtdkon az eldre rogzitett értékek
allnak. Szorosan kapcsolddnak a szelethez a tabldzat bizonyos valtozok szerinti margindlisai. A
6; margindlis azt jelenti, hogy a tablazat 7'(9;) szeletében szerepld celldk tartalmat dsszeadjuk.
A konkrét példat tekintve formélisan jeldljiik a T tabldzat 6, = J, 63 = k szerinti szeletét , majd
marginélisét a ] illetve k el6re rogzitett értékekkel.

T(6y = ,63=k) = {mju: j=Jk=k (5.1)

I, I,
Njhs = Z Z ik (5.2)

i=1 =1
Bevezetiink még egy jelolést, ami majd a késobbiekben lesz hasznos. Jelolje n; ;. ha a T(6,,03)
szeletben nem a margindlist, hanem atlagot szeretnénk megadni, a nem rogzitett valtozok sze-

rint.
n

’l\i-i(+ _ (5'3)
IT(61 = 1,65 = k)|
Itt az abszolut érték, a megfeleld tulajdonsdgu celldk szamét jelenti.

A Konkrét példat nézve np,.. = 205 = 18

e 4
Osszefoglalva tehat:

Mt =

A : A valtozok halmaza, amikkel az objektumainkat osztalyozni akarjuk.

Is,

i

: Az i-edik véltozonak ennyi lehetséges értéke, szintje lehet.
J : Osszesen ennyi darab cella van.
ny : Annak a celldnak a tartalmat jelenti, melynek "koordinétdi" éppen az x vektor.
n(i) : A celldk sorfolytonos szdmozdsa esetén az i-edik cella tartalma
..0;) : AT tablazat ¢,, ..., szerinti szelete, ezen koordindtdiban rogzitett cellik halmaza.

n,s, - Bgy konkrét négydimenzids tdbldzat esetén azon celldk tartalmdnak Osszegét jelenti,
amelyeknek 6, koordindtdjdban éppen J, illetve &5 koordintdjaban éppen k érték van.

ny. : BEgy konkrét négydimenzios tablazat esetén azon celldk tartalmanak az atlagat jelenti,
amelyeknek &, koordin4tdjaban éppen J, illetve 63 koordindtdjiban éppen k érték van.

J
N : ) n(i) vagyis a cellak értékeinek Osszege.
i=1

gx : 7%, vagyis a x koordindtdju celldba esés relativ gyakorisdga.

Px - A tényleges valdszinlisége az x koordinataju celldba esésnek.
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5.2. Fiiggetlenség a tablazatban

Az alapvet6 jelolések tisztdzdsa utan térjiink rd az elemzésre. Szimuldltuk a kovetkez6 kisér-
letet: Dobjunk egyszerre dobdkockaval €s pénzérmével, majd a tdblazat megfeleld celldjanak
értékét noveljiik. Legyen X egy darab kockadobds eredménye, Y pedig egy darab érmedobas
eredménye. Ez egy fiiggetlen kétdimenzios tdblazat lesz. A kisérletet 10000-szer ismételve a

27 2

kovetkezd tablazatot kaptuk:

2y=0|Y=1 2)y=0|Y=1
51 51
X<3 1707 1732 3439 X<3 n nip ni;
X >3 | 3276 | 3285 | 6561 X>3 Ny no) Noy
4983 | 5017 | 10000 Ny N4 My

Legyen 0, valtoz6 a kockadobds, ennek most két kategdridja van, ¢, véltozo6 pedig az érme
dobads, ennek is két kategdridja van, ekkor n, tehat azt jelenti, hogy az a cella, ami 9§, szerint az
elsé és 0, szerint a masodik kategdridba esik. Figyeljiik meg, hogy % ~ :’ﬁ Ha ki szeretnénk
deriteni, hogy milyen valdszintiséggel esik egy objektum a ¢, valtozo szerint az egyes katego-
ridkba, akkor nem segit, nem ad errdl a valdszinliségrdl informdcioét az a tény, hogy 6, szerint
melyik kategéridba esett. Ugy is mondhatjuk, hogy egy objektumnak a 6, véltozé szerinti érté-
kére nincsen hatédssal az, hogy ¢, szerint melyik kategdridba esett. Megjegyezziik, hogy ekkor
% = % is teljesiil. Vagyis ekkor az, hogy 6, szerint melyik kategoridba esett, nincs hatdssal ar-
ra, hogy 9, szerint melyik kategoridba fog esni. Ezt a tulajdonsagot szeretnénk fiiggetlenségnek
hivni és éltalanosabb képlettel leirni. Végig n;; értékek helyett inkabb ¢;; relativ gyakorisdgok-

kal dolgozunk, természetesen n;; ért€ékekkel ugyanigy levezethetd lenne.

q11 q21 4214912
— =—>=>qu = =
qi2 4» q»n
921912
1= + 412+ g+ qn =
q»

g2 = q21912 + 912922 t+ 421922 + 422420 =
g2 = (g21 + 22)(q12 + 422) = G242

Azt kaptuk, hogy fliggetlenség mellett egy kétdimenziés tablazatban g;; = ¢;.q.; €rték sza-
molhat6 a megfelel6 marginalisok szorzatdval. Ekkor 7;; = Ng;; lesz a becslésiink arra, hogy
fliggetlen tabldzat esetén egy adott cellaba mekkora darabszamot varunk. A motivacio tehat az,
hogy a tdbldzat bizonyos margindlisait tekintve, egy képzési szabdlyt adjunk az Osszes celldra.
A lehetd legkevesebb informéciot szeretnénk hasznélni, csak azokat a marginalisokat kivanjuk
megtartani, amik feltétleniil sziikségesek. Az elhagyds ugy lehetséges, hogy valamiféle kap-

7z

csolatot feltételezve el6allitunk egy képzési szabdlyt és mds margindlisokbdl a szabdly alapjin
eldallitjuk a hidnyzo celldk darabszamait. Visszatekinte az 5.2 tablazat esetére, itt a kapcsolat a
fliggetlenség, a képzési szabdly pedig:
~ Ny Nyj o NNy
Aij=N-qij=N-qirqej=N-—7 - =5 = —5—
Ez azt jelenti, hogy egy kétdimenzids fiiggetlen tabldzatndl elég ismerni a sordsszegeket €s
oszloposszegeket, ebbdl mar minden cella értéke meghatarozhato.
Tekintsiik dltaldnosan, egy k dimenzids tdbldzatra ugyanezt a kérdést.
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5.2.1. Definicié. Legyen T egy k dimenzids kontingencia tablazat, azaz |A| = k. Azt mondjuk,
hogy ez a tdblazat fiiggetlen, ha

Px = Pxi++.+P+xs++.4 + - - P++..4+x; (5.4)

képzési szabdly érvényes az egyes celldkba val6 keriilés valdszintiségére.

Ebben a specidlis esetben csak az egydimenzids margindlisok szerepelnek a képletben, de
azokbol az Osszes. Természetesen mas képzési szabdly is elképzelhetd, példdul az elsd két té-
nyezd helyett py, ..+ + esetében mar egy kétdimenzids margindlis tag is el6fordulna. Ha a val-
tozok kozott valamilyen képzési szabalyt tudunk feldllitani a margindlisok hasznélatdval, akkor
azt mondjuk, hogy érvényes rajuk a fiiggetlenség valamely altaldnositott formdja. Ehhez kap-
csoldédva megfogalmazzuk az interakcié fogalmat.

5.2.2. Definicié. Ha 6,0, ...0d; € A véltozékra nem érvényesiil a fiiggetlenség semelyik 4ltala-

nositott formdja, akkor ez a k valtoz6 interakcidban van.

Ez a definici6 azt akarja megragadni, hogy ekkor ezekre a valtozdkra sziikségiink lesz a
képzési szabdlyban, mert nem tudjuk egyiket sem kikeverni a tobbi segitségével. Ha ki tud-
nank hozni valamiféle képzési szabdlyt, az pont azt jelentené, hogy érvényes az altaldnositott
fliggetlenség valamely formdja. Amikor tehat azt mondtuk, hogy a lehetd legkevesebb informé-
ci6t akarjuk haszndlni, azt tgy értjiik, hogy a lehetd legkevesebb valtozot szeretnénk haszndlni a
képzési szabdlyban. Az interakcidkra késobb még visszatériink, de el6bb térjiink rd a loglinedris
elemzés modszerére.

5.3. Loglinearis elemzés

El6szor egy példan megmutatjuk a médszer otletét. E16 fogjuk éllitani az elsé tablazatot gy,
hogy az egyenletes tablabol indulunk ki. El6szor felirjuk a marginalisokhoz, hogy az egyenletes
tdbla hogyan tér el az eredetitdl, ezeket a szamokat jeloltiik kékkel.

0| A B 02 A B
51 61
A 02 | 01 0.3 A 0,25 0,25 0,5-0,2
B 04 | 03 | 07 B 0,25 0,25 0,5 +0,2
06 | 04 1 0,5+0,1 0,5-0,1 1

Most elkészitjiik azt a fiiggetlen tabldzatot, aminek a marginalisai megegyeznek az eredeti-
vel, majd beirjuk a celldkhoz, hogy miben tér el ez a fiiggetlen tabldzat az eredetitdl, ezeket a
szamokat jeloltiik lilaval.

| A B 02 A B
| 01
A 0,18 | 0,12 | 03 A 0,18 +02 | 0,12-02 0.3
B 042 | 028 | 07 B 042-02 | 028+0.2 0,7
06 | 04 1 0,6 0,4 1
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Valgjdban ezek a kék és lila szamok egyértelmiien meghatarozzak a keresett eredeti tdblaza-
tot. A loglinedris elemzés lényege, hogy valamilyen mddon ezeket az értékeket irjuk fel, hiszen
ezek, mint lattuk, egyértelmiien meghatdrozzak a tablazatot. A kiilonbség annyi, hogy valdszi-
niliségek helyett, a valoészintségek logaritmusdval fogunk dolgozni, emiatt tegyiik fel, hogy Vi, j
esetén p;; > 0. A logaritmus motivdcidja, tobbek kozott, hogy szorzatok helyett Osszegekkel
tudunk dolgozni. Bevezetiink jeloléseket, el6szor csupan 2 X 2 tablazat esetén:

k,‘j = log Pij
u =k.

cxf' =k.—u
62 ._ _

a = k.j—u
{512

O A I B o R
@ =kij—a; al —u

Ezek az értékek adott tablazat esetén konnyen szdmolhatdak és az aldbbi négy tdbldzatot az

el6z6hoz hasonlé médon fogjuk kitdlteni.

2 A B 02 A B
(51 61
A kaa kap ks A u+ af“ u—+ CYZI kas
B kBA kBB kB+ B u+ a%‘ u—+ CY%I kB+
k+A k+B k++ - - k++

Ha minden celldba u érték keriilne, az lenne az egyenletes tabla. A masodik tablazatban ¢,
véltozohoz tartozé tagokat illesztettiink és azt éllitjuk, hogy ekkor a sordsszegek megegyeznek
az eredetivel. Nem jeloltiik az oszlopdsszegeket, hiszen azok igy még éltaldban nem fognak
stimmelni az eredetivel. Azonban igaz az, hogy ha ebbe a masodik tdbldzatba ¢, valtozéhoz
tartozo értékeket irtuk volna az u mellé a §, értékek helyett, akkor az oszlopOsszegek egyeztek
volna meg az eredetivel.

02 A B
01
A u+a® +o” | u+a® +a2 | k
3\ A ? B A+
1 02 1 02
B utay +a] | utay +ay; kg,
kia kip ks

Azt allitjuk, hogy ez harmadik tabldzat megfelel az olyan fiiggetlen tdbldzatnak, aminek a mar-
gindlisai megegyeznek az eredeti els6 tdblazat margindlisaival. Az utolsé tablazat vissza fogja
adni az eredeti elsd tabldzatot, azonban a celldkba a k;; értékeket egy dsszeget alakban fogjuk

Pyl

eldallitani.

02 A B
01
01 02 012 01 02 012
A u+a/g + +a//§‘A u+a/A6+(YB ++a5AB ks
1 02 012 1 /(’Z 012
B u+ay +a) +ay u+ay +ao) +ay; kg,
kia kip kiy
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Ebben az utolsé tdbldzatban k;; definicidja szerint a cellak valoban mind megegyeznek az eredeti
tdblazat cellainak értékeivel, azonban ez az dsszeg alak tovabbi informéciét hordoz magaban.
Ha igazak az allitasaink, akkor az a?}z tagok lesznek kifejezetten érdekesek, hiszen ezek fogjak
megmutatni, hogy mennyiben tér el a tdblazat az ugyanilyen margindlisu fiiggetlen tdblazattol.

Most megmutatjuk, hogy a médsodik tdbldzat valéban olyan, hogy a sorésszegek stimmel-
nek az eredeti tdbldzat sordsszegeivel, a harmadik tdblazatban mar sor- és oszlopOsszegek is
stimmelnek, rdadéasul ez éppen az a tdblazat, ami a margindlisaiban megegyezik az eredetivel és
fiiggetlen is. Ha az eredeti tdblazat éppen fiiggetlen volt, akkor nyilvan mér a harmadikban is
stimmelni fog, ekkor az af}z tagok mind nulldk.

Bizonyitds. Legyen az eredeti 2 X 2 tdbldzat tetszdleges p;; > 0 val6szintiségekkel kitoltve és
osszegiik legyen 1. Irjuk at p; ; helyett k;; = log p;; -re a celldk tartalmat. A mdsodik tablat
figyelve kell, hogy

kAA+kAB:u+a/jl +u+a/f‘1
A jobb oldalt alakitva kapjuk

kAA"'kAB_u u+kAA+kAB
2 2

u+a/j'+u+af":u+ —u =kpq + kap

Vagyis az els6 sordsszeg valoban stimmel, a masodik sorra ugyanez a szdmolés. Vegyiik észre,
hogy ha a sorok helyett az oszlopokat illesztettiik volna, akkor hasonl6 szdmolédssal megkap-
juk, hogy a megfeleld aff és a‘SBZ értékeket kellett volna hozzdadni az u-hoz. Térjiink most rd a

harmadik tablara. Kell, hogy:

—_ 51 62 51 52
kaa +kap =u+a) +a) +u+a, +ay
_ d1 62 o1 62
kaa +kps =u+a, +a; +u+ay +a;,

Vagyis az els6 sor és oszloposszegek megegyeznek.

Ismét a jobb oldalt alakitva kapjuk

) 6 6 5 6 5
u+a, +al +u+ay +ayg =kaat+kapt+a)+ay =

kaa + kpa kap + kpp
kAA+kAB+——u+—— =
2 2
kaa +kap + kpa + kg kaa + kap + kpa + kpp
kaa + kap + - = kaa + kap
2 2
u+af"+a/i2+u+a631+aff:kAA+kBA+ail+a/gl =
kaa + kap kpa + kpp
kapn +kpsa+ ————— —u+ ——— —u =
2 2
kaa +kap + kpa + kpp  kaa + kap + kpa + kpp
kaa + kpa + > - 3 = kaa + kpa

A szdmoldsban mar felhasznaltuk a masodik tdbla eredményét. A tobbi sor illetve oszloposszeg
ugyanilyen szdmolassal megkaphatd. A negyedik tabla a/f}z definicidja miatt valoban az eredetit

fogja visszaadni. O
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Megmutatjuk azt is, hogy a harmadik tébla akkor és csak akkor fog megegyezni az eredeti-
vel, ha az eredeti fiiggetlen volt.

Bizonyitds. Ha az eredeti fiiggetlen, akkor p;; = p;i.p.; = 4p;.p.; ,innen logaritmust véve mind-

két oldalbol k;; = log4 + log p;. + log p.;. Hasznaljuk, hogy
u+a' +a? =k +k;—k. (5.5)
A kérdés ekkor, hogy
kl‘j:lOg4+10gpl'.+10gp.j:k,‘.+k.j—k.. (56)

egyenldség teljesiil-e.

[rjuk fel az egyenlet jobb oldaldn 1évG tagokat egyesével:

ki +ki 1
ki =—2 7 B 5(10g4 +log pi. +log p.a +1og4 + log p;. +log p.p) =
1
=log4 +logp:. + E(log pa+logpsp)
kAj + kBj 1
k. == = E(log4 +log pa. +log p.; +log4 + log pp. + log p.;)
1
=log4 +logp.; + E(log pa. +1og pg.)
" _ka + kg logd+logps + %(log pa +logp.p) +logd +log pp. + %(log pa +1ogp.p)

2 2
1
=log4 + E(log pa. +1og pp. +1og p.4 +1log p.p)

Igy tehdt valéban 5.6 egyenl8ség teljesiil. Most tegyiik fel, hogy 5.6 teljesiil, ebbdl megmutat-
juk, hogy az eredeti tablazat fiiggetlen.

kiA+kiB+kAj+ij kua + kap + kpa + kpp

k,'j:k,'.'l‘k.j—k..: 3 1

Mivel most 2 X 2 tablazatunk van, ezért bevezetjiik i* jelolést, ezzel az i "parjat" fogjuk jeldlni,

példélll kAA* = kAB

_ 81 02 01 62 _ —
kij+ ke =u+a;' +a +u+ay +al =k +k;+ke +kp—2u=2u

iatkip+kica+kicp
2

Itt azt hasznaltuk fel, hogy k;. + k;+. = & = 4—2”. Ekkor az el6z06 egyenletet haszndlva:

kij+ki*j* o kij+kij* +ki*j+ki*j*
2 YT 4

Mindkét oldalt szorozva néggyel €s exponencidlist véve kapjuk, hogy

exp{2k,-j + 2kl*1*} = p?} . pl%]*

explkij + kij + kij + kioj:} = pij - pij - Pirj - Picjr
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Mivel ezek megegyeznek, igy:

2 _
Pij Pij = Pij* Pije * Pirj * Pirj
Pij * Dirj» = Dij * Pirj

Pi _ P
Pij DPirj
Ami éppen az elvart tulajdonsig egy fiiggetlen tdbldzatnal. O

5.3.1. Példa. Tekintsiik iijra 5.3 elsd tabldzatdt és szamoljuk ki a loglinerdris reprezentdcios

tagokat.
kaa =10g0,2 kap =1og0, 1 kga =1og0,4 kg =1og0,3
u~—1,5081
o) ~ —0,448 ay ~ 0,448 o ~ 0,245 af ~ —0,245

a%? ~0,10166 a2 ~ -0,10166 a2 ~-0,10166 22 ~0,10166

Igy valéban példdul: kay =10g0,2 ~ u + a/‘ls*‘ + osz + ai‘j‘.

Figyeljiik meg, hogy rogzitett 6; mellett a hozzd tartozo egydimenzids tagok dsszege nulla,
sOt, rogzitett 0;; esetén is a hozzd tartozo kétdimenzios tagok dsszege nulla. Altaldnosan is igaz,
ha van egy 6, tényezo, akkor a hozzd tartozo megfeleld dimenzios tagok osszege nulla kell hogy
legyen. Ha ¢6; egydimenzids vdltozonak csak két kategdridja van, akkor a hozzd tartozo két
reprezentdcios tag egymds ellentettje kell hogy legyen, hiszen az dsszeg nulla lesz. sot, ha 6;;
olyan kétdimenzids tag, hogy 6;-nek és 6 j-nek is két kategdridja van, akkor 0;;-hez tartozo négy
reprezentdcios tagnak abszoliit értékei meg fognak egyezni, az eldjel is meghatdrozhato. Azon
tagok eldjele fog megegyezni, melyeknek indexei pdros sok cserével egymdsba vihetd. Jelen
esetben ajlj eldjele pozitiv, igy az egy cserével megkaphato AB és BA indexiiek negativak lesznek

és a két cserével megkaphato BB ismét pozitiv.

5.4. Loglinearis reprezentacio

Az el6z0 fejezetben tehdt arra jutottunk, hogy ha ismerjiik egy tablazat celldihoz tartozé py va-
16szintiségeket, akkor atirva a loglinedris reprezentacié segitségével egy osszeget kapunk. Ha
az 0sszegben valamelyik tag esetleg nulla, az azt jelenti, hogy a hozzajuk tartoz6 véltozok fiig-
getlenek egymastdl. Legyen adott egy tablazat, ami 8 valtozot tartalmaz, jeldlje ezeket 6 . . . ds.
Tegyiik fel, hogy ismerjiik py valdszintiségeket. Készitsiik el a loglinedris reprezentdciot és ab-
rdzoljuk a tabldzatot egy graf segitségével. Legyenek a graf csicsai a o; valoszintiségi valtozok
és akkor hizzunk be két csiics kozott €lt, ha a reprezentacids 0sszegben a hozzajuk tartozo ta-
gok nem nulldk, vagyis nem igaz rdjuk a fiiggetlenség semelyik altaldnositott formdja. Azonban
kapcsolat nem csak két valtoz6 kozott lehet, igy ha van a reprezentacids 0sszegben egy négy-
dimenziés nem nulla tag, akkor a grafon a neki megfeleld négy csics kozott minden élt be kell
hogy hizzunk. Tekinstiik 5.1 dbrat, amit egy adott tdbldzat alapjan készitettiink. Mivel 6; €s d¢
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5.1. dbra. A reprezentacios 0sszeg tagjainak értelmezése.

e e . e - . s sz e ) ... P
kozott nincs €l, igy tudjuk, hogy a reprezenticids Osszegben ai;" nulla volt Vi, j indexre. st

azt is tudjuk, hogy nulla lesz az 6sszes olyan tobbdimenzids a tag, amiben d; €s dg egyszerre
szerepel. Azonban 0,, 03, 04,05 csucsokat nézve, nem egyértelmd, hogy milyen Osszegek tar-
toznak hozz4juk, hiszen lehet, hogy paronként mind fiiggetlenek, csak egyben nem azok, ezért
kotottiik 6ket ossze éllel. Gydjtsiik ki azokat a ¢ parokat, csoportokat, melyek el6fordulnak a
reprezentacids 6sszegben. Legyen ez most [0, 02, 03, 04, I5, O, 07, Og, 0108, 0703, 0506, 02030405].
Innen mér egyértelmtien latjuk, hogy valéban 6, 93, d4, 05 valtozok paronként fiiggetlenek vol-
tak, csak egyben nem.

5.4.1. Definicio. Egy modell hierarchikus, ha tetszSleges interakcidjanak minden rész-interakcidja

is el6fordul a loglinedris reprezentaciéban.

Vagyis az elébbi modell nem lesz hierarchikus, hiszen példaul 6,05 tényzdnek szerepelni
kéne.

Vegyiink egy 2 x 2 fiiggetlen tablazatot 6,, 6, véaltozokkal. Mivel 6, 6, véltozok kozott fenn-
all a fiiggetlenség valamely formdja, ezért nincsen kozottiik interakcid, vagyis 04?}2 tagra nin-
csen sziikség, ekkor nincsen €l a valtozokat reprezentdld csticsok kozott. Viszont a sor és 0sz-
loposszegekért felel6s egydimenzids tagokat meg akarjuk tartani, igy ezt a tablazatot [0, J,]
formdban tudjuk dbrizolni. Ha a tdbldzat nem volna fiiggetlen , akkor [0, 9, 619,] lenne a meg-
felel6 abrazolas. Mindkét esetben hierarchikus modellt kapunk.

Ha tudjuk, hogy a modell hierarchikus, akkor elegend6 a maximélis interakcidkat felsorolni.
Figyeljiikk meg, hogy ha tudnédnk, hogy 5.1 dbra egy hierarchikus modell, akkor sem lesz egy-
értelm csupdn az dbrabol, hogy mik az interakcids tagok, hiszen [6;9g, 0703, 0506, 02030405], de
[5168, 6768, 6566, 625354, 626465, 636465] is ugyanezt az abrat adja.

5.4.2. Példa. A fiiggetlen 5.2 példdt tekintve itt 51, 06,,0,0, az Osszes lehetséges tényezd ami

szerepelhet a képzési szabdlyban, mivel 6,0, tényezore fenndll az dltaldnositott fiiggetlenség
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valamely formdja (ebben az esetben a jol ismert fiiggetlenség), igy erre nem lesz sziikségiink,

ami marad, az [81, 85 ] interakciok.

Nézziink egy masik példat az interakcidk szemléltetésére:

5.4.3. Példa. Legyen a modell a feltételes fiiggetlenség hdarom vdltozoval, ekkor a képzési sza-

bdly:
~ Pij+Pi+k
Dijk =
Di++

ami éppen 2.3 képletbdl dtrendezéssel adodik. Az interakciok pedig [610,0103].

Tehat egy interakcids tag akkor lesz nulla, ha az interakciéban szerepl6 véltozokra teljesiil
a fliggetlenség valamely altaldnositdsa. Ha mar tudjuk a képzési szabdlyt, akkor ez alapjan az
interakcidkat és a hozza tartozé gréfot fel tudjuk rajzolni. Kérdés, hogy a képzési szabdlyra ho-
gyan tudunk kovetkeztetni a graf és az interakciok segitségével. Legyen adott egy kontingencia
tdbla, amihez felrajzoltunk egy G dekompondlhaté grafot (4.1.3 definicid), hogy a graf cstcsai
jelentik a tablazat véltozoit, az élek pedig a fiiggetlenségi kapcsolatokat. Célunk a modellhez
tartoz6 maximum likelihood becslést megadni, majd ezt 6sszehasonlitani az eredeti tablazatban
kapott értékekkel. Azt a modellt fogjuk elfogadni, amihez tartozé becslés a lehet6 legjobban
kozeliti az eredeti értékeket.

5.4.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a G grdf dekompondlhaté,igy a klikkjeinek van egy tokéletes

felsoroldsa. Ekkor a maximum likelihood becslés egy adott celldra az aldbbi alakot olti:

[1m
A ceC
P = Tiomp (5.7)

ses

ahol ¢ € C a klikkek, s € § a szeparatorok a tokéletes felsoroldsban, n} pedig a c klikkben
szerepld csicsokhoz tartozé ¢; tagokon kiviil a tobbi + és a o; értékeket az x szerinti szintjiikon
nézzik, (n3)" pedig el6z6hoz hasonldan €s u, pedig azt szamlélja, hogy hanyszor szerepel sze-
paratorként a tokéletes felsorolasban. Megjegyezziik, hogy ha a G graf nem dekomponélhato,

akkor maximum likelihood becslést nem lehet explicit alakban megadni.
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6. fejezet

Egy példa

P

Ebben a fejezetben egyetlen példan keresztiill megmutatjuk az el6z6 fejezetek eredményeit.
Vizsgaljunk birdsagi itéleteket. Legyen négy valtozonk, a gyilkos neme, a gyilkos szine, az
aldozat szine és az itélet. Tekintsiik az alabbi (nem valés adatokat tartalmazd) tdblazatot 694
esetrol:

01 Férfi NG
0> Fekete Fehér Fekete Fehér
04 Halal | Borton | Halal | Borton | Halal | Borton | Halal | Borton
03 Fekete 10 40 12 30 22 71 8 18
Fehér 15 60 20 63 57 202 21 45

A tabldzat valtozoi
01 := A gyilkos neme, (férfi, nd).
0, := A gyilkos borszine, (fekete, fehér).
03 := Az aldozat bdrszine, (fekete, fehér).
04 := A birésagi itélet, (halal, borton).

Jelolje a tdblazat celldit n;;y,ahol i, j, k,I € {0, 1}. Példaul ng;; azt a cellat jelenti, hogy a
gyilkos férfi, a szine fekete, az dldozat fehér és nem itélték haldlra, ennek a cellanak az értéke

202. Készitsiik el a loglinedris reprezentéciot. A celldba esés relativ gyakorisagat g;j; = % =
% képlet alapjan szémoljuli...’A 5.3 minFéjéra, négydimenzids tébléziat esetén egy ijkl indexi
celldba k;j;; = log ;i = log = értéket irjuk Gsszeg alakban, az aldbbi médon:

o ) & 03 04 012 413 014 623 024 034 0123 0124 0134 6234 01234
kiju = u+a; ta g o el oy eyt o e el e g g ey

Itt az egyre tobb dimenzids interakcids tagok egymdsbol kifejezhetéek a kovetkez6 mdédon:

cxf' =ki.—u

012 _ o o1 _ 0o
@’ = kij.. — a; al —u

6123 7, _ 012 _ 013 _ 63 _ 61 _ . 0» 03
@i kijt. oy’ ey - —al - —u
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Mivel most minden véaltozonak csak két szintje van, ezért a/fl értékek az azonos delta kitevokre
egymds ellentettjei lesznek. A kétdimenzids a/fj!z tagok esetében ha i + j ugyanabba a mara-

dékosztalyba esik mod(2) akkor ugyanaz az elGjeliik. Igy tovabb hdrom és négydimenziésok
esetében is.

u = -3,1459 ah? = -0,3197 a3 = 10,0349
a)l = -0,1692 api =0,1135 ap = 0,0097
) = 0,2908 ag = -0,0516 adi¥ =0,0116
a) =-0,3714 al? =0,0204 alz = -0,0055
at = -0,5529 a2 = -0,0983 afzs = -0,0233

- al =0,0172 -

Minden interakcids tagot meghagyva a hozzd tartoz6 graf, négy csucsu teljes graf lenne, eb-
bdl nem tudunk semmit kiolvasni, célunk tehdt, minél tobb interakcidt elhagyni. Emlékezte-
tilnk, hogy példdul egy hiaromdimenzids af]!,? tagot meghagyva, az 0sszes kétdimenzids rész-
interakciot is meg kéne tartani, hogy hierarchikus modellt kapjunk.

Azokat a reprezentacids tagokat fogjuk megtartani, amiknek az abszolut értéke "nagy". Hi-
szen a kicsi abszolut értékliek arra utalnak, hogy nem nagyon tér el a fiiggetlentdl ezeknek
a valtozoknak a viszonya. Tartsuk meg tehat a hdrom legnagyobb af}z, a/fk”, a‘;lz“ interakciodkat,
tovdbba még azokat, amik a hierarchikus modellhez sziikségesek. Egy dekompondlhat6 gra-
fot szeretnénk késziteni, amire majd a 5.7 segitségével maximum likelihood becslést tudunk

késziteni.

6.1. dbra. A [010,, 003, 0,04] interakciokhoz készitett hierarchikus modell.

A kapott irdnyitatlan grafban 3.1.1 definicidja alapjan az aldbbi feltételes fiiggetlenségi vi-
szonyok teljesiilnek:

5> 1L 85 | 6 83 1L 64| 6y 63 1L 64| 6,
83 1L 6,|6,U6, S1 16,16,

A téblazat celldiba csak a megfeleld interakcios tagokat irjuk be:

[ 01 62 03 04 d12 013 624
kiju = u + a; +al o ) e gy ag
Igy példaul:

koooo = =3, 1459 -0, 1692 +0,2908 —0,3714 -0, 5529 - 0,3197 +0, 1135 -0, 0983 = —4.2531
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ahonnan exp /%0000 = pPoooo = 0,0142, felszorozva N = 694 értékével a kapott becslés iggo0 =
9,87 , amit egészre kerekitve 10 az érték. Ezt folytatva az Osszes celldra megkapjuk az alabbi
becsiilt tdblazatot.

Loglinearis reprezentdcidbol szarmazd becsiilt tdblazat

01 Férfi NG
0> Fekete Fehér Fekete Fehér
04 Halal | Borton | Halal | Borton | Halal | Borton | Halal | Borton
03 Fekete 10 36 13 33 22 79 7 18
Fehér 17 66 22 57 56 201 19 48

Ez egy olyan becslés lesz, ami a megadott informaciok mellett a legkevésbé tér el az egyen-
letes tdblazattdl. Ezt agy értjiik, hogy a loglinedris reprezentacio elején minden celldba ugyanazt
az u értéket irjuk. Ez egy egyenletes tdblazat. Ahogy elkezdjiik az a tagokat hozzavenni, a mar-
gindlisok megvaltoznak. Mivel most csak harom loglinedris tagot hagytunk meg, ezért ez egy
olyan tdbldzat, ami csak abban a hdrom tényezdben tér el az egyenletestSl. Vagyis ez lesz az a
tdblazat, aminek a megfeleld margindlisai megegyeznek az eredeti tdblazat margindlisaival és az
Osszes ilyen tdbldzat koziil ez "hasonlit" legjobban az egyenletes tdbldzathoz. Most nézziik meg,
hogy a maximum likelihood becsléssel milyen tablazatot kapunk, ha a loglinearis elemzésbol
kapott dekomponalhaté grafra alkalmazzuk.

Legyen 0; csucs sorszdma i. Ez a csucsoknak egy tokéletes felsoroldsét adja: 6.1 dbra alap-
jéan:

By = {1} H, = {1} Ry = {1} S =1{0}
B, ={1;2} H, ={1;2} R, = {2} So = {1}
B; = {13} H; = {1;2;3} R; = {3} S3={1}
By =1{2;4} Hy ={1;2;3;4} Ry =14} S4=1{2}

Valéban tokéletes felsorolds, méghozza olyan, mely tartalmazza az 6sszes klikket, ekkor létezik
a klikkeknek tokéletes felsoroldsa (lasd 4.2.1 éllitas). Egy lehetséges felsorolas:

6.2. abra. A klikkek egy tokéletes felsoroldsa.

A hozza tartozo értékek:

By ={1;2} Hy ={1;2} Ry ={1;2} S1 =10}
B, =1{2:4} H, = {1;2; 4 R, = {4} S =1{2}
B ={1;3} H; ={1;2;3;4} R; = {3} S3 = {1}
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Ekkor 5.7 alapjan p; , illetve 71,4, maximum likelihood becslések az aldbbi modon szamolhato-
ak:

Rijra Mg My il

Dijki = .
(TRUNIEE [ iy FUY (NUrH

Példaul
Noo++Mo+0+M+0+0 _ 125+ 92 %104

o444+ 14044+ Mg 14 250 447 % 694
innen 719000 = Poogo - N = 10, 70 kerekitve 11. A tablazat amit igy kapunk pedig az alabbi:

=0,0154

Poooo =

Maximum likelihood becslés segitségével kapott tdblazat

01 Férfi N6
0> Fekete Fehér Fekete Fehér
04 Halal | Borton | Halal | Borton | Halal | Borton | Halal | Borton
03 Fekete 11 36 13 33 21 74 7 18
Fehér 17 61 22 57 56 201 19 48

Az eredetivel 6sszehasonlitva mindkét becsiilt tablazat ranézésre megfeleld illeszkedést mu-
tat.
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7. fejezet
Hipotézis vizsgalat

Ez a fejezet Satoshi Aoki [4] cikke és David Anderson [5],[6] jegyzete alapjan {rédott.

7.1. Fiiggetlenség vizsgalat khi-négyzet probaval

Egy kontingencia tdbldzat ismeretlen paraméterei, hogy mekkora egy adott cellara az a valdszi-
niiség, hogy egy tetszdleges eleme a mintdnak, éppen ide keriil. A tadblazatot egy J hosszusagi
vektorként elképzelve {6; : i € {1,2...J}} az ismeretlen paraméterek.

J
@:{9,-:29,-: 1} (7.1)
i=1

Vagyis a paramétertér J — 1 dimenzids, mert ha mar J — 1 darab 6; ismert, akkor ez meg-
hatdrozza az utolso 6; értékét is. Ezt telitett modellnek hivjuk, ebben az esetben 7.1 az egyetlen
feltétel, aminek teljesiilnie kell. Legyen x a tdbldzat egy realizicidja, ennek a valdsziniisége
multinomiélis eloszldssal szamolva

J J

1
= = | _— Xi
P(X = x) = N! ]:[ o ]:[ 0 (7.2)
7.1.1. Definicié. Legyen X diszkrét valoszintiségi vektorvaltozo és T(X) statisztika, azaz X
valamely fiiggvénye. Ekkor T'(X) elégséges, ha P(X = x | T(X) = 1) feltételes valdszinliség a 6

paraméterektdl fiiggetlen.

7.1.1. Allitas. Legyen X diszkrét valosziniiségi vektorvdltozo, ekkor T(X) elégséges statisztika
& léteznek g, h fiiggvények, hogy P(X = x) = g(T (x)), O)h(x).

Vagyis megnézziik az egyiittes eloszlds képletét, szorzatra bontjuk g(7(x),0)h(x) alakra,
ahol 7'(X) elégséges statisztika lesz. Ha csak 7'(X) értékét ismerjiik, akkor is éppen annyi in-
formdcionk van mér a 6; paraméterekrdl, mintha a teljes tablat ismernénk. Természetesen ez
alapjan a tdbla mindig elégséges statisztika, de célunk a lehetd legegyszeriibb elégséges sta-
tisztikdt megtaldlni. Az 4llitds értelmében az elégséges statisztika a telitett tdbldhoz maga a
tabla lesz, mert mindegyik 6; érték szerepel 7.2 képletben és a tényezdket nem lehet semmilyen
modon dsszevonni. A maximum likelihood becslést az ismeretlen paraméterekre a kézenfekvd

41



6, = x;/N fogja adni. Ez a modell a lehet$ legpontosabban irja le a mintat, viszont a lehet
legtobb, azaz J — 1 dimenzids. Ezzel szemben egy fiiggetlen tdblazat esetén 7.1 mellett a 6;
paraméter megegyezik i- edik cella megfeleld egydimenzidés margindlisainak szorzataval. Ez
kétdimenzids k X t tablazat esetén a jol ismert 6;; = 6.6, ;.

k t k
P(X = x) = N! ]—[ % : ]—[ 6 = N! ]—[ ﬂ ]_[ o ]_[ N (7.3)

J i=1 j=1 i=1 j=1

A képletbdl kiolvashatd, hogy fiiggetlen tablazat esetén az elegseges statisztika a megfeleld sor
és oszloposszegek lesznek, a maximum likelihood becslés pedig 6;; = = s *’ alakd. Legyen A az
a matrix, hogy AX = T'(X). Ezt konfiguraciés matrixnak nevezziik, egy 3 x 3 fliggetlen tablazat
esetén:

11100000 0
000111000
000000111

A=11 00100100 (74)
010010010
001001001

A telitett modellhez pedig A éppen egy J X J identitds métrix lenne.

A hipotézis vizsgalatnal azt szeretnénk eldonteni, hogy az ismeretlen 6; paraméterek milyen
paramétertérbdl szarmaznak, azaz 7.1 mellett teljesiil-e rdjuk valamilyen plussz feltétel. Jelolje
Oy azt a paraméterteret, ahol valamilyen fiiggetlenségi kapcsolat all fenn, példaul feltételes
fliggetlenég. Ekkor a nullhipotézis: Hy : 6, € ©y és legyen az ellenhipotézis H, egyszerlien
az, hogy Hy nem teljesiil. Azt szeretnénk eldonteni az x minta alapjan, hogy elfogadhat6 a
Hj hipotézis, vagy sem. Vagyis a mintateret is két részre osztjuk, elhatdrozzuk el6re, hogy
milyen mintdkat fogunk elfogadni €s milyen mintdkat fogunk elutasitani, azaz ha x € X, akkor
elfogadjuk és ha x € X, akkor elutasitjuk. Természetesen X, N X iires és egyesitésiik kiadja a
teljes mintateret. Ha dontottiink, akkor a dontésiink fiiggvényében az alabbi hibdkat véthetjiik.

7.1.2. Definicio. Els6faju hibanak nevezziik azt, ha tévesen elutasitottuk a nullhipotézist. Ma-

sodfaju hibdnak nevezziik azt, ha tévesen elfogadtuk a nullhipotézist.

A dontésiinket nagyban befolyasolja, hogy legfeljebb mekkora valdszintiséggel engediink
meg elso illetve mdsodfaji hibat. Természetesen, ha valaki nem enged meg egyéltalan els6faju
hibat, vagyis azt szeretné, hogy sose forduljon eld, hogy tévesen elutasitja a nullhipotézist, akkor
nagyon egyszer( dolga van, mindig elfogadja a nullhipotézist. Hasonléan ha mindig elutasitja,
akkor mésodfaju hibat nem fog véteni.

7.1.3. Definici6é. A préba terjedelmének nevezziik azt a legnagyobb valdszintiségét, hogy els6-
fajui hibat vétiink, azaz
a = sup Py(X € X))

0@y
ahol H, az als6indexben jelzi, hogy az igazsag a H volt.
Az alkalmazdsokban altaldban « értéke kicsi, 0,05 vagy 0,01, vagyis az els6faju hiba val6-
szinliségét kicsire allitjuk be. Ennek az a kovetkezménye, hogy ha a prébank alapjin azt kapjuk,

hogy H, elfogadhatd, az csupan annyit jelent, hogy nem mond nagyon ellent a minta a nullhi-
potézisiinknek. Viszont ha H, elutasitidsa az eredmény, akkor ez egy erds bizonyiték H; mellett.
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A legtermészetesebb az, ha kiszamoljuk, hogy H, feltételezésiink mellett mik azok az ér-
tékek, amik a legvaldszinilibbek az egyes celldkba, majd megnézziik, hogy a tényleges minta
hogyan viszonyul ehhez.

7.1.2. Allitas. A 6; € Oy nullhipotézis mellett elég nagy minta esetén a T (X) statisztika elosz-

ldsa aszimptotikusan tart a megfeleld szabadsdgfokii khi-négyzet eloszldshoz.
Allim P(T(X) > c,) = P(Y > ¢,) (7.5)

ahol Y valésziniiségi vdltozo x* eloszldsii megfeleld szabadsdgi fokkal és

! X,‘ - X,‘ 2
T(X) = Z % (7.6)
i=1 [

1

ahol X: a Hy melletti maximum likelihood becslés a cella értékeire.

Mivel a dontésiink nagyban fiigg a valasztasatdl, ezért egy rogzitett a értékre ha el tudjuk
fogadni a H, hipotézist, akkor minden a-ndl kisebb terjedelem esetén is elfogadhatjuk auto-
matikusan. Adédik a kérdés, hogy melyik az a legnagyobb « érték, amire még elfogadhatjuk a
nullhipotézist, ezt a legnagyobb a szdmot p’-értéknek szokds nevezni.

p=PY>Tx)=1-PY <T(x)) (7.7)

Ami a megfelel6 szabadsdgi foku y? eloszlds tablazat4bdl visszakereshetS. Azonban ha a minta
nem tul nagy, akkor a médszer nem megbizhato, s6t, olyan esetek is el6fordulnak, hogy vi-
szonylag nagy minta esetén is pontatlan.

7.2. Egzakt szamolasi moédszer

Aszimptotikus vizsgdlat mellett mas modszerrel is meg lehet hatdrozni ezt a p’ értéket, azon-
ban a 6. fejezetben bemutatott négydimenzids tdbla mar til nagy példa, igy most egy kisebbet
fogunk tekinteni a jobb érthetdség kedvéért. Tekintsiink egy 3 x 3 tdblazatot, jeldlje ezt x' € N’
¢s legyen Hy a fuggetlenség, vagyis 6;; = 6,.0,;. Az elégséges statisztika ekkor x, €s x/; a
megfeleld marginalisok, vagyis a konfigurdcids métrix éppen 7.4 lesz. Rogzitsiik Ax" = ¢ mar-
gindlisokat. Azokat az x tabl4dzatokat, melyekre Ax = Ax’ = t teljesiil, jeloljik F,,-vel, azaz
Fu={xeN :Ax=1}.

Mindegyik x € F4, tdbldra meghatarozzuk, hogy feltéve, hogy tudjuk mik lesznek a mar-
gindlis értékek, (most sor és oszlop 0sszegek), mi a valdszinlisége, hogy éppen ezt a tdblazatot

kaptuk H, mellett.

7.2.1. Allitas. Legyen x' € N¥ rigzitett tdbldzat és legyen Ax' = t. Ekkor Hy mellett feltéve,

hogy ismerjiik AX értékét, annak a valdsziniisége, hogy X = x, ahol x € F,, az éppen

k r
(I:Il(xi+)!)([[1(x+j)!)
h(x)=P(X = x| AX = t, Hy) = — — a . (7.8)
N!T] (xij)!
1

i,Jj=
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Ekkor a p’ értéket az aldbbi mddon szdmolhatjuk

p'=PTX)>2TX)|AX =1,Hp) = Z g(x)h(x) (7.9)

xEFAA,,

ahol h(x) az imént definialt 7.8, g(x) pedig annak az indikatora, hogy az x tdbla khi-négyzet
statisztikdjanak értéke nagyobb mint az x’ mintdé, azaz

gm:{L T(x)>T()

0, T(x)<T() (7.10)

ahol T a khi-négyzet statisztika értéke 7.6.

7.2.1. Példa. Legyen x' a legelsd tdbla és legyen fiiggetlenség a nullhipotézis, ekkor Fa, 15
elemii, t = (3,2,1,2,2,2]. Az a kérdés, hogy a legelsé tdbla mennyire valoszinii a fiiggetlenség

2| 1 0|3 2| 1 0 2| 0| 1 2 0| 1

0| 1 1|2 o 0| 2 0| 2|0 4 1 1
0 1 0| 1 0 0| 0| 1 4 1 0

2 2 2

1 2 [ 1 2 0 1 0| 2 1 0| 2

1 [ 1 0| 0| 2 1 1 o 0| 2|0

[ 1 1 0 0 0| 1 o 1 [N

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 o 1 0 1 0| 1 1

0| 0 1 0| 1 0 1 o\ 0

0| 2 1 0| 1 2 0| 2| 1 0 1] 2

2|0 [ 2| 0 0 1 0| 1 1 1 4

[ 1 0| 1 0 1 [ 1 0| 0

7.1. dbra. Egy rogzitett t margindlisok vektordhoz tartozé F4, tdbldk halmaza

mellett a t6bbi F 5 ,-beli tabldhoz képest.
Legyen T (x) 7.6 a khi-négyzet statisztika, ekkor sorfolytonosan az értékei:

T(x))=5 T(x) =38 T(x3)=38 T(x4) =5 T(xs)=5
T(xe) =8 T(x7)=5 T(xg) =8 T(x9) =3 T(x10) =3
T(x11)=3 T(x12) =28 T(x13)=28 T(x14) =35 T(xi5) =35
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QAP W RN =

x
Il
=
|
wlr—\5|>—k©|>—~c\|>—~
wlr—\5|>—k©|>—\c\l>—~
wlb—\5|>—-©|>—x0\|>—-
N W R | =
N (W R W] N =
N (W R W] N =

7.2. dbra. Az x’ minta, a kozépsd x° a H, szerinti maximum likelihood becslés a valdszintisé-

gekre, illetve a maximum likelihood becslés a vart értékekre szerepel a harmadik tablan.

A 7.8 képletbol szamitott h(x) értékek pedig:

h(x;) = 0,0667 h(x;) =0,0333  h(x3) =0,0333  A(xs) =0,0667 h(xs) =0,0667
h(xe) = 0,0333  h(x7) =0,0667 h(xs) =0,0333  h(x9) =0,1333  h(x;0) =0,1333
h(x11) =0,1333  h(x12) =0,0333  h(x13) =0,0333  h(x14) = 0,0667 h(x;5) = 0,0667

Innen a p’ értékek: 7.9 képlet alapjdn alapjan x' = {x9, X109, X11} tdbldk esetén p’ = 1, azaz
ilyen tdbldkat tetszoleges « terjedelem mellett is elfogadunk. Ha x' = {xi, x4, X5, X7, X14, X15},
akkor p’ = 0,6, tehdt ezeket a tdbldkat a < 0,6 terjedelem esetén fogadjuk el. A fennmarado
x" = {xy, x3, X¢, X3, X12, X13} tdbldkra p’ = 0,2 a kapott érték.

A mddszer hatrdnya, hogy nagyobb tdblazatok esetén F,, elemszdma exponencidlisan nd.

Masrészt 7.8 képletet is dltalanositani kell, hogy a fliggetlenség altalanosabb eseteit is le tudjuk
fedni, példdul feltételes fiiggetlenséget.

7.3. Monte Carlo modszer

Roviden €s vazlatosan bemutatunk még egy mddszert a p’ érték meghatirozasara. Legyen adott
egy x’ tabla és A konfigurdciés matrix. Legyen g(x) a kordbban definidlt 7.10 fiiggvény és H
hipotézis pedig az, hogy 6; € ®,,. Ekkor szamitsuk a p’ értéket az alabbi médon:

p=) g (7.11)
i=1

ahol r € N tetszblegesen nagy lehet, x; pedig a nullhipotézis szerinti feltételes eloszlasbol
generdlt tdbla. Az egzakt szdmoldshoz hasonldan itt is a H, hipotézis szerinti F,, tabldkhoz
hasonlitjuk, de nem egyesével az Osszeshez, hanem generdlunk elég sokat és a X428 alapjsn

0sszes

kovetkeztetiink p’ értékére. A feladat tehat az, hogy generdljunk sok tablat a H, eloszlas szerint.
Ezt Markov lanc segitségével fogjuk megtenni.

7.3.1. Definicio. Legyenek X, : k € N diszkrét valészinliségi valtozok, melyek az S véges
halmazbdl vehetnek fel értékeket. Markov lancnak nevezziik az X valdszintiségi valtozok so-

rozatat, ha
PXy=y| Xo=x0,X1 =x1,..., X2 = X420, X1 = X) = PXg =y | X4t = %) = p(x,y)
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teljesiil Yy, x, xo, X1 ... x,—1 € S esetén. Jelolje Q azt a matrixot, melyre g;; = p(x;, x;). Nevezziik
ezt &tmeneti matrixnak.

sz oz

Markov lanc esetén egy adott dllapot mindig csak az eggyel el6tte 1évo dllapottol fiigg.

7.3.2. Példa. Képzeljiik el, hogy egy hamis dobokockdval dobdlunk, ahol az i-es dobds valoszi-

niisége p;. Mi a valosziniisége, hogy az elsd k dobds osszege oszthato 6-al?

7.3. abra. A gréf csucsai a lehetséges osztasi maradékok

Legyen X valosziniiségi vdltozo jelentése, hogy az elsé k dobdst dsszeadva mennyi a mara-
dék 6-al osztva. Kérdés P(X; = 0) valosziniisége. Itt az nem szdmit, hogy az elsé k — 2 dobdsok

utdn mik voltak az osztdsi maradékok, csak az, hogy Xi_| -ben mennyi és mi lesz az utolso dobds.
PXy=0]Xo=x0... X1 = x-1) = P(Xp = 0 Xpm1 = X4-1) = p(x4-1,0) = g, 0-
Ekkor a feladathoz tartozo dtmeneti Q mdtrix

>P6 P1 P2 D3 Da Ps—
Ps Ps P1 P2 P3 D4
P+ P5 Ps P1 P2 D3
P3 P+ DPs DPs P1 D2
P2 P3 Ps+ Ps DPe Di
|P1 P2 P3 P4 D5 Ds

ahol q;; jelentése, hogy i volt az osztdsi maradék, mennyi a valdsziniisége, hogy a kdvetkezd do-
bds utdn j lesz az osztdsi maradék. Vegyiik my = [0 00 0O 1] kezdeti vektort, hiszen a 0O-
dik dobds utdn az osztdsi maradék nyilvdn 0 lesz. Ekkor 1y = myQ = [ PL P2 P3 Pa Ps p6],
ahol nt\(i) annak a valdsziniiségét jelenti, hogy az elsd dobds utdn i az osztdsi maradék. 1gy to-

vdabb m, = mQ = 10Q%, 3 = my 03, ..., mp = meO~.
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7.3.3. Tétel. Legyen Q az dtmeneti mdtrixa egy X; : k € N Markov ldncnak, egy kezdeti m

eloszlds mellett.

P(X, =) = y-adik eleme a nyQ" vektornak

P(X, =y | Xy = x) = x-edik sor y-adik eleme lesz a Q" mdtrixnak

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy S = {1,2,...,r}. Legyenek W; : i € {1,2...n} vektorok:
wi=[Pexi =1, ... PXi=p].... . Wo=[PX, =1, ... PX, =]
Mivel W, = myQ* igy az elsé allitast igazoltuk.
Most legyen m(x) = 1 és myp(z) = 0 ha z # x. Mivel W, = m,QF, igy W, éppen QF matrix

x-edik sora lesz. O

7.3.4. Definicié. Egy Markov lanc irreducibilis, ha Vi, j esetén pozitiv val6szintiséggel el lehet

jutni x; dllapotbdl x; dllapotba.

7.3.5. Definicié. Egy Markov lanc reguldris, ha Q dtmeneti matrixdnak van olyan k € N kite-

v&je, hogy Q" métrixnak csak pozitiv eleme van.

7.3.6. Tétel. Legyen X, reguldris Markov ldnc, S = {1,2...r} és Q dtmeneti mdtrix. Ekkor
egyértelmiien létezik olyan r X r-es W mdtrix, aminek minden sora ugyanaz a szigoriian pozitiv
w vektor és

lim QF =W

k—o0

}imP(Xk:leozx)zwy

Ez az egyértelmii w vektor lesz a megolddsa az x = xQ egyenletrendszernek. Tovdbbd, ha u
egy r hosszii tetszéleges valdsziniiségi eloszlds, akkor lim uQ* = w is teljesiil. Ezt a w vektort

k—o0

nevezziik a Markov ldnc staciondrius eloszldsainak.

Hozzunk létre egy reguldris Markov ldncot az F 4, halmaz felett, aminek legyen h(x) : x €
F 4, a staciondrius eloszldsa, azaz Q dtmeneti matrix esetén hQ = h egyenl6ség fenndll, ahol &
az a vektor, aminek koordinétdi a h(x) valészintiségek.

7.3.7. Tétel. (Metropolis-Hastings algoritmus) Legyen 1 tetszdleges valdsziniiségi eloszlds az

Fs,-n. Legyen R egy tetszoleges dtmeneti mdtrix egy reguldris Markov ldnchoz az F 4 ,-n. Legyen
. T ji .,
qij = riyjming 1, — | (7.12)

és qi; a megfeleld valosziniiség, hogy a sordsszeg 1-et adjon. Ekkor Q olyan dtmeneti mdtrix

lesz, hogy nQ = m.

Vagyis ha mar készitettiink egy regularis Markov lancot az F4; halmazon, aminek az atme-
neti matrixa R, akkor egy egyszer( transzformdcidval megkaphatjuk azt a Q dtmeneti matrixot,
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melynek mar A(x) vektor lesz a staciondrius eloszldsa. Tekintsiik ismét a 7.2.1 példdban sze-
repl6 abrat. Figyeljiikk meg, hogy milyen megengedett "lépéseket” tehetiink hogy egy x; € Fy4,
tablabol, hogy egy x; € F,, tdbldba keriiljiink. Ebben a példaban az A konfigurdciés matrix
éppen 7.4, igy olyan z € Z° vektorokat keresiink, amelyre A(x+2z) = A(x)+A(z) = A(x) teljesil,
vagyis z € ker(A).

Legyen Gy g, olyan irdnyitatlan graf, hogy csicsai legyenek x € F,, tdbldk és legyen él
x,y € Fy, csucsok kozott, ha x —y € B vagy y — x € B. Megjegyezzik, hogy Ax =tés Ay = ¢
esetén A(x —y) = A(y—x) =0,azaz x —yés y — x is € Kerz(A).

7.3.8. Definicio. (Markov bazis) Egy B C kerz(A) halmaz Markov bazis az A mdtrixra nézve,

ha tetszOleges ¢ € N vektor esetén G4 p, graf 0sszefiiggd.

Tehét egy adott A konfigurdciés métrixra és rogzitett + margindlisokra meghatarozzuk az
F 4, halmazt, majd addig valasztunk z € kerz(A) 1épéseket a B halmazba, mig B Markov bazis
nem lesz az A konfiguracios matrixra nézve. Annak ellendrzése, hogy adott 1épéseket bevéve
mar Markov bazist kaptunk-e, tdlmutat ennek a dolgozatnak a keretein. A lényeg, hogy legyen
Zy = x; egy tetsz6leges tablazat az F 4 ,-bdl, ekkor Z,, eloszldsa elég nagy m esetén h(x)-et fogja
kozeliteni, igy Z,,, Z,.+1 - . . tablazatok tekinthet6k H, szerinti mintdnak, amivel a p’ értéket 7.11
segitségével kiszdmolhatjuk.
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