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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Bérczi-Kovacs Erikanak, aki a té-
mat ajanlotta szamomra. A bizonyitdsaimat mindig figyelmesen atnézte, a hianyos-
sagokra felhivta a figyelmemet, illetve szamos tanaccsal latott el a dolgozat készitése
soran.

Koszonetet szeretnék mondani Vass Baldzsnak, aki folyamatosan rendelkezésre
allt a technikai hattér megértésében, modellek kitalalasdban, szimulaciok elkészité-
sében. A felmeriil6 kérdéseimre mindig készségesen valaszolt.

Tovabba szeretném megkoszonni Rétvari Gabornak, akitol szarmazik a probléma
felvetése, illetve folyamatos iranymutatéassal latott el, hogy mely problémak lehetnek

érdekesek egy mérnok szamara.



Bevezetés

A kommunikéciés haldzatok csomépontjaiban switchek helyezkednek el, melyek el-
sodleges célja az, hogy a bejovo adatcsomagokat feldolgozza és eldontse, hogy milyen
iranyba menjenek tovabbabb. A korabban gyartott tradicionalis switchek el6re meg-
hatarozott funkcidkkal rendelkeztek, aminek a hatranya az volt, hogy erdsen kotott
volt a viselkedésiik, igy az internet viselkedését néha csak lecserélésiik altal lehetett
modositani. Ezt a problémét orvosolva jelentek meg az igynevezett programozhaté
switchek, amik manapsag mar egyre népszeriibbek.

A kivant viselkedéseket egy specialis programnyelvben fogalmazhatjuk meg, me-
lyet egy forditoprogram a programozhaté switchiinkre lefordit. A forditandé prog-
ramkod reprezentalhaté egy kormentes irdnyitott graffal, amelyet be szeretnénk
agyazni a switch eroforrasaira gy, hogy az minél hatékonyabb és energiatakaré-
kosabb legyen. Ezt a feladatot matematikailag is modellezhetjiik.

Belathato, hogy ezen grafbedgyazasi feladatok NP-nehéz problémak, igy az op-
timumot polinomidlis idében meghatarozni reménytelen. IP megoldokkal, illetve
mohoé algoritmusokkal préobalnak optimalis, vagy optimalist kozelité6 megoldasokat
keresni. Az IP megold6 lassi, van amikor orakba telik akar egy kozepes méretii
grafra is megtaldlni az optimalis megoldast. Ezzel szemben a heurisztikus megkd-
zelitések, példaul moho algoritmusok polinomidlis idében garantaltan talalnak egy
bedgyazast, habar nem olyan jot, mint az [P megoldék.

Nagy mennyiségben gyartasban 16v6 programozhaté switch az RMT (Reconfi-
gurable Match Tables) architekturdju INTEL Tofino switch. Azonban az RMT
architektiranak van néhdny problémaja, melyeket egy 4j, ugynevezett dRMT archi-
tektura kifejlesztésével probaltak orvosolni, habar gyartasba eddig még nem keriilt.
A dolgozatom els6 felében az RMT architekturat, masodik felében a dRMT archi-
tekturajat jarom korbe. Azt vizsgalom, hogy a grafbeagyazasok kiilonbozo feltételek
mellett milyen hatékonyan végezhetok el.

Az RMT fejezetben a modelleket és hozzdjuk tartozé eredményeket a [6] cikkbél
vettem. A dRMT fejezetben a modelleket a [2] cikk alapjan dolgoztuk ki témaveze-

téimmel, a benne elért eredményeket és méréseket pedig sajat magam készitettem.



1. fejezet

RMT architektara

1.1. Technikai hattér

A sziitkséges halézati viselkedéseket (pl. adatcsomagok tovabbitasi portjanak ki-
valasztasa, adatfolyam statisztikdk készitése stb.) rendszerint egy tgynevezett P4
programnyelvben [1] definidljék, amit aztan a P4 fordité (amit minden hardverre a
switch gyarték kiillon megirnak) az adott switchre alkalmazza.

Egy fordité feladata, hogy feldolgozza a P4 programot, és az adott hardver
megkotéseit figyelembe véve (példaul elérheté memériateriilet és memoriatipusokat,
munkadllomasok szdma), taldljon egy minél hatékonyabb és energiatakarékosabb
tgynevezett bedgyazast az RMT architektiraba [4].

Egy P4 program meghatéroz egy vezérlésfolyamot (control flow), amit repre-
zentalhatunk egy olyan kormentes iranyitott graffal, ahol a csticsok tgynevezett
match-action tabldknak felelnek meg, az élek pedig fiiggoségeknek.

Ebben a grafban egy-egy ut egy-egy lehetséges feldolgozasat mutatja egy adat-
csomagnak. A tablakban bejegyzések szerepelnek, amik két részbdl allnak: egyez-

tetésekbdl (match) és miiveletekbél (action). Az el6bbiek parhuzamosan keresnek,

G,

S ISERET>_ o
Unicast Routing (3) fg: ethernet.dMac, i <all> \
fy: ipva.diP vlan_tag.vlan a;: std_meta.drop_code Exit
ag: ethernet.sMac, ag: std_meta.mcast_index

ethernet.dMac,
vlan_tag.vlan

MAC Learning (1) =3  Routable (2)

fy: ethernet.sMac, f,: ethernet.sMac,

vian_tag.vian ethernet.dMac,
a,;: null vlan_tag.vlan
a,: null

IGMP (5) —> Exitto CPU
/ fe: ipva.diP,
vlan_tag.vlan,
std_meta.ig_port
ag: std_meta.mcast_idx

Multicast Routing (4)

f,: ipva.diP
a, std_meta.mcast_idx

1.1. dbra. Egy lehetséges vezérlésfolyamat (control flow). [4]
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a legjobb egyezés miiveletét végrehajtjak. Az utébbi utasitasokat tartalmaz, pél-
daul az adatcsomagon mdédositson egy mezot, megmondja, hogy melyik tabla felé
haladjon tovabb az adatcsomag, stb. A tablakat élek kotik 0ssze, melyek megel6zési
feltételeket hataroznak meg. Példaul az 1.1. 4bréan a Unicast Routing tablaban 1évo
feladatokat csak akkor végezhetjiik el, ha mar végeztiink a Routable-ben 1év6 Gsszes
feladattal.

Ezt a vezérlésfolyamot és a hozza tartozo kormentes irdanyitott grafot a P4 fordito
az elsé 1épésében el is késziti. Ezutan egyrészrol ezt a grafot a fordité megprobal-
ja bedgyazni a csOszertien (szekvencidlisan) felépitett munkadllomésokba gy, hogy
azok teljesitsék a hardver szerkezeti megkotéseit, illetve minél kevesebb munkadl-
lomést hasznaljon fel. (Ezt a bedgyazast fogjuk majd matematikailag vizsgélni.)
Masrészrol pedig megtervezi az adatcsomagok elofeldolgozasanak menetét.

A feldolgozandé adatcsomagok folyamatosan jonnek az el6feldolgozdba, majd vé-
gighaladnak a munkaallomasokon, és legvégén az utéfeldolgozon keresztiil tovabb-
haladnak.

A match-action tablakat a munkaalloméasokban szereplé meméridkban taroljék.
Minden munkaalloméasban kétfajta memoriatipus is elérheté: TCAM és SRAM. Az
elébbi kitiing az el6tag- (prefix) és helyettesité karakteres (wildcard) egyezések ke-
resésében, azonban dragabb és jelentés energiakoltséggel jar, mig az utobbi idedlis a
pontos (exact) vagy tartoményi (range) egyezésekben, illetve a miiveletek kédjanak
tarolasaban.

Leegyszertisitve, a bedgyazasra az alabbi szerkezeti megkotések vannak:

e Memoéria: Minden memorianak van egy szélessége és egy magassaga. Min-
den bejegyzést el kell helyezniink a memoéria valamelyik soraban gy, hogy a
memoria minden sordban a szélességek Osszege nem haladhatja meg az adott

memoériatipus korlatjat.

e Horizontal-split (h-split): ha egy tabla nem férne bele egy munkaallomésba,
akkor a tablat horizontélisan elvaghatjuk, igy a bejegyzéseket tobb munkadl-

lomésba helyezziik el.

e Crossbar: Minden munkaalloméasban van egy korlat a tablak szamara, az

egyeztetések szélességeinek Osszegére és a miiveletek szélességeinek Osszegére.

e Word-packing: Néhany bejegyzést egymds mellé lehet ragasztani, ezzel me-

moriat sporolva.
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o Késleltetés: Ha két munkaallomasban 1év6 tablak koézott nincsen él, akkor
egymas utani érajelben végre lehet hajtani a munkadllomasokat. Ha egy tab-
1abol egy méasik tablaba megy egy él, és az elobbi egy olyan mezén hajt végre
miiveletet, amit az utobbi felhasznal az egyeztetés soran, akkor egy bizonyos
szamu (pl. legalabb 12) 6rajelnek el kell telnie azon két munkadllomas kozott,
ahova bedgyaztuk 6ket. (Példaul az 1.1. dbran Unicast Routing és Switching
tabldk kozott ilyen van.)

Ezen megkotések mellett szeretnénk minimalizalni a munkadllomasok szamat, az
energiahasznalatot és a szekvencia hosszat.

A megkotések kozill nem fogjuk mindet modellezni, kizarélag a memoriara vo-
natkoz6 megkotéseket, a h-splitet, illetve a crossbarbdl a legelso korlatot. Tovabba
egyediil a munkadllomésok szamara fogunk minimalizalni. A modelleket és hozzajuk

tartozo bizonyitasokat a [6] cikk alapjédn dolgozom fel.

1.2. Fontos fogalmak

Egy RMT feladatot az aldbbi bemenethalmaz ir le: adott egy G(V,E) ira-
nyitott aciklikus graf, egy H : V — N7 fliggvény a bejegyzések szamardl,
egy W : V. — N7 szélességi fliggvény, egy Vrcayy € V' halmaz, illetve

Wrcant, Wsrant, Hroanr, Hsran, T € Nt konstans korlatok a szélességek dsszegére,
bejegyzések szamara ¢és tablak szamara.
Minden csiicsot el kell helyezniink valamelyik munkaallomason és valamelyik

memoria tipusba is. Ezek alapjan vezessiik be a kovetkezd definiciot:

1.2.1. Definicid. Egy tetszdleges A : V. — NT x {SRAM, TCAM} x (NT x N*)
figgvényt bedgyazdsnak neveziink. (Ez azt reprezentdlja, hogy a tdbla elejét melyik
munkadllomdsdba dgyazzuk be, az SRAM és TCAM a memdria tipusokat haszndlja-
e, tovdbbd a munkadllomdson belil melyik sor melyik oszlopdba kezdjik el bedgyazni.)
Haszndljuk az A(v) = (S(v),M(v),(R(v),C’(v))) jelélést, ahol S(v), R(v),C(v) €
N*, M(v) € {SRAM,TCAM}. Ha teljesil S-re az, hogy minden (i,j) € E élre
S(i) < S(j), akkor A-t megengedett bedgyazdsnak hivjuk.

Egy megengedett bedgyazasban a csticsoknak még az alabbi szerkezeti korlatokat

kell teljesitenitik:

e Memoéria tipusa: A Viycay halmaz csicsait kizardlag a TCAM tipust me-

moéridaba helyezhetjiik el. Formélisan,

Yov € Vricawm : M(U) =TCAM.
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o Szélességi és magassagi korlat: Mindkét memériatipusnak van egy széles-
sége (W) és egy magassaga (H). A tdbldkat (V csicsait) tigy kell elhelyezni,
hogy azok ne fedjék egymaést, illetve ne l6gjanak ki meméridbol. (Azaz egy 2D

ladapakolast kell megvalésitanunk.)

Mivel egy csicsban a bejegyzések szama lehet tobb, mint H, ezért bizonyos

modellekben megengedjiik a kévetkezot:

e Horizontalis vagas: Egy tetszoleges csticsot a bejegyzései mentén szétvagha-
tunk két masik csticsra. Formalisan tetszéleges v € V cstics és 1 < j < B(v)—1

egész szam esetén G(V, F) grafbdl készithetiink egy G'(V', E') grafot gy, hogy
V/ :U1UU2UV\’U
E' ={viv} U{wvi|w € V \ v;wu € E} U{vw|lw € V \ v;ow € E}
U{ww;|w;, w; € V\ v;ww; € B}
B(v) =j; B(v2) = B(v) — j

J B(v)
W(vy) = ;j W (v); W(vz) = ._ZI<B(U) —Jj)-W(v)

Mivel a graf eredeti csticsait folytonosan szeretnénk bedgyazni, ezért a kettéva-
gas soran S(vy), (R(vy), C(vq)) reprezentdlja azt, hogy mi az utolsé munkadl-
lomaés, és azon beliil sor és oszlop, ameddig tart ennek a tablanak feldolgozasa.
(Azaz azon koztes munkaallomésokat, ahol kizardlag v bejegyzései lesznek tel-
jes egészében bedgyazva, csak gondolatban foglaljuk le.) Ezzel elkeriilve azt,
hogy ha egy tablat csak nagyon sok munkaalloméasba tudunk elhelyezni, akkor
mindegyik munkadllomést le kelljen frni a kimenetben. Igy csak a csiics ele-
jét és végét kell meghataroznunk, onnan pedig egyértelmiien kitalalhato, hogy

hogyan néz ki a beagyazas.

Egy csticsot akar tobbszor is kettévaghatunk, azonban az algoritmus gyorsitasa
miatt elvégezhetiink tobb vagast is egyszerre, igy a formalis definiciéban a

kovetkezot is megengedjiik:

B(vi) =j; B(v2) = k
J B(v)
W (v1) :Zj W (v); W(ve) = Z k- W(v)
i=1 i=j+1
, ahol j + k < B(v), tovdbba feltéve, hogy S(vy) és S(vg) kézott van elegendd

munkaallomas, ahova bepakolhatjuk a kimaradt bejegyzéseket.
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Azonban a kovetkezé szerkezeti korlat miatt ez még mindig nem lesz egy jo
definicié, ezért csindljuk még a kovetkezot: ha eddig nem volt egyaltalan hori-
zontalis vagas a grafban, akkor rendezziik sorba V' cstucsait: wq, ..., w,, majd
vezessik be a T : V. — R : T'(w;) = i figgvényt. Ha mar volt horizonta-
lis vigds, akkor az ott szereplé jeloléssel T(vy) = T(vy) := T(v). Igy mar

bevezethetjiik a kovetkezd definiciot:

e Tabldk szAma: Minden munkasllomason legfeljebb T tablat agyazhatunk
be. Formadlisan, definidljuk a V; := {v € V|S(v) = t} halmazt ¥Vt € NT-re.
Ekkor annak kell igaznak lenni, hogy

vVt e Nt H#{Im(T(V))} <T.

A vagast megengedve az RMT feladat egy olyan 2 dimenzids ladapakolasi fel-
adatta alakult, ahol sziikség esetén az eredeti téglalapokat vizszintesen elvaghatjuk

akar tobbszor is, akar egy ladan beliil is.

1.2.2. Definicié. Egy megengedett bedgyazist végrehajthaté bedgyazdsnak ne-

veziink, ha teljesiti a fent felsorolt szerkezeti korldtokat.

Az RMT feladat kimenetének egy végrehajthatd bedgyazasnak kell lennie. Cé-
lunk, hogy minél kevesebb munkadllomast hasznaljunk fel.
Jelolje N(A) = max,(Jv € V : S(v) =t) az A bedgyazasban hasznalt munkadl-

lomasok szamat. Ekkor az optiméalis megoldéast a kovetkezoképp jeloljiik:
1.2.3. Definicio.
OPT := min (N(A)‘A eqy végrehajthato bedgyazds)

A modellek soran feltessziik, hogy max,cvye iy W(0) < Wroan, maxyey W(v) <

max(Wrcanr, Wsran ), illetve ha nincs horizontalis vagas, akkor max,cy H(v) <
B. Igy a definiciéban szerepld minimum jéldefinialt, hiszen ekkor mindig létezik

végrehajthatd bedgyazas.

1.3. Modellek

Ebben a szekcioban definidljuk a vizsgalt modelleket. Ha nem szerepel a modellben,

hogy Wsran, akkor legyen Vicay = V. llyenkor Wrean és Hreoanr helyett csak
annyit frunk, hogy W és H. Ha egyaltaldn nem szerepel a modellben W, akkor
legyen W = 1 és W(v) = 1 minden v € V-re. Tovabba ha nem definidljuk kiilon,

akkor T' = oo, illetve a horizontdlis vagast megengedjiik. A modellek a kovetkezok:
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|

1. H = o0, nincs horizontalis vagas
2. H € N*, nincs horizontalis vagas

3. He Nt

4. H, W € N*

5. Hsran, Hroant; Wsrane, Wrean € NT

6. Hsran, Hroan, Wsrant, Wroan, T € N*T

1.4. Eredmények

Ebben a szekciéban osszefoglalom a f6bb eredményeket a modellekrol.

Az 1. modell linearis idében megoldhato, hiszen a G grafban a leghosszabb 1t
hossza lesz a minimélis munkaalloméasok szadma. Azonban az Osszes tobbi modell
mindegyike mar NP-teljes’ probléma. S6t, a 2. modellben nem létezik 3/2-nél jobb,
a 3., 4. és 5. modellben pedig 5/4-nél jobb approximdcios algoritmus, kivéve ha
P = NP. Azonban ezen modellek esetén megadhaté egy mohé algoritmus, ami
segitségével kozelithetjiik az optimalis megoldasunkat. A 2. modellben megadhaté
egy 3-kozelité algoritmus, ami ha megengedjik a horizontélis vagdst (3. modell),

akkor maris 2-kozelito lesz. Kicsit médositva az algoritmust a 4. modellben kapunk

szintén egy 3-kozelité algoritmust. Attdl figgden, hogy Wroay > Wsran vagy

Wroam < Wsgran, az 5. és 6. modellben, 5- vagy 8-kozelito, illetve 6- vagy 9-kozelito

algoritmust kapunk. Ez azért van, mert Wreoapy < Wsganr esetén eléfordulhat, hogy
van olyan v € V' \ Vpcanr cstics, amire Wrcan < W (v) < Wsgan. Osszefoglalva az

eredményeket az 1.3. tablazat tartalmazza.

1.5. Bonyolultsagok

Ebben a szekcibban megvizsgaljuk, hogy az egyes modelleknek mik a bonyolultsagi
osztalyai.

Hasznéljuk a kés6bbiekben a kovetkezo jeloléseket: n := |V| és m = |E].

!Egész pontosan akkor NP-teljes, ha a feladat eldéntési valtozatit tekintjiik, azaz létezik-e
legfeljebb N munkadllomést hasznalé beagyazas. Ha azt a valtozatot tekintjiik, hogy OPT értéket
szeretnénk meghatarozni, akkor csak annyit allithatunk, hogy NP-nehéz, mert azt nem tudjuk,

hogy ez a valtozat NP-ben van-e.
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Nem approximalhato
Modell || Komplexitas jobban, mint ... Approximéacio
(kivéve ha P=NP)
1. P 1 1
2. NPC 3/2 3
3. NPC 5/4 2
4. NPC 5/4 3
5. NPC 5/4 5 vagy 8
6. NPC 5/4 6 vagy 9

1.3. tablazat. Fébb eredmények Osszefoglalva.

1.5.1. Allitas. Az 1. modellben eqy RMT feladatra O(n+m) idbében megadhato eqy

optimdlis megoldds.

Bizonyitas. Elegendd egy megengedett bedgyazast talalni, mert a munkaallomasok-
ra semmilyen megkotésiink nincs. Vegytlink egy topologikus sorrendjét a csticsoknak.
(Ez O(n 4+ m) id6t vesz igénybe.) Majd vegytik sorban a csticsokat és agyazzuk be
a lehet6 legkisebb munkadllomésba. (Ez is O(n 4+ m) id6t vesz igénybe Gsszesen.)
Mivel az Osszes 6t megeléz6 csticsot mar beagyaztuk, ezért a legvégén ez egy meg-
engedett bedgyazas lesz. Ez optimalis lesz, mivel a kritikus ut (leghosszabb 1t a

grafban) hosszénal kevesebb munkadllomdssal nem megoldhaté a feladat.

Algoritmus 1: Csticsok mélységének meghatarozasa
Input: G(V, E)

begin
1 [v1,va,...,v,] := TopologikusRendezes(G(V, E))
2 fori=1,...,n do
3 L(3) = tires lista
4 if v; befoka 0 then
| (i) =1
5 else
| U(v;) := max{l(v;)|(vj,v;) € A} +1
6 L(1(v;)).append(v;)
7 return £

]

A kovetkezd tételben fel fogjuk hasznalni, hogy a PARTITION probléma NP-
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teljes [3]. Azaz ha adott egy H pozitiv egész szdmokbdl all6 halmaz, akkor
annak eldontése, hogy H elemei particionalhaték-e H; és H, halmazokra (azaz
HiUHy =H, Hi N Hy =) Ggy, hogy a Hi-ben 16vE szdmok Osszege megegyezzen

a Ho-ben 1évo szamok Osszegével, NP-teljes.

1.5.2. Tétel. Annak eldontése, hogy a 2. modellben eqy RMT feladat és k € NT
esetén létezik-e végrehajthato bedagyazas legfeljebb k munkadllomds felhaszndldsdval,

NP-teljes probléma. Tovdbbd nem létezik 3/2-nél jobb kizelité algoritmus, kivéve ha
P=NP.

Bizonyitds. A probléma NP-ben van, hiszen egy adott bedgyazasrél polinomidlis
idoben eldonthetd, hogy végrehajthatd bedgyazés-e.

Az PARTITION problémat vissza akarjuk vezetni egy 2. modellben 1év6 RMT
feladatra. Legyen adva a H = {hy, ..., h,} halmazunk, amit H; és Hy osztalyokra
szeretnénk osztani ugy, hogy a két halmazban 1év6 0sszeg ugyanannyi legyen.

Tekintsiik a kovetkez6 RMT feladatot: V = Ul v;, E =0, H := > hy,
H(v;) = h;, ahol 1 <i < n.

Pontosan akkor létezik 2 munkaallomést haszndlé végrehajthatd bedgyazas erre
a feladatra, ha a H halmazt particionalni tudjuk H; és H, halmazokra. Ezzel
polinomialisan visszavezettiik az PARTITION problémét az RMT problémara, igy az
NP-teljességgel készen vagyunk.

Ha létezne 3/2-nél jobban koézelité algoritmus, akkor specidlisan errél az RMT
feladatrol is el tudnank donteni, hogy létezik-e 2 munkaallomast hasznalo végrehajt-

hat6 beadgyazas. Ez utoébbi viszont csak akkor lehetséges, ha P = NP. O

A kovetkezd tételben azt hasznaljuk fel, hogy az EQUAL CARDINALITY PARTITION
(ECP) probléma NP-teljes [3]. Az ECP probléma arrél szél, hogy ha adott 2k darab
pozitiv egész szambol all6 H halmaz, akkor annak eldontése, hogy ezek két k-k
elembdl allo Hq, Ho particio osztalyra oszthatdk-e gy, hogy a Hi-ben 1évo szamok

Osszege megegyezzen a Ho-ben 1éve szamok osszegével, NP-teljes.

1.5.3. Tétel. Annak eldontése, hogy eqy RMT feladat és k € Nt esetén a 3. mo-
dellben (igy a 4.,5. és 6. modellekben is) létezik végrehajthatd bedgyazds legfeljebb
k munkadllomds felhaszndlasdval, NP-teljes probléma. Tovdbbd nem létezik 5/4-nél

jobb kézelito algoritmus, kivéve ha P = NP.

Bizonyitds. A probléma NP-ben van, hiszen egy adott bedgyazasrol most is polino-

mialis idoben eldonthetd, hogy végrehajthatd beagyazas-e.



BONYOLULTSAGOK 11

Az ECP problémét vissza akarjuk vezetni egy 3. modellben 1évé6 RMT feladatra.
Legyen adva a H = {hq, ..., hot} 2k elemii halmazunk, amit fel szeretnénk osztani
Hi = {hi,-. - hi} és Ho = {hy ... hip } diszjunkt k elemi osztélyokra tgy,
hogy Yoy i, = Y201 b,

Legyen a K := %Zfﬁl h;. (Feltehetd, hogy K € NT.) Legyen a grafunk a
kovetkez6 (1asd: 1.4. abra):

V:.={F L}U Ej{fi,vi,li}
i=1

E = {(F7 L)} U H{<fuvl)a (Fa Ui)? (vivli)7 (hi7L>}

f1 — v —— [
J2 —— Uy ———> l

for —— vop —— lay,

1.4. 4bra.

Legyen H(fi) = H(l;) = 1 és H(v;) = h; minden 1 < ¢ < 2k-ra, tovabba
H(F)=H(L)=K +k.

Ha a ‘H halmaz ugyanakkora méretii és 6sszegii H; és Ho halmazokra particional-
haté, akkor ez az RMT feladat 4 munkadllomésba végrehajthatéan bedgyazashato:
F-et dgyazzuk be az 1., L-et a 4. munkaallomasba; H; halmazhoz tartozé v; ele-
meket agyazzuk be a 2. munkadllomasba, mig H, halmazhoz tartoz6 v; elemeket a
3. munkadalloméasba; Ha h; € H;, akkor f;-t dgyazzuk be az 1., [;-t a 3. munkadl-
lomésba, ha h; € H,, akkor a 2. és 4. munkadllomdsba. Igy ez egy végrehajthaté
bedgyazas.

Ugyanez forditva is igaz, tegyiik fel, hogy adott egy végrehajthatd bedgyazés,
mely négy munkadllomdast hasznalt. wvy,..., v elemeket muszaj volt a 2. és 3.
munkadallomasba bedgyazni, mert befokuk és kifokuk is pozitiv. Ebbdl kévetkezik,
hogy f; csak az 1. és 2., [; csak a 3. és 4. munkaallomasba keriilhet, tovabba az
F' teljes egészében csak az 1. munkadllomason lehet (kiillonben az Gsszes vi-nek a

3. munkadllomason kellene lennie), illetve L teljes egészében a 4. munkadllomason.
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I I I
: : néhany f; néhény [; : :
I | (#=k) (#=k) | |
I F I I L I
I I I I
! ! néhany v; néhany v; ! |
I I I I
(#=k, (# =k,
=K =K
néhany f; Z ) Z ) néhany 1;
(#=k) (#=k)
stage 1 stage 2 stage 3 stage 4
1.5. 4bra.

gy az 1. és 4. munkadllomdson is k-k darab bejegyzésnek valé hely maradt, ahova
csak az f; és I; elemek mehetnek. Igy 2. és 3. munkadlloméson is k-k darab v;-nek
kell lennie, tovabbd a H = K + k korlat miatt K-K-nak kell lennie H(v;) = h-k
Osszegének a két halmazban. Ez viszont megadja nekiink az ugyanakkora méretii és
Osszegll Hi és Ho halmazokat.

Azaz H halmaz pontosan akkor particionalhaté megfelelé H; és Ho halmazokra,
ha ennek az RMT feladatnak van megoldasa. Ezzel polinomidlisan visszavezettiik
az ECP probléméat az RMT problémara, igy az NP-teljességel készen vagyunk.

Ha létezne 5/4-nél jobban kozelité algoritmus, akkor specidlisan errél az RMT
feladatrol is el tudnank donteni, hogy 1étezik 4 munkadllomast hasznalé végrehajt-
hat6 beagyazas. Ez utébbi viszont csak akkor lehetséges, ha P = NP.

Mivel a 4.,5. és 6. modelleknek egy specidlis esete a 3. modellnek, ezért ezek is
NP-teljes problémék és 6k sem kozeliték jobban, mint 5/4, kivéve ha P = NP. [

1.6. Approximacios algoritmusok

Mindegyik modellre megadunk egy kozelité algoritmus, melyek (kvazi) linedris idé-
ben taldlnak egy végrehajthaté beagyazast egy RMT feladatra.

Mindegyik algoritmusnak ugyanaz lesz az alapja: szintenként bedgyazzuk a cst-
csokat. Ez O(n+m) id6t vesz igénybe. Az, hogy egy szinten belil hogyan agyazzuk

be 6ket, az mar modellspecifikus.

1.6.1. Allitas. A 2. modellben eqy RMT feladatra O(nlog(n)+m) idében megadhaté
olyan végrehajthato bedagyazds, amely legfeljebb 3 - OPT munkadllomdst haszndl.

Bizonyitas. Ebben a modellben a specifikus algoritmus egy egyszertt moho algorit-
mus lesz. Rendezziikk méret szerint csokkend sorrendbe a csiicsokat, majd egyesével
vegyiik a csticsokat, és ha a bejegyzések szdma tobb lenne, mint a H korlat, akkor

kezdjiink 1j munkadllomést. Igy minden szinten az utolsé munkaallomds kivételével
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Algoritmus 2: Szintenkénti bedgyazas

Input: G(V,E); H; Hspan,Hrcan;WiWsran;Wroan;V
begin

1 L :=CsucsokMelysege (G)
2 D(0):=0,i:=1
3 while £(i) #0 do

4 D(i) :=D(i = 1) + [(Xern H@))/H]

5 (A[D(i—1)+1],...,A[D(3)]) := ModellSpecifikusAlgoritmus(
L(i),H,Hsran, Hroan, W, Wsran, Wream, V)

6 t:=1+1

7 return A bedgyazds

Algoritmus 3: 2. modell: moho algoritmus

Input: [vy,...,v); H; H

begin

1 A :=iires lista

2 j=1

3 s:=0

4 Sort ([v1,...,vk]) // H(vi)>...> H(vg)
5 fori=1,...,k do

6 if s+ H(v) > H then

7 ji=j41

8 L s:=0

9 Alj).append((v;, TCAM, (s,0)))
10 s:=s+ H(v)
11 return A bedgyazds

minden munkadllomédsban legaldbb H /2 bejegyzés van. Igy ezen munkadllomasok
szama < 2 - OPT, az utols6 munkadllomésok szdma, ami mivel megegyezik a kri-
tikus 1t hosszdaval, < OPT. Innen megkapjuk, hogy 3-kozelité algoritmus ez. A
rendezés Osszességében O(nlog(n)) idét vesz igénybe, igy az algoritmus futési ideje

Osszességében (a szintek meghatédrozdsaval egytitt) O(nlog(n) +m). O

1.6.2. Allitas. A 3. modellben eqy RMT feladatra O(n + m) idében megadhatd egy
olyan végrehajthato bedagyazds, amely legfeljebb 2 - OPT munkadllomdst haszndl.

Bizonyitds. A kilonbség az el6z6 algoritmus képest az, hogy most nem kell sorba
rendezniink a csicsokat, hiszen sziikség esetén horizontalis vagassal egy cstucsbol

két csticsot készithetiink. gy minden szinten az utolsé munkadllomés kivételével
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Algoritmus 4: 4. modell: moho algoritmus

Input: [vy,...,v]; H; H

begin
1 A :=tlires lista
2 7:=1
3 s:=0
4 fori=1,...,k do
5 if s+ H(v) > H then
6 (vi,vl,j',8') :=HorizontalisVagas(v;,s + H(v) — H)
7 Alj].append((v;, TCAM, (s,0)))
// Els8 sort adjuk meg, ahonnan indul a beagyazas
8 j=j+J
// Kézben j' —1 munkadllomdst teljes egészében felhasznaltunk
9 s:=3s

// Utolsdé munkadllomasban s’ sort kell még haszndlnunk
10 Alj].append((v}, TCAM, (s’ — 1,0)))
// Utolsd sort adjuk meg, ahol végzddik a beadgyazas

11 else

12 s:=s+ H(v)

13 Alj]-append((v;, TCAM, (s,0)))
14 return A bedgyazds

minden munkadllomisban H bejegyzés szerepel, igy ezen munkadllomasok szdma
most csak < OPT. Minden szinten az utols6 munkadllomésok szama (a kritikus
Ut hossza miatt) tovdbbra is < OPT, igy az algoritmusunk 2-kozelité. Mivel nem
kell a cstiicsokat sorba rendezni, és egy csucsra legfeljebb egyszer alkalmazzuk a

horizontalis vagast, ezért O(n + m) id6ben végez. O

1.6.3. Allitas. Egy RMT feladatra a 4. modellben megadhatd olyan végrehajthaté
beagyazas O(nlog(n) +m) idében, amely legfeljebb 3 - O PT munkadllomdst haszndl.

Bizonyitds. Rendezziik a csicsokat most szélesség szerinti csokken6 sorrendbe. Az
altaldnossdg elvesztése nélkiil feltehetjilk, hogy W = 1. El6szor tekintsiink tgy,
mintha egy memoria végtelen magas lenne. El6szor vegytik azon cstcsokat, melyek
szélessége > 1/2, és dgyazzuk be ket egy oszlopba. Ezutan a k-ik 1épésben dgyazzuk
be azon cstcsokat k oszlopba, melyek szélessége [1/(k + 1), 1/k) halmazba tartozik.
A cstcsokra hajtsunk végre horizontélis vagasokat és igy dgyazzuk be sorba 6ket.
Ha az utolsé sorba még maradt hely, akkor a kovetkezd csiicsot véve horizontalis

elvagva dgyazzuk be 6t a maradék helyre. Ekkor az utolsé munkadllomést kivéve
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mindegyik munkaélloméason minden sorban a szélességek legalabb felét kihasznéltuk.
Ez < 2-OPT. Az utolsé6 munkaalloméasok szama < OPT, igy ez egy 3-kozelito
algoritmus, tovdabba O(nlog(n) + m) végez. O
1.6.4. Allitas. Egy RMT feladatra az 5. modellben megadhatd olyan végrehajthaté
beagyazas O(nlog(n) + m), amely legfeljebb 8 - OPT munkadllomdst haszndl. To-
vabbd, ha Wrean > Wesran, akkor legfeljebb 5 - OPT munkadllomdst haszndl.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy most az i-ik szinten vagyunk. Mindig szélesség szerint
csokken6 sorrendben fogunk bedgyazni, illetve sziikség esetén horizontalisan elvagjuk
a csucsokat. Eloszor agyazzuk be Vipoaps cstcsait 1-t01 a ¢;-ig terjed6 munkaallomé-
munkadllomdsokba az SRAM memdridba, melyekre W(v) > Wrcan. (Ha nincs
ilyen cstcs, akkor s; := 1.) Ezutdn a maradék csucsokat agyazzuk be a min{t;, s;}
munkaéllomastol elkezdve folyamatosan a TCAM és SRAM meméridkba, beleértve
a megmaradt helyeket (az tires sorokat) a t;-ik és s;-ik munkadllomésokban. Tegyiik
fel, hogy az utols6 munkadllomds sorszama max(s;,t;) + I;.

Ekkor meggondolhatd, hogy Y g ineex(ti — 1) < 2- OPT), hiszen legaldbb félig tele
vannak ezek a TCAM meméridk. Ugyanigy Yo inec(si — 1) < 2 OPT. Szokésos
modon azt is tudjuk, hogy Yo ineer(li—1) < 2-OPT. Igy eddig < 6-OPT becslésnél
tartunk. Minden munkaallomas szélessége félig tele van, kivéve az utols6 munkadal-
lomaést, a t;-ik munkaallomast (mert abban a sorban, ahol abbahagytuk a TCAM-be
valé bepakolast, lehet egy legalabb félig tires sor) és az s;-ik munkadllomds (szintén
abban a sorban, ahol abbahagytuk az SRAM-ba val6é bepakolast, eléfordulhat egy
legaldbb félig tires sor). Azonban ezek koziil az egyik eltiintethetd: ha van az utolsé
munkaallomason pl. TCAM-ben olyan sor, ami legalabb félig tele van, akkor azt
kicserélhetjiik a ¢;-ik munkaallomason 1évo félig legaldbb tires sorral. Ezzel csak az
s; és utols6 munkadlloméas maradt. Ha nincs sem TCAM-ben sem SRAM-ban ilyen
sor, akkor csak olyan sor lehet, ami legalabb félig iires. Ha pl. TCAM-ben van a leg-
alabb félig tires sor, akkor ezt a sort a ¢;-ik munkadllomas szintén legalabb félig iires
sora mellé rakva az utolsé munkadllomés fel is szabadul, igy azt el is hagyhatjuk.

Azaz legfeljebb két munkaallomas van, ahol nincs minden sor legalabb félig tele,
igy ezek szdma < 2 - OPT. Osszességében pedig azt kaptuk, hogy < (6 +2) - OPT
munkaallomast hasznaltunk.

Ha Wroan > Wegranm, akkor s; = 1, tovabba legfeljebb a TCAM memoriaban
maradt félig tires sor, amit vagy ki tudunk cserélni, vagy az utolsé munkaallomast el
tudjuk tiintetni. Igy kapjuk azt, hogy < (2+2+1)-OPT munkallomést hasznaltunk

maximum ez esetben. ]
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1.6.5. Allitds. Egy RMT feladatra a 6. modellben megadhatd olyan végrehajthatd
bedgyazds O(nlog(n) + m), amely legfeljebb 9 - OPT munkadllomdst hasznal. To-
vabba, ha Wrean > Wsran, akkor legfeljebb 6 - OPT munkadllomdst hasznal.

Bizonyitas. Ugyanazt csinaljuk, mint az el6z6 modellben, annyi valtoztatassal, hogy
ha elértiik a T korlatot, akkor 1j munkaédllomést kezdiink a kovetkezd csicsnéal. Ezen
munkadllomasok szama, ahol T csticsot haszndltunk és nincs félig tele szélesség sze-
rint az 6sszes sor, < OPT darab lehet. (Meggondolhaté, hogy egy csticsot legfeljebb
egy ilyen munkadlloméson szamolhatunk meg.) Igy végeredményben 8 + 1- és 5+ 1-

kozelito algoritmusokat kapunk. O]



2. fejezet

dRMT architektura

2.1. Technikai hattér

A dRMT (disaggregated Reconfigurable Match-Action Table) [2] egy 4j architektiira
programozhaté switchekre, ami az RMT switchek két fontos, a csészerli szekvencialis

architekturabol fakadé problémajara kinal megoldast:

1. Az RMT-ben a memoria a munkaallomashoz tartozik, ami csak az adott mun-
kadllomasbol érheté el. Ez parhuzamosan elvégezheté kereséseknél, illetve
nagy tablaknal is problémas lehet. Tekintsiink néhany tablat, amiket parhu-
zamosan el lehet végezni. Ha a tablak mérete til nagy lenne a munkaallomas
lyezni 6ket, azonban ezaltal a hozzadadott munkaallomasok szamitasi kapacita-
sai nem lesznek kihasznalva. Ugyanigy, ha egy tabla memoriaigénye nagyobb,
mint amekkora egy munkadlloméds memoériaja, akkor tobb munkaalloméasba

kell elhelyezni ezt a match-action tablat.

2. Az RMT szekvencidlisan hajtja végre az egyezéseket (match), majd a mive-
leteket (action), mikozben a csomagok athaladnak a csévon. Azaz az elsé
munkadllomasban egy match utan action jon, a mésodik munkadllomasban
is egy match utdn action jon és igy tovabb. Ez is a hardveres eréforrasok
kihasznalatlansagahoz vezethet, ha a matchek és actionok kiegyensulyozatla-
nul fordulnak el6. Példaul, ha néhédny actiont nem kell matchnek megeloznie,
akkor is le van foglalva a memoriaigénye matchnek. Tovabba, ha egy prog-
ram nem fér bele a hardver éltal elérheté munkadllomédsok szdméba, (mert
példaul az aciklikus grafunkban 1évé leghosszabb it hossza nagyobb, mint a

munkadllomasok szdma) akkor lehetéség van arra, hogy még egyszer végig-



TECHNIKAI HATTER 18

S Queues
Inlg S [
&l 2 2 | />omp_Out
B ER T e -
T $Proc.1 S d Brec 2,’ rProc.’N Al =

—
| S
= %<

F F

Memory Memory | . .. .. emory
Cluster 1 Cluster 2 Cluster N

2.1. dbra. A dRMT architektira felépitése. [2]
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menjen a program a szekvencian azért, hogy minden feladatot elvégezhessen.
Raadésul akkor is végig kell mennie a programnak még egyszer a szekvencian,
ha csupan egy extra munkaalloméasra lenne sziikség, ezzel akar megfelezheti
(vagy ha k-szor megy végig a szekvencian, akkor k-ad részére csokkentheti) a

teljesitményt a maximalis teljesitményhez képest.

A dRMT gy oldja meg mindkét problémat, hogy kiilonvalasztja a hardveres

eroforrasokat:

1. Memoria: A memoriat szétvalasztja a processzortél, amit egy tgynevezett

crossbaron keresztiil ér el a processzor.

2. Processzor: Az RMT-ben szereplo csoszerl szekvencialis munkaallomasokat
felvaltjak az igynevezett match-action processzorok halmaza. Ahelyett, hogy
minden munkaallomas foglalkozik egy kicsit a csomaggal, majd tovabbadja
a kovetkez6 munkaallomasnak, most egy csomaggal csak egy processzor fog
foglalkozni. A csomag mindaddig a processzorndl taldlhatd, amig annak a
teljes programjaval nem végez. (Egy processzor természetesen tobb csomaggal

is foglalkozhat egyszerre.)

A memoria és processzor szétvalasztasa jelentos flexibilitast nyajt. Megoldja a
memoriat illetéen a parhuzamos keresési problémat és a nagy tablak problémajat, a
graf bedgyazast illetéen pedig akar kevesebb munkadllomés/processzor segitségével
is megoldhaték ugyanazok a feladatok (lasd: 2.2. és 2.3. dbra)

Feltehetjiik, hogy a P4 program kimenetébdl a forditd segitségével rogton meg-

kapjuk az aciklikus grafunkat, aminek a cstcsai lesznek a match és action csticsok,
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2.2. dbra. Egy példa program és annak bedgyazdsa az RMT architektaraban. [2]
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2.3. tablazat. A példa program egy lehetséges iitemezése a ARMT architektirdban.

az ¢lein pedig adott egy kapacitds fliggvény, hogy mennyi sziinetnek kell eltelnie
a két csics kozott. Ezt szitkséges most a dRMT architektiraba bedgyazni (avagy
itemezni) nem megsértve a P4 program megel6zési feltételeit vagy a dRMT archi-
tektura szerkezeti korlatait. A megelozési feltételek alatt azt értjiik, hogy ha egy
egy match vagy action cstics utan egy masik valamilyen cstcsba él megy, akkor a
legkorabban csak a AM-ik illetve AA-ik 6rajel utan hajtédhat végre.

A match és action inditésara az alabbi szerkezeti korlatok vannak:

(i) Egy processzor legfeljebb M darab parhuzamos keresést kezdeményezhet,
egyenként legfeljebb b bittel. (Példdul ha egy match-action tabldzatban ke-
resendd string 2,5 - b bit hosszu, akkor harom parhuzamos b bites vektor el-

kiildésével meg tudja ezt tenni, feltéve, hogy 3 < M).

(ii) Egy processzor legfeljebb A darab action mezé médositast hajthat végre par-

huzamosan.

(iii) Egy processzoron legfeljebb IPC (inter-packet concurrency) darab match in-

dithaté minden o6rajelben.
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(iv) Egy processzoron legfeljebb IPC (inter-packet concurrency) darab action in-

dithaté minden 6rajelben.

Ezen kiviill még szamos korlat van (habar ezekkel mar nem fogunk foglalkozni),

példaul:

(v) Memdria blokkok: Ugyantigy lehetnek TCAM és SRAM tipustt memoridk,
illetve egy memoria blokkra ugyanazok a korldtozasok vonatkoznak, mint az
RMT architektiraban.

(vi) Memdria elérés: Minden drajelben egy match-action tablahoz tartozé me-

moériablokkhoz legfeljebb egy processzor egy csomagja férhet hozza.

(vii) Crossbar: A processzor és a memoria kozotti informaciéaramlasért felel a

crossbar, aminek szintén vannak eréforras-korlatai.

A dolgozat sordn azonban fel fogjuk tenni, hogy egy processzor (és egyféle meméo-
ria) all rendelkezésre, ezért a megszoritasokat a kovetkez6 szekciéban rogton ennek
a fliggvényében mondjuk majd ki. Az IPC értéke jellemzoen 1 vagy 2 szokott lenni.

A [2] cikkben az ODG-nek egyetlen iitemezését ismételték P periddusonként,
ugyanis a gyakorlatban egyszertibb tarolni és szamolni, ha periodikusan ismétléd-
nek a feladatok. Igy egy-egy processzor ciklikus rendezését eltolva P processzorral
orajelenként tudunk egy-egy csomagtovabbitast kezdeni és végezni. Céluk egyrész-
r0l ennek a P peridodusnak, mésrészrol az titemezés hosszanak minimalizaldsa volt.
Mi ezen annyit médositunk, hogy meg fogjuk engedni azt is, hogy egyszerre akar k

utemezést is ismételhessiink.

2.2. Fontos fogalmak

Az aldbbi szekciéban definidljuk a fontos fogalmakat a ARMT modellhez.

Egy dRMT feladatot az alabbi bemenethalmaz ir le: adott egy D(V, E) irdnyitott
aciklikus graf, ahol a V csicshalmaz fel van osztva a V,, és V, match és action
csticshalmazokra. Tovabba adott egy W : V' — N7 szélességi fuggvény, AM,AA €
N* késleltetési konstansok, M, A, IPC € Nt U {oco} szerkezeti korldtok.

A AM és AA konstansok indukalnak egy [ : V' — NT késleltetési fiiggvényt
minden cstcsra az alabbi médon: [(v,,) = AM és l(v,) = AA minden v, € V,,, és
v, € V,-ra.
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2.2.1. Definicid. Egy tetszbleges S : V — NT fligguényt titemezésnek neveziink.
(Itt Nt az drajeleket reprezentdlja.) Ha teljesil még rd az is, hogy minden (i,j) € E
élre l(v;) < S(j) — S(i), akkor megengedett iitemezésnek hivjuk.

Meg akarjuk tudni, hogy hogyan lehet processzorunkat a legjobban kihasznal-
ni, ekkor viszont nem feltétlen egy darab titemezést fogunk periodikusan ismételni,
hanem lehet, hogy tobbet. S6t, ha elengedjiik a periodicitast, akkor azt is megen-
gedhetjik, hogy végtelen sok titemezéstink legyen. Ennek fényében bevezetjiik az
alabbi definiciét:

2.2.2. Definicié. Utemezések egy k elemd halmazdt, ahol k € N* U {0}, k-
ttemezésnek neveziink. Jelolés: S. FEgy S k-tiitemezést megengedett k-

ttemezésnek hivunk, ha minden S € S ttemezés megengedett titemezés.

Egy megengedett k-iitemezésben csticsoknak még az alabbi két szerkezeti korlatot

kell teljesitenitik:

e Erdforras korlat, (i) és (ii): Minden match és action csicsnak van egy szé-
lessége, amit a W fliggvény tartalmaz. Minden drajelben a match és action
csticsok szélességeinek osszege legfeljebb M és A lehet. Formalisan

VEENT: Y Y W(v,) <M

SES v EV
S(vm)=t

és ugyanez az action csucsokra.

e IPC korlat, (iii) és (iv): Az IPC érték egy fels6 korlat arra, hogy egy érajel-
ben hany ttemezés (avagy csomag) foglalkozhat match illetve action cstcsok-

kal. Formalisan
V¥t € NT: #{S € 8|Fv, € Vpn : S(vm) =t} <IPC
és ugyanez az action csucsokra.

2.2.3. Definicié. Egy megengedett iitemezést végrehajthato titemezésnek neve-
ziink, ha minden orajelben a csicsok kielégitik az erdforras korlatot. Egy S megen-
gedett k-iitemezést végrehajthato k-iitemezésnek neveziink, ha minden S € S

litemezés végrehajthato titemezés, tovabba S kielégiti az I PC' korldtot.

A dRMT feladat kimenetének egy végrehajthatd k-iitemezésnek kell lennie, ahol
k € NT U oo. Ahhoz, hogy meg tudjuk fogalmazni a célfiggvényiinket, vezessiik be

az aladbbi definicidkat.
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2.2.4. Definicié. Legyen CT(S,t) := #{S5|S € S;Vv € V : S(v) +1(v) < t} a
végrehajtott feladatok szima a t-ik idopillanatban S-ben.

2.2.5. Definicié. Legyen k < oo, ekkor T = T'(S) := maxgesev (S(v) + 1(v)) egy

S k-ttemezés hossza.

CT(S.t)

p az

2.2.6. Definici6. Legyen S egy oo-titemezés. Legyen Q(S) := lim sup,cy+
S hatékonysdga.

2.2.7. Definicié. Legyen k,P € NT és & = {S1,...,Sk} egy megengedett k-
titemezés. Legyen 8" := (Spm|n < k,m € N), ahol S, m)(v) := Sy (v)+m-P. Ekkor
S dtemezést végrehajthaté P-periodikus k-iitemezésnek nevezziik, ha S’ eqy

végrehajthato co-itemezés. Tovabbd ennek a hatékonysdga legyen Q(S, P) = Q(S').

Vegyiik észre, hogy Q(S,P) = %, hiszen ¢ € N esetén CT(S',(P) < lk <
CT(S',T(S)+ LP), tovabbéa a CT fiiggvény monoton né a masodik valtozdjaban.
A gyakorlatban konnyebben ellenorizhetd a kévetkezd feltétel:

2.2.8. Allitas. Legyen k, P € N* és S = {Sy,...,S,} eqy megengedett k-iitemezés.
S pontosan akkor végrehajthato P-periodikus k-itemezés, ha az orajeleket mod P

ekvivalencia osztalyokra bontva minden ekvivalencia osztalyra teljesiil az erdforrds-
korlat és IPC korldt.

Bizonyitds. Meggondolhatd, hogy az S’ oo-titemezésben minden ¢ > T'(S) 6rajelben
pontosan azon csicsok fognak szerepelni, mint az S t (mod P) szerinti ekvivalencia
osztalyaban. &’ minden t < T'(S) érajelében pedig ugyanezen csicsoknak csak egy

részhalmaza. ]

Els6dleges célunk az, hogy olyan végrehajthaté titemezést talaljunk, aminek mi-
nél nagyobb a hatékonysaga. Masodlagos célunk az, hogy minimalizaljuk T-t. Ezek

alapjan az alabbi médon definidljuk az optimalis értékeket:
2.2.9. Definicié.

1
OPT} := min ( ’ S eqy végrehajthato P-periodikus k—dtemezés)

Q(S, P)
1
OPT,, = inf | —— | S egy végrehajthato oo—dtemezés)
(Q(S) |

OPT! :=min(T(S)|S egy végrehajthaté P-periodikus k-iitemezés)

« sz

den fix k-ra létezik egy trivialis k(|V,,,|+|V4|)-periodikus k-iitemezés, és (szintén fix k
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esetén) véges sok (P, k) par van, ahol % > i Hasonlban az OPT}l definicitja

1
[Vin|+Va
is értelmes.

2.2.10. Megjegyzés. Az OPT), és OPT} nem feltétlen ugyanarra az iitemezésre
veszik fel az optimdlis értékiiket. Az IPC = 1 modellek esetében ldtni fogjuk (ldsd:
2.6.12. tétel.)

2.2.11. Megjegyzés. Ha Iétezik végrehajthato P-periodikus k-itemezés, akkor
OPT,, < P/k. Hasonléan Vk € NT : OPT,, < OPTy.

2.3. Modellek

Definialjuk a vizsgalt modelleket, melyek egy processzort és egyféle memoriat hasz-
nalnak. Ha nem definidljuk kiilon, akkor IPC' = oo, W =1, AM =1, AA =1,

illetve ha nem szerepel A a modellben, akkor V, = 0.

<|
I
3

1.

w o

= =
w M

o3
—+

=
—

M € N*t) + (AM € NT)

5. (M,AeN")+ (AM,AA e NT)

6. (M eN")+(W:V — N

7. (M,AeNT)+(AM,AAeNT)+ (W :V — NT)

8. (IPC'=1)+ (M e N")

S

9. IPC=1)4+ (M e N*)+ (AM € NT)

10. (IPC =1) + (

=

AeNT)

=

11. ([PC=1)+(M,AeN")+ (AM,AA e NT")

=
M

12. (IPC=1)+( N*)+ (AM e N*) + (W : V — N*¥)

=

13. (IPC=1)+ (M,AeN")+ (AM,AAeN")+ (W :V — NT)

4. (IPC=k)+ (M,AeN")+(AM,AAeN")+ (W :V — NT)
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2.4. Eredmények

Mit tudunk az egyes modellekrol?

Az 1. modellben elegend6 egy megengedett titemezést taldlni (azaz minden cstics-
ra meg kell hatdrozni a mélységét), utana pedig mar P = 0 is megfeleld.

A 2-5. modellekben (azaz [PC = oo és W = 1) taldlhaté OPT) peridédusi
iitemezés, azonban OPT meghatérozasa mdr itt is NP-nehéz probléma. Azonban
amint bejon a modellinkbe az ITPC = 1 vagy W : V — Nt feltétel, az OPT;
meghatarozasa maris NP-nehézzé valik.

Belatjuk, hogy a 6. modell az O PT}-re nézve, illetve a 12. modell ekvivalens az
RMT architektira 4. modelljével. A 8. modell ekvivalens lesz egy ismert iitemezési
problémaval.

Megadunk a 11. és 13. modellekre egy 4- és 6-kozelité algoritmust az O PT)-re
nézve.

Tovabba a 13. modellben megmutatjuk, hogy minden dRMT feladatra létezik
K € N, hogy OPTx = OPT,,, azonban azt is megmutatjuk, hogy ez a K tetszd-
legesen nagy is lehet.

Osszefoglalva az eredményeket a 2.4. tablizat tartalmazza.

P nem approx.
Modell | 77 < 0o | aM(, a4y en | 70 tpa | gy | £ approx. | jobban, mint
A< oo OPT; -... OPT; -
(Kivéve ha P = NP)
1 00 1 1
2 v 00 1 1
3 v v 00 1 1
4 v v 00 1 1
5 v v v 00 1 1
6 v 00 v 3 3/2
7 v 4 v 00 v ? 3/2
8 v 1 2 — 1/ 4/3
9 v v 1 2 — 1/ 4/3
10 v v 1 4/
11 v v v 1 1 1/3
12 v v 1 v 3 3/2
RMT 2
13 v v v v 6 3/2
14 v v v k v ? ?

2.4. tablazat.
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2.5. Bonyolultsagok

Ebben a szekcibban megvizsgaljuk, hogy az egyes modelleknek mik a bonyolultsagi

osztalyai.

2.5.1. Tétel. Az 5. modellben OPT), = max ([MW , V'Vﬂ) /k‘, ha k € NT, illetve

M A
OPT, = max (%, ‘LZ“')

Bizonyitas. Legyen P := max ([MW , [M

M A
példanyat a kovetkezOképp: A soron 1évé példanynak vegyiik azon match és action

D Agyazzuk be egyesével a graf k

csucsait, melyeket még nem agyaztunk be, viszont minden 6t megel6zo csticsot méar
bedgyaztunk. Vegyiik a legkisebb orajelet, ahova be lehet dgyazni valamelyik cst-
csot, majd agyazzunk be ebbe az orajelbe minél tobb cstcsot gy, hogy az teljesitse
a szerkezeti korlatokat P periddus mellett is. Ekkor S := {S,|n < k} egy végre-
hajthaté P-periodikus k-titemezés, amibol OPT), < %. Ebbdl megkapjuk azt is, ha
k=M - A, akkor OPT,, < OPT}, = max (%, %)

Masrészrol t orajel alatt a match csticsok szélességeinek Osszege maximum tM

lehet, az action csticsoknal pedig tA. Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy

s [251] [141) > crs ),

amibsl OPT}, > £ és OPT, > max (Il 21), O

Ezzel belattuk, hogy az 5. modellben O PT} meghatarozasa (azaz egy minimélis
periédusszdmi iitemezés meghatdrozésa) P-ben van. Azonban OPT| meghataro-

zésa (azaz a legrovidebb iitemezés) mar NP-nehéz probléma:

2.5.2. Tétel. Annak eldontése, hogy P, T € NT esetén barmelyik (de nem az 1.)
modellben létezik-e végrehajthato S ttemezés, hogy T'(S) < T, NP-teljes. Tovibba

nem létezik 4/3-nél jobban kizelité algoritmus az OPTY -ra nézve, kivéve ha P =

NP.

Bizonyitds. Specialis esetként vehetjiik a 2. modellt, ugyanis most az IPC=1 feltétel
nem zavar be, hiszen csak egy S iitemezést kerestink.
Ennek a bizonyitdsa pedig megegyezik az [5] 3.4.2. Tétel bizonyitasaval, ahol a
gépek szama most M-al egyenld.
O

2.5.3. Tétel. Annak eldontése, hogy rogzitett P € NT esetén a 6. modellben (igy
a 7. modellben is) eqy dRMT feladat esetén létezik-e végrehajthaté P-periodikus 1-

ttemezés, NP-teljes probléma. Tovdbbd nem létezik 3/2-nél jobb kozelitd algoritmus,
kivéve ha P = NP.
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Bizonyitas. A feladat ekvivalens az RMT problémakor 2. modelljével, ugyanis meg-

gondolhaté, hogy a AM feltétel nem fog bezavarni. m

2.5.4. Tétel. Annak eldontése, hogy rogzitett k,P € N esetén a 8. modellben
eqy dRMT feladat esetén létezik-e végrehajthato P-periodikus k-itemezés, NP-teljes
probléma. Annak eldéntése is NP-teljes, hogy létezik-e S végrehajthats co-iitemezés,
amelyre Q(S) < £. Tovdbbd ¢ € N*U{oo} esetén nem létezik 4/3-nél jobban kizelitd

algoritmus az OPTy-re nézve, kivéve ha P = NP.

Bizonyitds. Az IPC=1 feltétel miatt, és hogy csak match cstiics van, minden 6rajel-
ben legfeljebb egy tlitemezés fordulhat el6. Ebbdl kovetkezik, hogy olyan titemezést
szeretnénk taldlni, amely legfeljebb % érajelet felhasznédlva végez. (Egy titemezés
akkor hasznél fel egy érajelet, ha van abban az érajelben legaldbb egy csticsa.) Ha
nem talalunk ilyet, akkor nincs ilyen végrehajthat6 (P periodikus) k-titemezés. Ha
talalunk egy ilyet, abb6l mér kénnyen készithetiink P-periodikus k-titemezést (pél-
ddul a 2.6.5. lemma ezt mondja ki), ami meghataroz egyben egy oo-litemezést is.
Ebbdl a meggondolasbdl feltehetjiik, hogy k& = 1.

Ezutén a bizonyitds megint megegyezik az [5] 3.4.2. tétel bizonyitasaval, ahol a

gépek szdma most M-al egyenld. O

A 12. modell egy specidlis esete a 8. modell, igy mar errdl is tudjuk, hogy NP-
teljes tetszoleges k-litemezést vizsgalva. Azonban a nem megkozelithetéségben tu-

dunk javitani:

2.5.5. Tétel. ¢ € NT U {oco} esetén a 12. modell esetén nem létezik 3/2-nél jobban

kézelito algoritmus az OPTy-re nézve, kivéve ha P = NP.

Bizonyitds. Ugyanugy, mint a 2.5.4. tétel bizonyitasdban, most elegendo egy titeme-
zés taldlasa, ami minél kevesebb érajelet hasznal fel. Ez pedig ekvivalens az RMT
problémakor 2. modelljével, ugyanis meggondolhatd, hogy a AM feltétel most sem

fog bezavarni. m

2.6. Periodicitas

Ebben a szekciéban azt vizsgéaljuk, hogy mennyivel kapunk rosszabb megoldéast az
elméleti minimumhoz képest azzal, ha periodikus titemezéseket keresiink. Azaz va-
lami Osszefliggést szeretnénk talalni az O PT), és O PT,, kozott. Az egész szekcibban

végig a 13. modellben fogunk dolgozni.
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2.6.1. Definicio. Jelolje A és M az S iitemezésben azon drajelek szdmdt, ahol
létezik eqy action illetve match csics. Jelélje N pedig azon orajelek szimdt, ahol

létezik eqy action vagy match action. Formdlisan

A=AS)=#{n| v, € Va:n =5}
M=M(S):= #{n ‘ Ju,y, GVm:n:S(vm)}
N = N(S) ::#{n‘EIUEV:n:S(U)}

Ha a szovegkornyezetbol egyértelmiien kidertl, hogy mire vonatkozik, akkor
A, M, N-nek fogjuk csak roviditeni.

2.6.2. Definicié. Egy S végrehajthato titemezést minimadlis titemezésnek neve-
ziink, ha nem létezik olyan S’ végrehajthato ttemezés, amire A" < A, M' < M wvagy
A< A M <M.

2.6.3. Definicid. Legyen A, M € N*. Ekkor a
C(A,M) = {S’ végrehajthatd titemezés ‘ A =AM = M}

halmazt titemezési osztdlynak (vagy roviden csak osztdlynak) nevezzik. Azt
mondjuk, hogy az S ttemezés haszndlja az C(A, M) osztdlyt, ha S N C(A, M) # 0.

Minden végrehajthaté titemezéshez hozza szeretnénk rendelni egy olyan tgyne-
vezett elolitemezést, amiben nem szerepelnek sziinetek, azaz addig nincs tires jarata
(action és match csics nélkili) érajel, amig az Osszes match és action csiics nem

szerepelt.

2.6.4. Definici6. Egy S ttemezést nevezziink elétitemezésnek, ha létezik olyan
f:A{1,2,...,N(S)} — NT szigorian monoton nové figgvény és S’ végrehajthatd
titemezés, hogy f(S(v)) = S'(v) minden v € V-re.

Azt mondjuk, hogy S végrehajthato k-iitemezés haszndlja az S eléiitemezést, ha lé-

tezik olyan S’ € S ttemezés, aminek az eléitemezése S.

Vegytik észre, hogy véges sok minimalis titemezési osztdly, illetve elGiitemezés

vall.

2.6.5. Lemma. Legyenek Sy, ...,Sy eldiutemezések, legyen IPC =1 és legyen

k k
P := max <Z A, ZMZ> )
i—1 =1

Ekkor P az a legkisebb egész szam, amire tudunk konstrudlni eqy S végrehajthato P-
periodikus k-tiitemezést, amely csak az Sy, ..., Sy elotitemezéseket hasznalja, raadadsul

mindegyiket pontosan egyszer.
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Bizonyitds. Epitsiik fel az S k-iitemezést a kovetkezd algoritmus szerint i = 1-t61
k-ig, illetve azon beliil j = 1-t8l N;-ig: Utemezziik az S; el6iitemezés j-ik 6rajelét
azon minimalis 6rajelbe, ami még nem sérti az I PC = 1 korlatot az jonnan késziilo
S’ litemezésben. Ilyen érajel a P definicidja miatt mindig 1étezik, igy tudjuk venni
ezeknek a minimumat.

Az IPC = 1 korlat miatt a P’ < P nem megoldhaté, kiillonben létezne olyan

orajel, amikor egynél tobb iitemezés tartalmazna match vagy action csicsot. O]

Ha adottak az Si, Sy eléiitemezések ugy, hogy A; < M; < M,, akkor tudunk
konstrudlni egy végrehajthato Mi-periodikus 1-iitemezést, azonban az utébbi 2.6.5.
lemma miatt nem tudunk konstrualni P-periodikus k-iitemezést ugy, hogy % < M,
amely kizarélag az Sy, S, elbiitemezéseket hasznalja. Igy elegendé az alabbi esetet
vizsgélni:

2.6.6. Lemma. Legyen Si,5; elditemezés és tegyiik fel, hogy Ay, My < My és
Ay, My < As. Legyen

p.— A2M1 — A1M2
o lnko(M1 — Al, AQ — MQ))’

illetve

b M, — Ay + Ay — My

" Inko(M; — Ay, Ay — My)’

Tudunk olyan végrehajthato P-periodikus k-titemezést konstrudlni, mely kizdrélag
az S €s Sy eloitemezéseket haszndlja, azonban mincs olyan végrehajthato tteme-
2és, melynek a hatékonysdga k/P-nél jobb lenne. Tovdbba, minden végrehajthato
P’-periodikus k'-iitemezésnél, aminek a hatékonysdg k/P és kizardlag az Sy és So

elbiitemezéseket haszndlja, P' = nP és k' = nk, aholn € NT.

Bizonyitds. P € N*, mert
(My — Ay)My + (Ay — Mo) M,y _

P= hlkO(Ml — Al, AQ — Mg)
. (M; — A1) As + (Ay — My) Ay
lnko(M1 — Ah A2 — Mg) )
AQ*MQ MI*Al

Vegyiink S;-nek ) darab, mig Ss-nek ] darab példa-

Inko(M1—A1,A2—Ma Inko(M1—A1,A2—Ma
nyat. A 2.6.5. lemma miatt tudunk egy S végrehajthaté P-periodikus k-iitemezést
konstrualni, hiszen azt kapjuk, hogy M = P = A.

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor Si-nek ¢; példanyat, So-nek pedig co példanyat

vessziik. Szimmetria okok miatt feltehetjiik, hogy

61A2 + CQAl < oMy + c1 M.
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Azt kell belatnunk, hogy
E < max(clAg + CgAl, Cng + ClMQ) . CQMl + ClMQ

k C1+ Co C1+ Co

« s ez

majd egyszeriisitsiink. Atrendezés utén azt kell kapnunk, hogy
(A2 — MQ)(Ml — MQ)Cl < (Ml — A1)<M1 — MQ)CQ.

Mivel My > My ezért leoszthatjuk mindkét oldalt M; — Ms-vel. Atrendezés utén
megkapjuk a feltételezéstinket. n

2.6.7. Lemma. Legyen S eqy végrehajthaté P-periodikus k-titemezés. Ekkor tudunk
konstrudlni eqy S’ végrehajthaté P-periodikus k-iitemezést, amely csak minimdlis

tutemezésekbdl all.

Bizonyitds. Minden nem minimalis elotitemezést cseréljiink ki minimalis el6liteme-
zésre. A 2.6.5. lemma miatt ez is egy végrehajthaté P-periodikus k-iitemezés lesz,

ugyanis
k

k k k
max (Z A Mz> > max (Z AL M{)
=1 =1

i=1 =1
és ha tudunk ttemezést konstralni P periddussal, akkor minden P’ > P-re szintén

tudunk iitemezést konstrualni P’ periédussal. O]

2.6.8. Lemma. Legyen Sy eqy végrehajthato Pi-periodikus ki-titemezés, amely ¢ > 2
darab minimalis titemezési osztalyt haszndl. Ekkor tudunk konstrudlni eqy Ss vég-
rehajthato Ps-periodikus ko-titemezést, amely legfeljebb ¢ — 1 minimalis titemezési
osztdlyt haszndl, tovabbd Py/ky > Ps/ks.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy minden minimalis iitemezési osztalyra A < M. Ekkor
legyen S egy titemezés abbdl az osztalybol, ahol M miniméalis. Az IPC =1 felté-
tel miatt teljesiilnie kell annak, hogy M < P;/k;. Azonban a 2.6.5. lemma miatt
konstrualhaté egy S M-periodikus 1-titemezés. Ez kizardlag egy osztalybdl tartal-
maz ltemezést. Amennyiben A > M minden osztalyra, akkor ugyanez az érvelés
elmondhato.

Igy feltehetjitk, hogy létezik két minimalis titemezési osztaly, melyre A, < M,
illetve Ay > M. Legyen f| := Ay — M, fo := My — Ay, és legyen S; egy minimalis
iitemezés az i-ik osztalybol. Vegytunk Si-nek f; darab, Sy-nek f; darab példanyat. A
2.6.5. lemma miatt tudunk egy Sy végrehajthatd Po-periodikus ko-iitemezést konst-
rudlni, ahol P, := fiMy + folMy = AsMy — A1 My = [1A1 + foAs és ke = f1 + fo.
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Ha Py/k; > Py/ko, akkor készen vagyunk, mert Sy két osztalybdl tartalmaz
csak ltemezést. Tegytk fel, hogy P;/k; < Pp/ks. Ekkor e; jelolje azt, hogy hany
ltemezést tartalmaz S az i-ik osztalybdl, ahol 1 < i < ¢. (Azaz >0 ,e; = ky.)
Tegytik fel, hogy e1fs < eafi. (A maésik esetben ugyanez az érvelés elmondhatd
lesz.) Si-nek vegytik 0 darab, Sy-nek es f; — e fo darab, S;-nek 3 < i < c esetén fie;
darab példanyat. A 2.6.5. lemma miatt tudunk konstrudlni egy S3 Ps-periodikus
ks-utemezést, ahol Py := f1 P, — e1 Py és ks := fiky — e f1 — ey fo.

Azt kell belatnunk, hogy

i>§: [P —elP
kv = ks fiki—eifi—eifa
ami igaz, mert atrendezés és egyszeriisités utan azt kapjuk, hogy Pi/k1 < Py/ks.

S3 legfeljebb ¢ — 1 osztalybdl tartalmaz iitemezést, mert 0 példanyt vettiink
S1-bél, igy készen vagyunk. O]

2.6.9. Megjegyzés. Nem precizen megfogalmazva vettik Si-nek fi példanydt, és
kitoroltink Sy-nek eq darab példdnydt, aminek a hatékonysdga rosszabb volt az S

hatékonysagdandl.

2.6.10. Kovetkezmény. A 13. modellben minden dRMT problémdra a K =
argmingcy+ OPTy, jol definidlt, illetve OPTx megkonstrudlhato legfeljebb 2 mini-

malis tlitemezési osztdaly segitségével.

Bizonyitds. A 2.6.7. lemma miatt elegendd azon iitemezéseket vizsgalni, melyek ki-
zardlag minimalis iitemezési osztalyokat hasznalnak, tovabba a 2.6.8. lemma miatt
leredukaltuk a problémat arra, amikor amikor legfeljebb két minimélis titemezési
osztalyt hasznalhatunk. Mivel véges el6titemezés illetve elGiitemezési parok vannak,
tovabba a 2.6.6. lemmabol tudjuk az optimalis megoldéast ezekre, ezért ezen véges
sok eset kozil kivalasztva a legjobb hatékonysagut megkapjuk a K értékét, sot,
O PTk-ra konstrukciot is kapunk. ]

2.6.11. Tétel. A 13. modellben minden dRMT problémdra létezik eqy K, hogy
OPTx = OPT,.

Bizonyitds. Tegyuk fel, hogy OPT,, < OPT}, minden k € NT esetén. Specidlisan
OPT,, < OPTyk ahol K a 2.6.10. kovetkezmény szerint legyen definidlva. Az OPT,,

definicidja miatt léteznie kell egy S végrehajthatd co-iitemezésnek gy, hogy ﬁ <

OPTg. A hatékonysag definiciéja miatt 1étezik egy olyan P, amely oszthaté K-val és
% < OPT¥g. Azon litemezéseket véve, amelyek a P-ik 6rajelben készen vannak,
konstrudlhaté egy P-periodikus k-iitemezés, aminek a hatékonysaganak recproka

kisebb, mint O PTy, ami ellentmond K definiciojanak. O
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2.6.12. Tétel. Legyen M = A = 2, AA = AM = IPC = 1. Ekkor minden
2 < k < oo esetén létezik eqy G(V, E) grif, ami esetén

OPleOPTQZ:OPTk—1:<1_lj2>OPTk

Bizonyitds. Vegyik a kovetkezé aciklikus grafot: V := UM {w;, v, w;} U {z} és
B = Ui (s win), (03, vi1), (wi, wign) } U {(ug, 01), (2, w1) ).

Ekkor két minimalis Utemezési osztdly van: Ay = k — 1, M; = 2k — 2 és Ay =
k, My =k—1. A 2.6.6. lemmé&bdl tudjuk, hogy OPT} = k—%, habar OPTy = k. [J

2.7. Approximaciés algoritmusok

Ebben a szekcidéban megadunk egy approximaciés algoritmust két modellre. A tobbi
modellben az approximéciés algoritmusokat onnan kapjuk, hogy mar belattuk, hogy

ekvivalens egy ismert problémaval, amire létezik mar approximacios algoritmus.

2.7.1. Tétel. A 11. és 13. modellben létezik 4- illetve 6-approximdcios algoritmus

az OPTi-re nézve.

Bizonyitds. A 2.6.5. lemmat felhasznalva a célunk az, hogy megadjunk egy elGiite-
mezést, ahol minimalizaljuk a max(A, M) kifejezést, hiszen a lemma értelmében
ezutan mar tudunk max(A, M)-periodikus 1-iitemezést késziteni. Megadunk egy
moh¢6 algoritmust, amirol belatjuk, hogy 4- illetve 6-approximéaciés algoritmus az
elobbi kifejezésre nézve.

Legyen adott a G(V, E) aciklikus grafunk. Legyen V' := V| illetve legyen M és
A azon match és action csticsok halmaza, amiknek befoka 0. A 13. modell esetén M
és A halmazokat rendezzik szélesség szerint csokkend sorrendbe. Az i-ik 1épésben
az i-ik orajelbe dgyazzuk be M elemeit addig, amig M nem az iires halmaz, vagy
a kovetkez6 cstics hozzavételével a szélességek dsszege meg nem haladnd M értékét.
Ezutan szintén az i-ik 6rajelbe dgyazzuk be A elemeit ugyanigy A figyelembevéte-
lével. A 1épés végén eloszor V', M és A halmazokbdl tavolitsuk el azon csicsokat,
amiket most bedgyaztunk. Ezutdn vegyiik hozzd M-hez és A-hoz azon match és
action csucsokat V'-bol, amiknek befoka 0 lett, mindezt (a 13. modellben) tgy,
hogy M-ben és A-ban tovabbra is szélesség szerinti csokkend sorrenden legyenek
a csucsok. Ezt addig folytatjuk, amig V' az iires halmaz nem lesz. Az algoritmus
végén kapunk egy S el6iitemezést, amibdl a 2.6.5. lemma értelmében készitheto egy
végrehajthaté max (A, M)-periodikus 1-titemezés, ahol A és M azon 6rajelek széma,

ahova beagyaztunk action vagy match csicsot.
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Legyen j; egy utols6 érajelben 16v6 csics. Legyen jp az (egyik) utolsé csics,
ami 6ssze van kotve ji-el a G grafban. Definidljuk ugyanigy j;-t, addig, amig nem
érkeziink el egy forras (0 befoki) csticshoz G-ben. Az utolsé j; csticsot jeldljik jg-val.
Jelolje J,, := {t|3j; match cstcs : S(j;) = t}, azaz azon Orajelek halmaza, amiben
szerepel egy j;, ami match cstcs. Definidljuk J, halmazt ugyanigy.

Jelolje M*, A* azon oOrajelek halmazat, amikor egy adott érajel a 11. modellben
match vagy action cstcsokkal tele van (azaz pontosan M darab match cstcs szere-
pel), a 13. modellben pedig legalabb félig tele van (azaz legalabb g darab match
csics szerepel).

Belatjuk, hogy minden 7'(S)-nél nem nagyobb érajel L,,-ben, vagy L,-ban, vagy
M*-ban vagy A*-ban van. Vegyiik észre, hogy ha pl. j; match cstcs, tovabba j;14
és j; kozott van néhany orajel, amiben szerepel match csics, akkor ezen érajelek a
match csiicsra nézve a 11. modellben tele, a 13. modellben legalabb félig tele vannak.
Ha nem igy lenne, akkor j;,q1-et kordbbi drajelbe is be tudtuk volna dgyazni. (Itt
a 13. modell esetén kihasznaljuk, hogy M elemei szélességi értékek szerint csokkeno
sorrendbe voltak rendezve, igy ha M-bdl bedgyaztunk néhany csicsot, de nem az
osszeset, akkor legaldbb félig tele lett match szerint az 6rajel.) Ugyanez elmondhatd,
ha j7; action cstcs. fgy Jix1 €s j; kozott minden érajel M*-ban vagy A*-ban van.
Ugyanezen indoklassal az is igaz, hogy ji elétt minden érajel M*-ban vagy A*-ban

van. Ezzel mindkét modellben azt kapjuk, hogy
max(A, M) < T(S) < |Jpn| + | o] + |M*| + |A.

Vilagos, hogy |Jml,|J.| < OPTy, tovabbéa a 11. modellben |M*|,|A*| < OPT,
mig a 13. modellben |M*|,|A*] < 2 - OPT, Ebbél pedig a 11. modell esetén
max(A, M) <4-OPTy, a 13. modell esetén pedig max(A, M) <6 - OPT;. O

2.8. Szimulaciok

A [2] cikkben taldlhaté egy szimuldcids program és példak, ami segitségével létre
lehet hozni a 13. modellben (illetve /PC = 2 esetén) dRMT iitemezéseket. A szi-
mulacié a kovetkezoképp néz ki vazlatosan: Lefixdlnak egy P periddus értéket és
keresik a minimalis T" hosszt. Lefuttatnak tobbféle heurisztikat erre a P értékre, igy
egy végrehajthatd, vagy majdnem végrehajthaté iitemezést kapva. Ezutan felirnak
egy IP feladatot, aminek a kezdeti értékének beadjak a legjobb heurisztikat, majd
egy IP megolddn futtatjak a feladatot egy ideig. (Kizardlag olyan megoldést keres-

nek, ahol az iitemezés hossza nem nagyobb, mint a kritikus it hosszanak kétszerese.)
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Ha nem talal végrehajthato iitemezést, akkor nagyobb P-vel préobalkozik, ha talal
végrehajthaté iitemezést, akkor kisebb P-vel probalkozik. A megfelel6 P értéket
pedig binaris kereséssel keresik meg. Kezdetben P-re megadhaté egy trividlis alsé
korlat, amit a szélességek Gsszege hataroznak meg.

A program segitségével azt vizsgaltam, hogy a kezdeti megoldast beadva vagy
nem beadva az IP megoldénak, milyen gyorsan oldja meg harom valédi (P4 prog-

rambdl generdlt) grafra fix P esetén. Az eredményeket a 2.5. tablazat tartalmazza.

Futdsi id6k (mp) Futdsi idék (mp)
kezdeti értékkel kezdeti érték nélkiil
Kritikus 1t | Optimdlis
Modell neve || [V| | |E| | P R PRSI tetsz. mo. opt. mo. tetsz. mo. | opt. mo
hossza mo. T-re
2100
egress 104 | 291 | 11 197 217 <1 ( +) 100 1073
up: 218, 1b:211
ingress 224 | 930 | 17 243 245 <1 36 260 260
combined || 328 | 1221 | 21 243 243 <1 2260 1400 1600

2.5. tablazat.

A tapasztalat az, hogy ha csak egy tetszoleges megoldédst akarunk taldlni, akkor
egy majdnem végrehajthatd iitemezést beadva az IP megoldé nagyon gyorsan meg-
talal egy végrehajthato titemezést, ellentétben, amikor nem adunk be neki semmit.
Ha azonban optimélis megoldast kerestink, akkor harombol egy esetnél végzett csak
gyorsabban a megoldé. (Az els6 esetnél ennyi id6 alatt csak also és felsé becslést

tudott mondani az IP megoldé.)

2.9. Nyitott kérdések

Szamos kérdés tovabbra is nyitott maradt. Ezeket a kérdéseket ebben a szekciéban

foglalom Ossze.

1. Igaz-e, hogy a 6., 7. és 14. modellben minden dRMT feladatra létezik K € N*,
hogy OPTx = OPT,.?

2. NP-nehéz probléma-e a 14. modell a periddusra nézve, ha igen, akkor milyen

kozelité algoritmust tudunk mondani ra?

3. NP-nehéz probléma-e a 6. modell akkor is, ha nem az OPTj-re vagyunk ki-

vancsiak, hanem OPTj-ra?
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4. Létezik-e fix P esetén T-t kozelité algoritmus a modellekben? Vagy legalabb
garantalhaté-e mindegyik modellben, hogy ha a hatékonysaghodl egy kicsit en-

gediink, akkor mar tudunk 7-re nézve kozelité algoritmust adni?
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