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1. fejezet

Bevezetés

Az inverz Galois-probléma, azaz hogy minden véges csoport elGéall-e a raci-
onalis szamok testének alkalmas bévitésének Galois-csoportjaként, az egyik
leghiresebb megoldatlan kérdés az algebrai szamelméletben. Hilbert {6 moti-
vacidja ez a probléma volt irreducibilitasi tételének igazolasakor. A tétel azt
allitja, hogy ha egy raciondlis egyiitthatos r + s-valtozos polinom irreduci-
bilis, akkor az elsé r valtozo helyére behelyettesithetiink alkalmas racionalis
szamokat gy, hogy a kapott s-valtozos polinom is irreducibilis legyen. A té-
tel nemcsak az inverz Galois-probléma szempontjabol fontos: tobbek kozott
Wilesnak a Fermat-sejtésre adott bizonyitésa is hasznalja, de szdmos elemien
elmondhat6 szamelméleti kérdést is meg lehet segitségével valaszolni.

A maésodik fejezetben elGszor néhany a késébbiekben fontos allitast bi-
zonyitok. Majd ezek segitségével harom ekvivalens feltétellel definidlom a
Hilbert-féle testeket. Az elss két feltétel segitségével belatom, hogy a Hilbert-
féle testek végesen generdlt bévitései is Hilbert-félék. A harmadik feltétel
pedig Hilbert irreducibilitasi tételének és Weissauer tételének bizonyitasanal
hasznos. A fejezet masodik felében pedig néhany tulajdonsagat mutatom be
a Hilbert-féle testeknek, amelyek segitenek a struktirajuk megértésében.

A harmadik fejezetben egy elemi bizonyitast mutatok be Hilbert irredu-
cibilitasi tételére, amelynek alapotlete Karl Dorge-t6l szarmazik. Ehhez el6-
szor belatunk egy tételt komplex egyiitthatos polinomok gyokeirsl. Ezutan
bevezetem a ritka halmazok fogalmét, majd kimondok egy tételt a Laurent-
sorok egészértékeivel kapcsolatban, aminek a bizonyitasa csak elemi analizist
igényel, de erre csak a fejezet végén keriil sor. Ennek a segitségével pedig
bebizonyitom Hilbert irreducibilitasi tételét. A negyedik fejezet Weissau-
er tételét vizsgélja, ami bizonyos feltételek mellet biztositja egy Hilbert-féle
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test nem végesen generalt bévitéseinek a Hilbert-féleségét. Az 6todik fejezet-
ben ennek és Kronecker és Weber tételének segitségével bebizonyitom, hogy
Qup: Q 0Osszes egységgyokkel vald bévitése Hilbert-féle. A dolgozat Helmut
Volklein Groups as Galois Groups: An introduction[I] cimt konyve alapjan
késziilt



2. fejezet

Hilbert-féle testek

Tovabbiakban legyen K egy 0 karakterisztikdju test, és x,y, x1, xs, ... fligget-
len transzcendensek K felett.

2.0.1. Definicid. Legyen L egy test és I egy részteste. Azt mondjuk, hogy
K C L K egy algebrai lezartja L-ben, ha tartalmazza az Osszes K felett
algebrai elemet, ami L-ben van.

2.0.2. Definici6é. Legyen L egy test és I’ egy részteste. Azt mondjuk, hogy
L regularis F felett, ha F' algebrailag zart L-ben.

2.0.3. Tétel (Artin tétele). Ha G egy véges csoport automorfizmusa K test-
nek, akkor K/F Galois-bévités, ahol F' a G fixteste.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato 2] -ben. O

2.0.4. Tétel (Galois-elmélet f6tétele). Legyen F/K egy véges Galois-bovités
G = Gal(F/K) Galois-csoporttal. Ekkor a

K < L < F kozbiilsétestek <= H < G részcsoportok
¥ L~ Gal(F/L)
FH i H: ¢

leképezések egymds inverzei (specidlisan mindkettd bijekcid). Tovabbd ha
L < H a fenti megfeleltetésben, akkor |F : L| = |H| (azaz F/L is Ga-
lois) és |L : K| = |G : H|.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato [3]-ban. ]

5
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2.0.5. Allitas. Tegyiik fel, hogz T, ..., Ty algebrailag fuggetlenek K test folott,
és legyen x = (x1,...,x,). Legyen K K egy algebrai lezdartja.

1. Ha K'/K egy véges Galois-bovités, akkor K'(z)/K(z) is az, valamint
G(K'(z)/K(x)) — G(K'/K) megszoritds egy izomorfizmus, tovibbd
minden test K (x) és K'(x) K”(x) alaki, és |K” (z) : K(x)| = |K” : K|.

2. Legyen f(x,y) € K(x)[y| irreducibilis K(x) folott, és legyen
L = K(x)[y]/f(z,y)a hozzd tartozd testbévités. Ekkor L reguldris K
folétt pontosan akkor, ha f irreducibilis K(x) folétt. Ha ez teljesiil,
akkor f(x,y) irreduciblis Ky(x) folott, ahol K1 K olyan testbévitése,
hogy x1, ..., x,,y flggetlen transzcendensek K, folott.

Bizonyitdis. 1. G = G(K'/K) hat K'(x)-en, és fixen hagyja K(x)-et. Ek-
kor alapjan K'(x)/K(x) Galois-bovités, és G = G(K'(z)/ K (x).
Az allitas tobbi része kiovetkezik a Galois-elmélet fGtételébdl, mivel az
egy bijekciot mond ki a koztes testek és a Galois-csoport részcsoportjai
kozott.

2. Legyen K K algebrai lezartja L-ben, és legyen « y képe L-ben ekkor

f(e) = 0, valamint « gydke egy polinomnak f(y) € K'(z)[y], aminek a
foka |L : K(w)|, és f osztja f-et. Ebbol adodik hogy, ha K # K, akkor
f nem irreducibilis K (z)[y]-ban, ezért K (z)[y]-ban sem.
A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy K = K, és legyen K’ egy véges
Galois-bévitése K-nak. Legyen L' L és K'(x) egy Osszetétele K(z)
egy algebrai lezartjaban. Az allitas els6 felébdl adodik a kovetke-
z6: LN K'(x) = K’(x), ahol K” egy test K és K’ kozott. Ek-
kor K7 C K, ezért K7 = K, vagyis L N K'(z) = K(x). Tehat
L' = K'(z)(a).Legyen g(y) € K'(z)[y] @ minimalpolinomja.K’'/K egy
Galois-bévités. Legyen g¢;(y) € K'(z)[y] a polinom, amit akkor ka-
punk ha o; € Gal(K'(x)/K(z))-t alkalmazzuk, g egyiitthatoin. Ekkor
gi(a) = 0 minden i-re hiszen « o; invarians. De mivel g & miniméalpoli-
nomja, ezért g|g;, de azonos fokuak és normaéltak, tehat g; = g minden
i-re. Ebbdl adodik, hogy g egyttthatéi Gal(K'(z)/K (z) invariansak,
tehat K(z) beliek, vagyis g[y] € K(z)[y]. De f a minimalpolinom-
ja K(x) felett, ezért f|g. Vagyis f = g, mivel azonos fokuak. Ezért
f irreducibilis K'(x) felett, amib6l adodik, hogy K’ felett is. De K’
egy tetszbleges véges Galois-bévitése volt K-nak, vagyis f irreducibilis
K(x) felett is.



Az allitas utolsod részéhez tegyiik fel, hogy f szorzatta bomlik mint
f = gh valamilyen g, h € K;(x)[y] polinomokra, melyek foka > 1. Fel-
tehetjiik, hogy g normalt y-ban. Valamint fel tehetjiik, hogy Ki-et K
felett generaljak g egyiitthatoi, és valamelyik egyiitthato, hivjuk t-nek,
transzcendens K felett. Az alabbi lemma szerint K; véges bdvitése
egy Ky = K(ty, ..., ts testnek, ahol tq, ...t; fiiggetlen transzcendensek K
felett, és t = t;. Létezik egy végtelen részhalmaz A C Aut(K,/K),
hogy minden o € A kiilénb6zd értéket vesz fel ¢ helyen (pl.:af(t) =
t+cc€ K, és a(t;) = t; minden i > 1-re). Ezek az a-k kiegészithe-
tok K, K, be valé beagyazasaiva, és tovabb K (z)[y] Ka(x)[y]-ba valo
beagyazasaiva(fixen hagyva x1, ..., x,,, y —t).Ezeket g-re alkalmazva ka-
punk végtelen sok kiilonbozd normalt polinomot Ko (x)[y]-ban, amelyek
osztjak f-et (hiszen ezek f egyiitthatoit fixen hagyjak mert azok K(x)
beliek). Ez ellentmondas.

0

2.0.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy K1 = K(ay,...,a,) egqy végesen generdlt
bovitése K-nak. Ha {t,....,ts} C {ai,...,a.} mazimdlis szami algebrai-
lag fliggetlen transzcendensek K felett, akkor Ky eqy véges algebrai bovitése
K(tq,...,ts)-nek

Bizonyitds. Egyértelmi O]

2.0.7. Lemma. Legyen « algebrai L test folott. Legyen f(y) = > .oy aiy’
eqy polinom L folott, aminek a fokan >0 és f(a) = 0. Ekkor

gV)=Y"+ 2?2—01 a;a” oty
z eqy normdlt polinom, aminek a foka n és g(a,) = 0.
Bizonyitds. Kiemelés utan adodik. [

Legyen f(y) € Dly] egy polinom D alaptételes gytri felett és legyen a
foka > 1. Ekkor f(y) pontosan akkor irreducibilis D|y]-ban, ha irreducibilis
F[y]-ban, ahol F' D hanyadosteste. Tovabba f(y)-t primitivnek nevezziik, ha
nem azonosan nulla, és az egyiitthatoinak a legnagyobb kozos osztdja 1. Ha
g(y) nem azonosan nulla polinom F felett, akkor létezik d € F', egységszeresig
egyértelmti, hogy d- ¢(y) primitiv. Tovabba minden test feletti véges valtozos
polinom gytird alaptételes.Ezek bizonyitas megtalalhato [4]-ben.
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2.0.8. Lemma. Legyen f(x1,...,25-1) egy polinom s > 2 wvdltozéval K felett,
aminek a foka > 1 xs-ben. Ekkor [ irreducibilis mint eqy s vdltozds polinom
pontosan akkor, ha irreduciblis és primitiv mint x5 eqy polinomja a D =
K[xq,...,xs — 1 gytrd felett.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy f irreducibilis és primitiv mint x, egy
polinomja D felett. Ekkor ha f = gh valamilyen g,h € K[x,...,x;] polino-
mokra, akkor az egyiknek, példaul g-nek, valojaban D belinek kell lennie. De
mivel f primitiv, ezért g egység D-ben, vagyis g € K. Ebbdl adodik, hogy f
irreducibilis mint egy s valtozos polinom. A mésik irany egyértelmd. O

2.1. Polinom egyiitthatéinak specifikaci6ja

2.1.1. Allitas. Legyen K/F egy véges Galois-bovités és G = Gal(K/F).
Legyen R egqy részgyirid F-ben, aminek F a hdnyadosteste. Legyen o olyan,
hogy F'(a) = K walamint létezik f(y) € R[y] normdlt polinom, hogy f(a) =0
és [ fokan =|K : F|. Végil legyen A egy véges részcsoport K-ban, ami tar-
talmazza a-t, €s invaridns G-re. Legyen S = R[A] K-nak a részgyirije, amit
R és A generdl. Ekkor van olyan u # 0 R-ben, hogy minden w homomorfiz-
musra R-bdl eqy F' testbe amire w(u) # 0 a kovetkezdk teljesiilnek:

1. w kiegészithetd egy homomorfizmussd @ : S — K', ahol K' egy véges
testbdvitése F'-nek. Feltehetjik, hogy K'-t generdlja &(S) F' felett.

2. Minden w-ra K’ test Galois F' felett, és generdlja o/ = w(a) F' fe-
lett. Tudjuk, hogy f' (/) = 0, ahol f'(y) € F'[y] a polinom, amit kapunk,
ha alkalmazzuk w-t f egyiitthatoin. Ezért |K': F'| = |K : F| pontosan
akkor, ha f" irreducibilis. Ekkor K' F'-izomorf F'[y]/(f)-vel.

3. Tegy-k fel, hogy f" irreducibilis. Ekkor minden &-hoz egyértelmien lé-
tezik egy izomorfizmus G — G' = Gal(K'/F"),0 — o', hogy @w(o(s)) =
o'(@(s)) minden o € G,s € S mellett.

Bizonyitds. Mivel K/F egy Galois-bovités, ezért f(y) szeparabilis, tehat a
diszkriminansa D egy nem nulla eleme R-nek. Tovabbé w(D; a diszkriméansa
f'(y)-nak a polinomnak, amit akkor kapunk, ha w-t alkalmazzuk f egyiittha-
toin. Tovabbiakban csak olyan w-kat vesziink, amelyekre w(Dy) # 0. Ekkor
1 (yO) szeparébilis.
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Az R[y] beli idedl I, amit f generdl a magja az alabbi természetes leképe-
zésnek: Rly] — Rla],h — h(a). Valoban, ha h € R[y] és h(alpha) = 0,
akkor h = gf valamilyen g € F[y|-ra, mivel f a miniméalpolinomja. Legyen
f=>0ay', g = sumiobsy’, ahol a; € R,b; € F. Mivel f normalt, ezért
by, € R(mert megegyezik h legnagyobb egytitthatojaval). A mésodik leg-
nagyobb egyiitthatéja h-nak b,,_1 + b,a,_1, ezért b,,_1 € R. Ezt folytatva
adodik, hogy b; € R. Tehat g € R, ésigy h € I. Ez a kovetkez6 természetes
izomorfizmust adja:

¢: Rly|/I — R|a].

Els6 eset R[A] = R[a]
Belatjuk, hogy ekkor 1-3 teljesiil minden w : R — F', amire w(Dy) # 0.
Egészitsiik ki w-t egy leképezéssé Rly] — F'[y] (y-t fixen hagyja).Ez a
leképezés f-et f'-be kiildi, ezaltal az alabbi homomorfizmust indukalja:

Y Rlyl/I = R[y]/fRly] — F'lyl/f'F'ly] = F'[y]/(f)-
Legyen

X =10o¢7": Rla] = F'[yl/(f").

1. Legyen K' = F'[y]/(¢'), ahol ¢’ egy irreducibilis osztdja f'-nek. Ekkor K’
egy véges testbovitése F'-nek. Ha -t komponaljuk a természetes leképezéssel
F'lyl/(f") — F'ly]/(¢’), akkor egy homomorfizmust kapunk S = R[a] — K,
ami kiterjeszti w-t.

2.Tudjuk, hogy K' = F'[w(S)] = F'l[o(a)] = F'[/], mivel feltettiik, hogy
S = R[q]

a konjugaltjai F' felett aq,a2,...a,, mind A C S-ben vannak a felté-

tel szerint. Legyenek o, ...,a/, a képeik w-ra nézve. @-t alkalmazva f =
(y — a1)...(y — an)-re kapjuk, hogy f'(y) = (y — o}, ..., (y — a,,). Tehat K’
tartalmazza o' 6sszes F” feletti konjugaltjat, vagyis normalis F’ felett. Vala-
mint K'/F’ szeparabilis hiszen f” az. Ebbdl adodik, hogy K'/F’ egy Galois-
bévités.2 tovabbi része nyilvanvalo.
3. Tegyiik fel, hogy f’ irreducibilis. Ekkor o, .., a/, konjugaltak F" felett és
paronként kiilonbozéek, hiszen f’ szeparabilis. Ekkor minden ¢ = 1, ..., n-hez
egyértelmien létezik egy o) € G' = Gal(K'/F’), hogy ol(a/) = a}. Valamint
egyértelmien létezik egy o, € G = Gal(K/F), amire o;,(a) = ;. Tehat
o; — o, egy bijekcio G — G'.
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Most legyen s € S = R|a] rogzitett. s irhatd h(a) alakba, ahol h(y) €
Rly]. Legyen h/(y) € F'[y] a polinom, amit akkor kapunk, ha w-t alkalmazzuk
h egyiitthatoin Ekkor
ol(5(s)) = 01(B(a)) = (K (")) = B(h(ar)) = Blor(h(a)) = D(o3(5)).
Ez bizonyitja, hogy o'(@(s)) = &(o(s)) minden s € S és o € G. Specialisan
(c7) (/) = (o7)(@(a)) = @(o7(ar)) = o' (@(1())) = o'T'(a’). Tehat a
leképezés o — o’ egy homomorfizmus, ezért egy izomorfizmus is.
/bf 2. eset Altalanos eset.

Minden a € A felirhat6 az alabbi alakban:

_ \n—1 i
a=3 . ba

ahol b; € F. Vilasszuk v # 0,0 € R hogy vb; € R minden lehetséges b;-
re. Ez lehetséges, mivel F' R hatvanyteste.Legyen u = vDj és R = R[u™].
Ekkor minden b; € R, ezért A C R[a], tehat R[A] = R|a].

Ha w: R — F’ egy homomorfizmus és w(u) # 0, akkor w egyértelmiien
kiegészithets egy homomorfizmussa R — F’.Alkalmazzuk az els6 esetet R-
re. O

A kovetkezd lemma tekinthets Hilbert irreduciblitési tételének egy nagyon
gyenge vatlozatanak.
Ezen til a majdnem mindeniitt kifejezés alatt azt értjiik, hogy véges sok eset
kivételével mindig teljesiil.

2.1.2. Lemma. Legyen L egy test, és f(x,y) € L|x,y| eqy y-ban szepardbilis
polinom. Ekkor a specializdlt polinom f(b,y) € Lly| szepardbilis majdnem
mainden b € L-re.

Bizonyitds. alapjan fel tehetjiik, hogy f norméalt mint egy vy beli po-
linom. Tovabba a detereminansa D(z) € L[z], nem nulla, mert f szeparé-
bilis.Minden b € L-re, a f(b,y) € L[y] polinomnak a diszkriminansa D(b).
Tehat f(b,y) szeparabilis minden b € L-re, kivéve D(z) gyokeit. O

2.1.3. Allitas. Legyen L eqy véges Galois-bovitése K (x)-nek, aminek a rend-
jen > 1. Ekkor létezik egy polinom f(x,y) € K[x,y], hogy normdlt és a foka
n y-ban, és o, ami generdlja L-et K(x) felett és f(x,a) = 0.Tovdbbd:

(1) Majdnem minden b € K-ra az alabbi teljesil: ha a specializdlt polinom
fo(y) == f(b,y) irreducibilis K (x)-ben, akkor Ky|/(f,) Galois K felett,
és a Galois-csoportja izomorf G = Gal(L/K (x)-el.
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(i1) Tegyiik fel, hogy | eqy véges bovitése K-nak L-ben. Legyen h(x,y) €
[z, y] irreduciblis mint y beli polinom llx| felett, és tegyik fel, hogy
a gyoker L-ben vannk. Ekkor majdnem minden b € K-ra az aldbbi
teljesil: ha f(b,y) irreducibilis K[y], akkor h(b,y) irreducibilis l[y]-ban.

(111) Létezik poolinommok egy véges halmaza pr(x,y) € klz][y], amelyek ir-
reducibilisek és a fokuk > 1 mint polinomok y-ban Klzx| felett, hogy
magjdnem minden b € K-ra az alabbiak igazak: ha egyik specializdlt po-
linomnak pr(b,y) € K(x) sincs gyoke K-ban, akkor f(b,y) irreducibilis
K[y]-ban.

Bizonyitds. Legyen av L generatora K (z) felett, és legyen f(y) € K(x) a mi-
nimalpolinomja. Ekkor f a kovetkezd alakban irhato: f(y) = (v —aq)...(y —
a,), ahol aq, ..., a,, o konjugaltjai K (x) felett.

b € K-hoz legyen wy, : K[z] — K a kovetkez6 homomorfizmus: h(z) —
h(b). Alkalmazzuk allitast F' = K(z) ésw =wp : R = K[z] = F' =
K. Ekkor f'(y) a polinom, amit akkor kapunk, ha alkalmazzuk w-t f(y)
egylitthatoin, megegyezik f,(y) = f(b,y)-nal. Legyen u = u(z) € R = K(x)
mint az allitasban. Ekkor wy(u) = u(b), ezért allitasai teljesiilnek
minden b € K-ra kivéve u véges sok gyokét. 2.1.1[2Hb6l és BFbol kovetkezik
(i).

Tovabbiakban tegyiik fel, hogy b € K nem gyoke u-nak. FEkkor wy,
kiterjeszthet6 mint w : S — L', ahol S egy részgylri L-ben, ami tar-
talmazza K[z]laq,...,al-t. és L' egy véges Galois-b6vitése K-nak, amit
w(S) general. Legyen ag, ..., a,, a @ altali képe oy, ..., a,,-nek.Ekkor fy(y) =
(y— o).y — al).

(iii) Legyen I egy valodi, nem iires részhalmaza {1,...,n}-nek. Mivel f
irreducibilis, az alabbi polinom: [],.;(y — «;) nem lehet K (x)[y]-ban.
Vagyis kell hogy legyen egy egytitthatoja dr, hogy dy ¢ K(x). Ekkor
d; S-ben van. hiszen minden «; S beli. Es d; gydke egy polinomnak
pr € K(z), ami irreducibilis és a foka > 1. Megvalaszthatjuk p;-t gy,
hogy az egyiitthatoi K|[z| beliek legyenek.

Most tegyiik fel, hogy f, nem irreducibilis. Ekkor van létezik egy [
mint feljebb, hogy az alabbi polinom: [[,.,(y — «a}) K[y] beli. Ebbdl
adodik, hogy ¢ := @(d;) € K, hiszen ennek a polinomnak az egyik
egyiitthatoja. Ha alkalmazzuk w-t az alabbi egyenleten: p;(x,d;) = 0,

akkor azt kapjuk, hogy p;(b,c) = 0.
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(ii) Tegyiik fel, hogy fy irreducibilis, és irjuk h-t a kovetkezd alakban:

t

h(z,y) = ho(x) H(?J — Bi) (2.1)

i=1

ahol ho(x) € l[z] és f; € L.Feltehetjiik, hogy minden f3; benne van a
[2.1.1] allitas beli A halmazban, és ezaltal S-ben. Legyen ! = &(3;).

Tovabba fel tehetjiik, hogy A tartalmazza [ egy K feletti generator
elemét. Ekkor [ C S. Tehéat @ izomorfan megfelelteti -t L' egy rész-
testével.Ebbdl a megfeleltetésbdl kapjuk a kdvetkezot:

h(b,y) = ho(b) [Ti_1(y — B))

Tovabba, a leképezés allitas [3| pontjaban H = Gal(L/l(x)) C G-t
H' C Gal(L'/l)-be képezi.

Mivel h irreducibilis mint I(z)[y] beli polinom, ezért szeparabilis is, mert
char(K) = 0. Es H = Gal(L/I(z)) csoport permutalja h gydkeit(5;)
tranzitivan. Ezért H' permutalja (-t tranzitivan. Hagyjuk el azt a
véges sok b-t, amire ho(b) = 0, és amire h(b, y) nem szeparabilis. Ekkor
h(b,y) polinom szeparabilis, és H' C Gal(L'/l) csoport permutalja a
gyokeit tranzitivan. Ebbdl adodik, hogy h(b,y) irreducibilis [ felett.

m
2.1.4. Kovetkezmény. K-ra a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

1. Minden f(x,y) kétvdltozds irreducibilis polinomhoz K felett, aminek a
foka y-ban > 1, létezik végtelen sok b € K, hogy a specializdlt polinom
f(b,y) irreduciblis.

2. Ha adott L/ K egy véges testbovités, és hi(x,y), .., hp(z,y) € L[z][y] po-
linomok, melyek irreduciblisek y-ban Llx] felett, akkor létezik végtelen
sok b € K, amire a specializdlt polinomok hq(b,y), ..., hm(b,y) irreduci-
bilisek L[y|-ban.

3. Minden py(x,y), ..., pi(x,y) € K[z][y] polinomhoz, amelyek irreducibili-
sek és a fokuk > 1 y-ban K(x) felett, létezik végtelen sok b € K, hogy
eqyik specializalt polinomnak py(b,y), ..., pi(b,y) sincs gyoke K-ban.



2.2. HILBERT-FELE TESTEK ALAPVETO TULAJDONSAGAI 13

Bizonyitas. 2-bol kovetkezik 1 és 3. Ezért elegendé azt bizonyitani, hogy
1-bél és 3-bol is kovetkezik 2.

Legyen hy(x,y), ..., hy(z,y) € Liz][y] olyan, mint 2-ben. Legyen Sy ezen
polinomok gyokeinek a halmaza L(z) egy algebrai lezartjaban, és legyen F'
egy véges bovitése L(x)-nek ami tartalmazza Sy-t és Galois K (x) felett.

Most alkalmazzuk az el6z6 allitast:
alapjén a 2.1.3 beli f polinom irreduciblis mint kétvaltozos polinom,
ezért 2.1.3 [(ii)] szerint 1-bél kivetkezik 2.

2.1.3 miatt 3-bol is kovetkezik 2. O

2.1.5. Definici6. K testet akkor hivjuk Hilbert-féle testnek, ha teljesiti a
fentebb leirt 3 ekvivalens feltétel valamelyikét.

2-bél és 1-bdl adodik, hogy egy Hilbert-féle test minden véges bévitése is
Hilbert-féle. A kovetkezd felyezetben bebizonyitjuk, hogy Q Hilbert-féle test,
tehat minden algebrai szamtest(ami Q felett véges foku) szintén Hilbert-féle.

2.2. Hilbert-féle testek alapveté tulajdonsagai

2.2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy K egy Hilbert-féle test, és f(xy,...,xs) egy
wrreducibilis s > 2 wvdltozos polinom K felett, és a foka xs-ben > 1.

1. Ekkor létezik végtelen sok b € K, hogy a specializdlt polinom f (b, xa, ..., T)
irreducibilis K felett

2. Minden nem nulla p € K|xy,...,x4)-hez létezik by,...,bs_1 € K, hogy
p(by, .oy bs_1, x5 # 0 €s f(by,...,bs_1,xs) irreducibilis.

Bizonyitds. ElGszor megmutatjuk, hogy 2 kévetkezik 1-bél. Teljes indukciot
hasznalunk s-re. Az s = 2 eset maga 1, ezért a tovabbiakban tegyiik fel, hogy
s > 2, és hogy az allitas igaz s — l-re. Irjuk fel p-t mint egy polinom s, ..., -
ben gy, hogy néhany egyiitthato c;(z1) € K[z1]. 1 alapjan létezik b; € K,
hogy f'(x2,...,xs := f(b1, 22, ...,xs) irreducibilis, és ¢;(by) # 0 valamilyen
j-re. Ekkor p/(zo,...,z5_1) := p(b1, x2, ..., xs_1) nem nulla. Most alkalmazva
az indukcios feltevést kapjuk, hogy vannak olyan b, ...,b,_1 € K-k, hogy
P (bay..oybs_1) # 0 és f'(ba,...,bs_1, xs) irreducibilis. Ezek kielégitik 2-t.

Legyen d egy egészszam, ami nagyobb mint a legnagyobb fokszam ami
eléfordul f barmelyik valtozojaban. f Kronecker specializacidjan a kovetke-
76t értjiik:
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Sdf<x>y) = f<x>y7yd> "'ayds_Q)

Amit felirhatunk az alabbi moédon:

Saf(z,y) = 9(@) T1; 9i(x, y)
ahol g;(z,y) irreducibilis polinomok, melyeknek a foka y-ban > 1, és g(x) €
K[z] nem azonosan nulla. Mivel K Hilbert-féle, ezért létezik végtelen sok
b € K, hogy minden g¢;(b,y) irreducibilis. Ezentul csak ilyen b-ket vesziink.
Tovabba fel tehetjiik, hogy g(b) # 0, hiszen g-nek csak véges sok gyoke lehet.

Most tegyiik fel, hogy f(b,zs, ..., xs) reduciblis, legyen f(b,za,...,z5) =
h(za, ..., xs)h (22, ..., z4), ahol se h se b’ nem konstans. A Kronecker specia-
lizaciok Sgh(y) és Syh/(y) legyen hasonloan definidlva mint korabban. Ekkor
Saf(byy) = Sah(y)Sah'(y), tehat Syh(y) és Sqh'(y) gi(b, y)-ok szorzata. Le-
gyen H(z,y) és H'(z,y) a megfelels g;(x,y)-ok szorzata.Ekkor S,(z.y) =
o) H(z, ) H'(z, ).

Mivel az egészszamok d-edik hatvanyra emelése egyértelmt, ezért egyér-
telmien léteznek ﬁ(ml, ey Ts), f;’(xl, ..., Zs) polinomok, hogy a legmagasabb
el6fordulé fokszamuk kisebb mint d. Ha ez teljesiilne f := hh/-re, akkor
f = f is teljesiilne, mert az egészszamok d-edik hatvanyra emelése egyértel-
md. De ez ellentmondana annak, hogy f irreducibilis, hiszen f = hh/ és se h
se I/ nem konstans.

Tehat f tartalmaz egy monomot (z1)x2, ..., ', ahol 4, > d, valamilyen
v-re, és k #£ 0.Vegylik észre, hogy l~1(b, Tg, ..., Ts) konstansszorosa h(xa, ..., z4)-
nek. Hasonléan h'-re. Ezért f(b, Tg, ..., Ts) is konstans szorosa f(b, xo, ..., Ts)-
nek. Ebbol adodik, hogy x(b) = 0.

Csak véges sok fajta k tartozhat S, f Osszes lehetséges felbontdsdhoz. Ha

olyan b-t valasztunk, ami kiilonbozik ezektdl, akkor f(b, zs, ..., x irreduciblis.
O

2.2.2. Kovetkezmény. Ha K Hilbert-féle test, akkor minden végesen gene-
ralt bovitése is az.

Bizonyitds. ElGszor vegyiink csak tisztan transzcendens bdévitéseket F' =
K(x1,...,xy). Legyen D = Klxy,..., 2], és legyen f(z,y) € Flz,y] irre-
duciblis és a foka y-ban > 1. Ekkor alapjan f irreduciblis y-ban F'(z)
felett. Feltehetjiik, hogy f € D]z, y]. alapjan feltehetjiik azt is, hogy f
irreduciblis mint polinom x1, ..., z,,, x,y valtozokban. Ekkor az eléz6 allitas
alapjan létezik végtelen sok b € K, hogy f(x1,...,xm,b,y) irreduciblis. Ek-
kor f(z1, ..., Tm,b,y) irreducibilis y-ban D felett, tehat F' felett is. Vagyis F'
Hilbert-féle test.
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Most tegyiik fel, hogy L egy tetszGleges végesen generalt bévitése K-nak.
Ekkor L vagy véges K elett, vagy K egy tisztan transzcendens bgvitése felett
F. De F Hilbert-féle a korabbiak alapjan, tehat L is az hiszen a Hilbert-féle
testek véges bévitései szintén Hilbert-félék. ]

2.2.3. Megjegyzés. Valgjaban K(x1, ..., x,,) Hilbert-féle tetszdleges K test-
re ésm > 1-re.(ldsd[5] 12.10)

2.2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy K Hilbert-féle test. Ha eqy véges csoport G
fellép mint Galois-csoport k(x1, ..., xy,) felett, ekkor G K felett is fellép mint
Galois-csoport.

Bizonyitds. Ha m > 1, akkor K(z1,...,2m) = K(z1,...,Zm—1)(xm). Mivel
K(x1,...,xy,_1) Hilbert-féle az el6zd allitas alapjan, igy elegendd az m = 1
esettel foglalkozni, ami adodik a 2.1.3 [(D)}bsl. O

2.2.5. Definicid. Legyen G egy véges csoport. Azt mondjuk, hogy G fellép
regularisan K felett, ha valamilyen m > 1-hez létezik egy Galois-bévitése
K(xq,...,xy)-nek, ami regularis K felett, hogy a Galois-csoportja izomorf
G-vel.

Az egyik meghatarozé tulajdonsaga a regularis megvalésulasnak az, hogy
invarians az alaptest bévitésére.

2.2.6. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy G fellép reqularisan K felett. Ekkor
G fellép regularisan minden K; K feletti testbovités felett is. Vagyis G fellép
Galois-csoportként Ky felett, ha K Hilbert-féle.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy x4, ..., x,, egymastol fiiggetlen transzcendensek
K, felett, ¢és legyen « = (xq,...,x,,). Fel tehetjiik, hogy G = Gal(F/K(x)),
ahol F regularis K felett. Legyen n = |G| = |F : K(z)|. Irjuk F-t
F = K(x)[y]/(f) alakba, valamilyen f(z,y) € K(z)[y] mellett.Ekkor f irre-
duciblis K () felett 2.0.3 |2 alapjan. Ezért Fy = K,(x)[y]/(f) egy testbovi-
tése K;(x)-nek, a foka n és regularis K; felett. Valamint F; Galois K; felett,
hiszen f minden K (x) feletti gyoke benne van F-ben. Ekkor Gal(Fy/K;(x))
és Gal(F/K(x)) azonos rendtek, és a korabbi beagyazhaté a masikba egy
megszoritassal. Tehat izomorfak. Ez bizonyitja az allités elsé felét. Az allitas
masik fele adodik az el6z6 tételbdl. O

2.2.7. Példa. A szimmetrikus csoport S, minden K test felett requldrisan

fellép.
Vegyiik az alabbi polinomot nem meghatdrozott eqyiitthatokkal:
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f)=y" +oy" '+ o =l — t)

ekkor f € K(xq,...,x,)]y]. Tehdt a gyokei is ty,...,tn egymdstol figgetlen
transzcendensek K felett. S, természetes hatdsa ty, ..., t,-en (az indexek per-
mutdcidja) kiegészil S, eqy hatdsdvd a K (ty,...,t,) testen. Ennek a hatdsnak
a fixteste F' tartalmazza 1, ..., xp-t, €s |K(t1,..,t,)| = |Sa| = n!. Ugyanakkor
mivel ty,...,t, eqy olyan polinom gyokei, ami n-ed foki K(x1,...,xz,) felett,
ezért | K (t, ..., tn) : K(x1,...,2,)| < nl. Ebbsl adodik, hogy F = K (x4, ..., Zy,).
2.0.5 alapjdan:

Gal(K(ty,....,tn)/K(x1,....,x,)) = Sy.

Tehdt S,, fellép requldarisan K felett.



3. fejezet

A racionalis szamok teste
Hilbert-féle

3.1. A gyokok analitikaja

3.1.1. Tétel. Legyen f(x,y) € Clz,y| egy polinom, aminek a foka y-ban
n > 1. Legyen ¢y € C olyan, hogy a specializdlt polinom f(co,y) € Cly]
szepardbilis. Ekkor léteznek holomorf fligguények 1, ..., 1, amelyek definidlva
vannak co eqy U kornyezetében, hogy minden ¢ € U-ra a polinomnak, f(c,y)-
nak, n kiilonbozd gyoke van: 11(c), ..., ¥, (c).

Bizonyitds. Elegendd belatni, hogy f(co,y) minden 7 gyokéhoz létezik ho-
lomorf ), ami definiélva van ¢y koriil, valamint ¢ (co = v és f(c,¢(c)) =0
minden c-re, ami kozel van co-hoz. Valéban, minden c-re, ami elég kozel van
co-hoz az n darab ¢ fiiggvény kiilonbozs értékeket vesz fel c-n, vagyis elGall
f(c,y) mindne gyoke.

Feltehetjiik, hogy ¢y = v = 0(lecseréljiik z-et x —cp-ra y-t y—-ra).Vagyis
egy olyan -t keresiink, ami holomorf, ¢(0) = 0 és

f(t(t)) =0 (3.1)
minden t-re, ami elég kozel van 0-hoz. Egy ilyen v Taylor sorba fejtheté
0 koriil a kovetkez6 féleképpen: ¥(t) = > o a;t'.
A feltevés szerint f(0,0) = 0, tehat
f(z,y) = ax + by+magasabb foku tagok.

17
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Itt b= (9f/0y)(0,0) # 0, hiszen 0 egyszeres gyoke f(0,y)-nak. Feltehet-
jiik, hogy b = 1,kiilénben leosztunk vele.Ekkor

g(x7y> =Y— f(x7y>

polinomnak nincs se konstans, se y-beli tagja[3.1] feltétel ekvivalens az
alabbival:

U(t) = g(t, (1))

Ez az egyenlGséeg lehet6vé teszi 1 egyiitthatoinak rekurziv kiszamita-
sat, ha jobb oldalt hatvanysorba fejtjiik 0 koriil. Valoban a t-hez tartozo
egylitthaté a jobb oldalon csak olyan a;-ktél fiigg, amelyekre j < i, és g
egytitthatoitol. A rekurzio végeztével megkapjuk a;-t g egyiitthatoinak egy
pozitiv egész egyiitthatos polinomjaként.

Ezek az a;-k egyértelmiien meghatatozzak v (¢) hatvanysorat az alabbi
formaban:

h(t) = 25 ait’
ami formalisan megoldja [3.1] egyenletet. De még be kell bizonyitani hogy

a konvergencia sugara pozitiv.
Legyen C' egy pozitiv konstans, ami nagyobb mint g barmelyik egyiittha-
tojanak az abszolutértéke. Tekintsiik az alabbi fliggvényt:

g(t,u) = (=1 —u+ g=pa=)

Ha megoldjuk a u = §(¢, u) méasodfoku egyenletet u-ban t fliggvényében,
akkor a kovetkez6t kapjuk:

SN V/1-t(1+(1+2C)2)+2(1+(1+2C)?2)
o(t) = 2(C+1) <1 - )

1-t

egy holomorf fiiggvény, ami definialva van 0 koriil és ¢)(0) = 0, tovabba:

D(t) = g(t, 9(t)). (3.2)

(Itt a négyzetgyok fiiggvénynek azt az dgat alkalmaztuk 1 koriil, amelyikre
V1 =1.) A geometria sor a kivetkezét adja:

gt,u) =Clt+t*+tu+u®+..) :C(—l—u+2,jfy0t#u”>



3.2. HILBERT IRREDUCIBILITASI TETELE 19

Minden [t| < 1, |u| < 1.-re. Ebbdl és a egyenletbsl adodik, hogy 1
Taylor-soranak az egyiitthatoit, a;-ket,ugyanannak a polinomnak a segitsé-
gével kaptuk meg mint az a;-ket, csak most g egyiitthatoira alkalmaztuk,
amelyek mind megegyeznek C'-vel. Mivel C nagyobb abszolut értékben mint
g barmelyik egytitthatoja, ezért |a;| < @; minden i-re. De a ;- a;t* Taylor-
sor konvergenciasugara pozitiv, tehat a ¢ (t) = Zzl a;t* konvergenciasugara
is az. O]

3.2. Hilbert irreducibilitasi tétele

3.2.1. Definici6. Legyen M C N. Azt mondjuk, hogy M ritka, ha létezik
olyan k valdsszam, hogy 0 < k < 1 és

IMN{l,..,N} <N~
majdnem minden N-re.

3.2.2. Megjegyzés. Konnyen ldthatd, hogy mindne véges halmaz ritka. Al-
talanosabban ritka halmazok véges unioja is ritka.

3.2.3. Tétel. Legyen iy € Z, és legyen
o(t) = Zjizo a;t’

eqy Laurent-sor komplex egyiitthatokkal, ami konvergens minden t # 0-ra 0
eqy kornyezetében C-ben. Legyen B(¢) azon b € N-ek halmaza, amelyekre
o(1/b) definidlva van és egész. Ekkor B(¢) egy ritka halmaza, ha ¢ nem egy
Laurent polinom.

A tétel bizonyitas elemi kalkulus. Majd a fejezet végén bebizonyitjuk.
ElGszor belatjuk, hogy Q Hilbert-féle test.

3.2.4. Allitas. Legyen p(x,y) € Q[x][y] irreduciblis Q felett és legyen a foka
r > 1 y-ban. Ekkor majdnem minden xy € Z-re teljesilnek az aldbbiak:

a Létezik € > 0 és holomorf fliggvények 11 (t), .., 1¥.(t), amelyek gy van-
nak definidlva komplex t-re, ahol |t| < €, hogy ¥ (t),.., . (t) a p(xo +
t,y) € Qly| polinom gyokei.

b Ha valamelyik 1;(t) a t tortfiggvénye (komplex egyiitthatokkal), akkor
csak véges sok olyan q € Q wvan, hogy V;(q) € Q.
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¢ Legyen B(p, o) a halmaza az dsszes b € N-nek, amire p(zo + 3,¢) =0
valamilyen ¢ € Q-ra. Ekkor B(p,xzq egy ritka halmaz.

Bizonyitds. A Polinom p irreducibilis, tehat szeparabilis (Q(z) felett). Tehat
p(z0,y) szeparabilis majdnem minden xy € Z-re alapjan. Ezen tul csak
ilyen zo-t vegyiink.

a) A tételbsl kovetkezik

(b) Tegyiik fel, hogy @ := v, egy tortfiiggvény t-ben. Ekkor p(xy +
t,7(t)) azonosan nulla. Tehat p(xy + x,9(z)) = 0 C(x)-ben, valamilyen x
elemre, ami transzcendens C felett. Ekkor ¢(z) € C(z) algebrai Q(z) felett,
ezért Q(x) felett is. De Q(x) algebrailag zart C(x) felett (Valoban minden
irreducibilis polinom Q(z) felett irreducibilis C(z) felett is 2.0.3 [2] alapjan).
Ebbél kévetkezik, hogy (x) € Q(x).

Minden 8 € Gal(Q/Q)-ra legyen /° az a tortfiiggvény, amit akkor ka-
punk, ha -t alkalmazzuk v egyiitthatoin. Ekkor ¢*(q¢) = %(¢) minden
q € Q-ra, ahol ¥(q) € Q. Ha végtelen sok ilyen ¢ létezik, akkor ¢ = ¢ min-
den (-ra, tehat 1 egyiitthatoi racionalisak. Ekkor ¢)(x—xy € Q(x) p(z,y) egy
nullhelye Q(z) felett. Ez ellentmond a feltételezéssel miszerint p irreducibilis

Q(x) felett.
(c) Feltehetjiik, hogy p(z,y) € Z[x,y]. Irjuk p-t a kovetkezd alakba:

plr,y) = > i)y’

ahol p;(x) € Z[z].Megfelelen nagy R-re az alabbi kifejezés:
ol + 1) = 3o+ L

Zlx,y] egy eleme. Jeldlje p;(x) az y'-hez tartozo egyiitthatot. Ekkor h(z) :=
pl.(z) egy nem nulla eleme Z[x]-nek. Legyen:

=Z"+)_ pia)h(z) 12

egy eleme Z[x, Z]-nek.

Tegyiik fel, hogy p(zo + 3,¢) = 0, ahol ¢ € Q,b € Z. Mivel p/'(b,Z) €
Z[Z] egy normalt polinom, tehat h(b)c egy algebrai elem Z felett. De mivel
h(b)c € Q ezért Z beli.

Ha tovabba [1/b] < €, akkor ¢ = ¢;(1/b) valamilyen i = 1,...,r-re ((a)
alapjan). Tehéat h(b)y;(1/b) = h(b)c € Z.
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Legyen ¢;(t) = h(t~'4;(t), ahol 0 < |t| < €,i = 1,...,r. Ekkor az elgbbi
alapjan ha b € B(p,xq) és 1/b < €, akkor ¢;(1/b) = h(b)i;(1/b) € Z vala-
milyen i = 1, ..., r-re. Ekkor B(p,x¢) valamilyen véges halmaz erejéig benne
van a B(¢;)-k uni6jaban. tétel alapjan B(¢;) egy ritka halmaz ha ¢;
nem egy tortfiiggvény. Ugyanakkor ha ¢; és ezaltal v; is tortfiiggvény, akkor
(b) szerint B(¢;) véges. Ebbdl adodik, hogy B(p, zg) ritka. O

3.2.5. Tétel (Hilbert irreducibilitasi tétele). Q egy Hilbert-féle test.

Bizonyitds. Ha adott egy polinom p;(x,y) € Q[z]|[y] mint a definici6
3. pontjaban, valaszthatunk zy € Z-t mint a allitasban ami mikodik
minden pj-re. Legyen C azon b € N-ek halmaza, melyekre egyik specializalt
polinom p;(zo + ,y) sincs gydke Q-ban. Legyen B = N\C. Ekkor B a
B(p;, zo) halmazok unijoja. Melyek a[3.2.4]allitas (c) része értelmében ritkak.
Tehat B is ritka, ami azt jelenti hogy a komplementere, C' egy végtelen
halmaz. Ez igazolja a feltevést. [

Hatra van még a [3.2.3] tétel bizonyitasa. Ez egy altalanos kozépérték
tételen alaszik, ami H.A. Schwarz nevéhez kothetd.

3.2.6. Lemma. Legyen sy < s1 < --+ < Sy, valos szamok, ahol m > 1.
Legyen x(s) egy valdsértékd figguény ami definidlva van so > s > Sy,-1e, €
m-szer folytonosan derivalhato. Legyen V,, a Vandermonde determindns

1 sy s% 50"
Vin = : = 1_[(8z s5)
1 8y, 82, ... s >

Ekkor létezik eqy o szdm sg < 0 < Sy, hogy

1 s ... st s
W) 1 s s X
L osm - 8™ x(sm)

Bizonyitds. Legyen F'(s) az alabbi fiiggvény:

X(s0)

. 1 X(8mo1)
1 s ... s x(s)
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Legyen
F(sm)

(Sm — S0+ (Sm — Sm—1)

CcC =
és
G(s)=F(s)—c(s—80) .- (8 — Sm_1)-
Ekkor G/(s) eltiinik az alabbi m +1 helyen: so, ..., s,. Ezért G™(s) elttinik,
legaldbb egy o koztes pontban. Mivel G™(s) = F(™)(s) — mlc, ezért:
F™(5) = mle.

Ugyanakkor, ha kifejtjiikk a determinanst, ami definalja F(s)-t a kovetkezst
kapjuk:

m—1

F(s) = Z cis' + Vi_1x(s)
i=0
ahol a ¢;-k konstansok, amik s, ..., s,,-t6l fiiggnek, és V,,_; a Vandermonde
determinansa s, ..., s,;,-nak. Tehat
F™(0) = Vi1 X"™(0).

Ha 6sszevetjitk F™ (o) két alakjat, akkor a kovetkezst kapjuk:

™ () e F(s) _ Flsm
m)! Ve (Sm—50) - (Sm — Sm—1) Vi1 Vo,
F(s,,) definicidja alapjan készen vagyunk. O

[3.2.3] tétel bizonyitasa

Bizonyitds. Legyen ¢(t) olyan, mint tételben, és tegyiik fel, hogy nem
egy laurent polinom. Tovabba tegyiik fel, hogy B(¢) végtelen. Ekkor a
kovetkezot tudjuk:

3.2.7. Lemma. ¢ egyitthatoi valosak.

Bizonyitds. Az alabbi sorozat:
o) = at’

komplex konjugalt egyttthatokkal, konvergencia sugara ugyankkora, mint ¢-
¢. Tehat ¢(1/b) = ¢(1/b) minden b € B(¢)-re. ¢ = ¢, mivel B(¢) végtelen.
O
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Ebbél adodik, hogy x(s) := ¢(s7') egy valos értekd fiiggvény. Tudjuk
hogy x(s) az alabbi alakba irhato:

X(s) = Z a;s—i.

=10

3.2.8. Lemma. Létezik olyan A > 0 és m,S € N, hogy a kévetkezd teljesiil:
Ha sg,...,8m € F olyan, hogy x(So, ..., X(Sm) € Z és S < 59 < -++ < S,
akkor

Sm — S0 > 58

Bizonyitds. Elég nagy m-re az alabbi sorozatnak:
x™(s) = Zdis—i
i=p

csak olyan tagjai vannak, amelyekben az s negativ hatvanya szerepel, vagyis
p > 0. Itt a d;-k valés szémok, és feltehetjiik, hogy d, # 0, hiszen ¢ nem egy
Laurent-polinom. Ekkor S#x(#)(s) tart d,-hoz, ahogy s tart a végtelenbe.
Ezért létezik olyan S > 0, hogy 0 < [S*x"(s)| < |2d,| minden s > S-re.

Most tegyiik fel, hogy so,...,s,, olyan, mint a lemma feltétetlében, va-
lasszuk o-t gy, mint |3.2.6{ lemmaban. Ekkor w egy nem nulla egész
szam, tehat az abszolutértéke > 1. Vagyis V,,, > W, és igy:

(S _SO)(m-l-l)(m-i-Q)/Q >V, > > 1 ot > 1 M.
" T XM (o)) T (24, [2d,] ™
Ezért B
o s> <_ Zn/ et m+2)
2d,|
Tehat barmilyen A\ < 2u/(m + 1)(m + 2) megfelel O
3.2.9. Lemma. Legyen by < by < ... pozitiv egészek eqy végtelen sorozata,

ahol by, — by > b}, valamilyen X > 0 mellett. Ekkor a B = {by,bs,...}
halmaz ritka.

Bizonyitds. Minden pozitiv egész N-hez legyen N’ azon b € B-k szama, amik
VN < b < N.Ekkor (N — l)m)\ < N. Ezért:

N —1< N2,
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Tehat

A

IBN1,...,N|<VN+N <VN4HN"2 41
Ebbdl kovetkezik, hogy B ritka. O]

B(¢) definicié szerint azon b € Z-k halmaza, melyekre x(b) = ¢(1/b)
egész szam. Hagyjuk el B(¢)-bol az 6sszes S-nél kisebb szamot, ahol .S olyan
mint [3.2.8] lemmaban. Ekkor [3.2.§ alapjan a maradék felirhaté mint m darab

részhalmaz unioja, ahol mindegyik részhalmaz[3.2.8 alapjan olyan alaki mint
a beli B halmaz, ami ritka, tehat B(¢) is ritka. O



4. fejezet

Hilbert-féle testek algebrai
bévitésel

Minden végesen generalt bévitése egy Hilbert-féle testnek szintén Hilbert-féle.
Ezt jol kiegésziti Weissauer tétele, ami Hilbert-féle testek végtelen algebrai
bévitéseir6l szol. Weissauer eredeti bizonyitdsa nem standard metodusokat
hasznalt, késébb Fried adott ra egy algebrai bizonyitast, ennek az oOtletét
kévetjiik itt.

4.1. Weissauer tétele

4.1.1. Lemma. Legyen K eqy Hilbert-féle test, és legyen L/K wvéges. Le-
gyen w, T € Llx1,xs]ly], normdlt y-ban, ahol x1,xo algebrailag figgetlen L
felett.  Tekintsiik w-t és 7-t y beli polinomoknak L(xq,xo felett, és tegyiik
fel, hogy m-nek nincs gyoke w felbontdsi testében. Ekkor bdrmely nem nulla
v € L[xy,x9|-hoz létezik by, by € K amire v(by,bs) # 0, hogy (b1, ba, y)-nek
nincsen gyoke 7(by, by, y) felbontdsi testében. Itt w(by,ba,y)-t és w(by,ba,y)-t
y beli polinomnak tekintyik L felett

Bizonyitds. Legyen F/L(x1,x9) egy véges Galois-bovités, ami tartalmazza
és 7 Osszes gyokét. Legyen a F'/L(x1,x5) egy generatora, és f « miniméal-
polinoma f(y) = f(z1,x2,y) € Llxy, 22][y]. Ekkor és 2.2.1 [2 alapjan
léteznek by, by € L amire v(by, by) # 0, hogy f(by, be,y) irreducibilis L felett.
Kihasznalva azt, hogy K Hilbert-féle a 2, és a 2.2.1 [2] bizonyitasa alap-
jan tudunk olyan by, bo-t valasztani, ami K beli. Mostantol csak ilyeneket
vesziink.

25
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Legyen wy, 3, : L[z1, 23] — L a kiszamitasi homomorfizmus h(z,z3) —
h(b1,by)[2.1.1) alapjan feltehetjiik(miutan v-t lecseréltiik vu-ra egy alkalmas
u € L[z, x5) mellet), hogy wy, 5, kiegésziil egy w : S — F" homomorfizmuss,
ahol S egy részgytrt K-ban, ami tartalmazza m és T Osszes gyokét, és F egy
véges Galois-bovitése L-nek. Mivel f(by, be,y) irreducibilis feltehetjiik, hogy
latezik egy G = Gal(F/L(xy,22)) = G' = Gal(F'/L),0 — ¢’ izomorfizmus,
amire wo(s) = o'w(s) teljestil minden s € S, 0 € G mellett.

Tovabba feltehetjiik, hogy 7 szeparébilis. Ekkor a diszkriminénsa, D,
nem nulla eleme L[x1,zo-nek. Ha v-t lecseréljiik Dv-re, akkor feltehetjiik,
hogy (b, by, y) is szeparébilis(lasd bizonyitasa).

[rjuk 7t a kovetkezé formaba: =w(y) = (y — B1)...(y — Bs). Ekkor
(b1, b2, y) = (y — By)...(y — B.), ahol B = w(f;. Hasonloan 7(y) =
(y—m)...(y —y) és 7(b,bayy) = (y — 1) ---(y — ). A lemma felté-
tele szerint minden (;-hez van olyan o € G, ami fixen hagyja az Osszes 7,-t,
de a fB;-ket nem; legyen o(8;) = f3;, ahol j; # B;.

Ekkor o' fixen hagyja az 6sszes ,-t.3; # 3; mivel 7(by, by, y) szeparabilis,
tehat o’ nem hagyja fixen Si-t. H

4.1.2. Tétel (Weissauer). Legyen K Hilbert-féle test, legyen N K egy Galois-
bovitése, és legyen M eqy véges bévitése N-nek és M # N. Ekkor M Hilbert-
féle test.

Bizonyitds. A 3-as kritériant hasznaljuk a definiciobol. Tehat legyenek
p;i(z,y) € MJz][y]-ok irreducibilis polinomok, melyek foka > 1 y-ban M (x)
felett. Azt kell igazolni, hogy létezik végtelen sok olyn b € M, hogy egyik
p;(b,y) specializalt polinomnak sincs gyoke M-ben.

Feltehetjiik, hogy p; normalt y-ban (csak hagyjuk el azt a véges sok b-t
amelyek gyokei a legmagasabb fokszamu y beli egyiitthatonak, vagyis a;(x) =
0 valamelyik p;-re). Tovabba feltehetjiik, hogy az Osszes p; kolonbozd, tehat
a szorzatuk p(z,y) szeparabilis y-ban. Azt kell megmutatnunk, hogy létezik
végtelen sok b € M, hogy p(b, y)-nak nincsen gyoke M-ben.

A kévetkezS lemma alapjan feltehetjiik, hogy nincs olyan v € M (x), hogy

p(z,v) =0.
4.1.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy ¢ = p;-re az alabbiak teljestilnek: q(z, g(z)) =

0 valamilyen g(z) € M(x). Ekkor csak véges sok olyan b € M wvan, amire
q(b, y)-nak van M-ben gyike.

Bizonyitds. q 6sszes M (z) beli gyoke M (x)-ben van, mivel M (x) Galois M (x)
felett. Tehat q(z,y) = [[,(y — ¢9:(z)), ahol g;(x) € M(x), de g;(x) & M(x),
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hiszen ¢ irreducibilis és a foka > 1 y-ban. Ekkor csak véges sok olyan b € M
van hogy ¢;(b) € M (hasonléan adodik mint (b) részének a bizonyitésa).
]

Agyazzuk be M-et K valamilyen K algebrai lezartjaba. Legyen M =
N(0). Ekkor 6 ¢ N. Legyen L egy véges Galois-b6vitése K-nak, ami tartal-
mazza 0-t és p(x, ) egyiitthatoit. Vélasszunk egy 6 € L-et, ami 6 konjugaltja
K := NN L felett, de 0 6.

Most vezessiink be 0 valtozokat xq, xo-t, és w(y) :=](z1 + 0x2,y),7(y) =
p(zy + s, y) y beli L(zy, zy feletti polinomokat.

4.1.4. Lemma. m-nek nincsen gyoke 7 eqy felbontdsi testében.

Bizonyitds. Legyen t = xq+0xq,t = a1 +0z,. Ekkor L(zy,z9 = L(t,1), ezért
t transzcendens L(t) felett. Tudjuk, hogy 7(y) = p(t,y) € L[t,y]. Legyen
h(y) egy irreducibilis oszt6ja m-nek L(t)[y]-ban. Ekkor h(y) foka > 1 y-ban,
mert 7(y)-nak nincsen gycke L(t)-ben azon feltevés szerint, hogy p(z,y)-nak
nines y beli gyoke M (x) = L(x)-ben.

Legyen I egy felbontasi teste 7 (y)-nak L(f) felett. Mivel ¢ transzcendens
L(%) felett, ezért F' felett is, h(y) irreducibilis F(t) felett is 2.0.3 2] alapjan.
De F(t) tartalmazza 7(y) minden L(zy, x,) feletti gyokét és L(zy, 22)-t, tehat
tartalmazza 7 egy S L(zy, xq feletti felbontasi testét. Tehat h-nak nincsen
gyoke S-ben. De h egy tetszbleges osztoja volt m-nek, ezért m-nek sincsen
gyoke S-ben.

O]

Legyen M N és L kompozit teste (K-ban). Ekkor M egy Galois-bévitése
K-nak

4.1.5. Lemma. Ha F egy véges Galois-bévitése L-nek M — ben, akkor F
Galois K felett.

Bizonyitas. Létezik K egy véges Galois-bévitése Ny, ami N-beli és F ]\7[0—
ban van, ami Ny és L kompozit teste. Tudjuk, hogy Ny N L = K, ezért
Gal(My/K) = Gal(My/L)xGal(My/N,. Tehat minden normaloszté Gal(M,/L)-
ban normaloszté Gal(M,/K)-ban is. O

4.1.6. Lemma. Rendeljiik by,by, € K-hoz az aldbbi Lly] beli polinomokat:
Tby b (y)A = p(b1 + Oba,y) €s T p,(y) = p(b1 + Oba,y). Ha my, p,-nek van
gyoke M-ben, akkor a gyok 7y, p, eqy L feletti felbontdsi testében van.
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Bizonyitds. Legyen F' = L(f, ..., ), ahol a f;-k my, 5, gyokei M-ben. Ekkor
F Galois L felett, tehat miatt K felett is. Vagyis minden o € Gal(L/K)
kiterjed egy or F-automorfizmussa. Létezik olyan o, hogy o(0 = 6. Ez a
o Ty, p-€t Ty, p,-be képezi, ezaltal Bi = op(3) a Tb,b, DOlinom gyokei L
felett. O

és alapjan, létezik végtelen sok by,by € K, hogy m, p,-nak
nincsen egy gyoke sem M-ben (mivel M C M ). Tehat b = by + 0by végtelen
sok olyan b € M elemet ad, amire p(b,y) = mp, p, (y)-nak nincs egy gyoke sem
M-ben. [

4.1.7. Megjegyzés. A bizonyitdsbol ldtszik, hogy a kivint b € M elemek vd-
laszthatok K (6)-bol, ahol 0 eqy tetszdleges generdtora M-nek N felett. Tehdt
2.1.3 (i) és alapjan tetszdleges h(z,y) € M|x]ly]-ra, ami irreducibilis
M (x) felett létezik végtelen sok b € K(0), hogy h(b,y) irreducibilis Mly|-
ban. Ugyanakkor, magaban K -ban nem biztos hogy létezik ilyen b (ldsd
példa).



5. fejezet

Alkalmazasok

5.1. Weissauer tételének alkalmazasai

Weissauer tétele segitségével Q szamos Q felett végtelen résztestérsl belat-
hatjuk, hogy Hilbert-féle, de a feltétel, hogy M # N létfontossagi, azaz,Q
nem minden Galois-b&vitése Hilbert-féle. Egy trivialis példa erre Q.

5.1.1. Tétel (Kronecker és Weber). Qg a test, amit akkor kapunk, ha Q-
t minden eqységqydkkel bovitink, a kompozitteste Q minden véges Abel-féle
bovitésének(olyan bévités, aminek a Galois-csoportja Abel csoport).

5.1.2. Kovetkezmény. Q,, Hilbert-féle test.

Bizonyitds. Legyen K = Q, N = Qu NR és M = Q. Tudjuk, hogy M =
N (i), mert Q, invaridns a komplex konjugaslasra, ezért minden z = a+bi €
Qura a = 1/2(2 + zZ) € N és hasonléan b € N. Tehat elegends belatni,
hogy N Galois Q felett. Elegendd belatni, hogy Q,, "R Galois Q felett, ahol
Q,, az n-edik egységyokkel vett bovités. Ugyanakkor ismert, hogy Gal(Q, /!)
Abel-csoport, tehat minden Q és Q,, kozotti test Galois Q.

]

5.1.3. Példa. Tekintsik az f(x,y) = y* — x € Q|x,y] polinomot, ami irre-
ducibilis Q(z) felett.

1. Jelolje Qg Q dsszes véges feloldhato bovitésének a kompozit testét. QQ
zart a gydkvondsra, tehdt f(b,y) szorzatta bomlik minden b € Qo -re.
Vagyis Qo nem Hilbert-féle test.

29
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2. Kronecker és Weber tétele alapjin minden raciondlis szdm négyetgyoke
megtaldlhato Qu,-ben, hiszen eqy raciondlis szam gyokével valo bovités
Abel-féle.  Vagyis f(b,y) szorzatta bomlik minden b € Q-ra. Tehdt
Weissauer tételében nem mindig lehet a kivant b € M -ket K-bol vdlasz-
tani.

5.1.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy K Hilbert-féle test. Ha G fellép reguldrisan
K felett, akkor minden m > 1-hez K(x1,...,Ty)-nek, ami requldris K felett,
létezik egy Galois-bovitése, aminek a Galois-csoportja izomorf G-vel.

Bizonyitds. 1 alapjan m-et egyszertien novelhetjiik 0j valtozok hozza-
adasaval. Tehat elegendd azt belatni, hogy m csokkenthetd.

Legyen G = Gal(L/K(x)), ahol L regularis K felett, és x = (z1,...,2Zm).
[rjuk L-et az alabbi alakba: L = K(z)[y]/(f), ahol f(z,y) € K(z)[y]. Ek-
kor f irreducibilis K (z) felett 2 alapjan. Tovabba feltehetjiik, hogy f
normalt y-ban, és K[x][y]-ban van.

Tegyiik fel, hogy m > 2. Legyen k = K(z%,x9,...,Tm_1)

(K helyett,mert az mar foglalt), N = K (2%, 29, ..., Tp_1), M = K(x1,...2p_1),
mint Weissauer tételében. Ekkor M = N(0), ahol § = z;. Valamint x
Hilbert-féle[2.2.2 miatt. Tovabba[d.1.7 alapjan, barmely h(zm,,y) € M|z,y)[y]
M (z,,) felett irreducibilis polinomhoz létezik végtelen sok b € (6), hogy
h(b,y) irreducibilis M felett.

Legyen K' = K(xi1,...Tpm-1). Ekkor K(x) = K'(z,). Tehat f €
Klz]ly] = K'lzn]ly] € Mx,][y]. Tudjuk, hogy f irreducibilis K(z) =
M (x,,) felett. Ezért az el6z6 bekezdés értelmében, létezik végtelen sok
b € k(@) = K', amire hy(y) = f(x1,...,Tm_1,b,y) irreducibilis M =
K(xy,...,2m_1) felett. Ekkor L' := K'[y]/(hy) egy véges bévitése K’'-nek,
és regulatis K felett 2 alapjan. 2.1.3 alapjan L' Galois K’ felett
és Gal(L'/K') = G. Vagyis az allitas teljesiil m — 1-re is, igy indukcioval
bizonyitottuk az allitast. O]

5.2. Elemi szamelmeéleti alkalmazasok

5.2.1. Allitas. Legyen g(x) € Z[x] és tegyok fel, hogy g(x) négyzetszim véges
sok kivétellel minden x raciondlis szdmra. Ekkor van olyan f(r) € Z[x]
polinom, amire g(x) = f(z)?

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi Q[xz, y] beli polinomot:
h(z,y) = y* — g()
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Ha ez a polinom irreducibilis akkor Hilbert irreducibilitési tétele és alapjan
létezik végtelen sok b € Q, hogy (b, y) = y*—g(b) irreducibilis, de g majdnem
minden b-re négyzetszam, vagyis h(b,y) = y* — a®> = (y — a)(y + a) majdnem
minden b € Z-re.

Tehat h nem lehet irreducibilis, vagyis h(z,y) = (y — f(z))(y — f(z))

valamilyen f(z), f(z) € Q[z]-ekre. De

y?—g(z) = (y — @)y — f(2)) = y* = (f(2) + f@)y + f(2)f(x)

vagyis f(z) = —f(z), tehat g = f?, ekkor f € Z[z], mivel g € Z[z]. O

5.2.2. Megjegyzés. Az dallitds akkor is igaz ha négyzet helyett tetszdleges
n szerepel, illetve ha raciondlis helyett csak egész szdmokra kéveteljik meg,
hogy g(x) négyzetszdm legyen. De az utébbi dllitishoz az irreducibilitdsi tétel
eqy erdsebb verzioja kell.
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