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1. fejezet
Attekintés

Az utoébbi két évben, a koronavirus jelenlétének kdszonhet&en, ismét komoly
figyelem iranyult a hatékony virustesztelési algoritmusok keresésére a tomeges tesz-
telés idGigényessége és koltségessége miatt.

A ,csoporttesztelési probléma” a I1. vilaghaboru alatt, az Egyesiilt Allamok-
ban meriilt fel, amikor a hdbort miatt nagyon sok férfit soroztak be a hadseregbe,
és sziikség volt a szifilisz szlirésére. A szifiliszre mar akkor is létezett pontos vér-
vizsgéalat, a Wassermann-teszt, mint ahogy a koronavirus sztirésére is létezik most
a PCR-teszt, vagy az antigén-teszt példaul, igy elég volt mindenkitél mintat venni,
és arrdl a miszerek egy teszt elvégzésével megmondtak, fert6zott-e az illets, vagy
sem. Azonban, mivel a szifilisz ritka betegség, és a koronavirus-tesztek szaméanak
aranya a mintavételek szaméahoz képest szintén alacsony, ezért az egyenkénti teszte-
1és nem hatékony. Ez jol lathato példaul informécidelméleti eszkozokkel fejezet).

Robert Dorfman 1943-as cikkében [4] mutatta be a csoporttesztelési eljarast,
amely 0Osszeontott mintak tesztelésével drasztikusan lecsokkentheti a sziikséges
tesztszamot. A csoporttesztelés azt jelenti, hogy a tesztelendd személyek egy cso-
portjatol levett mintakat Osszekeverjiik, és ezt rakjuk be a gépbe. A gép ugyanis azt

méri, hogy a mintaban jelen van-e a korokozo, tehat ha elég pontos (és a hasznéalt



mitiszerek azok), a teszt eredménye @ lesz, hogyha van a mintak kozott legalabb
egy fert6zott. Ha viszont az eredmény ©, akkor biztosak lehetiink benne, hogy a
mintak egyike sem szarmazik megfert6z6dott személytdl. Ilyen tesztelések soroza-
taval a mintdk szdmanal 1ényegesen kevesebb teszttel meg tudjuk allapitani, kik
fert6zottek.

A probléma matematikai modelljei a kényelmesebb vizsgalhatosiag miatt idea-
lizaltak, tehat altalaban nem veszik figyelembe tobbek kozott azt, hogy a gépi és
vegyi meghibasodasok, valamint az emberi pontatlansag miatt olykor hibas ered-
ményt kaphatunk. A gyakorlatban érdemes azt is figyelembe venni, hogy a mintak
talzott felhigitasa miatt a virus jelenléte kimutathatatlanna valhat, illetve a mi-
szerek nem biztos, hogy binéris, azaz egyértelmtien @, vagy © eredményt adnak.
Fontos tényezd lehet, hogy az emberek, akikt6l mintat vettiink, nem azonos valdszi-
ntiséggel fert6zottek. Példaul a koronavirus esetében, ha egy méar ismerten fertézott
személlyel egy haztartasban él6k mintéjat teszteljiik, nagyobb valoszintséggel ka-
punk pozitiv eredményt, mintha egy nem kontaktszemély mintajat teszteljik. A
gyakorlatban ezek jelentds faktorok, ezért ha alkalmazni akarjuk az algoritmusokat,
bele kell Sket szamolni azok megalkotasanal. Azonban ezt a soktényezds modellt
els6re nehéz kezelni, igy célszert elGszor az idealizalt, igynevezett ,standard zaj-
mentes” csoporttesztelési modellt vizsgalni.

Az algoritmusoknak egy fontos megkiilonboztetését tudjuk tenni az alapjén,
hogy a kovetkezsként tesztelni kivant csoport kivalasztasahoz figyelembe vessziik-
e a korabbi tesztek eredményeit. Ez alapjan az algoritmus lehet adaptiv (figyelembe
vessziik), illetve nemadaptiv (nem vessziik figyelembe).

Egy masik fontos kiilonbségtétel, hogy a tesztelés soran kapott eredmény bi-
naris (azaz egyértelmtien ©, vagy @), vagy nem binaris, példaul mert a mtszer a
mintaban 1év6 virustestek szamat, vagy aranyat allapitja meg. A szakirodalomban

el6szor, érthetd modon, a binaris modellt vizsgaltak (pl. [4], [12], [11], [10]). A nem



binaris modellt (Bfejezet) el6szér Charles G. Pfeifer és Peter Enis frtak le [8] a
kovetkez6 modon. Ha az eredmény ©, akkor a 0 szamot kapjuk vissza, ha viszont
@, egy, a (0,00) halmazba esé szamot kapunk eredményiil, ami a @ mértékét je-
16li. Csoporttesztelési eljaras soréan egy csoport teszteredménye a csoportban 16vé
mintak eredményeinek Osszege, tehat & mintat nem tartalmazd csoporté 0, a &
mintakat tartalmazoé pedig ezen mintak eredményeinek 6sszege. Hogy kénnyebb
legyen kezelni a szamokat, ezt az 6sszeget lenormalhatjuk, hogy egy 0 és 1 kozé esd
szamot kapjunk, és ez nyilvanval6an nem valtoztat azon, hogy milyen algoritmusok
hatékonyak ebben az esetben.

A szakdolgozatomban nagyrészt azoknak az adaptiv és nemadaptiv algorit-
musoknak a bemutatasara koncentralok, amelyek a tesztek varhato értékét, azaz
E (T)-t optimalizaljak. Igyekszem korbejarni, hogy ezeknek az algoritmusoknak
a gyakorlatban val6 alkalmazasa milyen elényokkel, illetve hétranyokkal jarnak,
valamint, egyaltalan alkalmazhatoak-e értelmesen.

A dolgozat kiindulasi pontja Csoka Endre 2020-as cikke [3| volt, a felépitéséhez
és tartalmahoz pedig sokat meritettem Aldridge, Johnson és Scarlett 2020-ban
publikalt Gsszefoglalo cikkébdl. [7]



2. fejezet
Néhany jelolés és definici6

2.0.1. Jelolések.

e N ~ az 0Osszes minta szama
e p ~ annak val6szintisége, hogy egy minta &
e ¢ ~ annak valoszintsége, hogy egy minta ©, azaz ¢ = (1-p)

d ~ a @ elemek szama

D ~ a @ elemek halmaza

T ~ tesztek szama

e X = (xj) ~ a tesztelési matrix, ahol x;; = 1, ha a j. minta az 7. tesztben

szerepel, kiilonben 0

e y ~ eredményvektor, ahol az i. koordinata 1, hogyha az . minta a tesztelési

eredmények alapjan @, és 0, hogyha ©

2.0.2. Definici6. Egy algoritmust optimélisnak neveziink adott N szamu mintara

és p valoszintségre nézve, hogyha minimalizalja a tesztek varhato értékét, £ (T)-t.
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2.0.3. Definicié. Egy algoritmus adaptiv, ha a soron kovetkezs tesztelendd cso-
port kijelolésekor figyelembe vehetjiik a korabbi teszteredményeket, és nemadaptiv,
hogyha a tesztelési eljaras megkezdése el6tt 6sszeallitjuk a csoportokat, amiket mér

nem valtoztatunk a beérkezd eredmények fiiggvényében.

2.0.4. Definicid. Tegyiik fel, hogy az N mintahalmazt az X terv szerint tesztel-

jiikk, aminek az eredménye y. Ekkor a mintak egy L halmazat kielégité halmaznak

nevezziik, ha minden @ eredményi halmazzal van kozos eleme, és a © eredményti-

ekben nincs L-beli elem. (Az nyilvanvalo, hogy a D halmaz kielégits.)

2.0.5. Definicié. A Bernoulli modellben minden egyes teszt kivilasztasakor min-

den mintat egymastol fliggetleniil, egy adott p = 4 valoszintiséggel vessziik be a

tesztelendd halmazba.



3. fejezet

Informacidéelméleti hatar

Kezdésként, informacioelméleti ismeretek segitségével adunk egy egyszeri becs-
lést arra vonatkozoan, legaldbb hény teszt elvégzése sziikséges a pontos eredmény-

hez, a standard zajmentes modellben .fejezet). Ehhez vezessiik be az entropia

fogalmat.

3.0.1. Definicié. Ha az X valtozo az {xi,zs, - ,z,} halmaz elemeit rendre
P1, D2, -+ , Do valoszintiséggel veszi fel (> p; = 1), akkor az X = x; esemény
informaciotartalmat a H(x;) = —p; - logy p; értékkel, az X valoszintiségi valtozo

entropiajat pedig a H(X) = =Y p; - log, p; értékkel definialjuk.

A fogalmat intuitiven a kévetkezd moédon vezethetjiik be.

Képzeljiik el, hogy olyan folyamatosan érkezd, szimbolumokbol allo adatsort
kell rogziteniink bitekkel, amikrél el6re tudjuk, hogy melyik szimboélum milyen
valoszintiséggel érkezhet be. Mekkora tarhelyre lesz sziikségilink adott szamu szim-
bolumbdl all6 adatsor eltarolasahoz, ha a lehetd leghatékonyabban, azaz varhatéan
a legkevesebb tarhely felhasznalasaval akarjuk eltarolni?

Mindegyik szimbolumnak egyedi kodot kell talalni, igy csindlhatnénk azt, hogy

n db szimbolum esetén mindegyikhez hozzarendeliink egy [log, n| hosszu 0 —1 so-



rozatot. Azonban, ez nem tul hatékony, a tobbihez képest kis valoszintiséggel els-
fordul6 szimboélumok miatt nem érdemes a gyakori szimbolumokhoz is ilyen hosszi
kodot rendelni. Egy egyszeri példa erre, amikor az a, b, ¢ és d szimbélumokbol allo

1 !
2 a b-é 1

adatsort akarjuk koédolni, és az a el6fordulasi valoszintisége és a c,d-¢é
pedig %. Ha ekkor mindegyikhez [log, 4] = 2 bit hosszisagn kodot rendeliink, egy
k hosszi szimboélumsorozat szaméara 2k tarhelyet kell fenntartanunk, viszont ha a
sokkal gyakrabban felbukkan6 a-hoz a 0, a b-bez az 10, a maradék kett6hoz pe-
dig az 110, illetve az 111 kodokat rendeljiik, a felhasznélt tarhely varhato értéke
k- (% 142 % +2-3- %) = Zk. Azt nem tehetjiik meg, hogy a b, ¢ és d koziil vala-
melyiket 1-gyel kodoljuk, a masik kettét pedig 10-val és 11-gyel, hiszen ha példaul
b-t kodoljuk 1-gyel, c-t pedig 10-val, akkor az 10 koédsorozatrol nem fogjuk tudni

megallapitani, hogy a ba, vagy a ¢ karaktersorozatot kodoltuk-e el vele.

Tehat a fenntartott tarhely minimalizalasdhoz a kovetkezd feladatot kell végig-

gondolnunk. Adott egy adatsor, amelyben az {x, 2, -+ ,z,} szimbolumhalmaz
elemei vannak, és tudjuk, hogy a szimbolumok py, ps, - - - , p, valoszintiséggel for-

dulnak el6 (ahol Y p; = 1). Ezt akarjuk elkodolni. Kévetelmény, hogy az elkodo-
land6 szimbolumsort vissza tudjuk majd fejteni a tarolt adatokbol, igy emellett a
feltétel mellett akarjuk minimalizalni az eltarolt bitek szamanak varhato értékét. A
kérdés, hogy milyen hq, ho,--- , h, hosszusagi bitsorozatokat rendeljiink az egyes
szimbolumokhoz, ha szeretnénk minimalizalni (3 p;h;)-t, 27" < 1 mellett?

Ha elhagyjuk azt a feltételt, hogy egész hosszu kddsorozattal kell jel6lni az egyes
szimbolumokat, akkor a valasz az, hogy — log, p; hosszisédgunak kellene valasztani
az egyes kodokat. Shannon megmutatta 9], hogy ez az alsé becslés aszimptotikusan
éles.

Tehat az X valoszintségi valtozo H(X) = =Y p;-log, pi-vel definialt entropiaja
az adatsor egy szimboluméhoz sziikséges tarhely atlagos mérete, ha el lehetne nem

egész szam hosszi bitsorozattal is kodolni.



Az entropia jol viselkedik az Osszeadasra, azaz X,Y valoszintiségi valtozokra
H(X)Y) < H(X)+ H(Y), és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha X,Y
fiiggetlenek. Ha XY valoszintségi valtozok, akkor H(Y|X) jeloli az Y valtozo
X feltétellel vett feltételes entropiajat. Ekkor teljesiil, hogy H(X,Y) = H(X) +
H(Y|X).

A virustesztelési modellben az X7, --- X, valoszintiségi valtozok a tesztelendd
csoportokhoz tartozé eredményeket jelolik, amiknek & és © lehet az értéke, igy a
tesztek kimenetelétdl fiiggden egy n hosszi @ — © sorozatot jeldlnek. A tesztered-

mények informaciotartalma:
H(Xl, e ,Xn) == H(Xl) + H(X2|X1) + tt + H(Xn|X1X2 e Xn71>

Egy teszt legfeljebb 1 bit informéciot tud adni (hiszen a teszteredmény binaris,
@, vagy O), és pontosan 1 bit informéaciot ad, ha a teszt elvégzésekor % valoszi-
niléggel kapunk & eredményt. Tehét a tesztsorozat megadaséanal érdemes figyelni
arra, hogy mindig gy adjuk meg a kovetkezé tesztelends csoportot, hogy minden
2 < i < n-re teljesiiljon, hogy (X;| X1 X5 -+ X;_1) kozel %, ami tehat azt is jelenti,
hogy a tesztek egymastol minél inkabb fiiggetlenek legyenek, vagyis ne végezziink
olyan tesztet, amelyik méar meglévs informaciot ad eredményiil, hiszen ekkor lesz
a leghatékonyabb a tesztelési eljaras.

Egy p > 0 valészintiséggel & minta informaciétartalma, vagy mas szoéval entro-
pidja a —p-logy p— (1 —p)-logy(1 — p) értékkel egyezik meg. Feltéve, hogy minden
minta egyméstol fiiggetleniil ezzel a p valoszintiséggel lesz @, a tesztekbsl N-szer

ennyi informéaciot kell kinyerniink.

Tehat az informacidelméleti alsé hatar a tesztek szaméara vonatkozoan:

(=p-logop — (1 —p) -logy(1 —p)) - N <T. (19D

Ahhoz, hogy alacsony p esetén ez a becslés éles legyen, nagyon sok mintét kelle-

ne Osszednteni a csoporttesztekhez, azonban ha figyelembe vessziik, hogy bizonyos



szamu minta Osszedntése eredményezheti a fert6zottség kimutathatatlansagat, kor-
latoznunk kell egy K pozitiv egész szammal az 6sszednthetd mintak szamat. Ekkor
azonban, az alacsony fert6zottségi arany miatt a csoporttesztek tobb, mint fele ©
lesz (tehat nem tudjuk elérni minden tesztelési csoport dsszeallitasanal, hogy nagy-
jabol % valoszintiséggel legyen benne fert6zott minta), ezért tudunk adni erésebb
also becslést.

Méghozza, p < % esetén
1-2p
2p) - N <T.
(et o) s

1 1 PR ) .
Az<p< Rlog, K valoszintiség esetén pedig a

1—p 1—0p 1—0p 1—0p
(—p-logy p—(1—p)-logy(1—p)) < t: (_W -log, N <1 - —) -log, (1 - —>)

becslést tudjuk adni, feltéve, hogy 2 - % > % =t. |3



4. fejezet

A standard zajmentes

csoporttesztelési modell

A legegyszertibb modell, igy a kiindulasi probléma is, a kivetkezs: Van N darab
elemiink, koziiliik ismeretlen szamu hibés, azaz ®. A feladat, hogy minél gyorsab-
ban (minél kevesebb lépésben) megallapitsuk, hogy pontosan mely elemek @®-ak.
Tudjuk, hogy az elemek egymaéstol fiiggetleniil, ugyanolyan p valoszintiséggel d-ak.
Az elemek egy csoportjanak a tesztelése @ eredményt ad pontosan akkor, ha a cso-
portban volt legalabb egy @ elem, és ©-t ad, ha mindegyik elem © volt. A kérdés
az, hogy mennyi a sziikséges tesztek szaménak F (1)) varhato értéke az Gsszes @

elem megtaldlasahoz, a p és természetesen az N fiiggvényében.

4.1. Mikor hatékonyabb a csoportos tesztelés?

Az els6ként természetesen felvetiilé kérdések egyike, hogy milyen paraméterek
mellett hatékonyabb a csoporttesztelés, mint az egyéni tesztelést. Ezt a kérdést
Ungar vizsgalta, és vélaszolta meg 1960-as cikkében [13|, mégpedig a kovetkezs

allitas belatasaval:
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4.1.1. Tétel. Pontosan a 0 < p < 3_2*/5 valdszintségek mellett van olyan tesztelési

algoritmus, amelynél a tesztek vdarhato szama kisebb, mint N.

Bizonyitds. Az, hogy ezeknél a p értékeknél optimalisabb a csoportos tesztelés,
konnyen lathato.
1. észrevétel:

®,(2) = min{2,1-¢-¢*}

Ugyanis, két lehetségilink van. Az egyik, hogy egyesével leteszteljiik a két mintat,
ekkor E(T) = 2. A masik lehetSség, hogy eldszor egyiitt teszteljiik Sket, és ha
@ eredményt kapunk, akkor egyesével is. Ekkor F(T) = 3-g-¢*, hiszen ¢ valo-
szintiséggel lesz O a masodik teszt, azaz nem kell elvégezni a harmadikat, és ¢?
valoszintiséggel mar a mésodik tesztre sincs sziikség, mert a csoportos tesztelésnél
© eredményt kaptunk.

2. észrevétel:

Dp(n+m) < py(n) + Py(m)

Ez nyilvanval6.

Ebbdl kovetkezik, hogy ez a csoportos tesztelési eljaras a 1-g—¢? < 2 egyenl6t-

3—V5
2

lenséget teljesité p = 1—q valészintiségek, azaz p < esetén, ha kettes csopor-

tokban teszteljiik a mintékat, E(T) < N, azaz az egyesével tesztelés nem optimalis.

3—V5
2

Most lassuk be, hogy a p > valoszintiségekre az egyesével tesztelés az
optimalis.

Minden algoritmust reprezentilhatunk egy fagraffal, ahol a csticsok mintak
csoportjait (G;) jelolik, az élek pedig azt mutatjak, hogy @, illetve © eredmény
esetén melyik csoportot teszteljiik kovetkezének.

Ezekrél a grafokrol feltételezhetjiik a kovetkezéket, mivel mindegyik ilyen tu-

lajdonsagokkal rendelkezhet6vé redukalhato anélkiil, hogy ennek kovetkeztében az

E(T) érték novekedne.
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e nincs olyan G, amely kétszer is el6fordul ugyanazon az agon (semmi értelme

olyan csoport tesztelésére id6t pazarolni, aminek az eredményét mar tudjuk)

e ha egy csoport teszteredménye ©, akkor az utdna kévetkezd csoportok egyi-
kében sem szerepel egyik eleme sem. (hiszen azokat a mintakat, amikrél mar
tudjuk, hogy ©-ok, nincs értelme barmilyen csoportban tjra tesztelni, sem-

milyen moédon nem befolyasoljak a teszteredményt)

e ha a grafban van egy G; csoport, akkor a bel6le kiindul6 agakon nincs olyan
csoport, ami tartalmazza (ha G; @, akkor az 6t tartalmazo csoport is biztosan
az, igy annak tesztelésével nem nyerlink semmilyen 1j informaciot, ha ©,
akkor ugyanugy kiveheté lenne az 6t tartalmazoé csoportboél, mint az el6zd

pontban)

e nincs olyan cstucs, amihez tartozo csoport teszteredménye mar kovetkezik az

el6z6 tesztek eredményébdl

Valasszuk ki a graf egyik csucsat, aminek a G csoport felel meg, ahol |G| :=
m > 2, és legyen G5 az a csoport, amit a GG; © eredménye esetén tesztelliink, G
pedig, amit & eredmény utan.

Modositsuk a tesztelési grafot a kovetkezSképpen: A Gy csoport helyett tesz-
teljik a G| = Gi\a csoportot, ahol a € Gy egy tetsz6leges minta. Ha ennek a
csoportnak a teszteredménye @, akkor ha ennek az agnak a tesztelését valtozat-
lanul az eredeti terv szerint folytatjuk, ugyantugy pontosan meg tudjuk hatarozni
a @ elemeket, hiszen ebben az esetben a GGy teszteredménye is @ lett volna. Ha

viszont a G eredménye ©, akkor végezziink egyéni tesztet a-n.
e ha ©, akkor azzal az aggal folytatjuk, ami az eredetiben a Ga-vel kezdddik

e ha @, akkor ha az eredetiben G3-mal kezd6dg aggal folytatjuk, pontos ered-

ményt kapunk, hiszen ebben az esetben G is @ lett volna
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A graf tobbi részét érintetleniil hagyjuk.

Vegyiik észre, hogy a modositott eljaras esetén a Gz agon illetve mikor Gp\a
© és a @ volt, akkor extra informaciénk van az eredeti eljardshoz képest, aminek
birtokdban lehet hogy végre tudunk hajtani néhényat a fentebbi egyszertsits 1é-
pésekbdl. Ha igen, akkor ezeket hajtsuk végre, igy kapjuk a G5 (ha G| @), és G
(amikor G © lett) cstcsokat.

() (@) ©

Az is nyilvanvalo, hogy az 4j grafban minden tesztelési ag legfeljebb eggyel
hosszabb.
A bizonyitas befejezéséhez azokhoz a tesztelési szituaciokhoz, amikhez a médo-

sitassal 1-gyel nétt a tesztek szama, rendeljiink két olyat, amiknél 1-gyel csokkent.

4.1.2. Allitas. Csak akkor kellhet tobb teszt, ha az eredeti grdfban eljutottunk a

G csoport teszleléséig, €s a teszteredmény © lett.

Bizonyitds. Ha G1\a eredménye @, akkor az 0j graf szerint maximum annyi teszt
kell, mint az eredeti szerint, hiszen ugyanazt csindlnank, mint amit az eredeti
szerint, kivéve, ha volt egy csak a-bol allo teszt, mert akkor azt elhagyhatjuk.
Fontos észrevétel, hogy egy © minta megéllapitasahoz kell egy olyan 6t tartal-
mazd csoportot tesztelniink, aminek az eredménye ©, egy & minta megéllapitasa-

hoz pedig kell legalabb egy olyan teszt, ami csak ennek a mintanak a megallapi-

13



tasdhoz jarul hozza, tehat ennek a tesztnek az elhagyasaval ezen a mintan kiviil
mindegyiknek az eredményét tudni fogjuk, ezét nem.

Ha Gi\a O, és a @, akkor eggyel tobb tesztet végeztiink, mint az eredetiben,
és a G aggal folytatjuk. Azonban az eredeti algoritmusban a G\a csoport (m-1)
elemének eredményét ezutan (m-1) egyedi teszttel kellett megallapitani, az 1j
tervben ezekre nincs sziikség, tehat megtakaritunk legalabb (m — 1) > 1 tesztet,
vagyis semmiképp sem csindltunk tobb tesztet.

Emiatt az eredeti tervhez képest csak akkor csinalhatunk tobb tesztet, ha Gi\a
és a tesztje is O, azaz (G negativ.

]

Legyen S egy olyan mintahalmaz, amelyben van olyan elem, aminek tesztered-
ményének meghatéarozasahoz eggyel tobb teszt sziikséges. Ha Gy = {a,b,c,--- },
akkor S, legyen az a mintahalmaz, amelyet az S-b&l kapunk az a és b hibassa
valtoztatasaval.

Eszrevehetjiik, hogy amikor S, -t teszteljiik, akkor szintén eljutunk a G cstics-
hoz. Valoban, amikor elériink S teszteléséhez, akkor GG; egyetlen eleme sem for-
dulhatott el egy korabbi © eredményti mintahalmazban. Igy G néhany elemé-
nek hibasra valtoztatdsa nem valtoztatja meg a G-t megel6z6 teszteredményeket.
Ugyanemiatt, amikor S, ;-t teszteljiik, a régi, vagy az 14j terv szerint, akkor nem
az a,b mintak lesznek az egyediili hibasak a G'1-et megel6z6 tesztelt halmazokban.
Igy S, vagy Sap elemeinek hibassagat a Gy, illetve a Gi\a, és az ezeket kivetd
egyedi tesztelések eredményeibdl kell megallapitani.

Vizsgéljuk az m = 2, és az m > 3 esetet kiilon.

1. eset: Amikor m = 2, legyen G = {a,b}. A fentebb meghatarozott S esetében
a kovetkezd két mintanak eggyel kevesebb tesztre lesz sziiksége.

Sap esetén a fentebb irtak szerint a és b hibassagat egyedi tesztekkel kell meg-

allapitani a régi terv szerint a GGy tesztelése utan. Az 1j terv szerint a GG tesztelése
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helyett b = G1\a-t teszteljik, igy kihagyhatunk egy tesztet.

Ezutan jeldlje ¢ az a, b mintak koziil azt, amelyiket elGszor teszteljiik, amikor a
régi terv szerint teszteljiik S, -t (ez S-t6l fiigghet). Ez a Gy els6 egyedileg tesztelt
eleme is, amikor S.-t a régi terv szerint teszteljiik. A G masik elemének hibéassagat
egy masik egyedi teszttel kell megallapitani. Az 0j terv szerint ezek koziil az egyedi
tesztek koziil az egyik kihagyhatoé a GY irdnyban, ha ¢ = b, illetve mindketts
kihagyhato GY% iranyban, ha ¢ = a, ugyanis a-t és b-t is teszteltitk korabban,
miel6tt G agra léptiink. Igy mindkét esetben egy tesztet sporoltunk.

A megsporolt tesztek szamanak varhato értéke m = 2 esetben:

ZP )+ P(S ZP ((—)2+§—1)

ahol S Gsszegezve van minden mintan, ami minden kordbban emlitett feltétel-
nek megfelel. Csak annyit kell megjegyezni, hogy két kiilonb6z6 S-bél kapott S,

8= \f esetén, mindaddig, amig van

és S, is kiilonbozd, és a jobb oldal pozitiv p >
olyan minta, aminek tesztelése a (G1-hez vezet. Ilyen minta létezését az a feltétel
biztositja, hogy nincs olyan cstcs, aminek eredménye kovetkezik az el6z6 tesztek-
bél.

2. eset: m > 3 esetén az 1j tesztelési tervvel legalabb m—-2 tesztet sporolunk.
Valoban, a régi terv szerint m—1 egyedi tesztre van sziikség a G5 agan a G1\a
elemeinek hibassdgénak megallapitasahoz. Ezek a tesztek az Gj terv alapjan mind
elhagyhatok. Masrészt, az 4j tervben van egy egyedi tesztelése a-nak, ami a régi
tervben nem biztos, hogy szerepelt.

Legyen b a G1\a utols6 tesztelends eleme, amikor a régi tervet alkalmazzuk
Sqe-ra. (Hogy melyik a b, az itt is S-t6l fiigghet.) Ez a G1\a utolsod tesztelendd
eleme is lesz, amikor az S, -t teszteljiik a régi terv alapjan, mivel az 6sszes korabbi

teszteredmény ugyanaz S,-ra és S, -re. Amikor S, -t teszteljlik az 4j terv alapjan,

akkor a b tesztelését kihagyhatjuk, amikor Gi\a &, de minden korabbi tesztelt
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eleme ©, akkor tesztelés nélkiil is tudjuk, hogy b csak & lehet.

Tehat a megsporolt tesztek szama m > 3 esetben:

q

S P(Su) + (m-2) - P(S,)-P(8) > 3 P(5)- ((g) (m-2). 13_1)

ami > 0, hogyha p > %5 O]

4.2. Dorfman-tipusa algoritmus

Dorfman a legegyszertibb, standard zajmentes modellbdl kiindulva, a kovetkezs

eljarast javasolta a témat megalapozo cikkében [4]:

4.2.1. Algoritmus. A beérkezett mintdkat rendezziik eqymdstol diszjunkt, k elemd
csoportokba, és a k elemet dsszedntve tesztelyiik. Ha az eredmény ©, akkor biztosak
lehetiink abban, hogy a csoportban lévd minta mindegyike ©. Ha viszont &, akkor

teszteljiik le mind a k elemet, egyesével.

Ez a kovetkez6k miatt lesz gyorsabb, mint az egyesével tesztelés. Mivel feltet-
tiik, hogy minden minta egymastol fliggetleniil p valdszintiséggel @ eredményti,
ezért egy minta ¢ = (1-p) valoszintiséggel O, tehat egy k elemt mintahalmaz ¢
valoszintiséggel O, igy p’ := 1-¢* valoszintiséggel ®. A minték szamat N-nel jelolve
a k elemi csoportok szama %, igy a @ eredményt csoportok varhato szama p’ - %

Tehét:

N N
E(T)=—+k-p-—

vagyis a csoportos tesztek szama, plusz a @ eredményti csoportok elemeinek szama,
amiket aztan egyesével kell tesztelni.

Ahhoz, hogy a k és p fiiggvényében ez hatékonyabb legyen, mint az egyéni
tesztelés, E (T') < N-nek kell teljesiilnie, azaz

k-¢"=k-(1-p)* > 1.
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Optimalis csoportméretek a p fiiggvényében
P optimélis k£ | hatékonysag (%)
0.001 32 0.06
0.003 19 0.11
0.005 15 0.14
0.007 12 0.16
0.01 11 0.2
0.02 8 0.27
0.03 6 0.33
0.04 6 0.38
0.05 5 0.43
0.06 5 0.47
0.07 5 0.5
0.08 4 0.53
0.09 4 0.56
0.1 4 0.59
0.12 4 0.65
0.13 3 0.67
0.15 3 0.72
0.2 3 0.82
0.25 3 0.91
0.3 2 0.99

Tegyiik hozza, hogy itt a tesztek szaménak varhato értékének kiszamitasanal
nem vettiik figyelembe azt az esetet, amikor k elemi csoport teszteredménye @, és
az egyesével tesztelés soran az elsé (k-1) minta teszteredménye ©. Ekkor ugyanis
nincs sziikség az utolsé minta tesztelésére, hiszen az mindenképp @. Tehat p-¢**

valoszintiséggel k teszt helyett (k—1) teszt is elegendd az ebben a csoportban 16vé
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hibas elemek megtalalasahoz. |11]

Tehat, ha ily moédon, kicsit okosabban csinaljuk,

E(T)=%+ (k-p’—p~q’“_l>-%

Koénnyen meggondolhato|5|, hogy ezzel a tesztelési eljarassal a varhato teszt-
szam 2v/Nd. Az algoritmus konnyen fejleszthets, mégpedig ugy, hogyha az elsé
tesztelési kor utan nem teszteljiik le azonnal egyesével a © eredményi csoportok-
ban 1év6 mintékat, hanem ezekre ismét elvégezziik az algoritmust. Az igy kapott
c-koros eljaras soran a varhato tesztszam T, = eV Nde 1.

Jelolje k. azt a csoportméretet, amely optimalis abban az esetben, ha d & elem

van a halmazban, és ¢ korben akarjuk ezeket megkeresni.

Ekkor
d c—1
ke =+ —
(%)

Az alabbi tablazat szemlélteti a c-koros tesztelési eljaras hatékonysagat, a meg-
felels k. csoportméretek valasztasaval. A %—t a gyakorlatban megfeleltethetjiik a

p valoszintiségnek.

% 1105 | 0.2 0.1 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0.005 | 0.002 | 0.001
ks || 1]159 292 464 | 7.37 | 13.6 | 21.5 34.2 63 100
% 311.89]1.03|0.647 | 0.407 | 0.221 | 0.139 | 0.0878 | 1.0477 | 0.03
ky || 1]1.68 ]334 562 | 9.46 | 188 | 31.6 23.2 106 178

Lol 4]1238] 1.2 [0.712 | 0.423 | 0.213 | 0.126 | 0.0753 | 0.0379 | 0.0225

ks || 1]1.743.62| 6.31 11 229 | 39.8 69.3 144 251
Ll 51287 | 1.38 | 0.793 | 0.454 | 0.219 | 0.125 | 0.0722 | 0.0347 | 0.0134
ke || 1] 1.78 | 3.82| 6.81 | 12.1 26 46.4 82.7 178 316
% 6337|157 |0882|0.493 | 0.231 | 0.129 | 0.0726 | 0.0338 | 0.019

18



% 1105 1]02] 01 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0.005 | 0.002 | 0.001
kr || 1 1181|397 | 7.2 138 | 28.6 | 51.8 93.8 206 373
% 71386 | 1.76 | 0.973 | 0.538 | 0.245 | 0.135 | 0.0746 | 0.034 | 0.0188
ks || 1 ]183]4.09| 7.5 13.8 | 30.7 | 56.2 103 230 422
% 8 | 437 | 1.95 | 1.07 | 0.582 | 0.251 | 0.142 | 0.0776 | 0.0348 | 0.019
ko || 1 | 1.85 418 | 7.74 | 143 | 324 60 111 251 464
% 9 | 486|215 | 1.16 | 0.627 | 0.278 | 0.15 | 0.0811 | 0.0359 | 0.0194
ko |l 1 | 187 1426| 794 | 14.8 | 33.8 | 63.1 118 269 501
% 10 | 5.37 [ 2.35 | 1.26 | 0.676 | 0.296 | 0.159 | 0.0849 | 0.0372 | 0.02

% 0.0005 | 0.0002 | 0.0001 | 0.00005 | 0.00002 | 000001

ks 159 292 464 737 1360 2150

% 0.0189 | 0.0103 | 0.00647 | 0.00407 | 0.00221 | 0.00139

k4 299 595 1000 1680 3340 5620

% 0.0134 | 0.00673 | 0.004 | 0.00238 | 0.0012 | 0.000712

ks 437 910 1590 2760 5740 10 000

% 0.0114 | 0.00548 | 0.00316 | 0.00181 | 0.000872 | 0.0005

ke 564 1210 2150 3840 8240 14 700

% 0.0106 | 0.00497 | 0.0028 | 0.00156 | 0.000729 | 0.000408

k7 675 1480 2680 4860 10 700 19 300

% 0.0104 | 0.00463 | 0.00252 | 0.00138 | 0.000618 | 0.000337

ks 773 1720 3160 5800 12900 23700

% 0.0103 | 0.00463 | 0.00252 | 0.00138 | 0.000618 | 0.000337

ky 860 1940 3590 6660 15 000 27 800

% 0.0105 | 0.00463 | 0.0025 | 0.00135 | 0.000598 | 0.000327

k1o 935 2130 3980 7430 17 000 31 600

% 0.0107 | 0.00469 | 0.00251 | 0.00135 | 0.000590 | 0.000317
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A tablazat alapjan jol lathato az is, hogy a korok szamanak novelésével egy id6
utan mar nem tudunk lényegesen javitani a hatékonysagon.

A k. értékek csak irdanymutatast adnak, hogy mely szamhoz kozel kell keresni
a megfelel§ csoportméretet, amelyik nem feltétleniil a k.-hez legkdzelebbi egész
szamot jelenti. Példaul az N = 100, d = 1, ¢ = 4 esetben, a tablazatban a ks = 31.6
érték szerepel, ami a gyakorlatban azt jelenti, hogy az els¢ korben 33,33 és 34
mintabol allé csoportokat teszteliink.

A tesztelési terv egy masik hatékonyabba tétele a kovetkezs.[12]

4.2.2. Algoritmus. Elsd korben osszuk a mintdkat k elemid csoportokba, és tesz-
teljiik le ezeket. Ha eqy csoport tesztelése sordn @ eredményt kapunk, kezdjik el
eqyesével tesztelni benne lévd mintdkat, amig nem taldlunk eqy & eredményit. Ek-

kor a maradékot végezziink eqy ellendrzitesztet.

Kis p esetén nagy valoszintiséggel lesz ennek az ellenérzé tesztnek © az ered-
ménye, tehat ezeket a mintakat mar nem kell egyesével letesztelni. Az algoritmus

hatékonysagat a kovetkez6 egyszerid allitas segitségével tessziik lathatova.

4.2.3. Allitas. Jeloljik a k mintdbdl ezzel az eljdrdssal, az n db & meghatdrozd-
sahoz sziikséges tesztek varhato értékét Ey (n)-vel. Ekkor

1
- (k+1)+n+1-2n-—
n+1

Bizonyitds. Ej (0) = 1 nyilvanvald, és a fenti egyenldséget is teljesiti.

Innen rekurzioval adodik az Ej (n) értéke. Tegyiik fel, hogy az F, (b) értékeket
méar minden a < k és b < n-re meghataroztuk.

Az els6 korben 1 tesztet végziink, a k mintat tartalmazo csoporton. Ezutan, mi-
vel az eredménye n > 1 esetén @, elkezdjiik egyesével tesztelni az elemeket. Ekkor
az els6 tesztelt minta 7 valoszintiséggel lesz @©. Ebben az esetben a maradék (n-1)
@ mintat (k-1) elem koziik kell meghataroznunk, amihez a varhato tesztszamot,

E._; (n=1)-t mar tudjuk.
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Tegyiik fel, hogy az egyéni tesztelések soran az elssként @ eredményti a (5 + 1) .
Annak a valoszintisége, hogy az els6 j minta egyéni tesztelésének eredménye O,
7 %, azé, hogy a (j + 1) . @, pedig . Innen k£~ (j + 1) minta koziil kell
(n — 1)-et megtalalnunk, ehhez varhatoan Ek_(j +1) (n — 1) tesztre lesz sziikségiink.

Tehat Gsszességében,

k—n J
Ej (n) = 1+% (1+ Epy (n—l))—}—z ((H k:k H—Zn_—ll)) ) kﬁj ((G+1)+ Ep(jn) (n 1)))

Ebbdl indukcidval adddik az allités. O

Tehat, a tesztek szdménak varhato értéke, ha az N mintat k& mérett csopor-

tokban teszteljiik az elsé kdrben, megkdozelitsleg
By (T) = % > (Puli) - Bi(i))
=0

ahol Py (i) jeloli annak a valoszintiségét, hogy a k minta koziil pontosan 1 P, illetve

= argmin, y .-, Pi(1) > 0,99. (Ekkor a hiba kisebb, mint 2 T - N

Ez az eljaras minden esetben hatékonyabb, mint Dorfman eredeti algoritmusa
ha hatékonyabb csoportosan tesztelni az egyéni helyett, ezt az aldbbi tablazat is

jol szemlélteti.

21



Optimalis csoportméretek a p fiiggvényében

P optimélis k£ | hatékonysag (%) Dorfman-féle hatékonysag
0.001 A7 0.04 0.06
0.003 30 0.08 0.11
0.005 22 0.1 0.14
0.007 20 0.12 0.16
0.01 16 0.14 0.2
0.02 11 0.22 0.27
0.03 9 0.27 0.33
0.04 8 0.32 0.38
0.05 7 0.35 0.43
0.06 7 0.39 0.47
0.07 6 0.42 0.5
0.08 6 0.45 0.53
0.09 5 0.48 0.56
0.1 5 0.51 0.59
0.11 4 0.54 0.62
0.12 4 0.57 0.65
0.13 4 0.59 0.67
0.14 4 0.61 0.7
0.15 4 0.65 0.72
0.2 3 0.74 0.82
0.23 3 0.8 0.87
0.25 3 0.84 0.91
0.26 3 0.86 0.93
0.27 2 0.87 0.96
0.3 2 0.9 0.99
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4.3. Binaris keresés

4.3.1. Algoritmus. FElsd korben leteszteljiik egyiitt, eqy csoportban az N mintdt.
Ha az eredmény ©, akkor minden elem ©, tehdt nem kell tovabb tesztelni. Ellenkezd
esetben bontsuk fel a halmazt két, nagyjabol % elemi, diszjunkt halmazra, By-re és

Bs-re. Ezeket teszteljiik ugyanilyen maodon.

Az eljaras elképzelhets egy fagrafként, aminek minden csticsanak (a kezdgesu-
cson és a végeken kiviil) harom szomszédja van, és minden csticshoz tartozo halmaz
a lentebbi szomszédaihoz tartozé halmazok diszjunkt uniéja. Ha egy agon eljutunk
egy O eredményt, vagy egy egyelemii halmazhoz, azt az dgat nem folytatjuk to-
vabb.

Vilagos, hogy ezzel az eljarassal [log, N, vagy [log, N|—1 lépés alatt talalhato
meg egy @ elem (a tesztelési eljarast grafja [log, V| szintd, és egy mintéarol akkor
allapithato meg, hogy ©, ha egyediil teszteltiik, azaz eljutottunk a legalso szintre).

Hogyha tobb gép all rendelkezésiinkre, azaz egyszerre tobb tesztet is tudunk
végezni, és az egy teszt elvégzéséhez sziikséges id6t t-vel jeloljiik, akkor ha a min-
tak kozott d db & van, akkor ezt az algoritmust alkalmazva az Osszes & mintat
megtalaljuk ([log, N'|) -t id6 alatt. Ehhez 2 - d gép méar elegendd, hoszen egyszerre
maximum d csoportban van @ elem, és mindig az el6z6 tesztkorben @ eredményt
ad6 halmazokat szedjiik két részre, és teszteljiik.

Ha egy id6ben csak egy csoportot tudunk tesztelni, és a mintédk kézott d db &
van, akkor ezt az algoritmust alkalmazva osszesen d - [logy, N + O(d) db teszttel
meg tudjuk talalni mindegyik @ elemet.

4.4. Sobell és Groll javaslata

Az el6z6h6z hasonld elvii algoritmusokat vizsgalt Sobel és Groll [11], |10], azzal

a lényeges kiilonbséggel, hogy a megkapott /N elemii mintahalmazt egy tesztkorben
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csak két részre bontottéik, igy egy idében csak egy csoporttesztet végeztek, mert a
kovetkezs tesztelends csoport méretét és tartalméat az el6z6 alapjan valasztottak.

Ezek koziil én most csak a legegyszeriibbet ismertetem.

4.4.1. Algoritmus. Az algoritmus sordn mindig eqy ismeretlen eredményd min-
takbol dallo csoporttesztet végziink, aminek méretét az alapjdn vdalasztjuk ki, hogy az
eddigiek alapjan ezzel a vdlasztdssal az elvégzett 0sszes teszt varhato értéke a lehetd

legalacsonyabb legyen.

A tesztelési protokoll megallapitasa nagyon sok szamolast igényel, igy csak a
kis N-re valo vizsgalatat mutatom be, de az elv alapjan ki lehet szdmolni nagyobb
N-ekre is.

Kezdjiik néhany észrevétellel. Annak a valoszintisége, hogy az m elemd @ hal-
mazban pontosan y db @ minta van, feltéve, hogy van benne legalabb egy:

()pvgmv

P(dm:y‘dmzl): 1—gm

(4.1)

Annak a valészintisége, hogy az m elemii halmazboél random kivalasztott = elemti

halmazban nincsen @ minta:

m—x (m)pqu—y m-—y x __ . m
P(dx=0|dm21)zz yl_qm '((Tﬁ)>=q1_qqm

y:l x

(4.2)

4.4.2. Lemma. Legyen A és B a mintdk eqy-eqy, eqymdstol diszjunkt részhalmaza.
Ha AU B-t, és A-t tesztelve is @& eredményt kapunk, akkor az 0sszes mintdihoz

tartozo feltételes eloszldas B-ben pontosan annyi, mint az eredeti binomidlis eloszlds.

Bizonyitds. Jeloljik da-val és dp-vel a két halmazban 1év6 & elemek lehetséges

szamat. Ekkor
P(dp <blda+dp >1,dsa > 1) = P(dg < blda > 1) = P(dp <),

hiszen ha d4 > 1, akkor dy + dg > 1 mindenképp teljesiil, illetve A és B diszjunk-
tak, igy d4 és dp fiiggetlenek. m
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Jeloljik G(m,n)-nel a tesztek szaméanak véarhato értékének minimumat (te-
hat a varhato értéket, ha a kévetkezd tesztcsoportot okosan vélasztjuk), ha az n
mintabol kivalasztott @ halmaz mérete m, és a mintdk egymastol fiiggetlenil p
valoszintiséggel @-ak. Jeloljik el kiilon azt az esetet, amikor m = 0, méghozza
H(n)-nel. A protokoll megallapitasa soran az m és n értékek folyamatosan véltoz-
nak, és a kiindulasi értékek m = 0 és n = N. A tesztelési protokollt rekurzivan
fogjuk megéllapitani.

Ha az x jeloli a kovetkezs tesztcsoport méretét, akkor az m = 0 esetben

H(n) =1+ min {¢"H(n-z) + (1 — ¢*)G(x,n)} (4.3)

1<z<n

az n > m > 2 esetben pedig a (4.2) egyenlet és aemma alapjan

T m

G(m,n) =1+ min {(q —4

1<z<m-—1 1— qm

) Glm—z,n—1)+ (11:;{0 G(:v,n)} (4.4)

lesz a tesztek szaménak a varhato értéke, az x méretd halmaz optimalis valaszta-
saval. A képletekben a konstans 1 mindig az = méreti kovetkez6 halmaz tesztjét
jelzi, amit ugy vélasztunk ki, hogy minimalis legyen a toébbi minta megéllapitasa-

hoz sziikséges tesztek szamanak varhato értéke.

H(0)=06és G(1,n) = H(n — 1) (4.5)

Ezekbdl az adatokbol meg tudjuk allapitani az optimalis tesztelési protokollt,
hiszen a minimalis varhato értékek a kovetkezs sorrendben rekurzivan kévetkeznek

egymasbol:
H(0)=G(1,2),G(2,2),H(2) = G(1,3),G(2,3),G(3,3), H(3) = G(1,4),G(2,4),- - -

Példaul, az N = 12, és p = 0,02 kiindulasi értékekkel a kezd6 x érték a 12, és

az optimélis tesztelési graf elsg fele a kovetkezSképpen néz ki.
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Kiszamolhato, hogy ebben az esetben a tesztek varhato értéke H(12) = 2,07,
s6t, 0, 7847 valoszintiséggel nincs is a mintak kozott @, azaz 1 teszt elég.
Az elvégzends tesztek maximalis szamara vonatkozdéan nagyon kis p esetén

megmutathatd, hogy
M(n) = (n+1)(a(n) +1) +1 =21+ g5

M(m,n) = a(m) +n(a(n — 1) + 1) + 1 — 2101,

ahol 2¢(%) < z < 20(x+1),

Ezt a maximumot azonban csak akkor érjiik el, ha p értéke nagyon kozel van a
0-hoz, és mind az n db ismeretlen minta értéke @.

Az N = 12 esetben példaul «(12) = 3, igy M (12) = 37. Ebbdl is jol latszik,
miért nem érdemes a tesztek maximaélis szaméara optimalizalni. Ebben a konkrét
esetben példaul az egyéni teszteléshez tartozd maximaélis tesztszam (12) szignifi-
kansan kevesebb, mint a fentebb bemutatott algoritmus esetében, igy az erre vald
optimalizalas esetében elvetnénk ezt a tesztelési lehetéséget, pedig varhato érték-
ben lényegesen jobban jarunk vele.

A szerzéparos egy késébbi cikkben azt is megmutatta, hogy az eljarasuk isme-

retlen p mellett is jol miikodik.[10]
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5. fejezet

A nem binaris modell

A valésagban a teszteléshez hasznélt eszkozok a korokozok jelenlétének mérté-
két jelzik, tehat nem binéris eredményt adnak. Az optimélis tesztelési algoritmu-
sok keresése soran ezt a tényt érdemes kihasznalni, hiszen nem binaris visszajelzés
esetén tobb informécié all a rendelkezésiinkre. Ezt az aldbbiakban réviden bemu-

tatom.

5.0.1. Definicié. [8] A nem binéris modellben csoportos tesztelés soran az egyes
csoporttesztek eredményei [0, 0o) halmazba esé szamok, oly moédon, hogy a csoport
teszteredménye a csoportba tartozé mintakhoz tartozo értékek 6sszege, és minden

nem fert6zott mintdhoz (a korabbi modellben ©) tartozo érték a 0.

A modell egyik nagy elénye, hogyha egy 0 < n elemt csoport teszteredménye
r, > 0, akkor a benne 1évé mintakat elég addig tesztelni, amig azok eredményeinek
Osszege el nem éri az x,-et. Igy példaul az utolsé mintat sosem kell tesztelni, hiszen
a teszteredménye x,-x,_1, ahol x,,_; a tobbi minta teszteredményének Gsszege.

Most tekintsiik a kovetkezd modositasat a Dorfman-tipusi algoritmusnak.

5.0.2. Algoritmus. A beérkezett N darab mintdat eqymdstdl diszjunkt, {ny,---n;}

elemi csoportokba rendezziik, és az igy kapott csoportok elemeit Osszedntve tesz-
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teljiik. Ha az eredmény 0, akkor biztosak lehetiink abban, hogy a csoportban lévd
minta mindeqyikének 0 az értéke. Ha wviszont eqy pozitiv szamot kapunk vissza,

akkor teszteljiik le a csoport n; — 1 elemét egyesével.

Jeloljiik Ty-val a k méret csoportban 1év6 elemek értékének meghatéarozasahoz

sziikséges tesztszamot Ekkor

q~, haj=1
P(T), =j) = { pg" 7t ha2<j<k-1
1—¢?, ha j =k
Tehat
E(Ty) =k — @, (5.1)

amibdl vilagosan latszik, hogy minden p valészintiség esetén optimalisabb ez az
eljards az egyéni tesztelésnél. Tehat ha a hasznélt miiszer kimutatja a fert&zés
jelenlétének mértékét, érdemes azt kihasznalni, mert tobb tesztet spoérolhatunk
vele.

Az {ny,ny---n;} optimalis megvalasztasahoz minimalizalni kell a >0 n; = 1
és Vi n; > 0 feltételek mellett az E(Ty) = So._, E(T,,,) dsszeget.

A kovetkez6 jelolés bevezetésével rekurzivan meg tudjuk allapitani az N minta

optimalis felosztaséat.

H(T},) = min {H(T}_,) + E(T,)}ahol H(Ty) =0

1<n<k

. Osszehasonlitasképp, néhany konkrét érték:

p | Tr | Hp(Ty) | Hy(Tk)
0.25 | 25 21.2 16.8
0.1 50 28.8 22.1
0.01 | 100 19.5 14.3

Hp(Ty): Dorfman-tipusu algoritmus szerinti, Hy/(T}): eszerint az algoritmus

szerinti minimalis varhato érték.
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6. fejezet

Nemadaptiv algoritmusok

Ebben a fejezetben olyan zajmentes nemadaptiv algoritmusokat mutatok be,
amik nem feltétleniil pontosan mondjak meg, mely mintak ®-ak, illetve ©-ak,
viszont gyorsak, és nagy valoszintiséggel helyesen talaljak el, hogy mely mintak
P-ak, illetve ©-ak.

Mindegyiknél vesziink egy X tesztelési matrixot a Bernoulli modell alapjan,
és a kapott y eredményvektor alapjan probaljuk dekodolni, a K halmazt minél

pontosabban meghatarozni.

6.1. COMP

Ez az algoritmus volt az els6 gyakorlati tesztelési algoritmus [2], [1]. Az eljaras
abbol a megfigyelésbdl indul ki, hogy © eredmény esetén biztosak lehetiink abban,
hogy a halmazbeli elemek mind ©-ok. Ekkor felteszi, hogy a tobbi elem ®.

6.1.1. Algoritmus. |2/ A Bernoulli modell alapjin sorsolunk egy X tesztelési
mdtrizot, €s elvégezziik a tesztkordket.
A tesztek elvégzése eldtt minden mintdt taldn @ 7-ként jelolink meg. Ha eqy

minta benne van eqy © eredményi halmazban, a jelolést ,biztosan © -ra vdltoztat-
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juk. A tesztelési sorozat végén a ,taldn @7 jeld mintdkat jeloljik meg ®-ként.

6.1.2. Lemma. Az igy kapott Kconp halmaz kielégitd halmaz, és tartalmaz olyan
mantdkat, amik igazdbol ©-ok, valamint Kooy p tartalmaz minden kielégitd halmazt

tartalmaz, igy Kcoymp a legnagyobb kielégitd halmaz.

Bizonyitdas. Mivel egy elem csak akkor lesz a Kcoyp halmazban, ha nem szerepel
egyetlen © eredményt tesztelt halmazban sem, ezért nyilvin nem lesznek benne
hamis ©-ok, illetve az is vildgos, hogy K C Kconmp, hiszen a K-beli elemekrél
nem keriilhetett le a ,talan @” jelolés, tehat Koonrp valoban kielégité halmaz.
Vegyiink egy L kielégits halmazt, illetve egy i ¢ Kooy p elemet. Ekkor ¢ benne
van egy olyan tesztelt halmazban, aminek © lett az eredménye, tehat ¢« € L nem

lehetséges. Azaz L C Kcomp O

A COMP algoritmus szuboptimélis, ami nem meglepd, hiszen nem hasznalja

ki a @ teszteredményeket.

6.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy nemadaptiv, zajmentes csoporttesztelés ered-
ménye adott y, amit a COMP eljdrassal akarjuk dekodolni. A Bernoulli modell-

ben, egy optimalizdlt p = % paraméter, és d = O(n®), a € (0,1), mellett az

R = el}12(1 — «) ardnyra teljesilni fog, hogy ¥o,e-ra létezik olyan csoportteszte-

lési algoritmus, amelyre

log, (Z)

—)
’ >R

€s a hibavalosziniség legfeljebb c.

Bizonyitds. Annak a val6szintsége, hogy egy © minta egy © tesztben megjelenik,
p-¢*. (Hiszen annak a valészintisége, hogy egy csoportteszt O, ¢, és az adott minta
p valoszintséggel bukkan fel fel. Igy annak a valoszintisége, hogy egy © minta egy

@ eredményti csoporttesztben szerepel, (1 —p - ¢*)7.
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Az algoritmus akkor ad pontos eredményt, ha minden © elem el6fordul egy ©

eredményt tesztelt halmazban. Tehat

P(hiba) = P ( U {i egy olyan elem, amely nem fordul el§ © eredményti tesztelt halmazban})

1eKc¢
<|K°|(1—p-¢")T < Ne TPd"

A p(1 — p)*- nek p = 25 ~ f-ban van maximuma, tehat vehetjiik a p = £-t.
Tudjuk, hogy (1 — 4)* — L. Igy T'= (1 + 6)ekInn-et véve Tp - ¢" ~ (14 0) Inn.

oT

)

log, (}) N (1—a)klnn
T In2 T

Hasznéalva a P(sikeres) < becslést, azt kapjuk, hogy

Ezutan (1 + 6)ek Inn-et véve kapjuk, hogy R akérmilyen kozel keriilhet =2

eln2

hoz.

6.2. DD eljaras

Az eljaras azon a megfigyelésen alapszik, hogy ha egy @ eredményti csoport-
tesztben csak egy olyan minta van, amelyik nem volt még © eredményti csoportban,

akkor az a minta mindenképp &.

6.2.1. Algoritmus. (6] A Bernoulli modell alapjin sorsolunk egy X tesztelési
mdatrixot, és elvégezziik a tesztkoroket.

A tesztek elvégzése eldtt minden mintdt a ,lehet, hogy ®” halmazba tesszik. Ha
eqy csoportteszt © eredményi, az 0sszes benne lévd mintdt dttesszik a ,biztosan ©”

halmazba. Hogyha van egy olyan & eredményd csoportteszt, amiben eqy kivételével
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minden minta a ,biztosan ©7 halmazban van, akkor azt a mintdt dthelyezziik a
Lbiztosan &7 halmazba.

A tesztsorozat végén a biztosan @ halmaz elemeit jeldlyik meg @-ként.

6.2.2. Lemma. Az igy kapott Kpp halmaz nem tartalmaz olyan mintdkat, amik

1gazabol ©-ok, és Kpp € K.

Bizonyitds. Az eljaras alapjan nyilvanvalo, hogy a ,biztosan ©” halmazban csak ©,
mig a ,biztosan @” halmazba csak @ elemek keriilhettek. Azonban az nem biztos,
hogy minden minta atkeriilt a ,lehet, hogy @” halmazbol valamelyikbe, igy lehet
olyan 6@ minta, amelyik nincs benne a ,biztosan @” halmazban. Tehat Kpp € K.

]

6.2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy eqy nemadaptiv, zajmentes csoporttesztelés ered-
ménye adott y, amit a DD eljardssal akarjuk dekodolni. A Bernoulli modellben,

eqy optimadlis p = é paramétervdlasztdassal és d = O(n®), a € (0,1), mellett az

R= el%mz’n{l, 1?70‘} ardnyra teljesiilni fog, hogy Vo, e-ra létezik olyan csoporttesz-
telési algoritmus, amelyre
log, (3)
> R —0,
T

és a hibavalosziniség legfeljebb c.

6.3. SCOMP - ismételt COMP

Az eljaras [6] a ,biztosan @” halmazbol kiindulva keres egy kielégité halmazt.
Az elnevezése a Sequential COMP”-bol szarmazik, mivel egyfajta egymés utan

ismétlése a COMP algoritmusnak.

6.3.1. Algoritmus. A Bernoulli modell alapjdn sorsolunk eqy X tesztelési mdtri-

zot, €s elvégezziik a tesztkoroket.
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Eldszor a DD eljardssal dllapitsuk meg a ,biztosan &7 €s ,biztosan ©” halmazok
elemeit. A Ksconp halmazba a ,biztosan &7 halmaz elemeit rakjuk. Ezutdn minden
olyan & eredményi csoporttesztet, amiben nincs Ksconp-beli elem, megjeloliink
Jfurcsa-ként. Azt a k ¢ Kscomp elemet, ami a legtobb furcsa” csoporttesztben
szerepel, belerakjuk a Ksconp halmazba, és azokrol a csoportokrdl, amikben ben-
ne van, levesszik a ,furcsa” jelolést. (Hogyha nem egyértelmi, vdlasszunk ki egyet
kozilik.) Az utobbi lépést addig ismételjik, amig van olyan csoportteszt, ami meg-
jelolhetd ,furcsa™ként.

Az eljards végén a Kscomp elemeit jelolyil meg B-ként.

6.3.2. Allitas. Minden adott X tesztelési mdtriz esetén barmely olyan R ardny,
amely elérhetd a DD eljdrdssal, elérheté a SCOMP eljdrds dltal is. Tehdt a[6.2.3,té-
telben meghatdrozott ardny a megadott feltételek mellett elérheté a SCOMP eljd-

rassal vald dekodolds esetén 1is.

Bizonyitds. Az allitas mogotti egyszert gondolat, hogy amikor a Kpp € K halmaz
csak kicsit tér el a K halmaztol, akkor a Ksconp halmaz is csak néhany elemében

térhet el téle, hiszen kielégité halmaz, és Kpp € Kcomp O
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7. fejezet

A csoportos tesztelés egyéb

felhasznalasi teruletel

A csoporttesztelési problémat a szifilisz sztirésével Osszefiiggésben fogalmaztak
meg, azonban az eredményeket késébb szdmos maés teriileten is alkalmazni tudtak.

Sobel és Groll korai munkajukban(|[11]) felsoroltak a néhany alapvets alkalma-
zasi lehetGséget, mint példaul hibas tartalyok, kondenzatorok, vagy karacsonyfa-
ég6k megtalalasa. Az utobbi idében javasoltak csoporttesztelésen alapuld megol-
dasokat a gyartasi folyamatok soran el6forduldé mingségellenérzésekre is, példaul
integralt aramkorok esetében és molekularis elektronikaban.

Az alkalmazasok koziil sok a nemadaptiv algoritmusokat hasznalja, aminek az
az oka, hogy sok esetben az adaptiv algoritmus nem praktikus, hiszen sok figyelmet
igényel, idGigényes, mig el6re rogzitett teszttervet futtatni egyszertibb, sok tesztet
lehet parhuzamosan elvégezni, igy gyorsabb.

Tekintsiink néhény tovabbi alkalmazast, a teljesség igénye nélkiil.

A probléma eredetét tekintve, nem meglepd, hogy biologiai teriileteken szamos
alkalmazéasi lehetGség van, igy példaul DNS-tesztek esetében a megfelel6 genomok

keresése, ezzel ritka genetikai tulajdonsaggal rendelkezé egyedek kisziirése soran
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alkalmaznak nemadaptiv csoporttesztelési algoritmusokat; valamint természetesen
virusok, baktériumok, kiilonb6zé fert6zések jelenlétének megallapitésa sordn is al-
kalmazzak. A biologiai vonatkozési felhasznélasok kozott van a fehérje-fehérje in-
terakcios kisérletek tervezése, a nagy ateresztéképességi gyogyszersziirés, valamint
az immunhianyos grafikonok hatékony megtanulasa.

Informatikai teriileteken alkalmazzak példaul halézati tomografiAban és ano-
maélidk felfedezésében, adattarolas és tomorités sordn, adatbazisrendszerek és ki-
berbiztonsig kapcsan.

Végiil, de nem utolsdésorban a csoporttesztelést szamos statisztikai és elméleti
szamitastudomanyi probléma megoldésaban alkalmaztak. Ilyenek példaul keresé-
si problémak, a ritka kovetkeztetés és tanulasi problémak (Sparse inference and
learning), valamint a klasszikus mintaillesztési probléma és a rejtett paros grafok

nagyfoki cstcsainak becslése.
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