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1. fejezet

Bevezetés

T6ébb mint 300 évvel ezel6tt Pfalzi Rupert herceg, I. Kéaroly angol kirdly unoka-
occse egy fogadas keretén beliill — John Wallis matematikus segitségével — belatta,
hogy tudunk elég nagy alagutat vagni két egybevagd kocka koziil az egyiken tugy,
hogy a masik kocka atférjen ezen az alaguton [1]. Ennek a klasszikus eredménynek
a részletes bizonyitasat a 3. fejezetben targyaljuk majd.

Innen kapta elnevezését a témakor, illetve annak legfontosabb definicioja, a
Rupert tulajdonsag. Hétkoznapi nyelven szolva egy test rendelkezik a Rupert tu-
lajdonsaggal (vagy réviden a test Rupert), ha vaghato rajta olyan alagit, melyen az
[2] cikke alapjan a 2. fejezetben adjuk meg.

Koriilbeliil szaz évvel kés6bb Pieter Nieuwland bebizonyitotta, hogy Rupert &l-
litasanal tobb is igaz: a kockan a fent emlitett moédon az eredetinél nagyobb kocka
is atfér, mégpedig legalabb az eredeti %i—szeres nagyitéasa. Ezzel a megfigyeléssel
a témakor tovabb béviilt: ha egy test Rupert tulajdonsagu, azaz a vele egybevago
testhez 1étezik benne alagit, akkor megkérdezhetjiik, hogy mekkora nagyitasahoz
létezik még alagut a testben. A legnagyobb nagyitas mértékét Nieuwland konstans-
nak nevezziik. 1950-ben Schrek részletes attekintést publikilt Rupert probléméjarol
¢és Nieuwland bizonyitasarol [3].

A témakor alapkérdése tehat az, hogy mely testek rendelkeznek a Rupert tu-
lajdonsaggal. A fentiek miatt biztosan van ilyen test, a kocka, de az is nyilvanvalo,
hogy biztosan van olyan test, ami nem Rupert tulajdonsagu: a gomb. A dolgozatban
a témakor tobb eredményét, és tobb irdnya altalanositasat taglaljuk, részben sajat

eredményekre alapozva.



1. Bevezetés

Az emlitett alapkérdés vizsgalatat elGszor a szabalyos, illetve félszabalyos poli-
éderek korében kezdték meg a matematikusok. Az eredeti fogadashoz képest koriil-
beliil 250 évet kellett varni ahhoz, hogy 1968-ban C. J. Scriba bebizonyitsa, hogy két
tovabbi platoni test, a tetraéder és az oktaéder is rendelkezik ezen tulajdonsaggal
[4]. Végiil 2017-ben lett teljes a platoni testek Rupert tulajdonsagénak bizonyitasa,
amikor Richard P. Jerrard, John E. Wetzel és Liping Yuan a dodekaéderre és iko-
zaéderre vonatkozo bizonyitast publikaltak [2]. Ezen eredményeket a 3. fejezetben
taglaljuk majd.

A problémat természetesen nem csak szabalyos testekre érdemes vizsgalni. 2008-
ban Jerrard és Wetzel belattak az ugynevezett universal stopper (magyarul altalanos
dugo) testek ezen tulajdonsagat [5], majd 2018-ban Ying Chai, Liping Yuan és Tudor
Zamfirescu bizonyitottak, hogy az arkhimédészi testek koziil nyolc szintén Rupert
tulajdonsagn [6]. 2019-ben sajat eredményként publikaltam egy tovabbi arkhimédé-
szi test, a csonkolt tetraéder Rupert tulajdonsagat 7]. 2021-ben algoritmikus aton
sikeriilt tovabbi félszabélyos testek Rupert tulajdonsagat bebizonyitani [8]. Az ar-
khimédészi testekkel részletesen a 5. fejezetben foglalkozunk.

Természetes kérdés, hogy mi torténik a kockadval magasabb dimenzidkban. Ezt
valaszolta meg 2018-ban Huber, Shultz és Wetzel, akik bebizonyitottak, hogy az n-
dimenzios kocka is rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal [9]. Ezen eredményt a 7. feje-
zetben ismertetjiik. 2021-ben Bezdek Andrés, Zhenyue Guan, Hujter Mihaly és Joos
Antal azt vizsgaltdk, hogy az eredeti fogadas esetében mennyire kellett szerencsés
irdnybol vagni az alagutat. Az els6re megleps valasz az, hogy semennyire, ugyanis
bizonyos trivialis iranyokat leszamitva egy kockén tetszGleges irdanyban vaghatunk
megfelel§ alagutat [10]. Emellett a Rupert tulajdonsag téglalapokkal és téglatestek-
kel valo viszonyarol publikalt eredményeket 2004-ben Jerrard és Wetzel [11], amit a
6. fejezetben mutatunk be.

A problémakor legerGsebb sejtése Wetzeltsl szarmazik, miszerint minden kon-
vex poliéder rendelkezik a Rupert tulajdonsiggal. Ez éppen megdélni latszik, mivel
egy 2021-es tanulmany statisztikai alapon azt a sejtést fogalmazta meg, hogy egy
arkhimédészi test, a rombikozidodekaéder nem Rupert tulajdonsagu [8].

Végiil szintén sajat eredményként a Nieuwland konstansnak, tehat az eredeti test
attolhaté maximalis nagyitasi értékének az altaldnositasat vezettem be és vizsgaltam
meg nem konvex testekre [7|. Ha ugyanis egy poliéder nem Rupert tulajdonsagu, ak-

kor ugyan nem lehet sajat magéval egybevago poliédert attolni rajta, de az elképzel-



1. Bevezetés

hetd, hogy egy megfelel6 mérett kicsinyitéséhez lehet alagutat talalni benne. Ennek
a mértékét a nem-Rupert tulajdonsagi testek altaldnositott Nieuwland konstansé-
nak neveztem el. Mésrészt azt vizsgaltam, hogy ha a konstanst adjuk meg el6szor,
akkor van-e olyan test, aminek a Nieuwland konstansa legalabb ekkora, azaz leg-
alabb ekkora nagyitasa /kicsinyitése atfér onmagan. Bebizonyitottam, hogy tetszo-
leges, k € R esetén létezik olyan n-dimenzi6s konvex politép, amelynek Nieuwland
konstansa nagyobb, mint k, illetve belattam, hogy barmely 0 < k esetén létezik
olyan poliéder, amelynek altalanositott Nieuwland konstansa kisebb, mint k. Ezeket

az eredményeket a 8. fejezetben targyaljuk.



2. fejezet
Definicidk

Az aldbbiakban a témakor tovabbi preciz targyalasdhoz sziikséges definicidkat
taglaljuk [2] alapjan.
Legyen n egységvektor R3-ban, és legyen m, olyan sik, melynek normalvektora

n. Jelolje tovabba w,, : R® — 7, az R® merdleges vetitését m,-re.

1. Definicié. Legyen v egy egyszeri zéart gorbe a m, sikban. Az n irdnyu ~ profil-

gorbéji egyenes hengert mint ponthalmazt a kévetkezGképpen irhatjuk le:

C,={y+tne€ R*:y€~,—0o<t< o}

2. Definicio. Jeloljiik most a 7 belsejét I,-val. A C, egyenes henger altal megha-

tarozott H, alagut (2.1. abra) a henger belsé pontjainak halmaza:

H,={y+tn € R*:y€ I, —oo<t<x}.

2.1. abra. A H, alagut. Az abra forréasa [2].

Most szeretnénk a megfelels alagiton valo athaladast leirni.



2. Definiciok

Legyen K egy konvex test, amelynek két merdleges vetiilete n iranyban w,, (K) és
m irdnyban w,,(K). Tegytik fel, hogy létezik ¢ egybevagosagi transzformécio, amely
az wp, (K) vetiiletet a w,(K') belsejébe viszi. Ekkor a K ¢ szerinti képe legyen ¢(K),
valamint m egységvektor ¢ szerinti képe legyen ¢(m). Legyenek az w, (K) vetiilet
hatara v egyszert, zart, konvex gorbe. Ekkor tekintsiik a ~ altal meghatarozott n
iranya H., alagutat. Ezen ¢(K) attolhatd lesz ¢(m) iranyban tugy, hogy végig H,
belsejében halad. A ¢(K) test ¢(m) irannyal megegyezd n = iranyu athaladasa (vagy
attolasa) a C., altal meghatarozott H, alagtton az alabbi modon irhaté le az id6
fliggvényében:

O(K)=tn+¢(K)C Hy,—o0 <t <00,

ahol ¢ az 1d6 és ¢(K); a transzformalt test egy ¢ id6pillanatban.

Az igazi feladat tehat a két megfelel§ vetiilet megtaldlasa, mivel azok birtoka-
ban a fenti mivelet végrehajtasa trivialis. Igy a tovabbiakban csak a két vetiilet
megadasat taglaljuk.

Most mar kimondhatjuk a kovetkezs, alapvets allitast.

1. Tétel. Legyen K konver test R3-ban. Ha létezik eqy eqybevdgdsdgi transzformd-
cid, amivel a K test P, = w,(K) merdleges vetiilete Py = w,,(K) merdleges vetiile-
tének belsejébe transzformdlhato, akkor a K test dttolhato az m irdnyid H, alagiiton

keresztil, melynek profilgorbéje a Py, vetiilet hatdra.
Bizonyitds. A fenti érvelés alapjan trivialis. O
A tovabbiakban a fenti allitasban szereplé P, vetiiletet belsG vetiiletnek, Py ve-

tiletet killss vetiiletnek nevezziik.

3. Definici6. Ha a fenti tételnek a feltételei teljesiilnek, akkor azt mondjuk, hogy
a K konvex test rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal, vagy egyszertien K Rupert.

Felmeriilhet a kérdés, hogy a K testen lehet-e nagyitani tigy, hogy a nagyitott
test még mindig attolhaté K-n. Jelolje K, a K test v-szorosére vald nagyitasét

(reR,1<v).

4. Definici6. Egy K test v(K) Nieuwland konstansa alatt a v(K) = sup{v > 1:
létezik alagut K-ban, amin K, atfér} valos szamot értjiik. Mivel a szuprémum véges,

igy v(K) valoban valos lesz.



3. fejezet

A kocka

A kockara vonatkozd tétel a teljes problémakor eredete, igy a tobbi szabalyos test
el6tt egy kiilon fejezetben taglaljuk a kocka Rupert tulajdonsdganak bizonyitasat.
Ezen fejezet eredményét [1], [3] és a Wikipédia Prince Rupert’s cube oldala alapjan

ismertetjiik.
2. Tétel. A kocka Rupert tulajdonsagi.

Bizonyitas. Helyezziink el két pontot egy egységkocka két szomszédos élére tugy,
hogy mindkét pont 3/4 tavolsagra legyen a két él kozos csucsatol, igy a két pont
kozotti tavolsag %ﬁ ~ 1,0606601 lesz. A valasztott tavolsagnak késébb a Nieuwland
konstans megadasanal is lesz szerepe.

Elemi geometriai megfontolasokkal konnyen lathato, hogy ha ezt a két pontot a
kocka kozéppontjara tiikrozziik, akkor az eredeti két pont a kocka ellentétes oldalan,
szimmetrikusan elhelyezeked6 masik két ponttal egyilitt egy négyzet négy csicsat
alkotja, amely (cstcsaitol eltekintve) teljes egészében az egységkockan beliil van
(3.1. abra). Mivel a négyzet oldala 1-nél nagyobb, igy ha erre a négyzetre mint

profilgorbére alagutat allitunk, akkor ezen az alaguton keresztiil a kocka attolhato.

]

A bizonyitasbol kovetkezik, hogy a talalt alaguton az eredetinél nagyobb koc-
ka (legfeljebb %ﬁ ~ 1,0606601 oldalhossztsaggal) is athaladhat, azaz a kocka
Nieuwland konstansa legaldbb %5. A konstans értékét azota sem sikeriilt javita-
ni, a Steininger és Yurkevic altal 2021-ben publikalt szamitoégépes megkozelités sem
talalt ennél nagyobb alagutat [8].

Az egységkocka az alagut "kiiiritése" utan négy testre bomlik, két haromszog

alapi hasabra és két tetraéderre, amelyek a négyzet négy csiicsan egy-egy pontban



3. A kocka

érintkeznek. Mindkét hasab hat csticsabol ketts a kocka két szomszédos csticsa, és
a masik négy csicsa a kocka élei mentén 1/4 tévolsagra van az el6bb emlitett koc-
kacsticsoktol. Mindegyik tetraéder négy cstucsa koziil az egyik a kocka egy csicsa,
két tovabbi cstcsa 3/4 tavolsagra van téle két szomszédos élen, és egy cstics a kocka
csucsatol 3/16 tavolsagra a harmadik szomszédos élen van, az alabbi dbran lathato

modon.

16

3.1. abra. A kockaba vagott alagut (az abra forrasa: Wikipédia Prince Rupert’s
cube).



4. fejezet

Szabalyos testek

A kocka utan trividlisan felmeriil§ kérdés, hogy a tébbi platoni test is Rupert
tulajdonsigi-e. Ebben a fejezetben az ezen kérdéssel kapcsolatos eredményeket tér-

gyaljuk [2] alapjan - a tulajdonsdg minden platoni test esetén teljesiil.

4.1. Tetraéder

3. Tétel. A szabdalyos tetraéder Rupert tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Legyen T'= ABC'D egy szabalyos, egységnyi oldald tetraéder, amelynek
a BCD egyenl§ oldalt haromszog az alapja és A az ezekkel nem egy sikban 1évé
negyedik cstcsa.

A P, kiils6 vetiilet legyen az egyik lap sikjara es6 merdleges vetiilet, azaz egy
egységnyi oldala szabalyos haromszog. Ezt a haromszoget ugy helyezziik el, hogy a
C DFE haromszoget kapjuk, amely a 4.1 &bran lathaté moédon a tetraéder 1" alapjanak
sikjara merdleges, a C'D egyenesre illeszkeds 7 sikon van.

Vizsgaljuk a T tetraédernek erre a 7-re val6 ortogonalis vetiiletét, ami majdnem
beleillik P belsejébe, a nehézséget csak a C' és a D csicsok jelentik, hiszen a C'D
oldal kozos a két vetiileten.

De a T egy elegendGen kis elforgatasa a C'DE haromszog EM magassaga koriil
bemozgatja a C' és D csucsok C’ és D’ vetiileteit a 7 sikon a C'DE haromszog C' D
élén beliilre ngy, hogy kozben az A pont A’ vetiilete P.-n beliill marad. Ez lesz a P,
vetiilet. Az elforgatott T" elegend&en kis felfelé mozditasa elmozditja a B', C' és D’
vetiileteket a C'D szakaszrol, mikézben mind a négy cstucs A’ B/, C' és D' vetiilete

Pi-n beliil marad. Ebbél kévetkezik, hogy T' rendelkezik Rupert tulajdonsaggal. [



4. Szabalyos testek

4.1. abra. A tetraéder (balra) és a megfelels vetiilet (jobbra). Az abra forrasa [2]

Nieuwland konstans. A v(7T') Nieuwland konstans becsléséhez tgy valasztjuk
az E M koriilu 0 elfordulasi szoget, hogy a vetitett A'C” szakasz P,-n beliil legyen
parhuzamosan az EC oldallal (4.1 jobb oldali dbra). Megmutathato, hogy ekkor

6 = 60° — arcsin %ﬁ ~ 5, 264389°.

Mivel A’E > C'C = D'D és CD = 1, valamint C'D’ = cos#@, igy a legkisebb
fels6 korlatja annak az aranynak, amellyel a T nagyithaté tgy, hogy még mindig

athaladhat egy hasonléan elhelyezkedé alagiaton T-ben:

CD 2
Sy = secl = ZV3(V6 — 1) > 1,004235.

A cikk szerz6i szerint valoszinGsithetd, hogy v(T) = 2v/3(v/6 — 1), de mindenesetre
v(T) > 1,004235 mindenképp teljesiil.

Megjegyzés. Hasonl6 moédon belathato, hogy minden tetraéder (nem csak az
imént vizsgalt szabalyos tetraéder) rendelkezik a Rupert-tulajdonsaggal. (Legyen Py
a legnagyobb teriiletd lap, igy a negyedik cstcs Py, sikjara vett vetiilete Pg-ba esik.)

4.2. Oktaéder

4. Tétel. Az oktaéder Rupert tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Az egységoldalt O = FABCDF oktaédert (a 3.1 abra bal oldalan)
nyolc egyenls oldalu hdromszoglap alkotja, amelyek két egybevagd négyoldala gulat

alkotnak, amelyek négyzetalapon osztoznak.

10



4. Szabalyos testek

4.2. abra. A projekciok (balra) és P, elhelyezkedése Pi-ban (jobbra). Az abra
forrasa [2].

Az oktaéder FF iranyu vetiilete tehat egységnégyzet, legyen ez Py. Helyezziik el
ugy, hogy a PEQF egységnégyzetet tekintsiik, a 4.2 abra bal oldalan lathaté modon,
hogy az egyik atlo EF legyen, a masik pedig az ABCD kozépss négyzetlap AD és
C'D oldalainak felez6pontjain haladjon at. Vetitsiik ra erre a sikra az oktaédert! Jol
lathat6, hogy az oktaédernek a P(Q) tengely koriili elegendGen kis elforgatasa az E’
és F' vetiileteket a PEQF négyzetbe mozgatja, mikdzben az A, B, C és D cstucsok
A’ B, C" és D’ vetiileteit a négyzetben hagyja. Tehat az elforgatott oktaéder P,
vetiilete a Py belsejében lesz (4.2 abra jobb oldala). Ezzel igazoltuk az allitast,

miszerint az oktaéder rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal. O

Nieuwland konstans. A v(O) Nieuwland konstans behatarolasahoz ugy va-
lasztjuk meg a bizonyitasban emlitett forgasszoget, hogy az EC elforgatott él E'C’
Py-ra vett vetiilete parhuzamos legyen a négyzet EQ) élével. Lathato, hogy a megfe-

lels @ elfordulasi szoget

1 2
0 = arccos —= — arccos \/j ~ 19,5°
V3 3

adja. Ekkor a BF, FA és ED elforgatott élek vetiiletei mind parhuzamosak az egy-

ségnégyzet oldalaival, és az elforgatott P, vetiilet a 4.2 abra jobb oldala szerint

11
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helyezkedik el. Egyszert szamolassal belathato, hogy

cosf =

2v/2
3 )

és ebbdl kovetkezik, hogy
4
E'F' =+/2cos = 3

Kovetkezésképpen
EF  3V2

v(0) 2 oy = = > 1,060660.

A tetraéderhez hasonloan azt sejtjiik, hogy az egyenlGség fennall.

4.3. Dodekaéder

5. Tétel. A dodekaéder Rupert tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Legyen O a D dodekaéder szimmetriakozéppontja, és jeloljiikk D 20 csu-
csat a 4.3 abran lathato modon. A  felilrsl” lathatod csicsok és élek vastagon, a
nem lathatok pedig sziirkével vannak jelolve. Figyeljiik meg, hogy a k és 21 — k
jelzési csucsok szimmetrikusak az O kdzéppontra nézve. Legyen P az 1-2-3-4-5 lap

kozéppontja, M pedig a 7-12 él felez&pontja.

12



4. Szabalyos testek

20

4.3. abra. A D dodekaéder. Az abra forrasa [2].

Jelolje Py, a dodekaéder vetiiletét egy tamasztosikra, azaz a PO iranyba, a 4.4
abra bal oldalan lathatéo moédon. A vetiilet hatara egy szabalyos tizszog. Legyen P, a

D vetiilete az 1 cstcsbol, azaz a 10 iranyba, a 4.4 abra jobb oldalan lathaté modon.

14 9

4.4. abra. A Py, és P, vetiiletek. Az abra forrasa [2].

A vetiilet hatara tizenkétszog, amelynek szemkozti élei parhuzamosak. Innentdl

13



4. Szabalyos testek

az egyszeriiség kedvéért a 4.4 dbra jobb oldaldn lathatoé P, vetiileten a dodekaéder
n-nel jelolt csicsanak vetiiletére az eredeti n cimkével hivatkozunk majd, a baloldali
Py vetiiletben a cstucsokra a szam alahtizasaval, n-nel hivatkozunk. Helyezziik el P-
t a 4.5 abran lathaté modon, szimmetriakozéppontjaval a P, kozepén. Ekkor a B,
vetiilet majdnem illeszkedik P.-ba. A D 14-9 éle a P, tizszog hataranak 14 —9 élébe,
a szemkozti 12-7 él a 12 — 7 ¢élbe, és a négy 3, 4, 17 és 18 cstics pedig olyan pontokra
vetiil, amelyek éppen csak a Py-n kiviil fekszenek. Ekkor a dodekaéder elegendGen
kicsit elforgathato ugy, hogy P, vetiilete a Py, belsejébe illeszkedjen. Elgszor a 14-9 és
12-7 élek felez6pontjait 6sszekots [ tengely koriil elegendGen kis mértékben forgatjuk
D-t a 3-4 és a 17-18 élek vetiileteit a Py belsejébe mozgatva. Ez a kis forgatas a
vetitett 14-9 és 12-7 éleket a 14 — 9 és 12 — 7 éleken hagyja. A masodik forgatas a
8-1 és 13-20 élek felezGpontjat 6sszekots m tengely koriil torténik (ez legkdnnyebben
az 4.4 abran lathato), ami parhuzamos a 7-12 és 9-14 élekkel, és egyenls tavolsagra

van télik.

4.5. abra. B, és Py, kolesonos helyzete. Az abra forrasa [2].

Ebbdl kovetkezik, hogy a D elforgatott dodekaéder mésodik, m koriili elforgatésa
mindkét elforgatott 9-14 és 7-12 élt a P, belsejébe mozgatja. Bar ez az elforgatas a
3, 4, 17 és 18 csuicsok képét a P, vetiiletet hatarold 12 szog hatéara felé mozgatja,
azonban ha az elforgatas mértéke elég kicsi, akkor az elforgatott dodekaéder Gsszes
csucsanak vetiiletét a Py, belsejében hagyja (4.5 abra jobb oldala, amelyben a P, ko-
zéppontosan szimmetrikus és szimmetriakézéppontja Py szimmetriakozéppontjaval).
Tehat az elforgatott dodekaéder P, vetiilete a P belsejébe esik. Kovetkezésképpen
D rendelkezik a Rupert-tulajdonsaggal. O]
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4. Szabalyos testek

Nieuwland konstans. Ezt a geometriai bizonyitast Jerrard egy megfelel6 ko-

ordinatazas alkalmazasaval numerikus modszerekkel is megerGsitette, az altala el-

ért eredmények alapjan a dodekaéder %—szerese is atfér eredeti onmagan, igy a
Nieuwland konstansa v(D) > 14 = 1,005882.

4.4. Tkozaéder

6. Tétel. Az ikozaéder Rupert tulajdonsdgii.

Bizonyitds. Az ikozaéder Rupert tulajdonsaganak bizonyitédsa elemi geometriai
modszerekkel sokkal nehezebb és idGigényesebb, mint a tébbi platoni testé, igy ko-
ordinatak segitségével érjiik el a kivant eredményt. Legyen az I ikozaéder, amelynek
kozéppontja az O origoban van, és jeloljiik a 20 csticsot a 4.6 dbran lathaté modon
ugy, hogy k és 13 — k szimmetrikusak az O-ra nézve. A  felilr6l” lathato élek és

csucsok feketék az dbréan, amik nem latszanak, azok pedig sziirkék.

4.6. abra. Az I ikozaéder. Az ébra forréasa [2].

Vegyiink fel egy derékszogi koordinatarendszert a kdvetkezGképpen: az origd O,

a pozitiv x tengely a 4-11 él 4-hez kozelebbi negyedel6pontjan, a pozitiv y tengely
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4. Szabalyos testek

az b-T7 él felez6pontjan, a pozitiv z tengely az 1-2-3 lap kdzéppontjan haladjon at.
Az I vetiilete az xy-sikra egy szabélyos hatszog, és az egységnyi tévolsagot valasz-
zuk tgy meg, hogy ennek a hatszognek az élei 2 hosszusaguak legyenek. A cstcsok

koordinatait a 4.7 4bra tablazataban adjuk meg.

Vertices Coordinates Values

| and -12 ( + —J_ 301+ 72), 201 + —q)] (1.4472, 2.5066, 3.7889)
2 and -11 ( —L 0,201+ —=1) (—2.8944. 0, 3.7889)
3and -10 (l + ; V3 + 2. 2004 22 }) (1.4472, —2.5066, 3.7889)
4and 9 ( 1+ %), 0. %) (4.6833, 0, 0.8944)
5and —8 (_—{l + ). V3 + ), j) (—2.3416, 4.0558. 0.8944)

6 and —7 (—u + 20, =30+, i] (—2.3416, —4.0558, 0.8944)
\ v 2 v f

4.7. abra. Tablazat a cstcsok koordinataival. A tablazat forrasa [2].

Legyen P, az I vetiilete az xy-ra 4.8 abra bal oldala. A vetiilet hatara egy szaba-
lyos hatszog. A félreértések elkeriilése végett (és az egyszertiség kedvéért) a vetitett
csticsoknél az eredeti csticsok jelolésit a tartjuk meg, igy példaul 8. abran az 1 cstcs
az 1 csucsnak a xy-sikjara valo vetiilete. A pontok (z,y) koordinatai ezen az abran

gy kapjuk meg, hogy a z-koordinatat nullanak vessziik a 2. tablazatban.

4.8. abra. P vetiilet az zy sikon és P, vetiilet az yz sikon. Az &bra forréasa [2].

Legyen P, az I vetiilete az yz-sikra, a 4.8 &bra jobb oldalan lathaté modon. A

vetiilet hatara nyolcszog, amelynek szemkozti oldalai parhuzamosak. Ezen az abran

16



4. Szabalyos testek

a 2-9 él megszakitva lathato, hogy az origd és a mogotte 1évs 4-9 él is lathato legyen.
Az éabra pontjainak (y, z) koordinatait ugy kapjuk meg, hogy az z-koordinatakat
nullara allitjuk a 4.7 tablazatban. Ha a P, vetiilet kézéppontja a P kozéppontjaba
esik, akkor szinte teljesen illeszkedik Py-ba (4.9 dbra). Ezen az dbran a P, hataran
1évG cstucesok a 4.8. dbréan lathatéo modon vannak elnevezve, de a félreértés elkertilése
végett a P, vetiilet cstcsai ala vannak huzva. A 4.9. dbra jobb oldala az 1 cstcshoz
kozeli illeszkedés kinagyitott részletét mutatja. A 3, 10 és 12 helyzet szimmetrikusan
ugyanaz. Vegyiik figyelembe, hogy amikor Py,-et P;-ra helyezziik, az y-tengely Py x-
tengelyére kertil (4.9). Ha I-t ¢ szoggel elforgatjuk az y tengely koriil, akkor mind
az 1 — 3, mind a 10 — 12 szakasz a P, belsejébe keriil, a 6 — 8 és 5 — 7 szakaszok
beliil maradnak, de mivel az y-tengely parhuzamos az 1 — 2 — 3 tamasztosikkal, a
2 és 11 csucsok vetiiletei kozelebb keriilnek az 5-7 és 6-8 hatarszakaszokhoz. Mivel
3 és 1 sokkal kozelebb vannak a hatarszakaszokhoz, mint a 2, igy ha ¢ elég kicsi,

akkor az Osszes vetitett cstcs a P, hataran belilre keril.

4.9. dbra. P, mar majdnem illeszkedik Py-ba. Az abra forrasa [2].
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4. Szabalyos testek

4.10. abra. P, illeszkedik Py-ba. Az abra forréasa [2].

Legyen I az elforgatott ikozaéder, és jeloljiik a k cstucs Py-ba valo vetiiletét k'-vel.
A 4.11 tablazat mutatja a vetitett k' csticsok ¢ szerinti koordinatait, amelyeket az

xz-sitkban az orig6 koriili ¢ szoggel valo elforgatés ismert képleteibdl kaptunk.

Vertices (x. y) coordinates in P,,. @ = 3.1289°

1" and — 12/ V3 + L), 2+ %)cosp — (1 4+ —2)sing (2.5066. 3.7042)
NE W& s

2" and —=11' ([J'. (2 + %}cusqﬁ+ {2+f_§}§inqy) (0.0, 3.9412)

3 and — 10/ (—ﬁu + ). (24 F)cosg — (I +%}sin(p) (—2.5066, 3.7042)
4" and —9' (u. cosg — (2+ L) sin (p) (0.0, 0.6375)

5 and —§’ (ﬁ(l + %), —,= cosg + (1 + —:,; sin [p) (4.0558, 1.0209)
6 and =7’ (—vﬁ(l + %;} Fi;CUS‘,O + (1 + %)sinw) (—4.0558. 1.0209)

4.11. abra. Tablazat a vetitett csiucsok koordinatéival. A tablazat forrasa [2]

A koordinatak az (z,y) tengelyek szerint jeloltek Pg-ban, és ugyanazzal a beosz-
tassal, mint a 2. tdbldzatban megadott csicsok esetében. Valasszuk ¢-t ugy, hogy
az 1 — 5 él vetiilete a 7-4 élen beliil és azzal parhuzamos legyen, csokkentve e két
¢l kozotti maximalis tavolsdgot, konnyen kiszamithato, hogy ez ¢ = 3, 1289° esetén
teljestil (és hasonloan 7 —10, 3 — 6 és 12 — 8 élek esetén), mikézben a 2 és 11 csicsok
képét a forgatas Py-n beliil hagyja (4.10). Py, belsejét a (4.1) egyenldtlenségrendszer

irja le.
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4. Szabalyos testek

—2¢§(1+%)—\/§x<y<2\/§(1+%)—\/§x

—V3(1 + %) <y <V3(1+ %) (4.1)

_mu+%>—¢§x<y<m<1+%>w§x

Szamolassal ellenérizhets, hogy a tablazatban szereplé koordinatak teljesitik a
(4.1) megszoritasokat, igy az I, csucsai a Py belsejében vannak, tehat koordinatak

segitségével belattuk, hogy az I ikozaéder rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal. [

Nieuwland konstans. A P, és P, vetiiletek hatarvonalai kozotti minimalis

tavolsag kiszamitaséval belathato, hogy P, %82 > 1,00910747-szoros nagyitasa is
belefér Pp-ba, igy az ikozaéder ilyen irdnyd nagyitasa is atfér az eredeti ikozaéderen.

Tehat az ikozaéder Nieuwland konstansa v(1) > 1,00910747.

Ezzel mind az 6t szabalyos testrél belattuk, hogy rendelkezik a Rupert tulajdon-

saggal, valamint megadtuk a hozzajuk tartozé Nieuwland konstans becsléseket.
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5. fejezet

Arkhimédészi testek

Az arkhimédészi testek olyan konvex poliéderek, melyeknek lapjai szabalyos sok-
szogek, azonban a fent targyalt szabalyos testekkel ellentétben nem egyféle, hanem
két- vagy tobbféle szabalyos, osztalyonként egybevagd sokszoglap altal hataroltak,
és szimmetriacsoportjuk tranzitivan hat a cstcsokon. Tizenharom arkhimédészi test
van: a csonkolt tetraéder, a kuboktaéder, a csonkolt kocka, a csonkolt oktaéder, a
rombikuboktaéder, a csonkolt kuboktaéder, a rézsut csonkolt kocka, az ikozidodeka-
éder, a csonkolt dodekaéder, a csonkolt ikozaéder, a rombikozidodekaéder, a csonkolt
ikozidodekaéder, valamint a rézsut csonkolt dodekaéder. Ezek koziil kilencrél isme-
retes, hogy rendelkezik a Rupert tulajdonsédggal (nagy valoszintiséggel a tobbi is,
csak a bizonyitasuk még varat magara). A legtobb arkhimédészi test ezen tulajdon-
saganak bizonyitasa koordinatageometriai, analitkus modszerekkel tortént. Itt csak
a legkevesebb lapbol allo arkhimédészi test, a csonkolt tetraéder Rupert tulajdon-
saganak bizonyitasat targyaljuk részletesen, mert ezt els6ként e dolgozat szerzdje
publikalta [7]. Az allitast kés6bb ettsl a publikaciotol fiiggetleniil, més tton masok
is bizonyitottak [12].

5.1. Csonkolt tetraéder

7. Tétel. A csonkolt tetraéder Rupert tulajdonsdgi.
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5. Arkhimédészi testek

5.1. dbra. A csonkolt tetraéder. Az abra forrasa: Wikipédia

Bizonyitds. A Rupert tulajdonsag bizonyitédsahoz a testnek két merdleges vetiiletére
van sziikségiink, P, belss, és Py kiils6 vetiiletre. Legyen az els6 a lenti 5.2 abran bal
oldalon lathato vetiilet. Ezt gy kapjuk, hogy a test a két hatszoglapjahoz tartozo
élén all és az arra illeszkedS szimmetriasikjara vetitjiik. Tekintsiink egy masik ve-
tiiletet — a 5.2 abra a jobb oldalan lathatot — amikor a testet egy hatszoglapjara

illeszkedd sikra vetitjiik.
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5.2. abra. A csonkolt tetraéder P, (balra) és P, vetiilete (jobbra). Az abra forrasa:
[7].

Mindkét esetben a vizszintes hatszogatlok (KN, AF, BE) és oldalak (LM,CD)
valodi nagysdgukban latszanak, igy mindkét vetiileten egyforma hosszuak. Az
ABEF négyszog szimmetria okok miatt téglalap. Pillanatnyilag a bal vetiilet ma-
gassaga, azaz a J csucs és az LM szakasz téavolsaga nagyobb, mint a jobb oldali
magassag, azaz a H csics és a C'D szakasz tévolsaga. Ha azonban a jobb oldali
helyzetbdl a testet a C'D tengely koriil forgatni kezdjiik a nézépont felé, akkor a H
csucs és a C'D szakasz tavolsaga néni kezd, mikozben a hatszogéatlok és a hatszog-
oldalak nagysaga véltozatlan marad. Mivel v/8 élhossziisag esetén a J csics és az
LM szakasz tavolsaga a bal oldali helyzetben éppen 6 egység, a H csucs és a C'D
szakasz tavolsaga a forgatassal viszont v/38-ig néhet (uténa ismét csokkenni fog),
igy elérjiik azt a helyzetet, amikor a bal oldali vetiilet belefér a jobb oldali helyzet
elforgatottjaba. Az L cstcs feleljen meg a C, az M cstcs pedig a D csiicsnak. Ekkor
K cstcs éppen rajta van az AB oldalon, az N cstcs pedig az EF oldalon. A J
csucs viszont beliil, a H cstcs ,alatt” van. Ez a kis kiilonbség lehetévé teszi, hogy
a bal oldali vetiiletet elegendGen kis JH iranyu eltolassal és elegendGen kis elforga-
tassal olyan helyzetbe hozzuk, hogy minden csicsa (igy az egész vetiilet) belefér a
masik vetiiletbe. A 5.3 abran a végss helyzetet latjuk: a belss vetiiletet az O pont
koriil forgattuk el néhany tized fokkal (a pontos érték nem lényeges, csak a K és
N pontoknak kell elmozdulniuk az AB illetve EF szakaszokrol). Az abran kiilon
kinagyitottuk a cstucsok koriili részeket, hogy egyértelmi legyen: minden csucs, a J,
a K, az L,az M és az N is a masik vetiilet belsejében helyezkedik el. Ezzel belattuk,
hogy a csonkitott tetraéder Rupert tulajdonsagu. [
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5.3. abra. A Rupert tulajdonséag bizonyitasa (a P, és Py vetiilet egyméson, kérben
a kis képeken pedig a cstcsok koriili részek kinagyitva). Forras: [7].

Nieuwland konstans. Végiil a fenti konstrukcié alapjan egy egyszerid becslést
adhatunk arra nézve, hogy ezzel a két vetiiletvalasztassal meddig lehetne nagyitani
az alagutat. A csonkolt tetraéderhez tartozo Nieuwland konstans eddigi legjobb also
becslése a H csics és a C'D szakasz tavolsaganak, valamint a J cstics és az LM

szakasz tavolsaganak a hanyadosa, ami éppen @. Tehat v(C) > @.
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6. fejezet
Téglalapok

Ebben a fejezetben a kockan egy vele egybevagd kocka helyett kiilonb6z6 tégla-
testeket szeretnénk attolni a Rupert tulajdonsagnal definialt attolhatoséagi kritériu-
mok mellett. Ahhoz, hogy egy adott téglatestrdl belassuk, hogy attolhaté a kockéan,
egy megfelels alagutat kell keresniink. Ezt tgy fogjuk megtenni, hogy egy téglala-
pot illesztiink a kockdba, és arra mint profilgorbére illesztjiik az alagutat. Azonban
ha maximaélis méretd téglalapot keresiink, akkor azt altaldban nem fogja a kocka
vetiilete a belsejében tartalmazni. Igy ezt a téglalapot elegend@en kis mértékben ki-
csinyitve kapjuk a megfelels alagutat. A fejezet fogalmait és eredményeit [11] alapjan
taglaljuk.

Megjegyzés. A fejezetben a konnyebb attekinthetéség érdekében a kocka csu-
csait csticsoknak, a vizsgalt téglalap cstcsait sarkoknak fogjuk hivni.

1.kérdés. Az els6 felmeriils kérdés az, hogy keressiik meg a legnagyobb R tégla-
lapot adott A méretardnnyal, amely belefér az egységkockaba, azaz adott A\ esetén,
ahol 0 < X < 1, adjuk meg a legnagyobb L-t, hogy egy L x AL méretd téglalap
beleférjen az egységkockaba. Ez a kérdés specialis esete egy altalanosan megoldatlan
illesztési probléméanak, ami tetsz6leges véges dimenzioju téglatestekhez kapcsolodik.
Egy R™ n-dimenziés euklideszi térben keresslink sziikséges és elégséges feltételeket
k+n (k <n) darab szamra, hogy egy k-dimenzios téglatest py, po, ..., pr hossztsagu
élekkel beleférjen egy n-dimenzids téglatestbe s, ss, ..., s, hosszusagu élekkel. Ha

k =1, akkor a probléma megoldasa triviadlis minden n-re: egy p hossztusagu szakasz

pontosan akkor illeszkedik az n-dimenzids téglatestbe, ha p < \/s? + s2 + ... + s2.
A k =n = 2-re azt a kérdést, hogy mikor illeszkedik egy téglalap a mésikba, L. R.

Ford tette fel, és W. B. Carver hamarosan megadta a sziikséges és elégséges feltételt.
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A problémét k£ = n = 3-ra F. M. Garnett vetette fel és szintén Carver adta meg ré
a valaszt.

A probléma egy fokkal bonyolultabb véltozata a kovetkezd.

2.kérdés. Keressiik meg azt a legnagyobb adott alaku téglatestet, amely egy
megfelelGen kivagott egységkockan athaladhat, azaz adott o és 7 esetén (0 < 7 <
o < 1), keressiik meg a legnagyobb D-t, hogy egy D x oD x 7D méretd tégla-
test 4t tudjon haladni az egységkockan 1évé megfelels alaguton. Ez az alagtutkeresési
probléma ugyanolyan kapcsolatban all az elsé kérdéssel, mint Rupert problémaja
Nieuwlandéval: ha ismerjiik az egységkockaban a legnagyobb A = 7/0 élaranyu tég-
lalapot, akkor az igy kapott kockan athalad6 alagit téglalap alaki keresztmetszete
biztositja a kivant atjarast; és egy kisebb, hasonl6 keresztmetszet alagit nem ele-
gendd. Példaként tegyiik fel, hogy o = 0,7 és 7 = 0, 2. A legnagyobb Dx oD x1D mé-
rett téglatest, amely athaladhat az egységkockan, D = 2(1/143 — v/8)/9 ~ 2, 02885
(a bizonyitas a fejezet végén szerepld tételben és annak kovetkezményeiben olvas-
hato), igy oD =~ 1,42020 és 7D ~ 0,40577. A 6.1 abra bal oldala a legnagyobb
A = 2/7 oldalaranyu téglalapot mutatja, amely belefér az egységkockaba, illetve a

hozzé tartozo alagutat. A 6.1 dbra jobb oldala magét az “athaladast” szemlélteti.

6.1. abra. A kivagott kocka ¢s az athaladas. Az abra forrasa [11].
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6.1. Téglalap-elhelyezési tétel

Legyen C' az egységkocka, amelynek hatara a kocka hat zart lapjanak uni6ja. Ha
a A élaranyt rogzitettiik, A € [0, 1], akkor létezik egy legnagyobb valos szam L,,q,,
amire az Lz X Alper = Rpae méreti téglalap illeszkedik C-be. Az elsé dolog,
amit meg szeretnénk adni, hogy pontosan hogyan helyezkedhet el ez a legnagyobb
Rq0 téglalap C-ben. A valaszt a fejezet 11. tétele, az in. Téglalap-elhelyezési tétel
adja, amelynek bizonyitasa ennek a fejezetnek a célja. ElGszor is lassuk be, hogy
a kozéppontos szimmetria miatt minden R téglalap, amely illeszkedik C-be, tgy is

elhelyezheté C-ben, hogy R kozéppontja egybeesik C' szimmetriakézéppontjaval.

8. Tétel. Ha eqy R = ABPQ téglalap (6.2 dbra) valamilyen mddon belefér a C
egységkockadba, akkor C-be illeszthetd gy is, hogy a kizéppontja C' szimmetriakiozép-

pontjaban van.

A 0

6.2. dbra. A 0,4 élaranyu téglalap. Az abra forrasa [11].

6.3. dbra. Az R téglalap kozépre helyezése. Az dbra forrasa [11].
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Bizonyitds. Jeloljiikk a C' szimmetriakdzéppontjat O-val. Tegyiik fel, hogy az R =
ABPQ téglalap illeszkedik C-be, és legyenek A, B', P, Q)" az A, B, P,(Q O-ra vett
tiikorképei. (6.3 abra). Ekkor az R' = A’B'P'Q)’ téglalap egybevagd R-rel, és R-rel
egy C-be illeszkedd (esetleg elfajuld) paralelepipedont alkot, amelynek szimmetria-
kozéppontja C' szimmetriakézéppontjaban van. Ennek a paralelepipedonnak az R-t6l
és R’-t6] egyenld tavolsagra levd pontjainak halmaza egy téglalap, amely egybevago

R-rel és kozéppontja O. O

Ennek a tételnek a kovetkezményeként ezenttl mindig feltehetjiik, hogy a tég-
lalap C-ben tugy helyezkedik el, hogy a szimmetriakézéppontja egybeesik O-val. Az
ilyen téglalapot kozpontinak nevezziik. Egy kézponti téglalap csiicsa pontosan ak-
kor fekszik C' élén vagy lapjan, ha a téglalap szemben fekve csticsa C' szemkozti élén
vagy lapjan helyezkedik el.

Sarkok a csticsokban. Ha egy kozponti R téglalap egyik sarka C' egy csticsdban
van, akkor R szemkozti sarka C' szemkozti csiicsaban, R masik két sarka pedig szintén
C egyméssal szemkozti csicsaiban van. Csak két lehetséges eset van: A =0 és R a
C egy testatloja, amelyet /3 x 0 méretti téglalapnak tekintiink, vagy A = \% és R
a /2 x 1 méretd téglalap, melynek 2-2 szemben fekvs éle C' szemkozti éle, illetve
lapatloja. A kovetkezSkben altalaban feltessziik, hogy R sarkai nem a C' csticsaiban
vannak.

Kozponti maximalis téglalapok. Hogyan illeszkedik egy koézponti maximé-
lis R téglalap C-be? Azt fogjuk belatni, hogy R sarkainak C' kocka hataran kell
fekiidnitik.

9. Tétel. Eqy kiézponti maximadlis R téglalap sarkai a C' kocka hatdran fekszenek.

Bizonyitds. F6 eszkoziink az a megfigyelés, hogy az a téglalap, amely C-be illeszke-
dik tgy, hogy mind a négy sarka C' belsejében van, nem maximélis. Tehat, ha egy
kozponti R téglalap két szomszédos sarka van C belsejében, akkor R nem maxima-
lis. Ebbdl kovetkezik, hogy csak azokat a kozponti téglalapokat kell megvizsgalnunk,
amelyeknek legalabb egy sarka van C' lapjan (de nem cstuicsaban). Tegyiik fel, hogy
az R = ABPQ kozponti téglalap egyik A sarka C-n beliil van, és egy szomszédos
B sarok C' zart f lapjan, de nem csicsban (6.4 abra). Ha B egy f lap belsejében
van, akkor R elegend@en kicsiny elforgatésa a koriilirt korben (6.4 abra bal oldala)
B-t is C-n beliil mozgatja; és ebbdl kdvetkezGen R nem maximalis. Ha B az f egyik

e élén fekszik (6.4 &bra jobb oldala), akkor R megfelels kis elforgatasa az O-ban
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6. Téglalapok

f-re merdlegesen allitott [ egyenes koriil, A-t C' belsejében hagyja, és B-t e-bél f-
be mozgatja. Igy az imént vizsgalt esethez jutunk, tehat R ismét nem maximalis.
Ebbdl kovetkezik az allitds, miszerint egy maximalis kozponti téglalap mind a négy

sarkanak a C' lapjain kell fekiidnie. O]

-._____1
\‘-
.,t

&3
|
T e N

6.4. &bra. A B csucs a kocka lapjan, illetve élén. Az abra forrasa [11].

De ennél tobb is igaz: egy maximalis kozponti téglalap sarkainak C' élein kell

lenniiik.
10. Tétel. Egy kozponti maximadlis téglalap R sarkai a C élein fekszenek.

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy egy kozponti maximalis R téglalap legalabb
egyik sarkdnak a C' valamely élén kell fekiidnie. Ha R szomszédos A és B sarkai
egyarant C ugyanazon (nyilt) oldalan fekszenek (6.5 abra bal oldala), akkor a mésik
két P és () sarok a C szemkozti oldalan fekszik, és egy megfelels kis forgatés az
O-n atmend, AB-vel parhuzamos [ tengely koriil R-t teljesen C-n beliilre mozgatja,
ami ellent mond az el6z6 tételnek. Ha az R szomszédos A és B sarkai a C' szemkozti
nyilt lapjain helyezkednek el, akkor a szomszédos A és @) sarkok C ugyanazon (nyilt)
lapjan fekszenek, ami, mint lattuk, ellentmondas. Ha R szomszédos A és B sarkai
a C' szomszédos (nyilt) lapjain fekszenek (6.5 abra jobb oldala), az R megfelels kis
elforgatasa az AP atlo koriil B-t C belsejébe mozgatja, ismét az el6z6 tétel allitasaval
all ellentétben. Kovetkezésképpen R legaldbb egy sarkanak C egy élén kell fekiidnie;

természetesen R szemkozti sarka akkor C' szemkozti élén fekszik.
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6. Téglalapok

6.5. 4bra. A és B csuicsok megegyezd, illetve szomszédos lapokon. Az adbra forrasa
[11].

Tegyiik fel ezutan, hogy a kozponti maximélis R téglalap A sarka a C' egyik
e élén fekszik. Ha az A-val szomszédos B sarok egy C-nek egy, az e-t tartalmazo
f (nyilt) lapjan (6.6 abra bal oldala) helyezkedik el, akkor R egy elegendGen kis
elforgatasa az f-re mergleges, O-n atmend [ koriil, mind A-t, mind B-t az f (nyilt)

lapba mozgatja, ami ellentmond a bizonyitas els6 részének.

N

6.6. abra. B az e-vel szomszédos, illetve e-re merGéleges lapon. Az abra forrasa [11].

Ha egy A-val szomszédos B sarok olyan (nyilt) f lapon fekszik, amely nem
érintkezik e-vel, akkor a szemkdozti () sarok A-val szomszédos, és az f lappal szemben
16v6 f lapon fekszik, amely szomszédos e-vel. Igy a fentiek alapjan R megint nem
lehet maximaélis. Végiil, ha R A sarka egy e élen fekszik, és egy szomszédos B sarok

egy olyan f lapon, amely csak C' cstcsanal talalkozik e-vel (6.6 abra jobb oldala),
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akkor az A-val szemkozti P sarok az e-vel szemkozti élen fekszik, és az R AP atloja
koriili megfeleld kis elforgatas B-t és -t egyarant C' belsejébe mozgatja, ami ismét
ellentétben all a 9. tétellel. Ebbdl kovetkezik az allitas, hogy egy kozponti maximalis
téglalap mind a négy sarka C' élein fekszik. O]

11. Tétel. (Téglalap-elhelyezési tétel). Egy kozponti mazimadlis R téglalap, amelynek
sarkai nincsenek C' csiucsaiban, pontosan kétféleképpen illeszkedhet C-be, az aldbbi
két eset kozil valamelyik modon:

a) R két szomszédos sarka a C ugyanazon élén fekszik (6.8 dbra bal oldala); vagy
b) R két szomszédos sarka a C' szomszédos élein fekszik (6.8 dbra jobb oldala)

6.7. abra. Egy nem maximalis téglalap a kockdban. Az abra forrasa [11].

Bizonyitds. R négy sarka egy olyan gombon fekszik, amelynek kozéppontja C' kozép-
pontja, O, és mindegyik sarok ugyanolyan tavolsdgra van C' legkozelebbi cstcsatol.
Ha (a) és (b) mindkettd hamis, akkor a sarkoknak C' négy parhuzamos élén kellene
elhelyezkedniiik, mindegyiken egy. Ekkor teljesiil, hogy van R-nek két szomszédos
sarka (a 6.7 abra szerint A-val és B-vel jelolve), amelyeket 6sszekots ¢l parhuzamos
C egy élével. Ekkor azonban egy O-n athalado, AB-vel parhuzamos tengely korii-

li elegendden kis elforgatas mind a négy cstcsot elmozditja az élekrdl, C' a (nyilt)
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lapjaiba, ami ellent mond a 10. tételnek. A két eset egyszerre természetesen nem
valosulhat meg, tehat az allitast belattuk.

]

6.2. Maximalis téglalapok

A téglalap-elhelyezési tétel alapjan két lehetséget kell megvizsgalnunk.

a) lehetdség Tegyiik fel, hogy az R maximalis kozponti téglalap két szomszédos
sarka a C' ugyanazon élén fekszik (6.8 abra bal oldala). Legyen a az A sarok és a C
A-hoz legkézelebbi cstics (V) tavolsaga. Mivel AB <1 < AQ, igy L = AQ = /2 és
AL =AB=1-2a. Mivel 0 < a < %, ezért azt kapjuk, hogy ha 0 < A < \/LT akkor

L=v2 (6.1)

6.8. dbra. Az a) és b) helyzetek. Az abra forrasa [11].

b) lehetdség
Tegyiik fel, hogy egy A oldalaranyt kézponti maximalis R téglalap két szomszé-
dos A és B sarka a szomszédos e4 és ep nyilt éleken van, amelyek egy V' csticson

osztoznak (8.1 &dbra jobb oldala). Legyen a a V' A tavolsag és b a V B tavolsag. Ekkor

AB=Va®>+0%,BP =+/1+(1—a)?+ (1 —b)2 (6.2)
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Mivel OA = OB, koénnyen belathato, hogy b-nek vagy a-nak vagy 1 — a-nak kell
lennie. Tovabba AB egyenls lehet a AL vagy az L értékkel. Igy a (b) eset négy
alesetre bomlik, amelyek koziil az egyik lehetetlennek bizonyul.

b, aleset: b =a és AB = \L. Haa—bes)\—lakkor62bola——esL f
azaz a Nieuwland-féle eredményeket kapjuk. Altalanosabban, ha a = bés L = f1()),
akkor 0 < \ <1 esetén

3
V3o N2 V2)

= f1(A) (6.3)

3\
= = fi(N). 6.4
by aleset: b =1 —a és AB = AL. Legyen L = f5(\) (6.2)-be behelyettesitiink

megkdvetelve, hogy 0 < a <1 és f <A< \1[ Ekkor a kovetkezdket kapjuk:

1
L= Vg = f2(N) (6.5)

1 1 /3)\—1

bs aleset: b = a és AB = L. Ha eliminéljuk a-t (6.2)-bdl, akkor a kovetkezs

és

egyenletet kapjuk:
(1-X)L? —2V2L +3=0.

Ebb6l L = f3(\) és - < X < 1 esetén

V3
3
2 —/2v3X2 -1

tovabba a < 1 érdekében megkoveteljiik, hogy A > \% Tehat a fenti feltételt
\/Lﬁ < A\ < 1-re kell cserélniink.
by aleset: b =1—a és AB = L. Ekkor L-re egy olyan egyenletet kapunk, aminek

nincs valos gyoke, igy ez a lehet&ség nem valésulhat meg.
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6.3. Osszegzés és a kérdések megvalaszolasa

Ebben a részben a fejezet elején feltett 1. és 2. kérdésre adunk valaszt.

12. Tétel. Legyen A = 1 — L2 ~ 0,29289 és Ay = 1 — Ay = X2 ~ 0,70711. Ekkor

0 < X <1 esetén minden A-ra a legnagyobb \ élardnyi, az eqységkockdba illszkedd
Rinae téglalap Liyar(N) hosszabb oldala a kévetkezd:

(

3
V3= X242\
Linaz(\) = V2 ha M <A<\ . (6.9)
3
(V3N —1++V2

ha 0< A<\

ha X <A<1

lLT.I'I&‘I."..

0 A,

3
-
It
[

6.9. dbra. L., értéke \ élarany esetén (az abra [11]
alapjan késziilt).
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Bizonyitds. Ha 0 < XA < A;, akkor Ly,q.,(\) nagyobb, mint f,()) és igy, mint v/2. Ha
AL < A < Ay, akkor Lya,(N) = v/2, mivel a teljes [\, Ay intervallumon f;(A\) < /2
és fo(\) < V2, ha %2 <\ < Xy Ugyanigy Linae(N) = f3(A) ha Ay < A < 1. O

A 6.10 abra a maximalis téglalapok helyzetét mutatja. Ha 0 < A < Ay, akkor
tizenkét maximalis téglalap van, amelyek mindegyike kozponti, és a 6.10 abra bal
oldalan lathaté modon helyezkednek el. Hosszabb oldaluk L, és az a = V A tavol-
sagot a (6.3) és (6.4) képletek adjak meg. Ha A\, < A < \g, akkor L = /2, és van
hat kézponti maximaélis téglalap és végtelen sok olyan, amelyik nem koézponti, mind-
egyik a C' atlos sikjain helyezkedik el (6.9 abra bal oldala). Ha Ay < A < 1, akkor
ismét tizenkét maximalis téglalap van, amelyek mindegyike a 6.10 dbra jobb oldalan
lathaté moédon koézponti, és hosszabbik L oldaluk mérete és az a = V A tavolsdguk

a (6.7) és (6.8) képletekbsl adodik.

V A2,

A A

AL .0

6.10. abra. a 0 < A < Aj és a Ay < A <1 esetek. Az abra forrasa [11].

A 12. tétel sziikséges és elégséges feltételt ad egy téglalap egyégkockaba valo
beleférésére: egy a x b méreti téglalap, ahol a > b, pontosan akkor fér bele az
egységkockiba, ha a < Lmax(g), ahol L,q:(\) a 12. tétel alapjan megadott érték.

Ezutan mar csak a téglatest attolhatosagara vonatkozo tételt kell kimondanunk.

13. Tétel. Adott o és T esetén (0> 7 >0 > 1) a D X 0D x 7D méreti téglatest

pontosan akkor fér dt eqy megfeleld alagiton az eqységkockdan, ha

1 T
D _Lmax )
< g (0')
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6. Téglalapok

Bizonyitds. A legnagyobb L x (I)L téglalapra, ami belefér az egységkockiba, L =
Limaz(%), gy a téglatest atfér a kockdn, ha oD < L. O

Megjegyzés. Az egységkocka attolasa az 6nmagan (tehat Rupert eredeti fel-

adata) a fenti tételnek egy specialis esete.
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7. fejezet

Az n-dimenzi6s kocka

Ebben a fejezetben az eredeti probléma dimenzio6 szerinti kiterjesztését taglaljuk,
és belatjuk, hogy az n-dimenziés kocka rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal. Az
eredményeket [9] alapjan ismertetjiik.

Kezdjik azzal, hogy megvizsgaljuk a Rupert tulajdonsagot az R"-beli konvex
testekre. Persze nem minden konvex test Rupert. R3-ban a goémb, vagy egy tomor
korhenger nem rendelkezik Rupert tulajdonsaggal. Azonban R3-ban szamos konvex
poliéder Rupert, tobbek kozott a fent emlitett platoni és arkhimédészi testek.

Megjegyzés. Az alapvets definicidkat a 3-dimenziés esettel analéog modon ve-
zetjiik be, annyi kiilonbséggel, hogy a kdnnyebb kiévethetség érdekében a henger és

az alagut definiciojaban als6 indexben megjelenik a normélvektor is.

5. Definicié. Legyen D egy konvex test a h normalvektoru m;, hipersikban. A h
iranyu, D direktrixd egyenes hengert mint ponthalmazt a kovetkezéképpen irhatjuk
le:

Ch(D)={y+theR*:y€ D, —0o<t< oo}

A Hy(D) alagit ennek a hengernek a belseje.

Igy egy alagut nyilt halmaz R"-ben, és iranya merdleges a H hipersikra, amely
tartalmazza a direktrixét. Sziikségilink lesz arra az elemi megfigyelésre, hogy a C,(D)
henger metszete egy h normalvektorti K hipersikkal a D eltoltja, kdvetkezésképpen
egybevagd D-vel.

Vetiiletek. Szintén a 3-dimenzids esettel analég modon definialjuk egy test ve-

tileteit.

6. Definici6. Legyen O egy konvex test R"-ben, H pedig hipersik. Egy pont p vetii-

lete H-ra az a ¢ € H pont, amelyre a pg vektor a H normalvektoranak skalarszorosa.
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A Py (0O) vetiilet, az O pontjai H-ra valo vetiileteinek halmaza, kompakt és konvex,

és nem fiires a belseje, vagyis konvex test H-ban.

Most az alaguton vald attolast szeretnénk precizen definidlni. A mésodik fejezet-
ben talalhato 1. tételt megel6z6 indoklés alapjan n-dimenzidban is elég két megfe-
lels vetiiletet (amik itt természetesen (n — 1)-dimenzios testek) és koztiik megfelels
egybevagosagi transzformaciot megadjunk az attolhatdsag sziikséges és elégséges fel-

tételként.

7. Definici6. A H hipersikban 1é6vé S halmaz a K hipersikban 1évé T halmazba
beleilleszthetd, ha létezik egy olyan R"-beli mozgés (azaz egy izometria), amely H-t

K-ba, S-t pedig T" egy részhalmazéaba viszi.

14. Tétel. Legyen O egy konvex test R"-ben, H és K hipersikok. Ha a Py(O)
vetiilet beleilleszthetd a Pk (O) wvetiilet belsejébe, akkor az O test dttolhato a k iranyi
Hy(Pk(0)) alagiton keresztil.

Bizonyitds. Az 1. tétel bizonyitasaval analog médon. Az attolas az idé fiiggvényében

az alabbi moédon irhato le:

¢(0); = th + ¢(0) C Hy(Px(0)), —00 < t < o0,

ahol ¢t az id6, ¢ a megfelels R"™-beli mozgas és ¢(O), a transzformalt test egy ¢
idGpillanatban. O

Az n-dimenzioés kocka. Egy R"-beli téglatest n zart intervallum szorzataként
kaphatoé meg. Ez egy kozéppontosan szimmetrikus konvex test. Ha az Gsszes inter-
vallum azonos s hossziisagu, akkor a téglatest egy s élhosszusagi n-dimenzios kocka.
Azt mondjuk, hogy egy n-kocka kozponti, ha a szimmetriakdzéppontja az origbban
van, élei pedig parhuzamosak a koordinatatengelyekkel. A 2 élhosszusagu kézponti
n-dimenzios kocka csucsai a (1,41, ..., +1) koordinatakkal rendelkezd 2™ pont. A
hiperlapok 2 élhossztsaga (n — 1)-dimenzios kockak, amelyek az x; = 1 egyenletd
tamasztohipersikokban fekszenek. Egy n-kockanak 2n hiperlapja van, paronként par-
huzamosak, a koordinatatengelyekre merélegesek. A 14. tételt a Rupert-problémara

specializalva a kovetkez6 eredményt kapjuk.

15. Tétel. Ha eqy eqység élhosszisdgi n-kocka tartalmaz egy egynél nagyobb €l
(n — 1)-kockdt a belsejében, akkor rendelkezik a Rupert tulajdonsdggal.
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Bizonyitds. Egy Q) kozponti egységoldali n-kockanak az x, = % egyenletd H hi-
persikra valo vetitésével a () egy hiperlapjat egy egységnyi élhosszuségu (n — 1)-
dimenzios C' kockat kapunk. Legyen Cs egy (n — 1)-dimenziés kocka s > 1 élhosszu-
saggal () belsejében. Mivel C belefér a nagyobb C-be, a 15. tétel allitasa kovetkezik
a 14. tételbdl.

]

Kocka a kockdban. Annak bizonyitdsahoz, hogy a () n-dimenzios kocka rendel-
kezik a Rupert tulajdonsaggal, be kell latnunk, hogy tartalmaz egy C, énmaganél
nagyobb élhossztsagi (n — 1)-dimenzios kockat. Tegyiik fel, hogy a @ n-dimenzios
kocka kozponti, élhosszusaga 2. A bizonyitashoz tekintsiik egy C' (n — 1)-dimenzios

2 élhosszusagu kockat és adjunk meg egy R™-beli ortonormélt bazist:

R={r;:i=1,2..,n},

ugy, hogy a C' kocka szimmetriakdzéppontja éppen az origbban legyen, és az élei
parhuzamosak legyenek az R-beli rq,...,7, 1 vektorokkal @) belsejében. Azt fogjuk
belatni, hogy az ry,...,r,_1 vektorokat meg lehet valasztani tgy, hogy C' felnagyit-
hat6 (1 + €)-szorosara (¢ > 0) ugy, hogy @ belsejében marad. Ekkor a 15 tételbdl
kovetkezik a kivant eredmény.

Most belatjuk, hogy n = 3-ra teljesiil a fejezet allitdsa. Ezt a tételt mar korab-
ban belattuk, de az altalanos bizonyitas konnyebb kdvethetdsége érdekében egy az
el6z6t6l kiilonb6z6 modszerrel bizonyitjuk a 3-dimenzids kocka Rupert tulajdonsagat

Legyenek x1,xs, ..., x, az R"™ koordinatai és jeldlje ey, es, ..., e, a megfelel§ egy-

ségvektorokat.

7.1. Az n =3 eset

Az n = 3 eredmény a 15. tételbdl kovetkezik, és abbol, hogy a A 2 élhosszisagu
kockaba illeszthetd legnagyobb négyzet élhosszusaga %ﬁ Legyen @ a (£1,+1,+1)
csucsu kocka. A {6 otlet az, hogy az x3 = 0 sikban levs Cj keresztmetszet-négyzetet
elforgatjuk az x, tengely koriil, az e; vektort 6 szoggel forgatva eg felé. Igy Cy mind
a négy csucsa az ro = *+1 lapokon marad, és mind elmozdul az z; = £1 lapokrol.

Ezutan forgassuk a kapott négyzetet gy, hogy es-t az ez felé forgatjuk 6y szoggel.
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Ekkor mind a négy cstics () belsejébe mozdul. Legyenek 6, és 05 hegyesszogek, és az

atlathatosag érdekében vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

$1 = sinfy, ¢ = cos by

S9 = sinfy, co = cos by

Az els6 forgatast a kovetkez6 méatrix irja le:

cg 0 —s

0 1 0

S1 0 C1
A masodik forgatas matrixa:

1 0 0

0 Cy —So

0 S9 Co

A kivant mozgas a ketté kombinécioja:

C1 0 —S1 1 0 0 C1 0 —S1
O3 =[pij]=10 1 0 0 co —so| = | =818 €3 —cC189
S1 0 C1 0 S9o Co CoS51 S9 C1C2

Ez a matrix ortogonélis, és sorai alkotjak a kivant R bézist. Az elsé két sorvektor

r = (e — 5163,

9 = —S§182€1 + Caea — SacCi€3

egymasra merdlegesek és egységnyi hosszisaguak. Legyen C' az a 2 oldalhosszusagi

négyzet, amelynek kozéppontja az origbban van, oldalai parhuzamosak ri-el és ro-

vel. Legyenek

S

f, = arcsin

0y =

e s S

C csucsai, azaz a =£r; és £ry vektorok végpontjai, az aldbbi
) )

c 0 —s5 1 -1 -1 1 0,97 -0,97 -0,97 0,97
—81S2 Co —C1S82 1 1 -1 —-1| = 0,54 0,87 —O, 54 —0,87
€281 S2  C1Cy 0 0 0 O 0,87 0,54 —-0,87 —0,54
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szorzatmatrix oszlopai. Tehat C' egyértelmiien ) belsejében taldlhato. Ezért a
C-t (Q-n beliil fel lehet nagyitani egy 2-nél nagyobb oldalhossztusagu négyzetté, igy

a kivant eredmény kovetkezik a 15. tételbdl.

7.2. Az altalanos, n > 3 eset

16. Tétel. Az n-dimenzios kocka rendelkezik a Rupert tulajdonsdggal minden n > 3

esetén.

Bizonyitds. A bizonyitéds menete hasonlé, mint a fent taglalt n = 3 eset. Legyen Q)
egy n-dimenzios, kozponti 2 élhosszisagi kocka, és tegyiik fel, hogy 61, 0,, ..., 0,1 he-
gyesszogek. Hasznaljuk a korabban definialt jeloléseket, azaz sinfy-t si-val és cos-t
ci-val roviditjiik.

Legyen ®F(0,) egy forgatdsnak a méatrixa, ahol a matrixot gy kapjuk, hogy az
egységmatrix bizonyos elemeit kicseréljiik a kdvetkez6 modon: ¢y = i, drn = — Sk,
Onk = Sk €8 Ppn = ¢k, a tobbi elemen pedig nem valtoztatunk. Ez a métrix egy, az
ex és e, vektorokon kiviili (n — 2) egységvektor altal kifeszitett (n — 2)-dimenzios
altér koriili elforgatast ir le, ami az e, vektort 6, szoggel forgatja e, felé. Az Gsszes

kivant forgatast végrehajtoé métrix, a kdvetkezd szorzattal irhato le:

O, = [¢y] = D (0 — 1)@ (0 — 2),,(61).

Mivel ortogonalis matrixok szorzata, igy ®,, is ortogonalis. A kivant R bézist a ®,,
sorvektorai alkotjak. Az els6 n — 1 sorvektor 71,79, ..., 7,_1 vektorok paronként me-
rélegesek, és egységhosszuak. Legyen C' a kozponti (n — 1)-dimenzios, 2 élhosszusagu
kocka, amelynek élei rendre 71,79, ..., 7,1 a vektorokkal parhuzamosak. A C kocka

2"~1 csiicsa a 1,79, ..., Th_1 vektorok végpontjainak felel meg. Minden i-re, legyen

pi = || + |dia| + ... + |Din—1)

9

ahol 7,n € N indexek.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy C' benne van @-ban, ugy kell megvalasztanunk a

forgatasi szogeket, hogy minden i-re p} < 1 teljesiiljon. Ekkor a C-t tartalmazo
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7. Az n-dimenziés kocka

test @-ban fekszik. A ®;-k struktirajanak pontosabb megértéséhez tekintsiik a @y
és Oy alakjat:

C1 0 0 0 —S51
—S81859 Cy 0 0 —C159
dy = | —c98183 —8983 C3 0 —cieo83

—C2C35154 —C35254 —8354 C4 —C1C2C354
C2C3C451 C3C4S2 C453 S84  C1C2C3Cy4

C1 0 0 0 —851
—S81852 (6)) 0 0 0 —C159
(I)G _ —C251S53 —S8983 C3 0 0 —C1C2S3
—C2C35154 —C35954 —S8354 Cy 0 —C1C2C354
—C92C3C451S5 —C3C48285 —C483S5 —S485 C; —C1C2C3CySy
L C9C3CyC5S51 C3C4C5S52 C4CrS3 C5S54 Sy C1C2C3C4C5x ]

A ®, = [¢;j]-nek altalanosan ilyen alakja van az utolsé sort és oszlopot kivéve,
ahol ¢;; a kovetkez6 alakban 4ll el6:

hai=1,2,...n—1, és 5 = n, akkor

i—1
Gij = —$; H Chs
k=1

hai=mn,ésj=1,2,....,n—1, akkor

n—1
Cbij = —S5j H Ck,

k=j+1

ha i =n, és j = n, akkor

n—1

</57;j = H Ck
k=1
Az egyes sorok Osszegeként éppen a fent definidlt p;-t kapjuk ¢ < n esetén:

1= 1-re p' = ¢
1= 2-re pj = ca + 5152
> n o o__
1 = 3-ra p; = c3 + 5283 + 51C253
1 = 4-re pj' = ¢4 + 5354 + S2C354 + 51C2C354
1 = 5-Te P = C5 + 5455 + §3C455 + S2C3C4S5 + S1C2C3C4 S5
1 = 6-ra p;' = C + S556 + S4C556 + S3C4C556 + S2C3C4C556 + S1C2C3C4C556

igy tovabb i = n — 1-ig.

41



7. Az n-dimenziés kocka

i = n-re a p-ben szerepl6 minden Gsszeadandoéban vannak si-k kivéve az utol-

n—1

sOban, ami éppen ¢, = [] ie1 G- A keresett szogeket a kovetkezSképpen valasztjuk:

Minden k£ =1,2,...,n — 1 esetén

2
O = arcsin(g - gy,
ahol
2
0< Y2 girin .

2
és

0,1 = 45°.

Mivel s;, = \/75 . 3ktl-n — 3k=lg, minden k =1,2,...,n — 1 esetén

s
|
-

1.
1 Sp = 551(3’ 1),

=
Il

12y
i—1
S;— 2 E S = S1.
k=1

Tekintsiik a jol ismert egyenlGtlenséget, miszerint cos < 1 — %sin2 0, (0 <6 < 2m).

Ezt felhasznalva 1 < i < n — 1-re a kovetkez§ Osszefiiggéshez jutunk:

i—1 i—1

1
p?<ci+si;sk<1—§s?+si;sk

. Ezt tovabb alakitva kapjuk a végs6 Osszefiiggést:

i1
1 1
pr < 1— §S¢(Sz’ —ZZsk) =1- §5i31 <l-si<1.
k=1
Tovabba p' = pl'_; < 1 is teljesiil, mivel s,_1 = ¢,—1. Tehat a B téglatestrol
belattuk, hogy belefér ) belsejébe, igy C' is. Ezért a C' megfelelGen kis mértékben
felnagyitva is @ belsejében marad, igy rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal.
O
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8. fejezet

Az Altalanositott Nieuwland konstans

Eddig a Nieuwland konstanst csak Rupert tulajdonsagt testekre definialtuk és
egy adott testhez szamoltuk. Most kozelitsiik meg a probléméat a Nieuwland konstans
felsl. Lehet-e barmilyen nagy? Ha adott a v pozitiv valés szam, akkor tudunk-
e konstrualni egy n-dimenziés testet, amelynek Nieuwland konstansa legaldbb v?
Ertelmezhetjiik-e a konstanst nem Rupert tulajdonsagn testekre? Ebben a fejezetben

ezekre a kérdésekre adjuk meg a vélaszt sajat eredmények |7] alapjan.

17. Tétel. Tetszbleges k > 1 , k € R esetén létezik olyan n-dimenzios konvex P

politop, amelynek Nieuwland konstansa nagyobb, mint k, azaz v(P) > k.

Bizonyitds. Tekintsiink egy n-dimenzios téglatestet, melynek élei egymasra meréle-
gesek és hosszuk rendre a; = 1,ay = k+ 1,...,a, = (k+ 1)1, Ekkor tekintsiik
az as, as, ..., a, ¢lek altal kifeszitett hipersikot, amire a téglatest merdleges vetiilete
egy (n — 1)-dimenzios téglatest melynek élhosszai rendre k41, ..., (k+1)™~Y. Most
tekintsiik az aq,as, ...,a,_1 élek altal kifeszitett hipersikot, melyre az eredeti tég-
latest merdleges vetiilete egy (n — 1)-dimenzids téglatest melynek élhosszai rendre
1, k+1, .., (k+1)"=. Az utobbi k+ + arannyal val6 nagyitasa egy (n—1)-dimenzios
téglatest eredményez, melynek élhosszai rendre k++, (k+1)(k+7), ..., (k+1)"2 (k+
%) Ez a felnagyitott téglatest még belefér az eredeti téglatest ao, as, ..., a, élek altal
kifeszitett hipersikra valo vetiiletébe, ha a megfelels oldalak parhuzamosak, mivel
ekkor k+ + < k+16s (k+1)™(k+ 1) < (k+ 1)) minden m = 1,...,n — 2-re
és k > 1-re. Tehat az eredeti téglatest Nieuwland konstansa legalabb k + %, és ezzel

az allitast belattuk. O

Igy a valaszunk a lehet-e barmilyen nagy kérdésre igenl6.
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8. Az 4ltalanositott Nieuwland konstans

Az altalanositott Nieuwland konstans. Eredetileg a Nieuwland konstans
fogalmat Rupert tulajdonsagi konvex testekre hataroztdk meg. Felmeriil a kérdés,
hogy nem konvex, esetleg gombbel nem homeomorf testek esetében, melyek nem
Rupert tulajdonsaguak, beszélhetiink-e hasonl6 tulajdonsagrol. Ha egy test nem is
rendelkezik a Rupert tulajdonsaggal, lehet ennek a testnek egy kicsinyitett valtozata,
amely attolhato egy megfelel§ alagiton az eredeti testen. Ekkor az eredeti koncepciot

altalanosithatjuk, ami egy 1j definiciot igényel.

8. Definicid. A nem Rupert tulajdonsagu K test altalanositott Nieuwland konstan-
sanak a v(K) = sup{v < 1 : létezik alagit K-ban, amin K, mar atfér} kicsinyitési

aranyszamot nevezziik.

Az 1-gyel vald egyenlGséget azért engedjiik meg, mert a Nieuwland konstans
egy hatéarérték, és példaul a gomb esetén ez a fels6 hatarérték éppen 1, azaz 1-hez
tetszdlegesen kozeli (de 1-nél kisebb) értékkel kicsinyitve a gdmbot, ahhoz létezik
alagit az eredeti gombben.

A kérdés az, hogy van-e olyan poliéder, amelynek Nieuwland konstansa egy el6re
adott értéknél is kisebb. Erre ad valaszt a kovetkezd tételiink. Mivel Wetzel sejtése
szerint minden konvex poliéder Rupert-tulajdonsagu, igy célszerd a konkav poliéde-

rek kozott keresni a bizonyitédshoz sziikséges alakzatot.

18. Tétel. Barmely 0 < k < 1 walos szamhoz létezik olyan poliéder, amelynek

daltalanositott Nieuwland konstansa kisebb, mint k.

8.1. abra. Az egységkocka és a Menger-szivacs néhéany iterécioja. Az abra forrasa:
Wikipédia

Bizonyitas. Tekintsiik az egységnyi oldalhosszuisdgi Menger-szivacs elsé iteracojat

(4.6. abran balrol a masodik testet). Ennek a testnek az altalanositott Nieuwland
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8. Az 4ltalanositott Nieuwland konstans

konstansa semmiképp nem lehet %—nél nagyobb, hiszen a konstrukciéban harma-
doljuk az oldallapokat, igy egy felére kicsinyitett kocka semmilyen médon nem he-
lyezhetd el teljes lefedettséggel az eredeti kockdban, plane nem lehet alagutat farni
hozza. Ugyanakkor, mivel az eredeti élek mentén 1étrejon egy-egy % X % x 1 alaku
négyzetes oszlop, ezért az eredeti test %—szoros kicsinyitéséhez ebben a testben bizto-
san létezik alagut a kocka Rupert tulajdonsaga miatt. Igy az els6 iteracioval kapott
szivacs altalanositott Nieuwland konstansa biztosan % és % kozé esik. Hasonlbéan az
n-edik iteracioé soran létrejové Menger-szivacs altalanositott Nieuwland konstansa
mindenképpen 2% és 3% kozé esik. Mivel az 2% sorozat a 0-hoz konvergal, ha n tart
a végtelenhez, igy barmely 0 < k < 1 valés szamhoz 1étezik olyan n pozitiv egész,
amelyre 2% < k. Ebbdl kovetkezGen minden 0 < k£ < 1 szamhoz létezik a Menger-
szivacsnak olyan iteracidja és igy olyan poliéder, melynek altalanositott Nieuwland

konstansa kisebb, mint £, és ezt akartuk bizonyitani.

]
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