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Jelolések

U(R),R* az R gytri invertalhat6 elemeinek csoportja

M(R) az R gyfirti végesen generalt modulusainak osztélya
B(R az R gytlrd végesen generdlt projektiv modulusainak osztéalya

)
SR, Rs az R gyfiri S multiplikativ halmaz szerinti lokalizaltja
Ry, Rla™'] az R gytird {a’ : ¢ > 0} halmaz szerinti lokalizaltja
R, az R egytrid p primideal szerinti lokalizaltja
max(R)  maximélis ideal spektruma az R kommutativ gytirtinek
(

Spec(R)  prim ideal spektruma az R kommutativ gytirtinek

D(f) azon primidedlok halmaza, amik nem tartalmazzak f-et
V(f) azon pirmidedlok halmaza, amelyek tartalmazzak f-et
R|x] az R feletti polinom gytird

ME(R)  OM(R)-beli modulusok amik R-r6l lettek kiterjesztve
(R)  B(R)-beli modulusok amik R-rdl lettek kiterjesztve

R{z) R|x] lokalizaltja az Gsszes egy fGegytitthatos polinommal



Bevezetés

A Serre sejtést 1995-ben J.-P. Serre fogalmazta meg, amikor arra a kérdésre kereste a
valaszt, hogy a végesen generalt projektiv modulusok egy k[z1, ..., x,] polinom gytiri fe-
lett szabadok e, ahol k test. Ezt a kérdést az motivalta, hogy algebrai geometriaban a
klxy,...,x,) atal meghatarozott affin varietds a k feletti affin n-tér analogiaja. Tudjuk,
hogy topolégiaban az affin n-tér pontrahtuzhato, igy felette csak trivialis vektornyalabok
léteznek. Az algebrai vektornyalabok Spec k[zq,...x,] felett megfelelnek a végesen gene-
ralt projektiv k[xi, ...x,]-modulusoknak. Igy az alapproblémat természetesnek vehetjiik,
azonban ra valaszt csak 21 évvel kés6bb kaptunk 1976-ban. Egymastol fiiggetlentil Quillen
és Suslin is bebizonyitottak ugyanabban az évben teljesen eltéré megkozelitésben. Suslin
bizonyitasa tekintheté elemibbnek, ugyanis végesen generalt modulusok Hermite gytrd
felett mar stabilan szabadok. Ez azért lesz hasznos a szamunkra, mert stabilan szabad
modulusok leirasat meg lehet adni, mint egy matrix nulltere és igy linearis algebrara re-
dukalodik a probléma. Ezzel szemben Quillen bizonyitasa mér nem elemi, mivel hasznalja
a homologikus algebra eszkozeit. Az § bizonyitésa az altala belatott foltozasi tételen mu-
lik, amely azt biztositja, hogy bizonyos lokalis tulajdonsigi gytird elemek egymas utan
flizhetsk azaz egy idedlt alkotnak. Szakdolgozatomban el6szor a Suslin féle bizonyitast
ismertetem, ezt kivetGen pedig a Quillen féle bizonyitéast fejtem ki, mindezek el6tt pedig

a sziikséges fogalmakat és lemmakat ismertetem.



1. fejezet

Algebrai alapok

Ebben a fejezetben megalapozzuk az algebrai eszkozoket és bevezetjiik a sziikséges defini-
ciokat, amelyek sziikségesek a sejtésiink bizonyitdsdhoz. Kezdve a projektiv modulusokkal

és tulajdonsagaikkal, a lokalizaldson at a stabilan szabad modulusokig.

1.1. Projektiv modulusok

Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on projective modules konyvének 1.1 fejezetére

alapoztam.

1.1.1. Definici6. Egy P baloldali R-modulust projektivnek neveziink ha Hompg(P, ) egy
egzakt funktor a baloldali R-modulusokrél az Abel csoportokba.

1.1.2. Allitas. A direkt dsszeq P = ®o P, eqy projektiv modulus akkor és csak akkor ha

minden P, projektiv.

Bizonyitas.
Hompg(®oPs) = H Hompg(P,,-)

A bal oldal egzakt akkor és csak akkor ha minden a-ra a Hom funktor egzakt. [

1.1.3. Allitas. Minden P R-modulusra ekvivalensek a kivetkezok:
(1) P projektiv.

(2) Minden R-epimorfizmus A — R hasad.

(3) P direkt ésszeadanddja egy szabad R-modulusnak.



1.1.4. Kovetkezmény. Tetszdleges R gyirire, a kévetkezok ekvivalensek:
(1) Bal R-modulusok révid egzakt sorozata mindig hasad.
(2) Minden R-modulus projektiv.

1.1.5. Lemma (Nakayama). Legyen M € M(R), azaz egy végesen generdlt R-modulus,
és J =rad(R) a Jacobson radikdl. Ekkor M = J - M = M = 0.

Bizonyitas. Legyen M =)' | R-m,; ugy hogy r minimalis. Ekkor:

M=J-M=) J-m,
i=1
Specidlisan felirhaté6 m, = jym; + ... + jym,, gy hogy j; € J. Ekkor (1 — j1)m; =
Jomso + ... + j.m,. Mivel 1 — j; nincs egy maximalis idedlban sem és van balinverze igy

kapjuk, hogy m; € "', R-m,; de ez ellentmond r minimalitasanak. O

1.1.6. Lemma (Nakayama, valtozat). Legyen Ng C N R-modulus, igy hogy N/Ny €
IM(R). Ekkor N = No+ J-N = N = Nj.

Bizonyitas. N = Ny+ J - N faktorizaljunk le Ny-lal erre alkalmazva az el6z6 Nakayama

lemmat kapjuk az allitast. U

1.1.7. Kovetkezmény. Jelilje a felilvonds a J = rad(R) szerinti faktorizdldst. Legyen
Q€ MR), PcB(R), és vy € Homg(Q, P). Ha ¥ : Q — P egy izomorfizmus akkor v is
eqy izomorfizmus lesz. Ha P,Q € B(R), és Q = P mint R-modulusok, akkor Q = P mint

R-modulusok.

1.1.8. Kovetkezmény. Legyen P € B(R), €s z1, ..., 2z, € P. Ekkor {z;} P-nek egy szabad
R-bdzisdt adjdk akkor és csak akkor a képeik {Z;} P-nek egy szabad R-bdzisdt adjdk.

Bizonyitas. Oda irany vilagos. Visszafelé alkalmazzuk az el6z6 kovetkezményt a v :

R" — P leképezésre, ahol v(e;) = z; és {e;} pedig az egységvektorok. [

1.1.9. K6vetkezmény. Legyen R egy lokdlis gyird, és J = rad(R). Ekkor minden P €
B(R) szabad. A zq, ...,z € P elemek egy szabad R-bdzisdt adjik P-nek akkor és csak akkor
ha a képeik 2, ..., Z, eqy vektortér bazisdt adjik P = P/(J - P)-nek R = R/J felett.



1.2. Lapos és htiségesen lapos modulusok

Ebben a fejezetben bevezetjiikk a lapos- és a hiiségesen lapos modulusok fogalmat és be-
latjuk ezen modulusok tulajdonsagait, amelyek segitségiinkre lesznek Qullien-féle bizo-
nyitasnéal. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on projective modules konyvének 1.2

fejezetére alapoztam.

1.2.1. Definicié. N jobb R-modulust R-laposnak mondunk, ha N ®pr — egy egzakt

funktor a bal R-modulusokrol az Abel csoportokra, azaz
M, — My — Mz egzakt

= N@rM — N®g My — N Qg Ms; egzakt.

N hiiségesen R-lapos ha
My — My — M3 egzakt

<~ NQrM; — NQr My, - N Qp M; egzakt.

1.2.2. Tétel. Minden N R-modulusra, a kévetkezdk ekvivalensek:
(1) N hiségesen lapos.

(2) N lapos, és minden M R-modulusra: M # 0 = N @p M # 0.
(3) N lapos, és minden maximdlis bal idedlra m C R: N -m # N.

Bizonyitas. (1) = (2). Tegyiik fel hogy N ® g M = 0. Ekkor a N R 0 - N g M —
N ®pr 0 egzaktsagabol kovetkezik 0 — M — 0 egzaktséaga.
(2)=3). R/m#0=0# N®g R/m = N/(N -m)
(3)=(2). Tegyiik fel, hogy M ciklikus (mivel N lapos). M = R/I, ahol I C R egy bal
ideal. Legyen m egy maximalis balideal ami tartalmazza I-t. Ekkor N @gr M = N/(N -1)-
nek van egy epimorf képe N/(N -m) # 0.
(2)=(1). Legyen M, ER M, 2% M; R-modulusok egy sorozata gy, hogy N @ M, N
N ®pr M, g, N ®pr M3 egzakt legyen (ahol f' = N ®g f és ¢ = N ®g g). Mivel N ®p —
egy egzakt funktor,

N ®@g Im(gf) = Im(g'f")

(2) miatt ¢'f" = 0 kovetkezik, hogy gf = 0, azaz M, ERN My 25 M, egzakt, valamint N

laposséga miatt kész vagyunk. [

1.2.3. Definicié. Az mondjuk, hogy egy R % R gytirthomomorfizmus lapos (illetve
htiségesen lapos), ha R R-lapos (htiségesen R-lapos) a v 4ltal indukalt jobbhatasra nézve.
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1.2.4. Megjegyzés. Ha 1) : R — R’ hiiségesen lapos, akkor egy monomorfizmus lesz
és ekkor R’ R hiiségesen lapos bovitése. Ahhoz hogy az allitasunkat belassuk kell hogy

R ®rR m) R/®/R is egy monomorfizmus. De ReorR=R é¢sR — RepR ,r —r'®l

s s 02

van bal inverze a bal R -modulusok kategéridjaban, amit az r; ® ry + r|7y ad meg.

1.2.5. Allitas. Legyen R D R eqy hiiségesen lapos bovités, és legyen M tetszdleges R-
modulus. Ekkor M € OM(R) akkor és csak akkor ha R ®@pr M € IMM(R).

Bizonyitas. Az odairany evidens. Legyen my,...m, € M gy, hogy {1 ® m;} generéljak
R ®p M-et mint bal R -modulus, és legyen My = >°. R - m;. A leképezés R ®@p My —
R ®pr M sziirjektiv. Mivel R hiiségesen lapos mint egy jobb R-modulus, M — M, is

sziirjektiv. [

1.2.6. Definicié. Egy M R-modulust akkor hivunk végesen prezentaltnak, ha létezik egy

egzakt sorozat R™ — R"™ — M — 0, megfelel6 m,n pozitiv egész szamokkal.

1.2.7. Allitas. Legyen R D R egy hiségesen lapos bovités, és legyen M tetszéleges R-
modulus. Ekkor M végesen prezentdlt R folott akkor és csak akkor, ha R ®@p M végesen
prezentdlt R felett.

Bizonyitas. Oda irany: Az el6z6 allitas miatt tudjuk, hogy M végesen generalt. Igy
létezik a kovetkezd egzakt sorozat 0 — K — R"™ — M — 0, amibdl tenzor szorzéassal

kapunk egy masik egzakt sorozatot:
0—+R®pK—R@rR"—> R @M —0

Az el626 megjegyzés miatt R @p K végesen generalt R felett vagyis az el6z6 allitas miatt
R felett is. Igy létezik R™ — K sziirjektiv, amibél kapjuk R™ — R" — M [

1.2.8. Allitas. Legyen Fy, Fy egzakt kontravaridns funktor OM-b6l az Abel csoportokba,
és legyen 0 : Fy — Fy egy természetes transzformdcid. Ha O(R™) : Fi(R") — Fy(R"™)
egy izomorfizmus (illetve monomorfizmus) minden R"™ szabad modulusra, akkor O(M) :
Fy (M) — Fy(M) szintén egy izomorfizmus (illetve monomorfizmus) minden végesen rep-

rezentdlt (illetve végesen generdlt) M R-modulusra.

Bizonyitas. Legyen M végesen prezentalt. Alkalmazzuk F} KN F; leképezést R™ —

R™ — M egzakt sorozatra, igy kapjuk a kévetkezd kommutativ diagrammot:
0 — Fl(M) — Fl(Rn) — Fl(Rm)

l o(M) l O(R™) l O(R™)

0 — FQ(M) — FQ(R”) — FQ(Rm)

9



Az allitdsunk kovetkezik a 4-lemmabol. Ha csak M végesen generaltsagat szeretnénk be-

latni akkor elég a jobb oszlopot elhagyva nézni a fenti diagramot. [

1.2.9. Allitas. Legyen v : R — R’ egy lapos homomorfizmus azzal a tulajdonsdggal, hogy
Y(R) C Z(R'). Legyen M egy végesen reprezentdlt (végesen generdlt) bal R-modulus, és
N tetszdleges bal R-modulus. Ekkor a természetes leképezés:

0: R ®pHomgp(M,N) — Homy (R ®pr M,R ®r N)
izomorfizmus (monomorfizmus) lesz.

Bizonyitas. A természetes leképezés o-t megadja:

o(ry)(ry) = iy © g(m),
ahol r; € R',m € M,g € Homg(M, N). Legyen N fix, ekkor

Fi(M) =R ®pHompg(M, N),
Fy(M) = Homy (R @r M,R ®p N)

F, F, bal egzakt kontravarians funktorok, és a o leképezés megad egy természetes leké-
pezést a kettd kozott. Ekkor az elézd allitdsunk értelmében elég ellendrizni, hogy R"-re
izomorfizmus.

Fi(R") = R ®p Homgz(R",N) = (R @z N)"

Fy(R") = Homy (R, R ®r N) = (R ® N)"
O

1.2.10. Allitas. Legyen R egy hiségesen lapos bovitése az R részqydrdjének gy, hogy
R C Z(R). Legyen f : N — M egy bal R-modulus homomorfizmus gy, hogy M végesen
prezentdlt R felett. FEkkor f eqy hasado sziirjekcio akkor és csak akkor, ha

R op N 22 B oM

18 eqy hasado sziirjekcio.

Bizonyitas. Mivel R hiiségesen lapos mint jobb R-modulus, tudjuk hogy f sziirjektiv
akkor és csak akkor ha R ®p f is sziirjektiv. Tovabba, tetszéleges sziirjektiv f-re:
f hasad <= Hompg(M, N) — Hompg(M, M) sziirjektiv
<= R ®pHomg(M,N) = R @z Homg(M, M)
<= Hompy (R ®r M,R ®r N) — Homp (R ®r M, R @ M) sziirjektiv
<= R ®p f hasad. O
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1.2.11. Allitas. Legyen R egy hiségesen lapos bovitése az R részgyiirijének gy, hogy
R C Z(R'). Ekkor minden M R-modulus-ra:

M e B(R) <= R @z M € B(R)

Bizonyitas. Vissza irany: R @z M € B(R') implikalja, hogy R’ @z M is végesen prezen-
talt, igy M is mint R-modulus is végesen prezentélt. El6z6 allitas kdvetkeztében tetszéleges
N — M R-sziirjekcio hasad, azaz M € B(R). O

1.2.12. Kovetkezmény. Legyen S egy multiplikativ halmaz R gyirdben, és legyen M és
N végesen prezentdlt. Tegyiik fel, hogy ps : Ms — Ng eqy Rg-izomorfizmus. Ekkor létezik
eqy f € S és eqy Ry-izomorfizmus My — Ny ami p-hez lokalizdlodik.

1.3. Lokalis és globalis mo6dszerek

Ebben a fejezetben a lokalis és globalis médszerekkel ismerkediink meg, amelyek sziiksé-
gesek a Quillen foltozasi tétel bizonyitasdhoz. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem

on projective modules konyvének 1.3 fejezetére alapoztam.
1.3.1. Allitas. A @Ry (m € max(R)) hiségesen lapos R-modulus.

Bizonyitas. El6z6 fejezetbdl tudjuk, hogy minden R, R-lapos, igy ®nR. szintén R-

lapos. Mivel mR,, = R,, minden m € max(R)-re, azaz ®n Ry, hiiségesen lapos. [

1.3.2. Kovetkezmény. R-modulusok eqy sorozata M’ ENyVEENS Ve egzakt akkor és csak
akkor, ha M, Jm, My 2 M is egzakt minden m € max(R). Specidlisan ¢ : N —
M injektiv, szirjektiv illetve bijektiv akkor és csak akkor, ha g : Nu — My injektiv,

szirjektiv illetve bijektiv minden m € max(R).

1.3.3. Kovetkezmény. Legyen ¢ : N — M egy R-modulus homomorfizmus és M végesen
prezentdlt R felett. Ekkor ¢ hasado sziirjekcio akkor és csak akkor ha ¢n @ Ny — My is

az mint Ry-modulusok homomorfizmusa minden m € max(R).

1.3.4. Kovetkezmény. Minden P végesen prezentdlt R-modulusra, a kovetkezdk ekviva-
lensek:

(1) P R-projektiv.

(2) Py Rn-projektiv minden m € max(R)

(3) Py Ry-szabad minden p € Spec(R)

11



Bizonyitas. (1) <= (2) kovetkezik az el6z6 allitasbol valamint abbol, hogy P projektiv.
(3)=(2) Egyértelmi hisz minden maximaélis ideal egyben primideél is.

(2)=(3) Létezik m: p C m € max(R), ekkor B, megkapjuk ha Py-et szintén lokalizaljuk.
Mivel P, Ry-projektiv, igy P, R,-projektiv és az els6 fejezet alapjan Ry,-szabad is. [J

1.3.5. Definicié. Ha P € ®B(R) és p € Spec(R), ekkor definidlhatjuk a p szerinti rangjat,
rky P = rankg, P,

1.3.6. Megjegyzés. Ezzel a definicival kapunk egy fiiggvényt rkP : Spec(R) — Z.

Spec(R)-en van egy természetes topologiank a Zariski topolégia, ahol a zart halmaza-

ink a kovetkezsk:

V(4h) = {p € Spec(R)[p 2 U}

ahol i egy ideal. A zart halmazaink komplementere:

Ureu{p € Spec(R)|f ¢ p}.

A nyilt halmazaink bazisa a kovetkezs lesz:

D(f) = {p € Spec(R)|f ¢ p}.

Ezen felil azt is tudjuk, hogy a Zariski topologia Spec(R)-en mindig kompakt. Ugyanis
ha vesziink egy nyilt fedést D(f.), az f. generaljak az egység idealt, de ezt véges sok f,

is generalja vagyis ezek R-et is generaljak, igy elég az ezekhez tartozo D(f,)-kat venni.

1.3.7. Allitas. Ha P € B(R), akkor tkP : Spec(R) — Z folytonos ha Spec(R)-en a

Zariski topologidat nézziik mig Z-n a diszkrét topologidt. Specidlisan rkP korldtos.

Bizonyitas. Legyen rk,P = n, azaz B, & Ry. Ekkor létezik f ¢ p, hogy Py = R}. Azaz
rk P konstans n, a p D(f) kornyezetében. Ebbgl kévetkezik a folytonossaga az rkP-nek,
a korlatossag pedig abbol a ténybdl, hogy Spec(R) kompakt. [

1.3.8. Kovetkezmény. Ha R-ben nincs nemtrividlis idempotens elem akkor minden P €

B(R)-nak konstans a rangja.

Bizonyitas. Mivel R-ben csak trividlis idempotens elemek vannak igy a Spec(R) egy
Osszefliggd halmaz lesz a Zariski topologiara nézve. Vagyis minden folytonos rkP : Spec(R) —

7 figgvény korlatos lesz. [
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1.3.9. Tétel. Legyen R egy kommutativ félig-lokdlis gyird. Ha eqgy P € B(R) modulusnak

konstans a rangja mondjuk n, akkor P = R™.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy max(R) = {my, ..., m,.}. Minden i-re valasszunk x;1, .., x;, €
P elemeket, hogy a képilik Py -ben egy szabad bazist adjanak. A kinai maradéktétel ér-
telmében Jz; € P, hogy x; = z;;(modm;P) minden i-re. A x4, ..., z,, elemek képei minden
maximalis ideal szerinti lokalizaltban szabad bazisok. Definialjuk f : R™ — P leképezést
f(ej) = x; azonossaggal, ahol e; az egységvektorok. Ekkor f,, egy izomorfizmus minden

i-re. Igy f maga is egy izomorfizmus lesz, vagyis P =2 R* [

1.3.10. Allitas. Legyen M eqy tetszéleges R-modulus és legyen f,g € R két komazimdlis
elem (abban az értelemben, hogy fR+gR=R). Ekkor a kévetkezd egy visszahizdsi diagram:

M — M,
l l
Mf — Mfg

Bizonyitas. Vegytik az M — M;® M, leképezést, ez injektiv lesz. Valoban, ham € M a
0-ba lokalizal6dik M ¢-ben akkor My-ben, ekkor f"m = 0 = g"m alkalmas r hatvanyra. De
f7 és ¢" még mindig komaximaélisak igy m csak a 0 € M lehet. Tovabbiakban hasznéljuk
a kovetkezd jeloléseket S = {f":0<n}és T ={¢":0<n}.

Tegytik fel, hogy =t € My = Mg és % € M, = My ugyanahhoz az elemhez lokalizalodik
Mg-ben. Feltehetjiik, hogy sn = tm € M (Ugyanis (s't')(tm — sn) = 0 ebbdl (tt')(s'm) =
(ss')(t'n) és akkor m/s helyett irhatunk s'm/s’s.). Legyen zs + yt = 1 (z,y € R), és
q=xm+yn € M. Ekkor

sq = (zs)m +y(sn) = (zs)m + (yt)m = m,
és hasonloan, tq = n. Igy ¢ = e Mg, ésq="%¢€ Mp U

1.3.11. K6vetkezmény (Homomorfizmusok foltozéasa). Legyen M,N R-modulusok vala-

mint f és g komaximalis elemek. Teqyiik fel, hogy van két homomorfizmusunk
,BfZMf—>Nf, ﬁgZMg—>Ng

ugyanahhoz a M, — Ny, homomorfizmus lokalizdlodnak. Ekor,

(1) egyértelmien létezik eqy R-homomorfizmus  : M — N ami [S;-hez illetve (B,-hez
lokalizalodik.

(2) tovabbd, (B egy izomorfizmus (valamint monomorfizmus, epimorfizmus) akkor és csak

akkor, ha [y €s B, szintén izomorfizmusok (valamint monomorfizmusok, epimorfizmusok).
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Bizonyitas. (1) 3 létezése és egyértelmiisége kovetkezik abbol, hogy a visszahtuzasi konst-
rukcioé egy funktor.

(2) Az oda irany evidens. Vissza irany:

A monomorfizmus és az izomorfizmus megkaphat6 diagramvadaszatbol. Az epimorfizmus
nem kaphato6 meg igy. Ha (3 és 3, sziirjektivek akkor minden p € Spec(R) = D(f)ND(g),
By : M, — N, is sziirjektiv. De ha ez igaz minden primideal szerinti lokalizaltban akkor j

maga is sziirjektiv kell legyen. [

1.3.12. Kovetkezmény (Modulusok foltozasa). Legyen f és g komazimdlis elemek. Le-
gyen Y eqy Ry-modulus és Z eqy Rg,-modulus gy, hogy Y, = Zy mint Ry,-modulusok.
Ekkor létezik egy izomorfia erejéig egyértelmid X R-modulus, amire Xy =Y és X, = Z.
Tovabba:

(1) Y e M(Ry), Z € M(R,) <= X € M(R).

(2) Y és Z végesen reprezentdltak Ry illetve R, felett <= X végesen prezentdlt R felett.
(3)Y € B(Ry) és Z € B(R;) <= X € B(R).

1.4. Stabilan szabad modulusok

A stabilan szabad mudulusok azért lesznek hasznosak, mert ezek magadhatok tgy, mint
egy jobbinvertalhato matrix nulltere. Igy a stabilan szabad modulusok vizsgalatat vissza
lehet vezetni gytirtk feletti linearis algebrara. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem

on projective modules konyvének 1.4 fejezetére alapoztam.

1.4.1. Definici6é. Egy P R-modulust m-tipusi stabilan szabadnak hivunk, ha P & R™
szabad. Egy modulus stabilan szabad ha van valamilyen m, hogy m-tipusu stabilan sza-
bad.

1.4.2. Allitas. Ha P stabilan szabad és nem végesen generdlt, akkor P szabad.

Bizonyitas. Legyen P & R™ = F szabad e; ¢ € [ bazisokkal. Mivel P nem végesen
generalt, igy I-nek muszaj végtelen halmaznak lennie. Tekintsiink tgy P-re, mint

ker(F —f» R™) (alkalmas f epimorfizmusra). Egy kell6en nagy véges Iy C I részhalmazra,
Fy = Zielo e R Iy R™ mar sziirjektriv. Igy F = P + Fy és legyen Q = P N F,, ekkor

kapjuk a kovetkez6 rovid egzakt sorozatokat:

0—-Q—P—P/Q—0
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0—>Q—Fy—R"—0

Noether izomorfia tétele értelmében P/Q = F/Fy =}, e - R. Mivel I\, végtelen,
igy P/Q) = R™® F) alkalmas F} szabad modulussal. Ekkor a fenti két révid egzakt sorozat
hasad, ezzel:

P=ZQ&(R"®eF)=F&h

azaz P szabad modulus. O

1.4.3. Megjegyzés. Emiatt elég a végesen generalt modulusokkal foglalkozni.

Ha P m-tipust stabilan szabad akkor és csak akkor ha P = ker(R"™ ER R™) egy alkalmas f
hasado6 epimorfizmusra. Ha M egy m x n f-hez asszocialt matrix, akkor M invertélhato,
azaz létezik egy n x m N maétirx, hogy MN = [,,. Kovetkezés képpen minden jobb

invertalhatdo m x n matrix M definial egy m-tipusu stabilan szabad jobb R-modulust:

aq
P=<ca=|']:M-a=0

Qp

az M megoldas tere. Igy a végesen generalt stabilan szabad R-modulusok vizsgalata ek-

vivalens az R folotti jobb invertalhato téglalap matrixok vizsgélataval.

1.4.4. Allitas. P = ker(R" ER R™) szabad akkor és csak akkor ha f felemelhetd egy
f :R" — R™ @& R" alkalmas r-re, hogy 7rf = f, aholm: R™" @& R" — R™ a vetivés az elsd
faktorba.

R™® R"

R pm

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f izomorfizmus. Ekkor f = ker(w) = R’. Masik irany:
tegytk fel, hogy létezik g : P =Ny &1 Legyen R" = ) & P, igy az f megszoritasa (J-ra,
egy izomorfizmust ad fy : Q — R™. Ekkor fy @ g : R" — R™ @ R" megadja a kivant f

izomorfizmust. 0

1.4.5. Kovetkezmény. Minden jobb invertdlhato m X n M mdtrixra, a megolddstere az
M-nek szabad akkor és csak akkor, ha M kiegészithetd eqy invertdlhato mdtrizszda megfeleld

szdma sor hozzdaddsdval.
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A kovetkezd allitasokat nem bizonyitom, ezek a Hermite és d-Hermite gytirtik definialéasara

szolgalnak.

1.4.6. Definici6. Egy (b1, ..., b,) vektort (jobb) unimoduléris sornak neveziink, ha (b, ..., b,)
jobb invertalhato, azaz Y ., b;R = R. Adott R gytrd esetén az unimodularis sorok hal-
mazat Um, (R) jeloljik.

1.4.7. Kovetkezmény. Tetszdleges R gyirire a kovetkezok ekvivalensek:
(1)Minden végesen generdlt stabilan szabad R-modulus szabad.
(2)Minden végesen generdlt 1-tipusi stabilan szabad R-modulus szabad.

(3) Tetszdleges R feletti unimoduldris sor kiegészithetd eqy invertdlhato matrizszd.

1.4.8. Definici6. Egy gytrtt amely rendelkezik a fenti ekvivalens tulajdonsagokkal, Her-

mite gytrinek hivunk.

1.4.9. Allitas. Tetszdleges R gyirire és d nemnegativ egészre a kovetkezdk ekvivalensek:
(1) Minden n > d + 2 egészre, GL,(R) tranzitivan hat Um,,(R) halmazon.

(2) Minden végesen generdlt legaldbb d + 1-tipusi stabilan szabad R-modulus szabad.

(3) Tetszdleges R feletti legaldbb d+2 hosszi unimoduldris sor kiegészithetd egy invertdl-

hato mdtrizszd.

1.4.10. Definicié. Egy gytiriit, amely rendelkezik a fenti ekvivalens tulajdonsagokkal,

d-Hermite gytirtinek hivunk.

1.5. Elemi matrix csoport

Ez a fejezet azért fontos a szamunkra, mert az unimodularis sorokkal valo szdmolés alapjat
adjak. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on projective modules kényvének 1.5

fejezetére alapoztam.

1.5.1. Allitas. (1) A diagondlis mdtrizok csoportja E,(R)-et normalizdlja G L,(R)-ben.
0 I, 0 —-I, o
2 , € FEs,(R). Specidlisan:
I s e
(..., a, ..., b, ) ~En(R) (, —b, . a, )
~En(R) (, b, . a, )
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Bizonyitas. Elég azt megmutatni, hogy D = diag(l,...,d,...,1) (d invertalhat6 elem)
E,(R)-et normalizélja. Tegyiik fel, hogy d a k.adik sorban van. Ekkor, ¢ # j :

I'+ze;; ha i1#k#j
D-(I+uey;)-D'=S T+dre; ha k=i
I+axdtey; ha k=3

0 I,
(2) Elégséges azt megmutatni, hogy ; 0> € Es,(R). Ez pedig kévetkezik az alabbi

elemi oszlop transzformaciok sorozatabol:
0 I, I, I, I, 0 I, O
> — >
—I, 0 -1, 0 -1, I, 0 I,
1.5.2. Lemma (Whitehead lemma). Minden A, B € GL,(R) igaz, hogy:

(AB o) (A 0)
€ - Fon(R)
0 I, 0 B

Bizonyitas. Konnyen kaphatjuk oszlop transzformaciokkal:
A 0 A 0 A —AB AB A AB 0
S S S RS
0 B I, B I, O 0 I, 0 I,

1.5.3. Kovetkezmény. (1) Minden uy,...,u, € U(R) elemekre igaz, hogy

g

U

diag(uy, ..., u,) € diag(uy - - - up, 1, ..., 1) - E,(R).
(2) Ha R kommutativ gyird, tetszdleges SL,(R)-beli diagondlis matriz E,(R)-beli.

A kovetkezd két allitast nem bizonyitom, csak kimondom, ezeket felfogjuk hasznalni Suslin

féle bizonyitasnal.

1.5.4. Allitas. Ha (by,...,by) € Um,(R) tartalmaz egy jobb révidebb rész unimoduldris
sort, akkor (b, ...,bm) ~g,(r) (1,0,...,0).

1.5.5. Allitas. Legyen R vagy euklidészi tartomdny vagy félig-lokdlis gyird,
(1) Minden n > 2, tetszileges (ay, ..., a,) € Umy(R) ~g,(r) (1,0,...,0).
(2) Tovdibbd SL,(R) = E,(R).
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1.6. Ellenpélda SL,(R) és F,(R) egyenl&ségére

El6z6 fejezetben lathattuk, hogyha R egy euklideszi tartomany vagy egy kommutativ
felig-lokalis gytird, akkor SL,(R) = E,(R), minden n > 0.

A kovetkezGkben mutatunk egy ellenpéldéat, hogy ez tetszdleges gytiriiben nem feltétlen
teljestil. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on projective modules konyvének 1.8

fejezetére alapoztam.

1.6.1. Tétel. Legyen k egy nemnulla kommutativ gyiri és legyen R = k|x,y| polinom

gyurd, ekkor

1 2
C= ( e ) € SLy(R)  (1—(zy)*+a%2=1)
-y l—axy

de nem eleme E,(R)-nek.

1.6.2. Megjegyzés. Ha R = k[xq, s, ...x,] ahol k tetszSleges test. Legyen f € R tetszd-
legese nemnulla polinom és irjuk fel 6sszeg alakban tgy, hogy minden tényez& homogén ¢
fokkal, azaz f = f1 + fo + ... + fa. Ekkor f vezetd alakja f; lesz, jelolésben: LF(f) = fa.
A = (a;j) R folotti matrix, akkor LF(A) = (LF'(ai;))

1.6.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy A = (p 1

) € Ey(R)\My(k). Ekkor vagy p,q,r,s kézil az
ros

eqyik 0, vagy LF(A) egy oszlopa R-szerese eqy mdasiknak, hasonléan soraira.
Bizonyitas. | 1.6.1]

Az el6z6 tételt hasznalva konnyen lathatjuk, hogy a C' méatrixunk nem FEs(R)-beli,

2
-y oy
ennek két sora: z(y, x) és —y(y, x) egyik sem R-szerese a masiknak igy C' ¢ Fy(R). Ezzel

ry a?
ugyanis C' egyik eleme sem k beli, igy alkalmazhatjuk a tételt. LF(C) = Y ),

kész az ellenpéldéank. [
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2. fejezet
Serre Sejtés elemi bizonyitasa

El6z6 fejezetben belattam, hogyha egy maétrix jobb invertalhaté akkor meghataroz egy
stabilan szabad modulust, valamint azt is, hogy ha egy gytiri Hermite akkor minden
végesen generalt projektiv modulus stabilan szabad. Ezzel az észrevétellel a végesen gene-
ralt projektiv modulusainkat le lehet irni jobb invertalhaté méatrixok segitségével. ElGtte

azonban sziikséges lesz kitérni Bass tételére.

2.1. Bass tétele

Miel6tt nekilatok Suslin bizonyitasanak, egy eredményt még be kell bevezetni, nevezetesen
Bass tételét. Ami azt mondja ki, hogyha egy kommutativ noether gytird Krull dimenzi6ja

d akkor az d-Hermite. Ez azért sziikséges, mert kl[ty, .., t4] egy ilyen gytird, és igy ki lehet

s st

lentebbi tételeket bizonyitas nélkiil ismertetem. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem

on projective modules konyvének I1.7 fejezetére alapoztam.

2.1.1. Definicid. R tetszdleges gytrt, ekkor a d = sup{n | po € p1 € ... p, C R} szamot

=

a gylrd Krull dimenzi6janak hivjuk.

2.1.2. Tétel. Legyen R = k[to, .., tq], ahol k egy test. Ekkor minden P € B(R) modulus,
amire kP > d teljestil szabad.

2.1.3. Tétel. Legyen k test, ekkor k[ta, .., tq] Krull dimenzidja d.

2.1.4. Tétel. Ha R egy kommutativ noether gyirid aminek Krull dimenzioja d < oo, akkor
R d-Hermate.
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2.2. Suslin féle bizonyitas

Ebben a fejezetben ismertetem Suslin bizonyitésat arra, hogy test folotti polinomgytird
f6lott minden projektiv modulus szabad. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on

projective modules konyvének II1.1 fejezetére alapoztam.

2.2.1. Lemma. Legyen R eqy kommutativ gyiri és I egy idedl R[t]-ben ami tartalmaz egy
monikus polinomot. Legyen J egy idedl R-ben tgy, hogy I+ J[t] = R[t]. Ekkor (RNI)+J =
R.

Bizonyitas. Legyen S = R[t]/I D R/RN I, és legyen J J képe R/R N I-ben. Ha a
feltételt faktorizaljuk R N I-vel akkor kapjuk a J - S = S azonossagot. Mivel S egész, a
"Going Up" tétel [Matsumura: 1970, p. 34| miatt egész bévités. Ez alapjan J = R/RN 1,
vagyis (RNI)+J=R. O

2.2.2. Lemma. Legyen R egy kommutativ gyird, és f = (fi, f2) € R[t]>. Legyen ¢ €
RN (f1, f2). Ekkor tetszdleges A kommutativ R-algebrdra, és bl € A:

b=V (mod cA) — f(b) ~s1, f(b).

Bizonyitas. Legyen ¢ = f1g1 + fog2 (91,92 € RJ[t]). Tegyiik fel, hogy ¢ nem nullosztod
A-ban, ekkor dolgozhatunk a lokalizaltjaban A.sup A.

M:1<~f’1(”> —f2<b>> <f1<b'> fz(b’)>
“\e®  AO) ) \=el) o)

det(M) = % - ¢- ¢ =1, vagyis M € SLy(A).

0
Valamint ha A/cA-ban dolgozunk akkor a fenti két matrix szorzata = (S )
c

00
00
vagyis M minden eleme A-beli.

Végiil nézziik meg, hogy valoban teljesil az f(b) ~sr, f(b'):

1 g1(b)  —f2(b) [1(0)  folV)
f( ) (fl( ) ( )) c ( 2<b fl ) ( g2(b’) 91(17'))

1 [1(0)  fo()
= —(c,0) , , (b)) = f (V)
¢ —ga(V')  g1()

Altalanosan nem sziikséges, hogy ¢ ne legyen nulloszto, a fentihez hasonléan elsallithatjuk

M-et anélkiil, hogyc lenne a nevez&ben:
filt +yz) = fi(t) + yéi(t, y, 2)
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gi(t + yz) = gz(t) + ywi(tu Y, Z)
W =b+cd (de A)

Ha elvégezziik a nullosztomentes esetben az M-ben 1évé két méatrix szorzasat akkor az

my; elemre a kovetkezdt kapjuk az elbbi jeldlésekkel:
91(0)(f1(0) + cg1(b, ¢, d)) + f2(b)(92(b) + ctpa(b, ¢, d))

= ([1+ g1 (D)1 (b, ¢, d) + fo(b)a(b, ¢, d)]

A kapcsos zarojelben 1év6 érték lesz az myq, ehhez hasonléan kapjuk a t6bbi matrix elemet.
Formalisan lathatjuk hogy det(M) = 1 valamint f(b)M = f(0') O

2.2.3. Lemma. Legyen R egy kommutativ gyird, és legyen f € R[t]™. Ekkor tetszéleges
kommutativ R algebra esetén, és tetszdleges G C GL,(A),

I=Ipac=1{ceRb=V(mod cA) = f(b) ~¢ f(V')}
mindig eqy idedl R-ben.

Bizonyitas. Legyen ¢, € I, és r,r’ € R. Ahhoz, hogy belassuk, hogy rc + r'c’ € I,
legyen b — V' = (rc+ r'd)a, ahol b,t/;a € A. Mivel b —ra-c =1V +r'a-, kapjuk hogy:

f) ~g flb—ra-c)=f +r'a-)~g fb).
U

2.2.4. Definicié. Egy ¢g € R[t] polinomot unitérnek hivunk, ha a f6egyiitthatoja egység
R-ben.

Eddig ismertetésre keriilt, hogy a 2.2.2 lemmaéaban szerepld tulajdonsagu elemek egy idealt
alkotnak, kovetkez6 tételben azt mutatom majd be, hogy ez az ideal az egység ideal. Ez
a tétel azért célszerd, mert segitségével minden unimodularis sor visszavezethets egyetlen

unimodularis sorra az (1,0, ..., 0)-ra.

2.2.5. Tétel (Suslin). Legyen R egy kommutativ gyird, és f = (fi,..., fn)(n > 2) le-
gyen eqy unimonduldris sor RIt] felett, gy hogy fi1 unitér. Ekkor minden kommutativ
R-algebra A, és tetszdleges b,b' € A-ra f(b) ~q f(b') ahol G C GL,(A) E,(A) és SLy(A)

generdtuma.
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Bizonyitas. Legyen f és (G ahogy az allitdsban szerepeltek, ekkor azt kell belatnunk
hogy I = Iy ¢ az egység ideal R-ben. Egy adott tetszéleges maximalis idedlra m C R,
elégséges talalni egy elemet ¢ € I\m Vegyiik f-et modulo (f;) 4+ m[t], ekkor kapunk egy

unimodularis sort (fa, ..., f,) felett

L

(fo) +mlt] — (f)
Ami egy véges dimenzios algebra R/m test felett, vagyis egy semi-lokélis gytird. Tegytik
fel hogy n > 3, kiilonben f(b) ~gr,04) (1,0) ~gp,a) f(V). Ekkor 1.5.5 miatt IM €

R .
E”_I(W[tf]n[t]) amire:

(for o fu) - M = (1,0...,0)
Emeljiik fel M-et M € E,_i(R[t]), és legyen (fa, ..., fn) - M = (g2, ..., gn) € R""'. Ekkor
g2 = 1 mod((f1)+m][t], amibdl kapjuk, hogy (fi, g2) +m[t] = R][t]. Mivel f; monikus 2.2.1
miatt RN (f1,92) +m = R. Pontosabban létezik ¢ € RN (f1, g2) és ¢ ¢ m. Azzal fejezziik
be a bizonyitast hogy megmutatjuk, hogy ¢ € I. Ehhez ellenérizziik, hogy b = b’ modcA).
1 > 2-re:
9i(0) —gi(t) € (b— 1) - AC c- AC fi(b)A + ga(b)A

ezzel,
f®) ~p, (f1(0), g2(b), g3(b); .-, g (D))
~E, (f1(0),92(0), g3 (), ..., g (V)
~s1y (F1(b), g2(V), g3(V), ., gn (')
~E, (1), fo(0), f3(0), oo, fu(V)) = (V)
O

2.2.6. Kovetkezmény. Legyen R eqy kommutativ gyird és f = (f1,..., fn)(n > 2) egy
unimoduldris sor RIt] felett ugy hogy fi unitér. Ekkor g ~¢ f(0) ahol G C GL,(R][t])
valamint E,(R[t]) és SLy(R]t]) generdtuma.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 tételt A = Rt]-re b=t és bt/ = 0-val. O

2.2.7. Tétel. Ha k egy test, és A = k[t1, ..., tq], akkor tetszdleges végesen generdlt projektiv

A-modulus szabad.
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Bizonyitas. 2.1.4 miatt tudjuk, hogy A d-Hermite gytirt. Igy a tételiinket d-beli induk-
cioval latjuk be. Legyen f egy unimodularis sor A felett. Tegyiik fel hogy f; # 0, cseréljiik

meg a valtozokat a kovetkezs képpen:
t1—

f(tl,tQ + t?, ) =C- h(tl, td)
ahol ¢ € k\{0} és h monikus polinom ¢;-ben. A véltozocserére ugy is tekinthetiink, mint
k-algebra automorfizmusai A-nak, igy feltehetjik hogy fi(t1,...,ts) monikus R[t1]-ben
skalarszorzo erejéig, ahol R = k[t, .., t4]. A skalarszorzo invertalhato hisz k test. Ezzel és a

fenti kovetkezménnyel f ~qr, f(0,ta, ..., t5), az induktiv feltétel miatt ez ~¢y, (1,0, ...,0).
Il
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3. fejezet
Serre sejtés Quillen féle bizonyitasa

Ebben a fejezetben Quillen bizonyitasast mutatom be. Az els6 részben Quillen foltozasi
tételét latom be, ami a sejtés bizonyitasanak a kulcsa. A fejezet masodik részében pedig
megfogalmazom a sejtést algebrai és geometriai alakban is, hogy szemléletesebben is lat-
hato legyen a tétel hasznosséga. Végss soron belatom a sejtést, miszerint tetszéleges test

folotti polinomgytrd f6lott minden projektiv modulus szabad.

3.1. Quillen foltozasi tétele

Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on projective modules konyvének II1.1 fejezetére

alapoztam.

3.1.1. Tétel. Legyen E eqy gyird, f eqy centrdlis elem benne, valamint x,y,t figgetlen
hatdrozatlanok E felett. Ha 0(t) € E¢[t]*, ekkor létezik kO, hogy

0((a + fry)t)0(xt) ™" € Eyla,y,t]"

Bizonyitas. Legyen 6(z + y) — 6(x) = y¢(x,y), ahol ¢(z,y) € Ef[z,y]. Ekkor minden
r>0:
O((x + [ry)t)0(xt)™ =1+ [0((z + fTy)t) — O(xt)] - O(xt) ™
=1+ fryt-olat, fyt) - 0(at)™
Valasszuk meg r-t gy, hogy f" - ¢(z,y)0(x)~" € Elz,y|. Ekkor létezik o(x,y,t) €
Elx,y,t]:
O((x + fry)t)d(at) ™ = o(z,y,t);

24



Az els6 egyenletiinknek koszonhetGen feltehetjiik hogy o(z,y,t) = 1 (mod yt), de o(x, y,t)
nem feltétleniil lesz invertalhato Elx,y,t]-ben. Ezért véltoztatnunk kell o valasztasan.

Vegyiink észre, hogy E¢[z,y,t]-ben o inverze:

O(xt)0((z + fry)t) " = oz + fy,—y.1)

Ekkor legyen:
OJ(:E7 Y, t) - O-<I + fry7 —-Y, t) € E['Ta Y, t]

igy 07! = o’ € E{[z,y,t].Vagyis o(z,y,t) = 1 (mod yt), ezért felirhatjuk a kovetkezs

egyenleteket:
oo’ =1+yt i, w € Elx,y,t]

oo = 1+ytﬂ27 2 GE[Ivyat]

Vegyiink egy kell6en nagy s-t, hogy f°u; = f°us = 0, ha y = y f* szdmolunk akkor a fenti

egyenletekbdl a kdvetkez lesz:

Vagyis o(z, f*y,t) € Elz,y, 1", ezzel pedig:
O((z + f5y)t)0(xt) " = o(x, [Py, t)f € (Elx,y,t]")s
]

3.1.2. Kovetkezmény. Legyen R egy kommutativ gyird, és E eqy R-algebra. Legyen
[ € R és 0(t) € E4[t]*. Ekkor létezik k > 0, hogy tetszdleges a,b € R amikre a —b € f*R
teljesiil, igaz hogy 0(at)0(bt)~" € (E[t]*);.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 tételt © + f*y = a és o = b helyettesitésekkel. Az
a—b € f¥R feltétel miatt alkalmazhatjuk és ezzel kész is vagyunk.
O

3.1.3. Kovetkezmény. Legyen R eqy kommutativ qyird, és E eqy R-algebra, €s legyen
fo, f1 két komaximdlis elem R-ben, azaz foR + f1R = R. Ekkor:

Ef()fl [t]* = (Efl [t]*)fo ) (Efo [t]*)ﬁ
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Bizonyitas. Legyen 6(t) € Ey 1, [t]*. Alkalmazhatjuk az el6z6 kévetkezményt mindkét
lokalizaciohoz Ey — (Ey,)ys, €és Ef, = (Ey,)s,. Valasszunk £ > 0 ami j6 mindkét lokali-
zaciohoz. Minden b € R:

0(t) = [0(t)0(bt) '] - 6(bt)

Mivel f¥R + fFR = R, igy valaszthatunk egy b € fFR hogy 1 — b € fF¥R is teljesiil.
Ekkor:
0()0(bt)™" € (Ep[t]") s, 0(01)0(0)™" € (B [t]")s,

t

3.1.4. Megjegyzés. Legyen A egy gytirti, ekkor M € MA(A[ty, ..., t,]) jelolés azt jelenti,
hogy M végesen generalt Alty,..t,] modulus A-r6l van kiterjesztve, azaz IN A-modulus,
hogy M = Alty,..t,] ®4 N. Ertelem szertien N = M/(ty,...t,)M € IM(A)

3.1.5. Tétel (Quillen foltozasi tétele). Legyen R egy kommutativ gyird. A nem sziikség-
szerden kommutativ R-algebra, és M eqy végesen reprezentdlt Alty, ...t,|-modulus. Ekkor:
(A,) QM) :={g € R: M, € M (A[ty,...,t,])} halmaz egy R idedl, ezt M Quillen
idedljanak nevezziik.
(Bn) Ha M, € MA=(A[ty, ..., t,]) minden m € max(R), akkor M € MA(A[t, ..., t,]).

Bizonyitas. 1. 1épés:
Belatjuk, hogy (A,)=(B,) (minden n-re). Ehhez elégséges azt megnézni, hogy minden
By,-beli M-re, a Quillen ideal Q(M) az egész R.

M' = Alty, .4, @4 M/(t1, ..t )M

Ez végesen reprezentalt A-rol bévitett Alty, .., t,]-modulus. Minden m € max(R) léte-
zik egy izomorfizmus ¢ : M, — M/ 1.2.12 kévezkezmény miatt, ¢ a lokalizéltja egy
Aglty, ..., tn] izomorfizmusnak M, — M, valami g € R\m-re. Ekkor van egy g € Q(M)\m,

gy Q(M) € m, vagyis Q(M) = R.

2. 1épés:

Ha (A;) teljesiil akkor (A,,) is teljestil minden n-re. Indukciot alkalmazva feltehetjiik hogy
(A,—1) teljesiil igy (B,_1) szintén teljesiil. Vegyiik az (A,)-beli Q(M)-et. R - Q(M) C
Q(M) evidens, igy elég megmutatni

fo, i € QM) = f = fo+ f1 € QM)
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Legyen N = M/(t,) M, ami végesen reprezentalt Alty, ..., t, 1] felett, és L = M/(ty,...t,) M

ami pedig A felett végesen reprezentalt. Alkalmazzuk (A;)-et a kovetkezore:
A[tl, ey tn—l] — A[tl, ey tn—l][tn]

Lathatjuk hogy M; Ny kiterjesztése, ami végesen reprezentalt A[tq,...,t,_1] felett. Azt
szeretnénk belétni, hogy Ny € IMA7 (Af[ty, ..., t,_1]), ekkor My € MAS (Af[ty, ..., t,)), azaz
feQM).

Ehhez elégséges a (B,_1) tulajdonsag miatt leellendrizni, hogy (Njf)n valami (Af)m -
modulus kiterjesztése, minden m € max(R)-re.

Legyen m = pg, ahol p az m visszahtizasa R-be. Mivel m € max(R) igy 1 ¢ m vagyis
f ¢ p, mert ha benne lenne akkor az f-fel valé lokalizalas utan 1 € m teljestilne ami el-
lentmondés, emiatt legalabb az egyik f; nincs benne p-ben, ez legyen fy ezt indexcserével
érhetjiik el.

De My, az Ly, kiterjesztése, igy (Nf)m = N, az L, € M(A,) = M((Af)m) kiterjesztése,

ahogy szerettiink volna.

3. lépés:
Belatjuk, hogy (A;) igaz. A jelolések egyszertisitése miatt t1-et t-vel jeloljiikk. Meg kell
mutatnunk, hogy:

fo, e QM) = f= fo+ fi € QM)
Jeloljiik R-rel Rg-et, ekkor feltehetjik hogy fo, fi komaximalis elemek R-ben. Legyen
N = M/tM, és be szeretnénk latni, hogy M = NJt]. Vegyiik az Ay -izomrofizmusokat
uw; © My — Ng[t], i = 0,1. Véve egy megfelels Ny, [t] automorfizmust v;, feltehetjiik
hogy u; Ny, azonositasi leképezéshez redukalédik modulo ¢. Igy kapunk két izomorfizmust
My, 7,16l Ny, 1, [t]-re. Ha ezek ugyan azok akkor létezik egy A[t]-izommorfizmus M — Nt]
(1.3.11 miatt). Ezekutan mar csak az w;-ket kell ugy megvalasztani hogy (ug) s és (u1)y,
azonosak legyenek.
Legyen 6 = (uy) fOO(Uo)fll, ez Enda, , 1(Ny, [t]) eleme, amit azonosithatunk (EndaN) s, r, [t]-
vel. Legyen E' = End4 N, ami egy R-algebra. Mivel 6 az identitashoz redukalodik mod(t),
igy 0 € Egp,[t]*. 3.1.3 miatt felirhatjuk 6 = (11)7! o (), alakban alkalmas v € Ej, [t]*-
re. Ezzel (voug) s, = (v1u1)y, azonossagot kapjuk és u;-t helyettesitve v;u;-vel be is lattuk
az allitast. OJ

3.1.6. Megjegyzés. Tudjuk, hogy minden végesen generalt projektiv modulus tetszéleges

gytrd felett végesen reprezentalt. Ha az el6z6 tételt alkalmazzuk a végesen generalt P
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projektiv A[ty, ..., t,]-modulusokra, és A = R, akkor a kovetkezd feltétel adodik arra,
hogy P mikor kiterjesztett modulus.

3.1.7. Kovetkezmény. Legyen R egy kommutativ gyird, és P € B(R[t, ..., t,]). Ekkor
P € B(R[t1,...,t,)) akkor és csak akkor ha Py Rulti, .., t,]-szabad minden m € MaxR-re.

3.2. Quillen féle bizonyitas

Ebben a fejezetben a célkitiizés annak az igazolasa, hogy test f6lotti polinomgytirid folott
minden projektiv modulus szabad. Ezt a fejezetet T.Y.Lam, Serre’s problem on projective

modules konyvének II1.2 és I11.3 fejezetére alapoztam.

3.2.1. Tétel (Horrocks, Geometriai alak). Legyen R egy kommutativ gyird, és legyen
B egy P € B(R[t]) dltal meghatdrozott vektornyaldb Aj,-n. Ha B kiterjeszthetd egy Pk
vektornyaldbbd, akkor B Spec(R)-r6l van kiterjesztve, azaz P € BE(RJ[t]).

3.2.2. Tétel (Horrocks, Algebrai alak). Legyen R tetszdleges kommutativ gyirid, és le-
gyen P € B(R[t]). Ha P(t) := R(t) @gry P egy végesen generdlt projektiv R-modulus
kiterjesztése, akkor P € BE(R|[t]).

3.2.3. Megjegyzés. Az el6z6 allitasnal, ha P(t) Py € B(R)-rol van kiterjesztve, akkor
P szintén Py-rol van kiterjesztve.

Valamint szintén az el6z6 allitasbol tudjuk, hogyha P valami @y € B(R)-rdl van kite-
jesztve (természetesen, Qg = P/tP), akkor

Po(t) (= R(t) ®r By) = P(t) = R(t) @ppy (R[t] ®r Qo) = Qo(t).

3.2.4. Allitas. Legyen R egy kommutativ gyird, és Py, Qo € B(R). Ha Py(t) = Qo(t)
mint R(t)-modulusok, akkor Py = Qo mint R-modulusok.

Bizonyitas. Létezik egy egy f6egyiitthatos polinom f(t) aminek a foka n, amire Py[t]; =
Qolt]s- Legyen s = t71, és g(s) =t " f(t) € R[s]. Amiatt, hogy f egy fGegyiitthatos, tud-
juk, hogy ¢(0) = 1 igy g(s) és s komaximalisak R[s]-ben. Nézziik a kovetkezd modulusokat

Pfsly € BRs,) 6 Qolsl, € B(RIs),).
Mivel f és g asszociativak R[t, ], ekkor
(Qols]s)g = Qolt, t7]y = Qolt, '] = Qoltley,
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(FPolslg) = (FPols]s)y = Foltliy,

ezek izomorfak, mint R[t];s-modulusok: Az els6 fejezet alapjan létezik egy M € B(R[s])
amire M, = Py[s], és M, = Qols]; teljesiilnek. Az utobbibol kovetkezik, hogy R(s) @ gy M
a Qo € B(R) kiterjesztése, igy a Horrocks tétel miatt, M egy My € B(R) kiterjesztése.

Ekkor

M M M, Py[s],

M, = = > 9 o ~ P,
T M (SM)g sM, s-Pyls], 0
valamint,
M M MS S S ~Y
M, = =~ = ~_ Golsl Qo

(s—1)M ((s— 1)M>S (s—1)M,  (s—1)-Pyls],
azaz Qo = F,. U
3.2.5. Allitas. Legyen R egy kommutativ gyird, és P € B(R[t,t7']). Ekkor P egy

B(R[s]) s =t~ -beli modulis kiterjesztése, pontosan akkor ha létezik egy egyfGegyiitthatds
polinom f € RIt] amire teljesiil, hogy Pr eqy B(R[s])-beli modulus kiterjesztése.

Bizonyitas. Vissza irdny: Legyen Py = R[t,t ']y Qgjq Q, ahol Q € B(R[s]). Mivel

Py = Py g@sgg (Q9)57
igy létezik egy M € B(R[s|) modulus, amire M, = @), és M; = P teljesil. O

3.2.6. Allitas. Minden R kommutativ gyirire, legyen

w=(fi(t); ., fult)) € Umn(R[t])

Ha fi(t) unitér (azaz a féegyiitthatdja invertdlhats), akkor u kiegészithetd egy G L, (R[t])-

beli mdtrizszd.

Bizonyitas. Tetsz6leges kommutativ S gytrt felett, minden unimodularis sor u € Um,,(S)
meghataroz egy szabad n — 1 rangt S-modulust, P(u) = ker(u).A megoldas tere szabad
pontosan akkor ha wu kiegészithets S felett. Most legyen S := RJt] és u az allitasbeli.
Beszorozva u-t egy R-beli invertalhato elemmel feltehetjiik, hogy fi(t) {Gegytitthatoja 1.
Mivel uys, sy € Umy(Ry, 1)[t]) vektornak az elsp eleme invertalhato, igy P(ug, (i) szabad.
P(u)g ) =2 P(uy, ) szintén szabad, igy a fentebbi megjegyzésiinkbél kévetkezik, hogy
P(u) szabad. O

3.2.7. Tétel (Quillen-Suslin Tétel). Legyen R eqy test, dltaldnosabban eqy féidedl gyiri.
Ekkor minden P € B(R|[t1, ..., t,]) szabad.
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Bizonyitas. Legyen R egy test. Teljes indukcioval latjuk be n-re, az n = 0 eset egyértel-
mi. Legyen n > 0, és legyen A = Rlto, ..., t,]:

A[t] C R{®)[ts, . t]  Alt)

Az indukcios feltétel miatt, P szabad lesz ha feltenzor szorzunk R(t)[ts, ..., t,]-vel, azaz
A(t) @ap P A(t)-szabad. Az el6z6 tételek miatt P P/t; P € B(A) bévitése. Az induktiv
feltétel szerint, akkor P/t;P A-szabad, igy P A[t] = R[t1,...,t,]-szabad. Ha R f&ideél
gytrd akkor ugyan ez az indukcios eljaras mikodik annyi plusz megfigyeléssel hogyha R
foideal gytird akkor R(t) is az. O
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