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Bevezetés

A mult szamos példaja mutatja a jarvanyterjedés kontrollalasanak fontossagat:
a kozépkorban dild pestis, a fekete himls, az 1918-19-es spanyolnitha, a 2009-es
influenzapandémia. Ezek a betegségek mindegyike pandémiat idézett elS, az em-
berek jelentds része megfert6z6dott. Az adott jarvany megfékezése, az esetszamok
csOkkentésének érdekében fontos a jarvany varhato alakulasanak kozelitése, amelyet
jarvanyterjedési modellek segitségével kaphatunk meg. Ezekkel a modellekkel fog-
lalkozé tudomanyteriilet fejlédésére 6sztonzoleg hatott a kozelmultban megjelend
koronavirus jarvany, amely hatalmas valtozast hozott az emberiség mindennapjai-
ba.

Egy jarvanyterjedési modell a vizsgalt személyeket kiilonb6z6 csoportokba sorol-
va, az adott paraméterektdl fiiggGen kozeliti a személyek allapotvaltozasait és ezek
alapjan kapunk egy becslést a jarvany lefolyasat meghatarozo fert6zottek, valamint a
tobbi csoportban 1év6 személyek szdmara. Ha a kozelités pontossagat akarjuk novel-
ni, akkor egyre bonyolultabb modellt kapunk. A legoptimalisabb modellek, amelyek
szinte teljesen pontosan kozelitik a jarvany terjedésének folyamatat és jol kezelheto-
ek, nehezen meghatarozhatoak.

Az olyan betegségek terjedésének elemzésére, amelyekkel szemben nem szerezhe-
t6 védettség, még nem &ll rendelkezésre védGoltas példaul a hepatitis C és a HIV-
virus, az SIS-modell hasznalhaté. Ebben a modellben a vizsgalt személyeket két
csoportba soroljuk: nem fertézottek (S), fertzottek (I), valamint az allapotvalto-
zasokat a megfert6z6dési, a meggyogyulasi ratak és a kapcesolatok hatarozzak meg.
Az olyan betegségek terjedésének elemzésére, amelyekkel szemben végleges védettség
szerezhetd példaul a bardnyhimls, az STR-modell hasznalhat6, az olyan betegségek
terjedésének elemzésére, amelyekkel szemben védGoltas elérhets példaul az influen-
zavirus és a koronavirus, az SIV-modell hasznéalhato.

A szakdolgozatban az SIS- és az STV -modelleket vizsgaljuk meg, valamint &t-
tekintjiik az ehhez sziikséges eszkoztarat.

Az 1. fejezetben a tobbi fejezethez sziikséges, rovid elméleti bevezetd talalhato
definiciokkal és tételekkel: diszkrét és folytonos Markov-lancok, kezdeti érték feladat
megoldasanak egyértelmiisége, Poincare-Bendixson tétel. [3],[4],[5], [6]

A 2. fejezetben a jarvanyterjedés halézatokon valo felirdsa taldlhato. Egy példa

esetén megadjuk a Markov-lancot és a Kolmogorov egyenleteket, majd altalanosan



is felirjuk a differencialegyenlet rendszert. [I]

A 3. fejezetben az STS-modell elemzése taldlhato. Megadjuk az S1.S-modell, va-
lamint az ST.S-modell parokra felirt differencidlegyenlet rendszerét és ezek lezarasait.
A rendszerek elemzése soran megadjuk az egyensulyi pontokat és ezek stabilitasait,
valamint a periodikus pélya létezésének kérdését is megvizsgaljuk. A végén megadjuk
a modell globalis viselkedését. [I]

A 4. fejezetben az STS-modellhez hasonléan elemezziik az STV modellt, ami egy
bonyolultabb viselkedést fog mutatni. Megadjuk a modellt leir6é differencidlegyenlet
rendszer egyensilyi pontjait, megvizsgaljuk ezek stabilitasait és a periodikus palya
letezését. [2]



1. fejezet

Matematikal alapfogalmak

A fejezetben a jarvanyterjedési modellek vizsgalatanak elGkészitéséhez kapcsolo-

do definiciok és tételek szerepelnek.

1.1. Markov-laAncok

A Markov-lanc nevét Andrej Markov matematikusrol kapta, aki eredményeivel
a 20. szazad elején jelentGs mértékben hozzajarult a matematika fejlédéséhez. A
Markov-lanc publikalt munkai koziil el6szor az 1906-ban irt cikkében jelenik meg,
melyben belatta, hogy a Nagyszamok gyenge torvényének bizonyitdsaban a fiigget-
lenség elhagyhato bizonyos feltételek mellett. Az elmélet tovabbfejlesztése vezetett
el tobbek kozott a Kolmogorov-egyenletekhez, melyekre a 2. fejezetben visszatériink.

A Markov-lanc egy olyan sztochasztikus folyamatnak tekinthets, amelyben a
folyamat soran adott valoszintiségekkel torténik allapotvaltozas és a folyamat minden
lépésének az allapotat csak az el6z6 1épésben szerepls allapot befolyésolja, vagyis az
Osszes, korabbi allapottol fiiggetlen.

A Markov-lanc alkalmazasként elGfordul példaul a Brown-mozgés és a Poisson-
folyamat vizsgalata soran, valamint alkalmazzak kozvetleniil a biologiaban, a kémi-
aban, a fizikdban, a kézgazdasagtanban, a zenében, a sportban.

A Markov-lanc mindennapi életiink soran eléfordul6 alkalmazasai koziil kiemelkedd
fontossagi, az utdbbi idében hatalmas jelentéséggel bird teriilet: a jarvanyterjedés
modellezése.

Elgszor a diszkrét Markov-lancok, majd a folytonos Markov-lancok fontos tulaj-

donsagait tekintjiik at.



1.1.1. Diszkrét Markov-lancok

A diszkrét Markov-lanc alatt egy olyan (X;,i > 0) sztochasztikus folyamatot ér-
tiink, amelynek legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok allapota van és X, jeldli
az n. lépésben a folyamat allapotéat, valamint minden lépésre teljesiil, hogy annak a
valosziniisége, hogy a j. allapotbol a k. allapotba keriil a folyamat (j és k megegyez-
het) nem fiigg a korabbi lépésektdl, vagyis a folyamat minden lépésének az allapotat
csak az el6z6 lépésben szerepld allapot befolyasolja, tehat az 6sszes, korabbi allapot-
tol fiiggetlen.

Alapvetd kérdés az X, eloszlasanak, valamint az aszimptotikus viselkedés meg-
hatarozésa.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a Markov-lanc allapotainak szama véges (jelol-
jik ezeket 1,2,3, ..., s-sel) és az dtmeneti valoszintiségek stacionariusak, vagyis annak
a valosziniisége, hogy a j. allapotbol a k. allapotba keriil a folyamat, elére megha-
tarozott és minden lépésben ugyanaz. Tehat a folyamat adott P (X,, = k| X,,—1 = j)
valoszintiséggel keriil a j. allapotbdl a k. allapotba minden 1épés soran, ezt a valo-

szintséget jeloljiik pj,-val:

pjk:P(Xn:/{Z|Xn_1:j):P(Xn_1:l€’X7L_2:j)::P<X1:]€‘X0:j>

1.1. Definicid. (Diszkrét Markov-ldnc) Azt mondjuk, hogy az (X;,1 > 0) sztochasz-
tikus folyamat eqy Markov-ldnc, ha teljesiil ra a Markov-tulajdonsdg:

P(X,=k,| Xy 1=kn1)=

=P(X,=kn | Xo1=Fkn1, X 2=FKno,...,Xo = ko, X1 = k1, Xo = ko)

az 6sszes n lépés €s kg, ki, ..., k, dllapot esetén.

A Markov-lanc megadhat6 az &tmeneti matrix segitségével, amely egy s allapoti
Markov-lanc esetén egy s-s-es matrix, ahol a j. sor k. eleme p;=P (X; =k | X;_1 = j),
vagyis annak a valdsziniisége, hogy a folyamat a j. allapotbol a kévetkezd lépésben

a k. allapotba keriil.

P11 P12 - DPis
p p T Pas
po |
Ps1 Ps2 ' Dss

Annak a valoszintiségét, hogy a j. allapotbol i 1épés milva a k. allapotban van a

folyamat, jelolje p§2



1.2. Tétel. (Chapman-Kolmogorov egyenlet) Annak a valdszindsége, hogy az (X;,i > 0)
sztochasztikus folyamat a j. dllapotbol a k. dllapotba keril m+n lépést kévetden ki-

szdmolhato a kdvetkezdképpen :
m+n m
pgk : =P (Xopin =k | Xo=7) Zp§z) plk
Bizonyitds. A P &tmeneti méatrix megadja, hogy a j. allapotbdl a k. dllapotba milyen
valészintiséggel keriil a folyamat 1 1épésben. Ezzel a P matrixszal az is megadhato,

hogy mennyi annak a valosziniisége, hogy a j. allapotbdl a k. allapotba keriil a fo-

lyamat m+n lépés soran, ami a P™™ matrix j. soranak k. eleme.

P = P X = | Xo =) = 3 P (Xin =, Xou = 1| Xo = j) =
=1

_iP m+n—kX =1, X0=j)

Xo—])
 PXn=0,Xo=j) P(Xpsn=kXn=0LXo=j)
— P(Xo=j) P(X,=1,X,=7)
P(Xp=1|Xo=5)P(Xpyn=k| X =1,Xo=7) =

=1

»

P Xy =1]Xo=7) P (Xpin =k [ Xn=1) ZP Py

=1
Ahol felhasznaltuk a teljes valoszintiség tételét, a feltételes valoszintiség definicidjat

és a Markov-tulajdonséagot.
O

Jeloljiik Q-val az X eloszlasat, azaz
Q:<P(X0:1)JP(X0:2)7 7P(X0:S>>

A @ - P sorvektor i. eleme megadja annak a valésziniiségét, hogy a megadott felté-

telekkel a folyamat az els§ 1épésben az . dllapotban van:
(QP)[i]=P(Xo=1)-P(X;=i|Xo=1)+P(Xo=2)-P(X1=1iXo=2)+...

—I—P(XOZS)P(Xl :Z|X0:S)

A teljes valoszintiség tétele miatt ez megegyezik P (X; =i)-vel (mivel az 1,2,...;s
allapotok teljes eseményrendszert alkotnak).
Ezek alapjan tetszéleges n esetén a () - P™ sorvektor megadja, hogy az n. lépésben

melyik allapotban milyen valoszintiséggel van a folyamat.



1.1.2. Folytonos Markov-lancok:

A diszkrét Markov-lancokkal ellentétben most a lépések kozott nem feltétleniil
egységnyi id6 telik el, hanem a folyamat egy exponencialis eloszlasi valtozo szerinti
id6t tolthet el az adott allapotban.

Tehat egy folytonos s allapott Markov-lancra tekinthetiink gy, mint egy diszk-
rét s allapotd Markov-lancra és s darab adott paraméterti exponencialis eloszlastu
valoszintiségi valtozora. Az allapotvaltozasokat a diszkrét Markov-lanc (csak azt te-
kintjiik allapotvaltozasnak, ha a folyamat az adott allapotbol egy masik kiilonbo6zé
allapotba keriil), az adott allapotban tolt6tt id6t az adott paramétert exponencialis
eloszlési valoszintségi valtozo hatarozza meg (az exponencidlis eloszlas azért fontos,

hogy teljesiiljon a Markov-tulajdonsag).

1.3. Definicié. (Folytonos Markov-ldnc) Azt mondjuk, hogy az (X (t),t > 0) szto-
chasztikus folyamat eqy folytonos Markov-ldnc, ha teljesil rd o kévetkezd két tulaj-
donsag tetszdleges 7,k dllapot esetén:

- ha X (t) = j, akkor a kévetkezd dllapotvdltozdsig \; paraméterd exponencidlis el-
0szldasu 1dd telik el

- ha X (t) =7, akkor a kévetkezd dllapot p;i, valdszintséggel k lesz, ahol pj; =0 és a
pji elemekbdl alkotott P mdtriz egy staciondrius dtmeneti valdszindségekkel rendel-

kezd diszkrét Markov-ldncot hatdroz meg.

A definici6 alapjan teljesiil a Markov-tulajdonsag:

P(X )=k | X (tio1) =ki1) =

=P (X (t;)=ki| X (tic1) =ki—1, X (tico) = ki—g, ..., X (t2) = ko, X (t1) = k1)
az Osszes 0 <ty <ty < .. <tj_1 <t;és ki, ko,..., k; allapot esetén.

Minden ¢, ¢ valos szam és j, k allapot esetén definidljuk p;i-t a kdvetkezéképpen:
Pk (t) =P (X (1) =k | X (0)=j)=P (X (t+q)=k| X (q) =)

A diszkrét esethez hasonloan definidlhatjuk az atmeneti matrixot:

pii(t) pi2(t) -+ pis(t)
p (t) _ p21‘ (t) p22.(t) ) pzs.(t)
Ps1 (t> Ds2 (t) *t Dss (t>

Nyilvanvalo, hogy P (0) =1 és X (t) = QP (t), ahol @ az X (0) eloszlasa.

Teljesiil a Chapman-Kolmogorov tétel és hasonléan bizonyithatd, mint diszkrét eset-

ben:
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1.4. Tétel. (Chapman-Kolmogorov egyenlet) Annak a valdszindsége, hogy az X (t)
folytonos idejii Markov-ldnc a j. dllapotbol a k. dllapotba keril t+q iddt kévetden:

pik(t+q) =P (X (t+q)=k| X (0)=j) = ipjl (t)-pix ()

Lathattuk, hogy diszkrét Markov-lancok esetében az X,, eloszlasanak meghaté-
rozédsdhoz a P matrixot kellett hatvanyozni. A folytonos esetben anal6g modon az
X (t) eloszlasat egy linearis differencidlegyenlettel hatarozhatjuk meg. Ennek felira-

saban jatszik szerepet az ugynevezett generatormatrix:

g1 912 ' YGin

921 G2 ' Yo
G=| . . .

gn1 gn2 - Gnn

ahol

. { )\jpjk ha j 7é k’
gik = .
—=A; haj=k

Nyilvanvald, hogy G minden soranak Osszege 0.

1.5. Tétel. (Kolmogorov eldre egyenlet)

Bizonyitds. Legyen X (0) =j és 0 kicsi. Jelolje T; az (i —1) . és az i. allapotvaltozas

kozott eltelt id6t, ami exponencidlis eloszlast, igy felirhato a kovetkezs:

P(Ty<§)=1l-e™M=1-)" (_A{)

n:
n=0

Ezek alapjan pji, (0) értéke kifejezhets g;x-val:
Ha j=k:

pj; (6) =P (11> 0) =1—P(T1 <8) =1— (N6 +0(0)) = 1 +g;;0+0(5)

Ha j #k:
Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a folyamat nem valt allapotot a [0, 0] id&interval-

lumon, A; azt az eseményt, hogy a folyamat pontosan egyszer valt dllapotot a [0, J]

11



iddintervallumon, As, pedig azt, hogy legalabb kétszer valt a folyamat allapotot a
0, 6] idGintervallumon. (Az Ay, az Ay és az As, teljes eseményrendszert alkot.)
Hasznaljuk fel a teljes valoszintiség tételét és a feltételes valoszintiség definiciojat a

pjk (0) atirasara:

pjk<5>=P<X(5):mX<o):j):P(X(]i)()—(/(cOA))_f;()J)—J)_
_P(X(O)=kAX(0)=jAAy)  P(X(5)=kAX(0)=jAA)
P (X (0)=7) P (X (0) =)
P(X(6)=kAX(0)=jAAsy)
PR =, -
_P(X (@) =kAX (0)=jAA) | P(X(0)=kAX(0)=jAAs)
P (X (0) =) P (X (0) =)

Az Osszeg els6 tagja a kovetkezd alakban irhato:

P(X()=kAX(0)=jAA) P(X(E)=kAX(0)=jAA) P(X(0)=jAA)
P (X (0)=3) a P(X(0)=7NA) P(X(0)=35)

=ik (Ajd+0(d)) = gjrd+0(0)
Az 0sszeg méasodik tagjara a kivetkez6 becslést adhatjuk:

P(X(0)=kNX(0)=jAAs) P(X(6)=kANX(0)=jAAz) P(X(0)=jAAsy)
P(X(0)=7) N P(X(0)=jNAzy) P(X(0)=j5)

=P(X(0)=k|X(0)=7jAAy)-P(Ayy | X(0)=4)<1-P(T1+T5<6)=0(9)

Tehat azt kapjuk, hogy:
pjr = gjxd+o0(9)
Ezeket felhasznélva és a Chapman-Kolmogorov egyenlet ([1.4) miatt felirhato:

Pk (t+9) ZP;Z ik (0) = pji (t) prr (6 +ijl Dk (
1k

=pjk (t) (14 gred +0 (6 +Zp]l (gwd+o0(d)) =

14k
= pir (1) +pjie (1) grad +pji (1) 0 () +6 > piu () g+ Y pj (¢
Ik 1£k
=ik () + i (1) 0 (0)+6 > pju (1) g+ D _piu () 0 (0
=1 14k

A kapott egyenletet adtrendezve:

D t—|—5 —p 0(0)
i i Zp]l glk+ (pgk +Zp]l )

14k

12



Hatéarértéket véve @ 0-hoz tart és megkapjuk, hogy a p); (t) megegyezik a P (t) G

j. soranak k. elemével. Tehét belattuk, hogy P’ (t) = P (t) G.
[

Hasonlban bizonyithato, mint az elére Kolmogorov egyenletek:

1.6. Tétel. (Kolmogorov hdtra egyenlet)

P'(t)=GP(t)

1.2. Differencialegyenletek

A szakdolgozatban autonom differencidlegyenlet rendszerekkel foglalkozunk, ame-
lyek a kovetkezSképpen irhatoak fel:

ahol f:R™— R" folytonos fiiggvény és az x: I —R" megoldas pedig differencialhato.

A jarvanyterjedés vizsgalata soran az ismert kezdeti helyzetet kovets valtozasokat

akarjuk megkapni, igy kezdeti érték feladatokat kell megoldanunk.

1.7. Tétel. Ha f folytonosan differencidlhato, akkor az

z(0)=p (1.2)
kezdeti érték feladat megolddsa eqyértelm.

A differencidlegyenlet rendszer viselkedésének megértéséhez az egyensiulyi ponto-
kat lokalisan linearis egyenletekkel kozelitjiik. Az egyensilyi pontok stabilitdsanak

meghatarozasahoz a kovetkez6 tételt hasznaljuk:

1.8. Tétel. Legyen p az & = f (x) differencidlegyenlet egy egyensilyi pontja.

1. Ha az f' (p) minden sajdtértékének valds része negativ, akkor a p aszimptotikusan
stabil egyensulyi pont.

2. Ha az [ (p) valamelyik sajatértékének valos része pozitiv, akkor a p instabil egyen-

stlys pont.

A jarvanyterjedési modelleket kétdimenzios rendszerekre vezetjilk vissza, ezek
viselkedésének meghatarozasaban segit a Poincare-Bendixson tétel, amely a palyak
aszimptotikus viselkedését irja le.

A tétel kimondasédhoz definidlnunk kell a hatarhalmaz fogalmat:

13



1.9. Definici6. Rogzitsiink le egy tetszéleges pER™ pontot és jeldlje az[1.1H1.9 kezdeti
érték feladathoz tartozd megolddst ¢ (t).

Az w hatdrhalmaz a kévetkezdképpen definidalhato:

w(p) = {u € R™: létezik co-hez tartd ty valds sorozat, hogy lim ¢ (tx) = u}

Az a hatdrhalmaz a kévetkezéképpen definidlhato :

a(p) ={u € R™: [étezik —oco-hez tartd ty, valds sorozat, hogy lim ¢(ty) = u}

1.10. Tétel. (Poincare-Bendizson tétel) Legyen f folytonosan differencidlhaté és
tegytik fel, hogy az @ = f(x) differencidlegyenlet rendszer egyensilyi pontjai izoldltak
és {o(t),t >0} korlatos. Ekkor a kovetkezd esetek kozil pontosan eqy teljesiil:

- w (p) egy egyensilyi pont

- w(p) egy periodikus pdlya

- w(p) egyensilyi pontokbdl és azokat dsszekitd heteroklinikus és homoklinikus pd-
lyakbol all.

14



2. fejezet

Jarvanyterjedés halozatokon

A halézatok hasznalata az utobbi id6ben széles korben elterjedt, a matematikan
tal szamos természettudomanyi teriileten jelentds szerepet tolt be, példaul jelatviteli
és fehérje interakcios halozatok.

Ebben a fejezetben megnézziik hogyan modellezhets a jarvanyterjedés egy halo-
zaton.

A vizsgélt személyek allapotai alapjan meghatarozhatunk egy Markov-lancot,
mellyel a jarvanyterjedés folyamatat modellezhetjiik. A jarvanyterjedés modellezése
soran a betegségtdl fiiggden a vizsgalt személyeket kiilonb6z6 csoportokba sorolhat-
juk, példaul fert6zott, meggyogyult, vakcindval oltott. A személyek kozotti kapcesola-
tok és a vizsgalt betegség paramétereinek fiiggvényében a jarvany lefolyasat akarjuk
kozeliteni.

Példaul az STR-modell esetében harom kiilonb6z6 csoport van: fogékonyak (S), fer-
t6zottek (1), meggyogyultak (R). Egy adott személy két valtozason mehet keresztiil :
az S-bél az [-be vagy az I-bé6l az R-be keriilhet, az el6bbinek sziikséges feltétele,
hogy a személy kapcsolatban alljon egy fert&zott személlyel. A valtozas valdszintisé-
gét a betegség paraméterei hatarozzak meg: megfert6zGdési és meggyogyulasi ratak.

A kovetkez6kben az SIS-modell jeloléseit fogjuk hasznéalni, az altalanos két al-
lapotu rendszer teljesen hasonléan kaphato meg, elsGsorban az dtmeneti ratakat kell
a betegségnek megfelelGen megvalasztani.

Tekintsiink egy n cstcst, iranyitatlan teljes grafot, ahol a cstcsok jelolik a vizs-
galt személyeket és ezek két allapotban lehetnek: fertzottek (1) vagy nem fertd-
zottek (S). Ezen az allapotteren értelmeziink egy folytonos Markov-lancot, ahol a
generatormatrixot a kontaktonkénti megfertéz6dési 7, valamint a meggyogyulasi v
ratak segitségével definialjuk. Feltessziik, hogy egy allapotbol csak olyan allapotba
keriilhetiink, ahol pontosan egy cstcs allapota kiilonb6z6.

Az allapotokat kétféleképpen fogjuk jelolni. Egyrészt (S), egy allapotot jeldl, ahol
i=1,2,...,2". Masrészt (S)k azt a halmazt jeloli, ami azokat az allapotokat tartal-

mazza, ahol pontosan k fert6zott van. A halmaz elemeit (S)f—vel jeloljiik, ezek szama

()-
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Mivel minden allapotbol csak olyan masik allapotba keriilhet a Markov-lanc, amely
pontosan 1 csicsban kiilonbozik az eredeti allapottol, igy az (S)f allapotbol egy
(8)F7" vagy (S)*" allapotba keriil a folyamat vagy marad az (S)" allapotban.

A generatormétrix elemei:

0 ha az (9), és az (S); allapot legalabb két csticsban kiilonbozik

mr ha (S), € (9)" és (5); € ()" és m jeloli a megvaltozott csiics
9(9),(8),= fert6zott szomszédainak szamét

g ha (), € (5)" és (S); € (9)"

S zj;éz’ 9(8):(5); ha (95), és (S)j megegyezik

Legyen n = 3. Ekkor minden 1épésben az {SSS, SSI, SIS, 1SS, SII,ISI, I1S, 111}

halmaz egyik eleme megfelel a 3 személy fertGzottségi allapotanak.

A jarvanyterjedéshez kapcsolodd Markov-lancot az alabbi abra szemlélteti:

Ezek alapjan felirhatoak a Kolmogorov egyenletek:
Xsss =7 (Xssr+ Xsrs+ Xiss)

Xssi =7 (Xsrr+Xis1) — (27 +7) Xss1

Xsrs =7 (Xsrr+Xis) — (27 +7) Xs1s

Xiss =7 (Xisr+Xis) — (27 +7) Xrss

Xsrr =X +7 (Xssr+Xsrs) =2 (1+7) Xsn
Xis1 =7 X111+ 7 (Xssr+Xiss) =2 (1+7) Xrsr
Xi1s = X111 +7 (Xsrs+ Xiss) =2 (T+7) Xi1s
Xirr = =3y X1 +21 (Xsir + Xrsr + Xrrs)

Az egyenletekb6l megkapjuk az X = M - X egyenletet, ahol M a generatormatrix
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transzponaltja:

0 ol vy v 0 0 0 0
0 —27—v 0 0 ol 0 0 0
0 0 —2T7—7y 0 ot 0 ol 0
M 0 0 0 —27—7 0 v ol 0
0 T T 0 —2v—2T1 0 0 ¥
0 T 0 T 0 —2v =27 0 vy
0 0 T T 0 0 —2y=21 v
0 0 0 0 2T 2T 2T —3
Az M matrixot megadhatjuk diagonalis forméaban:
B ¢ 0 0
B Al Bt Ct 0
o 4 B> ¢
0 0 A B3
ahol
0 T 7 0
Al=10]|.4%=|7 0 7 ,A3:<27 2T 27)
0 0 771
—2T7—7y 0 0
B"=(0),B'= 0 —27—7 0
0 0 —27—7
—27 —2y 0 0
B? = 0 —27— 2y 0 ,B® = (=3)
0 0 —27 —2v
v v 0 gl
COZ(’Y v v),Clz 70 y].Cf=n
0 v v gl

X*(t) jeldlje azt a sorvektort, amely az XPF (t) valoszintiségeket tartalmazza vagyis,
hogy a folyamat az (S)f allapotban van a t. idépillanatban. A kovetkezdkben a t
kiirasat elhagyjuk.

X = (XO,Xl, ...,X”)

Az X = M X egyenlet a kivetkezs alakban is irhato:
Xk _ Akafl +Bka+C«ka+l
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ahol £ =0,1,2,3

Legyen Ng; <(S)f> az (S)F allapotban az S és az I elemei kozotti élek szama.

Az A* matrix i. sordanak j. eleme megadja a folyamat (S)f*1 allapotbol az (S)f
allapotba keriilésének atmeneti ratajat és egyenlé mr-val, ahol m jel6li a megval-
tozott csiics fertzott szomszédainak szamat. Tekintsiik az A* matrix j. oszlopanak
elemeinek Osszegét. Ez az (S)‘I;_1 allapot sszes S-beli cstcsa esetén Osszegzi az I-be

mend élek Gsszegét:
(7)
> Aty =t ((997)

k L . . , . . kE+1 . 2, k

A C" matrix i. sordnak j. eleme megadja a folyamat (S);" allapotbdl az (S);
allapotba keriilésének adtmeneti ratajat. Tekintsiik a C* métrix j. oszlopanak ele-
meinek Osszegét. Ez az (S )?’Ll allapot Osszes I-beli csticsa esetén Osszegzi azokat az

eseteket, amikor az adott csics meggyogyul:

Z v (k+1)

A B¥ matrix 4. sordnak j. eleme megadja a folyamat (S);c allapotbol az (S)ic
allapotba keriilésének atmeneti ratajat. Ha (S);C és (S)F

; nem egyezik meg, akkor

az atmeneti rata 0, hiszen 1 lépés alatt legfeljebb 1 cstics keriilhet at az S-bdl az
I-be vagy forditva. A B* méatrix &sszes eleme 0 a f6atlo kivételével és az M, vagyis

minden A1 B¥ 65 C*~1 matrix j. oszlopainak Osszege 0, ezek alapjan:

k+1

("1)
k+1 k—1
Z AT =2 G
j=1
Legyen e az (Z) darab 1-esbdl allo sorvektor, ekkor az el6z6ek szerint:

(e A¥). ZA = 7Ny ((5) ) (2.1)

(exC*), Z =y (k+1) (2.2)
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k+1

Z Ak—H Z Ck; 1_ €k+1Ak+1) —(ek—lck_l)i

6k+1Ak+1+6kBk+6k_1Ck—1 =0 (23)

ahol £k =0,1,2,3,....n
Az el6z6ek alapjan n vizsgalt személy esetén:

ahol £k =0,1,2.3,....n

Igy nagyon sok egyenletet kapunk, ami exponencialis a vizsgalt személyek sza-
méaban, amit nehezen vagy egyéltalan nem tudunk megoldani véges id6ben. FEzért
egy egyszeriibb, kevesebb egyenletet tartalmaz6 egyenletrendszer kialakitasara to-

reksziink, amely kell6 pontossaggal tudja kozeliteni a jarvanyterjedés folyamatat.

19



3. fejezet

SIS-modell

Az S1S-modellben a vizsgélt személyeket két csoportba soroljuk: nem fertézottek
(9), fertézottek (I). Egy adott személy két valtozason mehet keresztiil: az S-bél az
I-be vagy az [-hdl az S-be keriilhet, az el6bbinek sziikséges feltétele, hogy a személy
kapcsolatban alljon egy fert6zott személlyel. A valtozés valoszintiségét a betegség
paraméterei hatarozzak meg: megfert6z6dési és meggyogyulasi ratak.

Ez a modell olyan betegségek terjedésének vizsgalatara hasznalhatd, amivel szem-
ben nem szerezhetS védettség, még nem &ll rendelkezésre védGoltas példaul hepatitis
C, HIV-virus. A modell segitségével a betegség paramétereinek fiiggvényében koze-
lit6 valaszt adhatunk a jarvany lefolyasat érint6 kérdésekre példaul hogy hova tart a
fert6zottek szama vagy koriilbeliil mennyi lesz a fert6zottek szama egy adott idGben.

Ebben a fejezetben az el6bb emlitett kérdések hatterében allo differencidlegyenlet

rendszer és egyenstlyi allapotok vizsgalatara keriil sor.

3.1. Az SIS-modell atlagolt egyenletei

Az el6z6 fejezetben targyalt differencidlegyenlet rendszer minden halézati alla-
potnak meghatarozza a valoszintiségét, viszont bonyolultsdga miatt nehezen meg-
oldhaté. Ha figyelmen kiviil hagyjuk azt a célt, hogy az Osszes vizsgalt személy alla-
potat meghatérozzuk és csak a fertézottek szamanak meghatarozasara téreksziink,
egy sokkal egyszertibb egyenletrendszert kapunk, amelyet majd lezarasokkal egyiitt
kénnyen kezelhetiink.

Legyen az [I] (t) a fert6zottek szamanak varhato értéke a ¢. idGpillanatban, az [S] (¢)
a nem fertézottek szamanak varhato értéke és az [SI] az S és I cstcsai kozott mend
élek szamanak varhato értéke. Ezeket az értékeket meghatarozhatjuk az el6zé fe-
jezetben bevezetett X* értékekkel, ami az 6sszes olyan allapotnak a valoszintiségét

tartalmazza, amikor a halézatban k fert6zott van.
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n

[S] :Z(n—k) epXF

k=0
1= Z kep X*
k=
n (7)
[S1] = EEZJVSI(S?)?(f
k=0 i=1

3.1. Tétel. Az [S] és az [I] vdrhato értékekre teljesil az aldbbi differencidlegyenlet

rendszer:
[S] =1 —7[ST] (3.1)

[1] = 7[ST]=~[1] (3.2)
Bizonyitds. Hasznaljuk fel az elézd fejezetben talalhato és egyenleteket az
[I] és az [SI] varhato értékek atirasara:

n

keka lek 1Ck71Xk
v

k=0

—~
>3

n ) n
[S1] = Nor (SF) XF =)

k=0 =1 k=0 1

—~
>3

) kg1
e ALY
(e A, ’““T )ZX’“ § e AFFLXH

1 k 0

A kovetkezSkben derivaljuk az [I] varhato értéket és alkalmazzuk a egyenle-
teket és a fentebb lathato [I] és [ST] varhato értékekre vonatkozo atalakitasokat:

n / n n
= (Z ke X ’“) =Y kepX* =" key, (AFXRN 4 BEXF 4 OF X =
k=0 k=0 k=0
=3 ker APXE4 Y ken BEXF 43 ke, OF XL =
k=0 k=0 k=0

1

(k+1) epy lAk+1Xk+Zke B X’“+Z (k—1) e CF 1 X* =

n

k=0 k=0 k=1
=Y ((k+1)er1 A + ke B X+ (k—1) e51CF ) X =
k=0
_ <6k+1Ak+1 —ek_lck_l) Xk — Z 6k+1Ak+1Xk . Z ek_lck—le —
k=0 k=0 k=0

— 7[S1) =1
Mivel [S]+[I] = n minden id6pillanatban, ezért

(5] = —[1] = (1] = 7[S1]
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Ezt a differencidlegyenlet rendszert nem tudjuk megoldani, mivel az [S] és az []
derivéaltjaban megjelenik az [SI] érték, amit ugyanigy nem tudunk, mint az [S] és
[I] értéket. Ezért hasonloan felirhato az [S1], az [SS] és az [11] varhato értékekkel ki-
egészitett differencidlegyenlet rendszer. Ekkor ahogy lathato lesz, ismét megjelennek

olyan értékek, amiket nem ismeriink.

3.2. Tétel. Az [S], [I], [SI], [SS] és [I1] vdrhato értékekre teljesiil az aldbbi diffe-

rencidlegyenlet rendszer:

[S] =~[I] —7[51] (3.3)
(] =7[SI]—~[I] (3.4)
[SS] = 2¢[S1] —27[SS1] (3.5)
[11] = —2~[11]+27 ([ISI]+[S1]) (3.6)
(ST =~ ([I1] = [SI]) + 7 ([SSI] — [ISI] - [ST]) (3.7)

3.2. Lezarasok

Az el6z6 alfejezetben targyalt differencidlegyenlet rendszerek megoldasahoz le-
zardsokat adunk meg, feltételezve a graf homogenitasat, igy megoldhatova téve a
differencialegyenleteket.

Ha a graf elég nagy, akkor varhatoan a fertézott csicsok is nagyjabol egyenletesen
oszlanak el a grafban, igy egy csticsnak koriilbeliil d[ni] fert6zott szomszédja van.

Ezek alapjan kozelithetjiik az S és I kozotti élek szamanak varhato értékét:

51~ L8y (3.8)

n

Az [SST] kozelitéséhez valasszunk ki egy v csticsot az S halmazbol és nézziik meg
a szomszédjait, d (d—1) lehetség van v két szomszédjanak kivalasztasara, amiket
jeloljiink vy, vo-vel. Vizsgéljuk meg a vivvy sorozatot. Ha vy S-beli és vy I-beli, akkor

egy SST élhalmazt kapunk. Annak a valoszintisége, hogy v nem fert6zott koriilbeliil

%, hiszen az S halmazbdl d[S] él megy ki és % valoszintiséggel lesz ez egy SS él.
Annak a valdszintisége, hogy v, fertézott koriilbeliil %, hiszen az S halmazbol d[S]

él megy ki és % valoszintiséggel lesz ez egy ST él.

Ezek alapjan:
[SS][SI] (d—1)[SS][SI]

SN [S1d(d-1) S = g (3.9)

Az [ISI] kozelitését hasonloan kapjuk meg annyi kiilonbséggel, hogy akkor al-
kot a 3 cstcs egy ISI élhalmazt, ha a kivalasztott v csicsnak mindkét szomszédja

fert6zott.
[1S1] ~ [S]d (d—1) [iﬂgﬂ _ (dgl) [is{]] (3.10)
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Ezeket a kozelitéseket felhaszndlva meg fogjuk kapni az SIS-modell két, az el6z6

alfejezetben megadott differencidlegyenlet rendszerének lezarasat.

3.3. Az SIS-modell differencidlegyenlet rendszerének

elemzése

A kozelitést alkalmazva megkapjuk a differencialegyenlet rendszer

lezarasat:

. d
§=nI—781 (3.11)
n
. d
I=7—-SI—~I (3.12)
n

feltéve, hogy S~ [S] és I =~ [I].
Mivel S+1 =n, igy a két egyenletbdl az egyiket elhagyhatjuk:

[:7§ (n—=1I)I1—~I
n

A rendszer egyensilyi pontjai az [ = 0 egyenletet kielégits I értékek. Ezek megha-
tarozasahoz az egyenletet rendezziik at:

j:Tg (n—I)[—fyI:T%I (n—[—%) :T%I (n (1—7—761) —J) ~0

Ebbdl az egyenstlyi pontok a kovetkezék lesznek:
I;=0

ami a fertézésmentes egyensulyi allapotot jeldli, valamint

hen(-2)

ami az endemikus egyensilyi allapotot jeloli.

A differencidlegyenlet egy egydimenzios autondém rendszer, igy kénnyen meghata-

rozhato a globalis viselkedés a faziskép alapjan.

A 3.1. dbra a - fiiggvényében megkapott faziskép.

Példaul legyen - = %, ekkor a két egyenstlyi pont [y =0 és I, = 3.

Ha 0 < I < 3, akkor (n (1—%)—1) >0, igy I > 0.

Ha 2 < I, akkor (n (1—%) —I) <0, igy I <0.

Ezek alapjan kapjuk, hogy a megoldasok az $-hoz tartanak, ami aszimptotikus sta-

bilitast jelent, a nullatol pedig tavolodnak, ami instabil egyensulyi pont.
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3.1. 4bra. A fazisképen pirossal vannak jelolve az endemikus egyensulyi pontok,
zolddel a fertézésmentes egyensulyi pontok
Legyen L = 1, ekkor az egyetlen egyensilyi pont az Iy = 0.
Ha 0 < I, akkor (n (1—2)—1) <0, igy I <O0.
Ezek alapjan kapjuk, hogy a megoldasok a nulldhoz tartanak, ami aszimptotikus

stabilitast jelent.

Legyen I = 2, ekkor az egyetlen egyensilyi pont az Iy = 0.

Ha 0 < I, akkor (n (1—%) —1) <0, igy I <0.
Ezek alapjan kapjuk, hogy a megoldasok a nulldhoz tartanak, ami aszimptotikus
stabilitast jelent.

Tehat a kovetkezo tételt kaptuk meg a rendszerrdl:

3.3. Tétel. A differencidlegyenlet rendszernek két egyensily: pontja van:
a fertézésmentes Sy =n, Iy =0 és az endemikus Sc =n=5, I, =n (1 — %)

Ha ~v > 7d, akkor minden megoldds az aszimptotikusan stabil fertdzésmentes egyen-
stlyi ponthoz konvergdl.

Ha v < 7d, akkor minden megoldds az aszimptotikusan stabil endemikus egyensilyi

ponthoz konvergdl.
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3.4. Az SIS-modell parokra felirt differencialegyenlet

rendszerének elemzése

A és kozelitéseket alkalmazva megkapjuk a differencidlegyenletek

lezarasat:

S=~l—781
[=71SI—~I
5'5:2751_27%1) %
[T=—29IT+2r ((df;”%fls[)
ST =~ (IT—ST)+7 ((dgl) SSS-S[_ (d;” S: _SI)

Két egyenlet elhagyhato az S+1=mn és az SS+2S1+ 11 = dn sszefiiggések miatt,

tovabba még egy a kovetkezo allitas segitségével:

3.4. Allitas. A kovetkezd két egyenlet minden t > 0 esetén teljesiil:
SS(t)+SI(t)=dS (t)
SI(t)+11(t)=dI (t)

Bizonyitds. Legyen
A)=SS(t)+SI(t)—dS(t)
B(t)=SI(t)+11(t)—dl(t)
Derivaljuk le az egyenleteket:

(d—1)SS-SI

A=SS+SI—dS=2ySI—2r7 y ——+7(IT-SD)+
(d—1)SS-SI  (d—1)STI? B
+7—< y 5 T g SI)—d(yI—75I)=
B (d—1)SS-SI  (d—1)SI? B
=~y (SI+11—dI) T( g 5 + 7S (d—=1)S1) =
—1) 81
:7(51+H—d1)—7(dd )%(SS—FSI—dS)
Azt kapjuk, hogy:
A=~B—7CA
ahol (d—1) SI
=" 35

25



MAésrészt

_ . _ 2
B:S’HH—CU':V(U—SI)M((d 19551 (d=1) 51 —51)—

d S d S

(d—1) 517
2 48T
ot

(d—1)SS-SI  (d—1) SI? B
d S d s_(d_1>S[)_

(d=1) (SS+SI—dS)=

—27]]—|—27'( —d (181 —~I)=

N———

:—Py(SI+[I—dI)+T(

w4

I

=y (SI+IT—dl)+T

S8
|

Azt kapjuk, hogy:
B=—-yB+71CA

A mindkét koordinatajaban konstans 0 megoldéasa a kapott differencidlegyenlet rend-
szernek :

A=~B—71CA
B=-—yB+7CA
A Picard-Lindelof tétel [3] feltételeit kielégiti a differencidlegyenlet, mivel C' folyto-

nosan derivalhato, igy az egész jobb oldal is az minden t és A, B érték esetén, ezért

a rendszer (A, B) megoldasa egyértelmi, tehat minden ¢ > 0 esetén teljesiil:
A(t)=SS(t)+SI(t)—dS(t)=0

B(t)=SI(t)+II(t)—dI(t)=0

O
Az ST =185 ¢és az I1 értéke kiszamolhato az S és az SS értékének segitségével:
SI=dS—-SS
Il =dn—2dS—3SS
ahol az &llitas egyenletein tul felhasznaltuk az I = n— S Osszefiiggést is.
Ezek alapjan
S=v(n—8)—71(dS—58)=yn—(y+7d) S+715S
- (d—1)SS-SI d—185(dS—SS)
= -2 =2 — -2 =
SS =2ySI-2r1 g 5 v (dS—SS)—2r g 5
d—15S
=2(dS—-585) (7—7’ y F)
A kapott differencidlegyenlet rendszer:
S=vn—(y+7d)S+7SS (3.13)
. d—1
SS=2(dS—SS) (’y—r y S—i) (3.14)
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Az egyensilyi pontok az S =0 és az SS = 0 megoldasai.
Az SS pontosan akkor 0, ha (dS —SS) és (v —7E222) koziil legalabb az egyik 0.

Ha (dS—SS) =0, akkor az ST =0, igy az S =n és az SS = dn.

Ha (W—Td%‘lls—;) =0, akkor SS = %, ezt befrva az elsé egyenletbe:
vdS y—7d(d—1)
0=vyn— d)S — | = — S
yn—(y+71d)S+T1 (T(d—l)) 7n+( -1

Ebbdl az egyenstlyi pontok a kovetkezék lesznek:
Sf =N

SSf =dn

ami a fertézésmentes egyensulyi pontot jeloli, valamint

__yn(d=1)
“rd(d—1)—x
2
B v nd
55 = 72d(d—1)—~T

ami az endemikus egyensilyi pontot jeloli.
Az endemikus egyensiilyi pontnak a 7(d—1) < v esetben lenne negativ koordina-
taja, ami biologiai szempontbol nem értelmes, tehat ekkor nem létezik endemikus

egyensilyi pont.

Az egyensitilyi pontok stabilitdsanak meghatarozasahoz adjuk meg az f' (S, SS) méat-
rixot :

f'(5,58) =

—’)/—Td T
<2d (7—7‘%5—5‘9) +2 (dS—SS)Td%‘ll% -2 (7—7‘%15—5) +2(dS—5S9) Td%dl%l)

3.5. Allitas. Ha v > 7(d—1), akkor a fertdzésmentes egyensilyi pont aszimptoti-
kusan stabil és endemikus egyensily:r pont nincs.
Ha v < 71(d—1), akkor az endemikus egyensilyi pont aszimptotikusan stabil és a

fertdzésmentes egyensily: pont instabil.

Bizonyitds. Helyettesitsiik be a fertGzésmentes egyenstlyi pontot az f'(.S,SS) mat-

, B —y—7d T
f (Sf’SSf)_<2d(’y—T(d—1)) —2(7_7(‘1_1)))

rixba:
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A sajatértékek a kovetkezs egyenlet gyokei:
—(1(d—=2)=3y)x+2y(y—7(d—1))=0

Ha 7(d—1) < 7, akkor a Viéte-formuldk miatt a két sajatérték Osszege negativ
((1(d—2)—37v) <0) és a szorzatuk (2 (y—7(d—1)) > 0) pozitiv, igy mindkét sa-
jatérték valos része csak negativ lehet. Az tétel alapjan a fertézésmentes egyen-

silyi pont aszimptotikusan stabil ebben az esetben.

Ha 7 (d—1)>7, akkor a Viéte-formulak miatt a két sajatérték szorzata (2y (y—7(d—1)) <0)
negativ, igy mindkét sajatérték valos része nem lehet negativ. Az tétel alapjan

a fert6zésmentes egyensilyi pont instabil ebben az esetben.

Helyettesitsiik be az endemikus egyenstlyi pontot az f/(S5, SS) méatrixba:

) B —y—7d T
f(5e 550) = (Tde—j‘f)(fy—T(d—l)) 2(V—T(d_1))>

A sajatértékek a kovetkezd egyenlet gydkei:

2+ (1 (3d—2)—7)x+%(—'y(d—l)—Td(d—l)) (v=7(d—1))=0

Ha 7(d—1) > v, akkor a Viéte-formulak miatt a két sajatérték Osszege negativ
(= (7(8d—2)—~) <0) és aszorzatuk (35 (7d (d—1)+~(d—1)) (r(d—1)—~) > 0)
pozitiv, igy mindkét sajatérték valos része csak negativ lehet. Az tétel alapjan
az endemikus egyenstlyi pont aszimptotikusan stabil ebben az esetben.

O

A differencidlegyenlet rendszer megoldasai az SS =0, az S =n és az SS =dS
egyenesek altal meghatarozott haromszoget nem hagyjak el. Mivel SS >0, S <n és
S8 <dS.

Hatérozzuk meg a nullklindkat a v < 7 (d—1) esetben:

Az S-hez tartozo6 nullklina:

Ng = IPFTS5
vy+7d

Mivel v > 7 (d—1), igy SS = (Vdle) nem teljesiilhet, mert SS > dS lenne.

Ez alapjan (y—7%22%) #£ 0, vagyis 5SS = 0 csak akkor lehet, ha (dS—SS) =
Tehat a nullklina:
Ngg =dS

Ez a 2 nullklina a hdromszoget 2 részre bontja, ezekben vizsgaljuk meg az irdnyme-

z6ket :
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Ha S < ngs, akkor S =n—(y+7d) S+7SS > 0.

Ha S > 'Y"T*ZS, akkor S = yn— (y+7d) S+755 < 0.

Ha SS < dS, akkor SS =2(dS—SS) (y—14255) > 0.

A 3.2 dbran lathat6 az irdnymezd ebben az esetben:

SS
(n,dn)
d

Ngs

’
.
: Ng

3.2. 4bra. Az egyensilyi pont piros, az S-hez tartoz6 nullklina lila és az S'S-hez

tartozo6 nullklina z6ld szinnel van jelolve

Most hatarozzuk meg a nullklindkat a v < 7 (d—1) esetben:

Az S-hez tartozoé nullklina:

Ny — yn+T15S
y+T7d
Ha S5=_5, akkor SS<dS, fgy (dS — 55)7#0, vagyis SS=0 csak akkor teljesiilhet,
ha (7 TdTlﬁ) =0.
Tehat a nullklina:
New — vdS
S5 (d—1)

Ha SS # szsl)v akkor (W—Td%dls—ss) £ 0, vagyis SS = 0 csak akkor teljesiilhet, ha
(dS—S5)=0.
Tehat a nullklina:

N552 =dS

Ez a 3 nullklina a hdromszoget 4 részre osztja, ezekben vizsgaljuk meg az irdnyme-

z6ket :
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Ha S < 2755 akkor S = yn— (y+7d) S+755 > 0.

yrd
Ha S > 'Y"T*ZS, akkor S = yn— (y+7d) S+755 < 0.
Ha SS < dS és SS > ’Zidsl), akkor S5 =2(dS —55) (v—1E1E82) <.
Ha SS <dS és SS < desl), akkor SS =2 (dS—SS) (v—1EE22) > 0.
A 3.3 abran lathaté az irAnymez3 ebben az esetben:
SS
(n,dn)
Ngs, ,’ll
N/
Nss ”’ =

4

/' Ng

AN s

3.3. dbra. Az egyenstlyi pont piros, az S-hez tartozo nullklina lila és az SS-hez

tartozo nullklindk zold szinnel vannak jelolve

3.6. Allitas. Nem létezhet periodikus pdlya.

Bizonyitds. Hay<t (d—1), akkor nem létezhet periodikus palya, hiszen a haromszog
egész belsejében felfelé mutat az iranyvektor.
A kovetkezSkben a v > 7 (d—1) esetet vizsgaljuk.

Tegyiik fel, hogy van periodikus pélya, vizsgaljuk az SS tengely mentén felvett
legmagasabb pontjat és a legalacsonyabb pontjat (t6bb is lehet, valasszunk egyet).
Ebben a két pontban SS = 0, igy mindkét pont rajta van az Ngg, nullklinan.

Ha az egyenstlyi ponttol jobbra helyezkedik el a maximum, akkor vegyiik fel a
pontbol lefelé huzott, az SS tengellyel parhuzamos félegyenes haromszéghe es6 [y
szakaszt. [zt a szakaszt a periodikus palyanak legaldbb egy masik ponton el kell
metszenie, viszont a szakasz egészén balra mutat az irdnyvektor, igy nem fordulhat
el6, hogy valamelyik ponton jobbra halad a periodikus palya.

Ha az egyensilyi ponttol balra helyezkedik el a maximum, akkor a minimum
is balra helyezkedik el, vegyiik fel a minimumbdl felfelé htzott, az SS tengellyel
parhuzamos félegyenes héromszogbe es6 [, szakaszt. Fzt a szakaszt a periodikus

palyadnak legalabb egy masik ponton el kell metszenie, viszont a szakasz egészén
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SS
(n,dn)
ll
;
1
;
;
1
/
/
I
/
/

’

h

/

ll
Nss, K
\ /
/
’l
Ngs, /
* é
b
l ly 1” Ny 1%
/ AN S
/

3.4. 4bra. Az egyensilyi pont piros, az S-hez tartoz6 nullklina lila és az S'S-hez

tartoz6 nullklinak zolddel, a segédszakaszok kék szinnel vannak jeldlve

jobbra mutat az iranyvektor, igy nem fordulhat els, hogy valamelyik ponton balra

halad a periodikus péalya.
m

Ezekbd6l mar konnyen meghatarozhato a globdlis viselkedés, amirdl a kdvetkez6 tétel

sz0l:

3.7. Tétel. A differencidlegyenlet rendszernek két eqyensilyi pontja van:
a fertézésmentes Sy=n, SSy=dn és az endemikus S. = %, SS.= M(gi%'
Ha~v>71(d—1), akkor minden pdlya a fertézésmentes egyensilyi ponthoz konvergdl.

Ha v <1 (d—1), akkor minden pdlya az endemikus egyensilyi ponthoz konvergdl.

Bizonyitds. A allitas miatt nincs periodikus pélya és a megoldasok a korlatos
haromszoégben futnak, igy a Poincare-Bendixson tétel miatt a megoldasok
csak egyenstlyi ponthoz konvergalhatnak. Aéllités alapjan a 7 (d— 1)<~ esetben
a fertGzésmentes egyensilyi pont, a 7 (d—1) > 7 esetben az endemikus egyenslyi
pont aszimptotikusan stabil, igy minden megoldas az adott esetben aszimptotikusan

stabil egyensilyi ponthoz konvergal. O]
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4. fejezet

SIV-modell

Az STV -modellben a vizsgélt személyeket harom csoportba soroljuk: fogékonyak
(9), fert6zottek (1), oltottak (V). A betegség és a vakcina paraméterei, valamint a
személyek kozotti kapcesolatok fiiggvényében meghatarozhato, hogy egy adott sze-
mély az adott csoportbol hova milyen valdszintiséggel keriilhet at.

Ez a modell olyan betegség terjedésének vizsgalatara hasznalhato, amely ellen
mar rendelkezésre all vakcina, példaul koronavirus, influenza virus. A modell segit-
ségével a betegség és a vakcina paramétereinek fiiggvényében kozelité valaszt kap-
hatunk olyan kérdésekre példaul, hogy hova tart a fertGzottek szdma vagy milyen
mértéki atoltottsag vezethet a betegség kihalasahoz.

Ebben a fejezetben az SIV modell elemzése soran az el6bb emlitett kérdések
hatterében all6 egyenstlyi allapotok vizsgalatat kovetGen megadunk egy példat a

kapott eredmények bemutataséra.

Legyen [ a megfert6z6dési rata, ¢ a felépiilési rata, pu a természetes sziiletési-
haldlozasi arany, n a vizsgalt személyek szdma, ¢ az oltottak aranya, 6 az az arany,
ami meghatarozza, hogy az oltottak milyen mértékben vesztik el védettségiiket és o

a vakcina hatékonysaga.
Az STV-modell differencidlegyenlet rendszere:
. S-1
S = ,un—ﬁT —(n+9¢)S+cl+6V
. I
I=p(S+0V)——
n

V:¢S—05%—(u+6)v

(u+e)l

Mivel S+1+V =n, igy a harom egyenletbdl az egyik elhagyhato:

fzﬁ(n—[—(l—a)V)%—(,u—i-c)I (4.1)

VI sy (4.2)

n

V=¢(n—I-V)—0cp
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Az egyensilyi pontok meghatarozasahoz fejezziik ki a V=0 egyenletbdl V-t, majd
ezt helyettesitsiik be az I = 0 egyenletbe:

61
o+ p+0+opL
. —1 I
I=p <n—[—(1—0) ¢+i$9+2fﬁl> ﬁ_(/H_C)[:

=f (¢+M+9+05£) (n—1) %—B(l—a) ¢(n—1) %— (gb+u+9+aﬁ£) (u+c) I

A rendezés utan kapott harmadfoku egyenlet gyokei az egyenstlyi pontok [ értékei.

—Un—52213+§ (08— (p+u+0)+(1—0)p—0 (u+c)) I*+

+((B=(ut0) (9+p+0)-F(1-0)¢) =0

Ebbdl az egyenstlyi pontok a kovetkezék lesznek:
Iy =0

__ ¢
ot uto

ami a fertézésmentes egyensulyi pontot jeloli, valamint

Z;

I, :\/ﬁ; (0 (=B+ct¢)+0+u(o+1)* +40 (B (u+c) (0+n+0) =B (1-0) )+

-1-2_’?2 (n(oc—of+0+p(c+1)+09))
_ ¢ (n—1I,)
Y otutotopa

ami az egyik endemikus egyensilyi pontot jel6li és

I, :_\/467%2 (0 (=B+ct¢)+0+pu(o+1) +40 (B~ (u+e) (0+n+0)—f(1-0) )+

—1

+25_U (n(cc—oB+0+pu(c+1)+0¢))
_ ¢ (n—1,)

P gtuto+ope

ami a masik endemikus egyensiilyi pontot jeloli.
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Az egyensilyi pontok stabilitisanak meghatarozasahoz adjuk meg az f'(I,V) méat-

rixot:

, B-28L-B(1-0) X~ (u+o)  —B(1-0)
]7V — n n n
F ( ~p—apk —¢—05£—(u+9)>

Definidljuk a gy és (31 értékeket:

B o+0+p
50—(M+C)U¢+—9+M
sr=pte- T2 ol o)

4.1. Allitas. Ha 5 < By, akkor a fertézésmentes egyensilyi pont aszimptotikusan
stabil.

Bizonyitds. Helyettesitsiik be a fert6zésmentes egyensiilyi pontot:

B—(n+c)— 202k 0
"I ,V — ¢+,LL+9
f< ! f) ( _¢_Uﬁ¢+u+9 _¢_<M+9)

Sajatertekek: 8 — (p+c) — 502, =6 — (u+0)

Ha teljesiil, hogy 5 < By = (u+c¢) f(;“;:fg (u+c) <1 U(;JFZJF(,) akkor mindkét

sajatérték negativ, hiszen qfi i)(j) >0 és (;;Z)fe >0, igy B <(u+c). Az tétel

alapjan a fertézésmentes egyensulyi pont aszimptotikusan stabil.

Hosszu szamolassal belathato a kovetkezs allitas:

4.2. Allitas. Ha (u+0+0¢)° <o¢ (u+c) (1—0) és 1 < B < o, akkor a két ende-
mikus eqyensily: pont kozil pontosan az eqyik aszimptotikusan stabil.
Ha a feltételek nem teljestilnek, akkor nincs aszimptotikusan stabil endemikus eqyen-

stilys pont.

A differencidlegyenlet rendszer megoldasai az I =0, V =0, [ =n és V =n egyenesek

altal meghatarozott négyzetet nem hagyjak el. Mivel 0 <7 <n és 0 <V <n.

Most hatarozzuk meg a nullklinakat.

Az I-hez tartoz6 mindkét nullklina egyenes:
I=0

I=p(n-I-(1- U)V)é—(,u—i-c)[



BL(-0)V=B(n—I) —(utc)]
o1 (= (u+o)
T T

A maésodik nullklina az I tengelyt az n-t6l balra metszi el, mivel az egyenes I =n-hez

tartoz6 pontjanak V' tengely szerinti koordinataja negativ.

A V-hez tartozé nullklina egy hiperbola:
. VI
V=0= (b(n—I—V)—aﬁT—(u—i—@) 1%

(¢+05£+(M+9)>V:¢(n—l)
60D gnol g 0Bk gngl _
¢+ofr+(u+l) o+p+b+opfyl  oB,y —b d+pt+b+opl

_ o —oftofll ¢ '(1_ 0B+ 9+t >
_05% ¢+u+0+aﬁ%l'_05% ¢+M+9+O’B%[

A nullklina az [ tengelyt az n-ben metszi el, mivel az egyenes I = n-hez tartozo

pontjanak V tengely szerinti koordinataja nulla.

A nullklina a V' tengelyt az n-t6l lefelé metszi el, mivel az egyenes I = 0-hoz tartozo

pontjanak V' tengely szerinti koordinataja n-t6l kisebb.

A paraméterek értékeit6l fiiggden kiilonbo6z6 szamu egyensiulyi pontot kapunk.

o (I, Vy)

rT. (I, Ve,)

T (V) ? |
‘o, i $
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4.1. dbra. Az I-hez tartozo6 nullklinak lila, a V-hez tartozé nullklina zold és az

egyensilyi pontok piros szinnel vannak jellve

4.3. Allitas. Nem létezhet periodikus pdlya.

Bizonyitds. Ha 3 kiilonb6z8 egyensilyi pont van:
Tegyiik fel, hogy van periodikus palya és vizsgaljuk a V' tengely mentén felvett
legmagasabb pontjat és legalacsonyabb pontjat. Mivel ebben a két pontban V = 0,

igy rajta vannak az Ny nullklinan.

v

(va Vf)

y—————
: T

’
.
.
’,
,
4
S
4

’

N (T V)
/ 1 s I
! T

4.2. dbra. Az I-hez tartozé nullklinék lila, a V-hez tartozo6 nullklina zold, az

egyensilyi pontok piros és a segédvonalak kék szinnel vannak jelolve

Ha a maximum az (I;,Vy) és az (I,, V) egyenstlyi pontok kézétt van, akkor

a periodikus palyanak a maximumot kdvetd része az abran jelolt T téglalapba esik,
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nem haladhat felfelé, viszont az iranyvektor felfelé mutat, tehat ellentmondasra ju-
tottunk.

Ha a maximum az (I.,,V,) és az (I.,,V.,) egyensulyi pontok kozott van, ak-
kor vegyiik fel a maximumbdl lefelé hiizott, a V' tengellyel parhuzamos félegyenes
négyzetbe es6 [; szakaszt. Ezt a szakaszt a periodikus palyanak legalabb egy mésik
ponton el kell metszenie, viszont a szakasz egészén jobbra mutat az iranyvektor, igy
nem fordulhat el6, hogy valamelyik ponton balra halad a periodikus pélya.

Ha a maximum az ([,, V,,) egyenstlyi ponttél jobbra helyezkedik el, akkor ve-
gyiik fel a periodikus palya V' tengely szerinti minimumabol felfelé hizott, az V
tengellyel parhuzamos félegyenes négyzethe esé o szakaszt. Ezt a szakaszt a periodi-
kus palyanak legaldbb egy méasik ponton el kell metszenie, viszont a szakasz egészén
balra mutat az iranyvektor, igy nem fordulhat el6, hogy valamelyik ponton jobbra
halad a periodikus péalya.

Ha 2 kiilénb6z6 egyenstlyi pont van:
A 3 kiilonboz6 egyenstlyi pont esetéhez hasonloan megéllapithato, hogy nem létez-

het periodikus péalya.

Ha 1 kiilénb6z6 egyenstlyi pont van:
A 3 kiilonb6z6 egyenstlyi pont esetéhez hasonléan megallapithatd, hogy nem létez-

het periodikus palya.

]

Ezekb6l mar konnyen meghatarozhato a globélis viselkedés, amirél a kdvetkezo tétel

sz0Ol:

4.4. Tétel. Ha 8 < [y, akkor a differencidlegyenlet rendszerre teljesiilnek a
kévetkezok :

“Ha (n+0+0¢)° <o (u+c) (1—0) és B < B, akkor minden pdlya vagy a fertzés-
mentes eqyensulyi ponthoz vagy a két endemikus eqyensulyr pont kozil az egyikhez
(amelyik aszimptotikusan stabil) konvergdl.

-Ha nem, akkor minden pdlya a fertézésmentes egyensilyi ponthoz konvergdl.

Bizonyitds. A allitas miatt nincs periodikus pélya és a megoldasok a korlatos
négyzetben futnak, igy a Poincare-Bendixson tétel miatt a megoldisok csak
egyenstlyi ponthoz konvergalhatnak. A allitas alapjan ha 8 < 3y, akkor a fertd-
zésmentes egyensilyi pont aszimptotikusan stabil, a[f.2) 4llitas alapjan az endemikus
egyensilyi pontok koziil pontosan az egyik aszimptotikusan stabil, ha teljesiil, hogy
(u40+00¢)° <o¢ (u+c)(1—0) és By < . Ezeket felhasznalva megkapjuk a tételt.

O
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Példaul legyen 5 =40.6,0 =0.5,u=0,c =27, 0 =4.2 és 0 = 2.
Mivel ezen paraméter értékek mellett teljesiilnek a tétel feltételei, ezért minden meg-

oldas a fert6zésmentes vagy az egyik endemikus egyensilyi ponthoz konvergal.

Az egyensiilyi pontok meghatarozasara adott képletek alapjén:
A fertézésmentes egyenstlyi pont: S =32.26,1 =0,V =67.74
Az aszimptotikusan stabil endemikus egyensulyi pont: S=45.38, [=12.38, V' =42.24

A 4.3. abran lathato, hogy az n =100,5 =6, =2,V =92 kezdeti értékek mellett a
megoldés a fertézésmentes egyensilyi ponthoz konvergal. Kiilonb6z6 kezdeti értékek-
kel inditott megoldasokat vizsgalva a fertézésmentes egyensilyi pont vonzohalmaza

kicsi, ezért sziikséges a fertGzottek szamat gy bedllitani, hogy csak kicsit térjen el

;;;;;

— 5it)
a0 — It}
— \it)
20 4 (

4.3. abra. n =100,5=6,1 =2,V =92

A 4.4. abran lathato, hogy az n =100, 5 =28, I =66,V = 6 kezdeti értékek mellet a

megoldés az aszimptotikusan stabil endemikus egyenstlyi ponthoz konvergal.

— Sit)

&0 - e [} 4]
— it

50 '\‘__

4U -

30 -

20 4

10 A

0 2 4 B 8 10 12 14

4.4. dbra. n =100,5 =28,1 =66,V =6
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