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Koszonetnyilvanitas

Nagyon koszonom témavezetSimnek, Bérczi-Kovacs Erikanak és Frank Andrasnak a dolgo-

zatom megirdsdhoz nyujtott sok segitséget, visszajelzést és kozos gondolkodést.

Bevezetés

A Clar-szamot mint szénhidrogén molekulédk stabilitasanak indikatorat E. Clar vezette
be [4]. A grafelmélet kémiai alkalmazésaiban egyes molekulaknak 2-0sszefliggs sikgrafokat
feleltetnek meg, és a grafok paramétereire vezetnek vissza bizonyos kémiai tulajdonsigokat.
Ilyen paraméter a Clar-szam is, ami eredetileg a paronként diszjunkt rezonans hatszdgek
maximalis szama a molekulaban.

Azon molekulédk esetében, amelyeknek minden tartomanya paros sokszog, a megfelelé
sikgraf paros. Ezen 2-0sszefiiggs péaros sikgrafok Clar-szamat Hansen és Zheng egy egész-
értéki programként irta fel [6]|7]. Megfogalmaztak azt a sejtést, hogy a relaxalt linearis
program is egész optimalis megoldasokat nyujt, valamint meghatéroztak egy dualis prob-
lémat. Az egészértékiiséget és a dualis probléméhoz tartozé6 min-max tételt Abeledo és
Atkinson bizonyitotta be [1|[2]. El6szor az egészértékiiség belatasahoz a linearis program
matrixanak unimodularitdsat mutattak meg [1], majd aramfeladatok segitségével igazoltak
a min-max tételt is [2].

A dolgozatban bemutatasra keriilnek az unimodularitasi eredmények, a dualis probléma
és a kapcsolodd min-max tétel. Ismertetjik Abeledo és Atkinson bizonyitasiat a min-max
tételre [1], és egy 1j bizonyitast is megadunk. Ezeket a Clar-probléma néhany lehetsé-
ges altalanositasdnak definidlasa koveti, amelyekre megfogalmazunk min-max tételeket, és

bizonyitjuk is ezeket a Clar-szam esetéhez hasonlé modon.



Attekintés

1. fejezet: Definidljuk a Clar-halmazokat és a Clar-szamot. Kétféleképpen felirjuk a Clar-

problémét mint egészértékl programot.

2. fejezet: Az unimodularis, illetve teljesen unimodularis méatrixok alapvets jellemzéseit

ismertetjiik. Megmutatjuk, hogy a [K, R] matrix unimodularis.

3. fejezet: A dualis probléma konstrudlasihoz bevezetjiik a megengedett vagasoknak, va-
gasfedéseknek és sulyaiknak a fogalmét. Az unimodularitas segitségével, majdpe-
dig anélkiil bizonyitjuk, hogy a Clar-szamnak mint maximalizalasi problémanak

az optimaélis értéke megegyezik a minimélis 6sszsulyu vagasfedés silyaval.

4. fejezet: A lineéris programok optimélis megoldasai kozotti kapcsolatokat vizsgaljuk: az
aramfeladatnak és a Clar LP1 duélisanak megoldasai kozotti atjarasokat, illetve

az aramfeladat dualisdnak és a Clar LP1 megoldésai kozottieket tekintjiik at.

5. fejezet: A Clar-szamhoz hasonlé problémakat, a Clar-halmaz néhany lehetséges altalé-
nositasat vessziik sorra. A vagasfedések és sulyaik altalanositésaival min-max
tételeket adunk meg.

ElGszor azt a particionalasi feladatot vizsgaljuk meg, hogy a csticshalmazt lehetséges-
e a graf néhany tartoményénak csicsaira particionalni.

Ezt kovetGen a Clar-halmaznak azt az altalanositasat nézziik meg, amely ese-
tében élekkel és tartomanyokkal a csiicsoknak nem egyszeres fedését irjuk els,
hanem a b-vektor komponensei szerinti fedéseket.

Tovabb &ltalanositjuk a problémét tgy, hogy nem a maximalis elemszami b-
Clar-halmazt keressiik, hanem adott silyozés szerinti maximaélis 6sszsulyt.

Az altalanositott Clar-halmazok és vagasfedések fogalmainak és dsszefiiggéseinek
alkalmazasaként ujabb bizonyitasat adjuk a [K, R| matrix unimodularitasanak.

Végiil példakat hozunk a Clar-szam lehetséges tovabbi altaldnositasaira.

6. fejezet: Osszefoglaljuk a dolgozat tételeit és Gsszefiiggéseiket.



1. A Clar-szam

Az alabbiakban meghatarozom a Clar-szamhoz kapcsolodo alapvet jeloléseket és

fogalmakat.

1.1. Jelolés. Legyen G egy paros, 2-Osszefliggd és teljesen parosithatod sikgraf, rogzitett
bedgyazassal. A csucsainak halmazat jelolje V', az éleit E, a rogzitett bedgyazas szerin-
ti korlatos tartoményait F. A graf tartomanyai alatt az F-beli korlatos tartoményokot
fogjuk érteni, a nem korlatos tartomanyt kiilon kezeljik. A G = (V| E, F) paros graf két
csucsosztalyara fekete, illetve fehér szinosztalyként is hivatkozunk.

Jeloljik K-val a G graf cstcs-él incidenciamatrixat, R-rel pedig a cstcs-tartomany inci-

denciamétrixot.

1.2. Definicié. [2]| Clar-halmaznak vagy rezondns halmaznak ([5]) nevezziik a tarto-
manyok egy olyan cstcsdiszjunkt halmazat, amely tartoméanyok altal nem fedett csticsok
részgrafjan létezik teljes parositas.

Ez megfogalmazhato tigy is, hogy van a grafnak olyan teljes péarositésa, amely a halmaz-

beli tartomanyokon alternal.

1.3. Példa. A lenti abran - a kivélasztott tartoményokat zolddel jelolve - egy graf harom

kilonbozs Clar-halmaza 1lathato.

1.4. Definicio. [2] A graf Clar-szama a maximaélis elemszam, amellyel a grafnak egy
Clar-halmaza rendelkezhet.
Ez ekvivalens azzal, hogy a csiicsokat pontosan egyszeresen fedjiik tartomanyok és élek

halmazaval, és a felhasznélt tartomanyok maximalis szamat keressiik.



Ebbdl adodik a kovetkezs egészértéki program a Clar-szamra.

1.5. Definicié. [2] A Clar-szam felirhaté mint egészértéki program:
Clar IP1: {max 1Ty, Kz + Ry = 1, x >0, y > 0, ahol = és y egész vektorok}.
A Clar IP1 optimalis értéke a Clar-szam.

1.6. Definicio. [2| A relaxalt linearis program a kovetkezd.
Clar LP1: {max 1Ty, Kz + Ry = 1, x>0, y > 0}.
A Clar-szamnak egy masik egészértékd programjara is sziikség lesz, amelynek felirasahoz

definidlom a keretezéseket és incidenciamaéatrixaikat.

1.7. Definici6. [1] Keret ("frame”):

A G = (V,E,F) grafnak egy f € F tartoménya, mivel paros hosszi kor, kétféleképpen
péarosithato. Ezt a két (diszjunkt) élhalmazt nevezziik a tartomany két keretének. Az ora-
mutatod jarasa szerinti keret a fekete csticsokat az éramutatd jarésa szerint kozelebb esd
fehér szomszédjaikkal parositjak. A masik keretet 6ramutaté jardsaval ellentétes keretnek

hivjuk.

1.8. Definicio. [1| Keretezés ("framework”), egyiranyt és egyszerii keretezések:

A keretezés egy olyan fliggvény, amely a graf minden tartoményahoz hozzarendeli va-
lamelyik keretét.

Egyiranya keretezés esetén vagy az Osszes tartomanyhoz az 6ramutatod jarasa szerinti
keretet rendeljiik, vagy mindegyikhez az éramutato jarasaval ellentétes keretet.

Egy keretezés akkor egyszert, ha minden él legfeljebb egy tartomény keretének része.
Adodik, hogy az egyirdnyu keretezések egyszertiek.

Egy keretezés incidenciamatrixa alatt azt az altalaban U-val jelolt matrixot értjiik, amely-
nek sorai az E ¢lhalmaznak, oszlopai az F' tartomanyhalmaznak felelnek meg, és U, 5 = 1
(ahol e € E, f € F) akkor, ha az e ¢l benne van az f tartomanyhoz rendelt keretben,
kiilonben U,y = 0.

A masodik egészértékd program felirasahoz hasznalni fogjuk valamely keretezés U inciden-

ciamatrixat. Ebben segitségiinkre lesz a kévetkezd lemma.



1.9. Lemma. [1] Tekintsiik a G grafot és egy tetsz6leges keretezését a fenti jelolésekkel.
Ekkor R = KU.

Bizonyitas: Vizsgaljuk az R matrix v € V és f € F cstcs-tartomany parjahoz tartozo
elemét: R, s-et.

Ha R, ; =1, akkor az f tartomany egyik cstcsa v. Az f keretének pontosan egy olyan éle
van, amely v-nek éle, igy v él-incidenciavektoranak (sorvektorként értelmezve) és f kereté-
nek az incidenciavektoranak (oszlopvektorként értelmezve) a szorzata 1, azaz (KU), 5 = 1.

Ha R,y = 0, akkor az f tartomanynak v nem cstcsa. Az f keretének nincs olyan éle,
amely v-nek éle, igy v él-incidenciavektoranak és f keretének az incidenciavektoranak a
szorzata 0, azaz (KU), s = 0. O
A lemma alapjan a Clar IP1 {Kz + Ry = 1} feltételének megfelel a {K (x + Uy) = 1}

feltétel. Igy a kovetkezd egészértékii programnak is a Clar-szam az optimalis értéke.

1.10. Definicid. [1| Legyen U egy egyszert keretezés incidenciamatrixa. Ekkor a kovetke-
z6képpen is felirhato a Clar-szam mint egészértéki program.

Clar IP2: {max 17y, Kz = 1, 2 + Uy = z, z,y,z > 0,ahol z, y és z egész vektorok}.

1.11. Definici6. [1] A relaxalt linearis program a kévetkezd.
Clar LP2: {max 1Ty, Kz = 1,2 + Uy = z, x,y,2 > 0}.
A kovetkez§ fejezetben a fenti linearis programok matrixairél megmutatjuk, hogy uni-

modulérisak, és kitériink az egészértékiiséggel kapcsolatos kovetkezményekre.



2. Unimodularitas

Abeledo és Atkinson [2] bizonyitottak a Clar-szamra vonatkozoan egy min-max tételt (3.12
tétel). Ehhez el@szor a [K, R] matrix unimodularitéséat lattak be, amely sorédn az unimodu-
laritas fogalméra és néhany kapcsolodo tételre épitettek. Ebben a fejezetben elGszor ezeket

a tételeket, majd pedig a [K, R] matrix unimodularitasanak bizonyitasat ismertetjiik [1].

2.1. Unimodularis és TU matrixok jellemzése

2.1. Definicié. [1] Egy egész matrix akkor unimodularis, ha barmelyik oszlopbazisanak
vesszilik a teljes rangi részmatrixait, azok determinansainak legnagyobb kozos osztoja 1.

Az alabbi tételeken alapulnak a fejezet bizonyitésai.

2.2. Tétel. [8] Az A egész matrix pontosan akkor unimoduléris, ha az

{r : Ax = b, x >0}

poliéder tetszbleges egész b vektorra egész poliéder.

2.3. Tétel. [10] Az A egész matrix unimodularis, ha teljesiti a kévetkezd két feltételt:

a) Létezik olyan B unimodularis oszlopbéazisa A-nak, valamint 0, 1 és — 1 elemekbdl allo
C matrix, amelyekre A = B C.

b) Nem létezik A oszlopainak olyan részhalmaza, amely linearisan fiiggetlen és az Osszeg-

vektor minden eleme péros.

2.4. Definicié. 9] Egy méatrixot teljesen unimodularisnak (réviden: TU-nak) neveziink,

ha minden aldeterminansa (0, £1) értékd.
2.5. Megjegyzés. Ha egy méatrix TU, akkor unimodularis.
2.6. Tétel. |9] Paros graf incidenciamatrixa teljesen unimodularis.

2.7. Tétel. [9] Minden TU-matrix és egész korlatozo vektor altal megadott poliéder egész.



2.2. A [K, R] matrix

A kovetkezskben Abeledo és Atkinson [1] nyoméan megmutatjuk, hogy a [K, R] méatrix
unimoduléris. Ekkor a 2.2 tétel szerint a Clar LP1 (1.6) poliédere egész, a linearis program
optimalis értéke felvétetik egész vektoron is, tehat ez az optimalis érték maga a Clar-szam.

Elgszor a Clar LP2 (1.11) matrixarol latjuk be, hogy unimoduléris, majd pedig ebbdl a

Clar LP1 matrixdnak unimodularitasat is.

2.8. Tétel. [1| Legyen U egy egyszert keretezés incidenciamatrixa.

0 0 K
Ekkor a méatrix unimodularis.
I U —1I
2.9. Megjegyzés. A Clar LP2 (1.11) programot éppen a fenti matrixszal adtuk meg.

0 0 K

Bizonyitas: Tekintsiik a matrixot. Ez pontosan akkor unimodulésis, ha

1 U I
a tételbeli matrix is az, hiszen megkaphatoak egymésbol sorok, illetve oszlopok -1-gyel

szorzasaval; ezek a mtveletek, mivel nem valtoztatnak a részmaéatrixok determinansainak
oszt6in, nyilvanvaléan megtartjak az unimodularitas tényét.

Hasonloképpen unimodularis métrix oszlopainak felcserélésével is unimoduléris méatrixot

kapunk.
Legyen T a graf egy feszit6fajanak élhalmaza, Kr pedig a K matrix megfelel6 oszlo-
0 0
paibdl allo részméatrix. Ezen oszlopok kivalasztasaval kapjuk a méatrixbol a
I U I

Kr s C . Kre , s .
matrixot. A komplementer 7% élhalmazhoz a részmatrix tartozik. Ekkor a
]T ]TE
tétel allitasa megfelel a kdvetkezd matrix unimodularitasanak:
4. 0 0 Kp K
I U Ipr I

Az unimodularités bizonyitasdhoz a 2.3 tételt alkalmazzuk a kdvetkezs szereposztéssal:

0 Krp I U 0 Ipe—IrA _
B = és C' = , ahol a A méatrix a KA = K¢ egyenlet-

I Ip 0 0 I A



rendszer megoldésa, amelynek létezése és egyértelmiisége kovetkezménye a feszitéfa rész-
grafjanak tetszGleges csticspar kozotti egyértelmi utjanak, amely ut két G-ben éllel Gssze-
kotott cstues kozott G parossaga miatt paratlan hosszt (ezt nevezziik az él alapkorének),
igy ezen G-beli élekhez tartozo K-beli oszlopok kifejezhetek a feszitéfa egyes oszlopvekto-
rainak 41 és -1 egytitthatos kombinécidjaként. Ez a visszavezetés azt is megvilagitja, hogy
a A méatrix elemei mind 0, 1 vagy -1. Valojaban a T feszit6fahoz tartozo haldzati matrixot
irtuk fel.

A 2.3 tétel alapjan a kovetkezdk belatasa sziikséges:

1. Teljesiil: A= BC.

\)

. B egy oszlopbazisa az A matrixnak.
3. A B matrix unimoduléris.
4. A C matrix elemei mind 0, 1 vagy -1.

5. Az A matrix néhany oszlopanak kivalasztasaval kapott részmatrix, amennyiben tel-

jesiil r4, hogy oszlopainak 0sszege csupa paros elembdl all, gy szingularis matrix.

Kovetkezzék a fenti allitdsok belatésa.

0 Kol |I U 0 Ig—IrA
1. BC = r LA
I I:|lo o1 A

0 + K70 OU + K70 00+ Kzl 0(Iyc — IrA) + KrA 0 0 Kp Kpe

IT+ 170 IU+Ir0 104 Ipl  I(Ipc — I7A) + I7A I U Ir I

2. Az K matrix sorrangja |V| — 1, az A matrix sorrangja (és igy az oszloprangja is)
|E| 4 |V] —1. A B méatrix A-nak |E|+ |V| — 1 darab oszlopabol all, sorrangja |E| +

|V| — 1, igy oszlopai linearisan fiiggetlenek. Tehat B oszlopbazisa A-nak.

3. A K matrix egy paros graf csics-¢él incidenciaméatrixa, mint ilyen teljesen unimodulé-
ris (2.6 tétel). A B matrix ebbdl kévetkezen nem csupan unimodularis, hanem még

teljesen unimodularis is.



4. Csakis a [ Ie — I A] részmatrix elemeirsl nem trivialis allitas, hogy 0, 1 vagy -1 az
értékitk. A A métrix elemeirdl, igy I;¢c és —IpA elemeirdl ezt mar tudjuk. Egy-egy
tetszbleges oszlopot valasztva I ¢, illetve I oszlopaibdl, elmondhaté, hogy az azonos
helyeken 1év6 elemparoknak legfeljebb az egyike nemnulla. Fz a tulajdonsig az Ir
méatrixrol 6roklédik a —IrA matrixra. Igy a megfelels oszlopok Gsszegére, az ezekbdl

alkotott [[TU S A} matrixra is teljesiil, hogy minden eleme 0, 1 vagy -1.

5. Legyen A’ az A méatrix néhany olyan oszlopanak kivalasztésaval kapott részmatrix,

amely oszlopok 0sszege csupa péaros elembdl all. Ekkor valamely D' € E,E' € E, F' €

0 0 Kg
F részhalmazokkal A" = B0 Azt szeretnénk igazolni, hogy A’ oszlopai
I Up Ip
u

linedrisan Osszefliggenek, azaz létezik olyan |¢ | nemnulla vektor (hossza: |D'| +

w
U
0 0 Kg
|F'| + |E'|), amelyre b v | = 0. Ehhez kiilonb6z6 esetekre bontva
ID/ UF’ ]E’
w
U

definialni fogunk az egyenletrendszert kielégits | ¢ | vektorokat.

w

2.10. Megjegyzés. Az Ip/, Up és Ip matrixok mindegyikére igaz, hogy minden
eleme 0 vagy 1, és minden soranak legfeljebb egy nemnulla eleme van, azaz legfeljebb
egy darab olyan eleme van, ami 1-es. Igy az |I,, Uz Ip| minden soranak 0 vagy

2 darab 1-es eleme van, a tobbi elem nulla.

Abban az esetben, amikor E’ {ires, akkor v minden elemét 1-re, v minden elemét
-1-re allitva kielégitjiik az egyenletrendszert: az A’ azon sorai, amelyek nem csupa
nulla elembdl allnak, pontosan két 1-est tartalmaznak, az egyikhez tartozé u-elemet
1-nek, a masikhoz tartozé v-elemet -1-nek valasztottuk, a szorzatra nulla adodik.

Ha E’ nemiires, akkor vizsgaljuk az élei altal indukalt részgrafjat G-nek, és jelolje a



korabbi sikbadgyazéast megtarto indukalt paros sikgrafot G' = (V', E’, F). Mivel K,
minden sora péaros sok l-est tartalmaz, ezért G' minden cstcséanak péaros a fokszama.
Igy G’-nek valoban paros hosszi korokkel hatarolt tartomanyai vannak (ezek halma-
za F ), amelyek kozé most beleértjiik a nem korlatos tartoméanyt is.

A fokszamok parossiga miatt a G’ tartoményai 2-szinezhetSek (lasd [11]). Vegyiik
egy 2-szinezésiiket. A tartomanyok kapott osztélyaira piros, illetve kék tartomanyok-
ként hivatkozunk.

El6szor a w vektor értékeit hatdrozzuk meg, amelyekre tekinthetiink tgy, mint egy
E' élein értelmezett fliggvényre. Egy e € E’ élre legyen w, = 1, ha az egyetlen kék
tartomanynak, amelynek e az egyik éle, annak a tartoménynak az éramutatod jara-
sa szerinti keretének eleme ez az él. Kiilonben, ha az éramutato jarasaval ellenkezé
iranyu keretnek az eleme az e él, akkor legyen w, = —1. Ugyanazokat az értékeket
kapnénk, ha a piros tartoményok 6ramutaté jarésa szerinti éleinek adnank w, = —1
értékeket, a tobbinek pedig 1-et.

Az f € F' tartomanyhoz a kivetkez6képpen rendeljiink v, értékeket: ha van a tar-
toméany U szerinti keretének olyan éle, amely eleme FE’-nek, akkor tetszéleges ilyen
ey €l kivalasztaséval vy := —w,,. Azt allitjuk, hogy ugyanazt az értéket kapjuk, ha a
tartomany keretének egy masik E’-beli élet valasztottuk volna vy meghatarozasahoz,
azaz két ilyen élnek - nevezziik e;-nek és es-nek ezeket - azonos a w szerinti értéke:
sikbeli elhelyezkedés tekintetében az f tartoméanyt tartalmazza a G’ sikgraf valamely
f eF tartoménya, amely tartoményra e; és e, is pontosan akkor eleme az éramuta-
to jarasa szerinti keretnek, ha f-nek az U szerinti kerete 6ramutato jarasa szerinti.
Tehat egy adott (szintd) F-beli tartoméany egyazon keretéhez tartozik a két él, igy
We; = We,.

Ha nincs az f tartomany U szerinti keretének E’-beli éle, akkor vy tetszélegesen meg-
valaszthato, az egyszertiség kedvéért legyen vy — 1 minden ilyen tartoméanyra.

Az u értékek definialasahoz épitkeziink arra a korabbi megfigyelésre, hogy az

[ Ipy U 1 E,] részmatrix minden soranak 0 vagy 2 darab 1l-es eleme van, a tobbi

elem nulla. Az e € D' soraban még egy 1-es van. Ha ez az 1-es az f € F’ tartomany-

10



hoz tartozo oszlopban van (ami azt jelenti, hogy az e él az f tartoméany U szerinti
keretének egyik éle), akkor u, := —vy. Ha az 1-es az [ 1 E,} részméatrix megfelels sora-

ban van (azaz e € D' N E'), akkor u, := —wk,.
u

Ellenérizziik, hogy a fenti médokon definialt | ¢ | vektor teljesiti a kivant egyenls-

w
ségrendszert:

[K E,w} = 0, azaz minden cstucs E’-beli éleire a w-0sszeg nulla. Tudjuk, hogy adott
csucsnak paros sok ilyen éle van, amelyek a G’ grafban parosithatoak ugy, hogy egy-

egy par valamelyik tartomany két szomszédos éle, tehat w-értékeik Gsszege nulla.

U
Az [[ o Up I E,] v | = 0 soronkénti ellenérzését bontsuk hirom esetre aszerint,
w

hogy az adott sorban melyik két résztmatrixban talalhato a két nemnulla elem (ha
csupa nulla elem van, nyilvan teljestil az egyenléség):

Ha olyan e él sorat vizsgaljuk, amely eleme D’-nek, akkor az u értékek meghatéro-
zésabol kozvetlen adodik, hogy u. ellentettje a sor masik 1-es elemének a v vagy w
értékének.

Ha olyan e €l sorat vizsgaljuk, amely D’-nek nem eleme, ellenben E’-nek és valamely
f € F' tartomény U szerinti keretének is eleme, akkor definici6 szerint vy = —w..

Tehat az 5. allitasnak megfelelGen ezen oszlopok linearisan Osszefiiggenek.

0 0 K
I U -1

Ezzel belattuk az alkalmazott 2.3 tétel Osszes feltételét. A kovetkezmeény: a

matrix unimoduléris.

A 2.2 és a 2.8 tételek segitségével megmutatjuk, hogy a [K, R] méatrix is unimodularis.

2.11. Tétel. [1] A [K, R] méatrix unimodularis.

Bizonyitas: Legyen U egy egyszeri keretezés incidecnciamatrixa.

Tekintsiik a kovetkezd poliédereket:
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2.12. Definicio.
Pi(b) :=={(z,y) | Kx + Ry = b,z > 0,y > 0}

Po(b) = {(2,y,2) | Kz = b, + Uy — 2= 0,2 >0,y > 0,2 > 0}

A 2.8 tétel azt mondta ki, hogy a P»(b)-t definialo matrix unimodularis. Igy a 2.2 ekvivalen-
cia értelmében Py (b) egész poliéder, tetsz6leges célfiiggvény esetén felveszi az optimumot
egész vektoron is.

A Py (b) poliéder is egész: tetszoleges célfiggvény esetén az optimum megegyezik az adott
célfiggvény szerinti optimummal a Py(b) poliéderre vonatkozoan, hiszen (x,y) € P;(b)
esetén (x,y,x + Uy) € Py(b) és (x,y,2) € Pa(b) esetén (z,y) € Pi(b); a Pa(b) poliéderen
az optimum felvétetik egész (x,y, z) vektoron, tehat felvétetik a P;(b) polidér egész (z,y)
vektoran.

Tehat a [K, R] egész matrixra és tetszbleges egész b vektorra P;(b) egész. Ez a tulajdon-

sdg a 2.2 karakterizacio szerint éppen a matrix unimodularitasat fejezi ki. ]

Ezzel bizonyitottuk a fejezetnek a tovabbiakban legfontosabb tételét, a [K, R] matrix
unimodularitasat. Arra fogjuk hasznalni, hogy a 2.2 értelmében a Clar LP1 optimuma
egész vektoron is felvétetik, tehat megegyezik a Clar-szammal. Ezt mondja ki a kévetkezd

tétel.

2.13. Tétel. [1| A Clar-szam megegyezik a Clar LP1 (1.6) optimalis értékével.
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3. A Clar-halmazok min-max tétele

A min-max tételbeli minimalizalési probléma konstrukcidjahoz a kovetkezd definiciokra

lesz sziikségiink.

3.1. Definicié. [5] A G = (V,E,F) graf egy vagasanak nevezziik az élek egy olyan
részhalmazat, amely pontosan azokbol az élekbdl all, amelyek valamely Z C V' csticshalmaz
mellett Osszekotik a Z és V' — Z csicshalmazokat. Egy vagast minimalisnak mondunk,
amennyiben nincs olyan valodi részhalmaza, ami szintén vigis. Egyiranyd az a vagas,
amelyre teljesiil, hogy a vagésbeli élek Z-beli csticsai mind egy szinosztalyhoz tartoznak.

Megengedett ("feasible”) vagasoknak a minimalis egyiranyt vagasokat nevezziik.

3.2. Megjegyzés. Egy vagas pontosan akkor minimalis, ha a vagasbeli élek elhagyasaval

keletkez6 grafban csak két OsszefliggGségi komponens van.

3.3. Megjegyzés. A G graf minimalis vagésai megfeleltethetGek a dualis sikgraf (3.9)
koreinek. A megengedett vagasok pedig a dudlis iranyitott graf (3.9) egyirdnyu koreinek
feleltethet6ek meg.

3.4. Definici6. [5| Vagasfedés alatt megengedett vagasok egy olyan halmazat értjiik,
amelyre teljesiil, hogy minden tartomanynak van olyan éle, amely legalabb az egyik vigés-
nak eleme. Fogjuk hasznalni azt a kifejezést, hogy a vagas metszi a tartomanyt; azt értjiik

alatta, hogy a tartomanynak, illetve valamely keretének van a vagéassal kozos éle.

3.5. Definicio. [7] A megengedett vagasoknak sulyokat tulajdonitunk. Legyen M egy
teljes parositas élhalmaza. Egy megengedett vagas élhalmazat jelolje E.. A vagas sulyara
me := |E. N M|, azaz a vagasbeli élek kozott azon élek szama, amelyek élei az M teljes

parositasnak is.

3.6. Definicié. [7] Egy vagasfedés sulya alatt a halmazbeli megengedett vagasok sulyainak

Osszegét értjiik.

3.7. Tétel. [7] A megengedett vagasok silya joldefinialt: barmely M teljes parositésra
nézve ugyanannyi |E. N M]|.
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Bizonyitas: A (V,E — E.) grafnak két Osszefiigg6ségi komponense van: az egyik, fehé-
resnek titulalt részben az E. élek pontjai mind fehérek. A maésik részt feketésnek hivjuk.
Egy teljes parositasban a fehéres rész fekete pontjai a fehéres rész bizonyos fehér pontjaival
fehéres rész egy fekete pontjat a mésik, feketés rész egy fehér pontjaval kotné 6ssze. Ez azt
jelenti, hogy pontosan annyi darab olyan éle van a parositasnak, ami a két rész egy-egy
pontjat koti Ossze, amennyivel tobb fehér pontja van a fehéres résznek, mint fekete. Ez
a darabszam éppen a vagasnak az adott teljes parositas szerinti silyanak felel meg, ami

tehat allando. O]

Ezen fogalmak segitségével méar ki tudjuk mondani a duélis problémaét: vagasfedés 6sszsi-
lyat szeretnénk minimalizalni. El6szor belatjuk azt a gyengébb allitast, hogy a Clar-szamot
feliilrél becsli a vagasfedések minimaélis stulya, majd azt a min-max tételt is, hogy a két op-

timéalis érték megegyezik.

3.8. Tétel. [7] A Clar-szam nem lehet nagyobb egy minimaélis sulyt vagasfedés sulyanal.

Bizonyitas: Azt latjuk be, hogy egy Clar-halmaz elemszdma nem lehet nagyobb, mint
egy vagasfedés siilya. Valasszunk tetszélegesen egy vagéasfedést, egy Clar-halmazt és egy
olyan teljes parositast, amely tartalmazza a Clar-halmaz elemeinek egy-egy keretét. A Clar-
halmaz barmelyik eleméhez taldlunk olyan vagast a fedésben, ami metszi ezt a tartomanyt,
s6t, ennek a vagasnak a tartomény mindkét keretét metszenie kell: a tartomanynak kell,
hogy legyen maésik vagasbeli éle is, kiilénben az él két cstucsa kozott (V, E — E.)-ben is
vezetne 1t; mivel a megengedett vagas egyiranyd, a masik él a masik keretnek éle. Igy
ez a vagas olyan élben is metszi a tartomanyt, amely a kivalasztott teljes parositasnak
éle. Ezek az élek kiilonboz6ek (mivel a Clar-halmaz tartomanyai cstucsdiszjunktak), mind-
egyiket szamoljuk a véagésfedés silyaban, ami igy legalabb akkora, mint a Clar-halmaz

elemszama. O]
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A min-max tételt minimalis koltségii aramfeladatta alakitassal fogjuk belatni, ehhez a

kovetkezd grafokat fogjuk hasznalni.

3.9. Definicié. [2] A G = (V, E, F) sikgraf dudlisa a G* = (F U {t}, E*) graf, amelynek
cstcsal a (G tartoméanyainak feleltethetGek meg, beleértve a ¢ nem korlatos tartomanyt
is. Két G*-beli cstcsot annyi él kot Ossze, amennyi kozos éle van a megfelel§ két G-beli
tartoménynak. Ezzel a szemlélettel az F, illetve E* élhalmazok elemei kozétt megadhatunk

egy megfeleltetést.

3.10. Definicio. [2] A G* éleit irdanyitsuk meg: ha az e* € E* él a G* grafban az f* és
g* csucsokat koti Ossze, akkor a GG gratban a megfelel§ f és g tartoményoknak az e kozos
éle; az e €l pontosan az egyik tartomany 6ramutato jarasa szerinti keretének eleme; ennek
a tartomanynak megfelels G*-beli cstcsba irdnyitsuk a méasikbol az e* élt. Ez a dualis
irdnyitott graf. Ezutan minden F-beli f* cstucsot duplazzunk meg, azaz cseréljiik le egy
fi és fy cstucsparra, irdanyitsunk egy élt f;-bdl fi-be (az igy keletkezd élek alkotjak az Ap
élhalmazt), az f*-ba beérkezd éleket f* helyett fi-be iranyitjuk, az f*-bol induléd éleket
f5-bél inditjuk. Az E* éleket lecseréltiik az Ap élhalmazra.

Az igy kapott iranyitott graf: D = (Fy U Fo U {t}, Ag U Ap).

3.11. Megjegyzés. Irjuk fel a D graf csiics-él incidenciamatrixat. Jeloljiik U-val a G graf
oramutato jarésa szerinti keretezés, W-vel pedig az éramutatod jarésaval ellenkez§ irdnyta

keretezés él-tartomany incidenciamatrixat. Hasznéaljuk még az a := (U — W)1 jelolést.

ur -1
Az incidenciamatrix: | —W7T [
—al 0

Az el6késziiletek végeztével ratériink a min-max tétel bizonyitésara.
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3.12. Tétel. [2| A Clar-szam megegyezik egy vagasfedés minimalis Gsszstlyaval.

Bizonyitas: Irjuk fel a D grafra a kovetkezd minimalis koltségd aramfeladatot:

vt -1
”
-wT I = 0 (azaz dram), r > 0, s > 1 (als6 korlatok), min k”r (célfiiggvény),
s
—a® 0

ahol k az eredeti graf egy tetszéleges teljes parositasanak incidencia(oszlop)vektora.

Tekintsiik a dualis feladatnak ezt a felirasat:
max 1Ty, Uu—Ww—aa+2=%k —ut+w+y=0, z,y>0.

A 2.6 és 2.7 tételekbdl tudjuk, hogy az egész korlatokkal megadott aramfeladatnak van
optimélis és egész megoldasa. Vegyiink egy ilyen megoldast: (r,s). A kapott egészérté-
kii aram felbonthato egyiranya kérokon egész (specidlisan 1) értékd aramokra. A D graf
valamely egyirdnyt korének megfeleltetheté a G graf egy megengedett vagésa, az aram
pedig megengedett vagasok egy halmazanak. Az aram utolso feltételébdl kiolvashato, hogy
minden dualis grafbeli csticson legalabb 1 értékd aram halad at, igy a megengedett vaga-
sok halmaza egy vagasfedés. A minimalizalt k7r érték éppen ennek a c, vigasfedésnek az
osszstlya. Tehét létezik m(c,) = kTr dsszstlyt vagasfedés.

Vegyiik a dualis feladat egy optimalis megoldasat: (u,w,«,z,y). A dualitas tétel értel-
mében a két optimum megegyezik: k7r = 1Ty. Azt allitjuk, hogy az (z,y) komponensek
kielégitik a Clar LP1 (1.6) feltételeit. Ennek megmutatasahoz a duélis feladat elsd feltételét
szorozzuk be a K matrixszal: KUu — KWw — Kaa + Kz = Kk.

Mivel KU = R = KW (az 1.9 lemma alapjan), Ka = K(U — W)L =0¢és Kk =1, a
fenti egyenlet tovabbalakithato: R(u —w) + Kx = 1, amib6l y = u — w helyettesitéssel
lathato, hogy a nemnegativ (x,y) vektor teljesiti a Clar LP1 feltételét: Kx 4+ Ry = 1.

Ebbél kovetkezik, hogy a Clar LP1 optimalis értéke legalabb 17y. Mivel a 2.13 tétel az
unimodularitasi eredmény kovetkezményeként kimondta, hogy a Clar LP1 optimalis értéke

maga a Clar-szam, igy a Clar-szam is legalabb 17y.
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Rakjuk 6ssze a becsléseket: 17y < Clar-szam < minimalis stlyt vagasfedés stlya <
m(c,) = kTr = 1Ty. Az egyenl6tlenségek tehat mind egyenléséggel teljesiilnek, igy pél-

daul: a Clar-szam egyenld egy minimalis 6sszstlyu vagéasfedés silyaval. O]

3.13. Megjegyzés. A min-max tétel bizonyitasdban definialt aramfeladat egyuttal poli-
nomialis algoritmusat adja a Clar-szam kiszamitédsanak.

Most pedig megmutatjuk, hogy a min-max tétel igazolasahoz nem sziikséges hivatkozni
a [K, R] matrix unimodularitasara, illetve arra a kévetkezményére sem, hogy a Clar LP1
optimuma megegyezik a Clar-szammal.

A tételnek egy 14j bizonyitasat adjuk meg, amely nagyrészt az Abeledo és Atkinson szer-
z6parostol szarmazo ismertetett bizonyités gondolatmenetét kéveti, azonban az unimodu-

laritési eredményeket nem hasznalja fel.

Bizonyitas: Tekintsiik a 3.12 bizonyitasaban szereplé aramfeladatot és dualisat. Lattuk,
hogy optimalis és egész primal megoldasra m(c,) = kTr valamely c, vagasfedéssel. A 3.8
tételbsl adodik, hogy: Clar-szam < minimalis silya vagasfedés silya < m(c,).

A 2.6 és 2.7 tételekbdl tudjuk, hogy az egész korlatokkal megadott aram feladat dualisa-
nak is van optimaélis és egész megoldasa. Vegyiink egy ilyen (u, w, a, x, y) megoldast. Ekkor
1Ty = kTr. Az (x,y) vektor kielégiti a Clar LP1 feltételét, mikozben nemnegativ egész
vektor. Tehat (z,y) teljesiti a Clar IP1 (1.5) sszes feltételét, y egy Clar-halmazt definial,
amelynek elemszama 17y. Trivialisan: 17y < Clar-szam. Rakjuk 0ssze a becsléseket:
17y < Clar-szam < minimélis stlyt vagasfedés silya < m(c,) = kTr = 1Ty. Tehat a Clar-

szam megegyezik egy minimaélis silyt vagéasfedés sulyaval. ]
A bizonyitas soran kihasznaltuk, hogy az aramfeladat duélisanak egy megoldasa egytuttal

a Clar LP1 poliéderének is eleme. A kovetkezs fejezetben a négy lineéris program optimalis

megoldésai kozotti tovabbi kapcsolatokat jarjuk koriil.
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4. Az optimalis megoldasok kozotti atjarasok

A min-max tétel utobbi bizonyitasiban az dramfeladat dudlisinak egy optimélis és egész
megoldasabol vetitéssel egy maximélis elemszamu Clar-halmaz vektorat kaptuk. Ebben a
fejezetben a két primaél, illetve duélis feladat kozotti négy atjarast tekintjiik at.

A vizsgalt linearis programok az aldbbiak.

A P, primalfeladat (az aramfeladat a 3.12 bizonyitasban):

vt -1
,
-wT I = 0 (azaz aram), r > 0, s > 1 (als6 korlatok), min k7r (célfiiggvény).
s
—a” 0

A D, dualfeladat:
max 17y, Uu—Ww—aa+z=4k —-ut+w+y=0, x,9>0.

A D, dualfeladat (a Clar LP1: 1.6):
max 1Ty, Ko + Ry = 1, 2 >0, y > 0.

A P, primalfeladat (a Clar LP1 dualisa):

minzl, zK >0, zR > 1.

A min-max tétel (3.12) kovetkezménye, hogy a linearis programok optimaélis értékei meg-
egyeznek, és egész vektorokon is felvétetnek.

A fejezet tovabbi részében attekintjiik, hogyan kaphato meg az egyik primal/duél feladat
egy optimalis és egész megoldasabol a méasik primél/duél feladat egy optimalis és egész

megoldésa.
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1. Adott D;-nek egy optimalis és egész megoldasa, keressiik D, egy optimalis
és egész megoldasat.
Ezt a legegyszeriibb esetet mér alkalmaztuk is a min-max tétel bizonyitasakor: ha
(u,w, o, z,y) megoldasa a D, feladatnak, akkor (z,y) megoldasa a Ds-nek, hiszen
Kr+Ry=Kz+Ru—w)=Kr+KUu—EKWw—-Kaa = K(Uu—Ww—aa+x) =

Kk =1. Az (u,w, o, z,y) optimalitasa garantalja (x,y) optimalitasat.

2. Adott Dy-nek egy optimalis és egész (z,y) megoldasa, keressiik D, egy op-
timalis és egész megoldasat.
Olyan u vektort szeretnénk, amely kielégiti az Uu — W (u — y) + x = k egyenletrend-
szert, azaz Uu—Wu = k—x—Wy = k—Fk, ahol k" az (x, y)-bol szarmaztatott teljes
parositas vektora. Tudjuk, hogy a k' teljes parositasbol el tudunk jutni a k teljes
parositasig alternalo korokkel, s6t, tetszdleges k-beli él(ek)bdl kiindulva meg tudunk
hatarozni megfelels alternalé koroket; ezeket az alternald kordket helyettesithetjiik
alternal6 tartomanyokkal, igy a két teljes parositas kiilonbozetét felirtuk Uu — Wu
alakban, mivel U — W oszlopai éppen alternéld tartomanyok él-incidenciavektorainak
felelnek meg. Ekkor v := 0 és w := u — y valasztassal Uu — Ww — aa + x =
=Uu—W(u—y)+az =k, valamint a {—u+w+y =0, z,y> 0} feltételek és az

optimalités is teljesiil.

3. A primal megoldéasok kozotti kapesolathoz el6szor értelmezziik ezek jelentését a G graf
vonatkozésaban. Az r vektor minden G-beli élhez egy nemnegativ értéket rendel, az
s vektor pedig a tartoméanyokon ad meg 1-nél nem kisebb értékeket. Az UTr — s =0
feltételbdl kiolvashatjuk, hogy s minden tartomanyhoz az éramutato jarésa szerinti
keret éleinek r-Osszegét rendeli, ugyanakkor a —W7Tr + s = 0 feltételbdl ez egytttal
az 6ramutato jarasival ellentétes iranyt keret éleinek r-osszege is. (Az UTr = Wiy
egyenldség a D iranyitott graf konstrukeiojabol és abbol a ténybsl adodik, hogy (r, s)

a D grafon egy aramot definial.)

19



A z vektor a GG graf cstcsaira irt értékeknek feleltethetd meg. A P, linearis program
a csucsok z szerinti Gsszértéket kivanja minimalizalni a kovetkez§ feltételek mellett:
barmely él két cstcsanak z-Osszege nemnegativ (2K > 0), és barmely tartoméanyon

legalabb 1 a z-6sszeg (2R > 1).

. Adott P,-nek egy optimalis és egész » megoldasa, keressiik P, egy optimalis
és egész megoldasat.

Legyen r := 2K és s := UTr egész vektorok. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a G-
beli éleken az értékeket tigy hataroztuk meg, hogy Osszeadtuk a megfelels két csiics
z-érteket. Igy teljesiil az UTr = WTr egyenlGség, amelynek kovetkeztében —a”r = 0.
A fenti s definiciobol UTr—s = 0 és —WTr+s = —UTr+s = 0. Az r nemnegativitéasa
kovetkezik P, els feltételébsl: v = 2K > 0. A méasodik feltételbsl, miszerint zR >
1, minden tartomanyon legalabb 1 a z-0sszeg. Az UTr vektor egy koordinataja a
megfelel§ tartomany éramutato jarasa szerinti keretének éleire az r-értékek Osszege,
azaz a tartomany cstcsainak z-6sszege: Ulr = (zR)T. Igy s = UTr = (zR)T > 1.
Az (r,s) egész vektor teljesiti P, minden feltételét. Az Gsszes cstuicsra a z-Osszeg
kiszdmithato egy teljes parositas éleire vett r-osszegként: z1 = k”r. Tehéat (r,s)

optimélis és egész megoldasa P;-nek.

. A primal megoldasok kozotti masik irdnyhoz sziikségiink lesz adott r mellett a 2 K =
rT egyenletrendszer megoldéséara. Az r egy nemnegativ egész aramnak felel meg a du-
alis iranyitott grafban, igy felbonthaté egyirdnyu korokon egész értékd dramokra. A
korok helyett vehetjiik a topologiailag tartalmazott tartoméanyokat, a tartomanyok-
hoz pedig a kiilonboz6 korokbdl szérmaztatott értékek Osszegét. A tartomanyokon
ekképpen értelmezett z fiiggvény a G grafra vonatkoztatva a csticsokon ad meg ér-
tékeket. Azt allitjuk, hogy 2K = rT. Ellenérizziik az egyenletrendszer tetszdleges
egyenletét, legyen ez az e € E élhez tartozo: az e él két csicsa a dualis iranyitott
grafban két szomszédos tartomanynak felel meg; az r aram felbontasakor a kozos e,
élnek az r-értéke a két tartomany z-értékeire bomlott ketté, ami a G' gratban éppen

azt jelenti, hogy a két cstics z-Osszege megegyezik a dudlis él r-értékével.
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6.

Adott Pj-nek egy optimalis és egész (r,s) megoldasa, keressiik P, egy op-
timalis és egész megoldasat.

Az el6z6ek alapjan oldjuk meg a 2K = rT egyenletrendszert, azaz frjunk a G csi-
csaira z-értékeket gy, hogy barmely élen a két cstcs z-Osszege megegyezzen az él
r-értékével. Ekkor Py,-nek a zK > 0 feltétele teljesiil, mert minden élen a z-Osszeg
megegyezik az él r-értékével, ami nemnegativ. A zR > 1 feltétel is teljesiil, hiszen
minden tartomanyon a z-0sszeg megegyezik valamely keretének r-Osszegével, azaz a
tartomany s-értékével, és s > 1. Mar tudjuk, hogy z megoldasa a P, feladatnak. Az
optimalizalando 21 érték kiszamithato egy teljes parositas éleinek mint cstucsparoknak
a z-parjainak osszegeként, azaz a teljes parositas r-értékeinek osszegeként: z1 = kTr.
A z megoldas optimalis. Ilyen médon az aramfeladat egy optimalis megoldésabol

konnyen megkaphatjuk a Clar LP1 dudlisinak egy optimélis megoldésat.

5. A Clar-halmaz altalanositasai

5.1.

Egy particionalasi feladat

A Clar-szamhoz hasonlatos probléma példaul az, ha a csiicsok pontosan egyszeres fedésében

a tartomanyok szamanak maximalizalasa helyett az élek szamat szeretnénk minimalizalni.

Tekintsiik ennek a problémanak azt a valtozatat, amikor mindossze annyi a kérdés, hogy

lehet-e a fedésben hasznalt élek szama nulla, azaz egy adott Gy péros, 2-Osszefliggs és

teljes

en parosithato sikgraf csiicshalmazat tudjuk-e tgy particionalni, hogy minden particio

a graf egy tartomanyanak a cstucshalmaza.

5.1. Tétel. A particionalasi feladat polinomiélis algoritmussal eldonthetd.

Bizonyitas: Legyen a G graf a Go-bol az élek duplézésaval kapott graf. A korabbi defi-

niciokkal és jelolésekkel tekintsiik a kovetkez6 aramfeladatot a D grafban:

vt -1
r
-wT I = 0 (azaz dram), r > 0, s > t (als6 korlatok), min k7r (célfiiggvény),
s
—a” 0
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ahol ¢ a Gy tartomanyaihoz (illetve az azokbol szarmaztatott D-beli cstucsokhoz) nullat
rendel, és a Gy valamely élének duplazasabol keletkezd tartomanyokhoz (illetve az azokbdl
szarmaztatott D-beli csicsokhoz) -1-es sulyt rendel.

A dudlis feladat: maxtTy, Uuv—Ww—aa+2z =%k —u+w+y=0, x,y>0 Az
optimélis értékek egész vektorokon is felvétetnek a 2.6 és 2.7 tételek kovetkeztében.

A particionalési feladat valojaban annak felel meg, hogy a max{t’ y | K + Ry =
1, > 0egész, y > 0 egész} optimalis érték nulla-e vagy negativ, hiszen éppen azt a
kérdést teszi fel, hogy létezik-e olyan pontosan egyszeres fedése a csiicshalmaznak, amely
nem hasznal éleket, azaz nem hasznalja a G grafnak a ¢ szerint -1 sulyd tartomanyait.
Az utébbi két linedris program optimuma megegyezik, ezt biztositjak a duélis poliéderek
kozotti korabban ismertetett atjarasok (4. fejezet).

Az aramfeladat optimalis értékét polinomialis algoritmussal meghatarozzuk, majd az
optimalis érték alapjan eldontjiik, hogy particionalhato-e tartomanyokkal a Gy graf cstcs-
halmaza: ha az optimum nulla, akkor particionélhaté, kiilonben - negativ optimum esetén

- nem. ]

5.2. Megjegyzés. Ha az optimum negativ, akkor léteznek olyan r és s egész vektorok,

amelyekre:
vt -1
r
—WwT I =0, r>0,s>t, kir<Oo.
s
-t 0

Az r fiiggvényt irjuk at a cstcsokra a zK = 71 egyenletrendszer teljesitésével. (Ennek
menetét korabban bemutattuk: 4. fejezet) A kapott, G, illetve Gy csticsain értelmezett
fiiggvényre teljesiil egyrészt, hogy a csiicsokon a k™7 Osszérték negativ, masrészt az Ossz-
érték az egyes tartomanyokon (UTr); = s; > t;, ami Gy tartomanyain nemnegativ. Ez
a fiiggvény trivialis cafolatat adja a particiondlhatésagnak, hiszen nem lehet nemnegativ

értéki particiokra bontani egy negativ 6sszértéki halmazt.
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5.2. A b—Clar-szam

A tovabbiakban a Clar-szam két altalanositasat vizsgéljuk meg, amelyekre a Clar-szamhoz
hasonldéan a vigéasok specidlis halmazainak segitségével min-max tételeket fogalmazunk
meg. ElGszor a csicsok egyszeres fedésévé kiegészitheté Clar-halmaz helyett a pontosan
b-szeres fedéssé kiegészithets b-Clar-halmazokkal foglalkozunk, majd tovabb altalanositjuk
a problémat dgy, hogy mar nem csak maximalis elemszami b-Clar-halmazt szeretnénk,
hanem a tartoményoknak adott stlyozas szerint maximalis Osszstulyt halmazat, ahol a

maximalis Osszsilyt fogjuk b — f-Clar-szamnak nevezni.

5.3. Definicié. Legyen b € NIVl Nevezziik b-faktornak a G élein értelmezett m € NI
fiiggvényt, amennyiben teljesiti a Kx = b egyenletrendszert, azaz az m vektor altal meg-
hatarozott élsilyozéassal a graf minden cstcsit annyiszor fedjiik, amennyi a megfelels b-
komponens. Egy b-faktorra tgy is tekinthetiink, mint egy tobbszoros elemeket is megengedd

élhalmazra.

5.4. Megjegyzés. Az alabbiakban feltessziik, hogy a G grafnak létezik a rogzitett b vek-

torunk esetében b-faktora.

5.5. Definici6. A G tartomanyainak egy halmazat, amely tartalmazhat t6bbszoros eleme-
ket is, b-Clar-halmaznak nevezziik, ha minden elemének egy-egy keretét kivalasztva olyan
élhalmazt kapunk (esetleges tobbszoros élekkel), amely tovabbi élek hozzavételével kiegé-

szithetd egy b-faktorra.

5.6. Megjegyzés. A fenti definici6 a Clar-halmaz altaldnositasa, hiszen az 1-Clar-halmazok

maguk a Clar-halmazok.

5.7. Definicié. A b-Clar-szam egy b-Clar-halmaz maximaélis elemszama. Felirhatjuk az
alabbi egészértéki programként is.

b-Clar IP: {max 17y, Kz + Ry = b, x >0, y > 0, ahol z és y egész vektorok}.

5.8. Definici6. Legyen m egy tetszdleges b-faktor. Egy megengedett vigés b-silya alatt a

vagasbeli élek m-értékeinek Osszegét értjiik.
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5.9. Definici6. Egy vagasfedés b-siilya alatt a halmazbeli megengedett vagasok b-stulyainak

Osszegét értjiik.

5.10. Tétel. A megengedett vagasok b-silya joldefinialt: nem fiigg a b-faktor megvélasz-
tasatol.

Bizonyitas: A (V,E — E.) grafnak két Gsszefiigg6ségi komponense van: az egyik, fehé-
resnek titulalt részben az E. élek pontjai mind fehérek. A maésik részt feketésnek hivjuk.
a masik, feketés rész egy fehér pontjaval kotné Gssze. Igy tetszéleges b-faktort tekintve a
fehéres rész fekete pontjait a b-értékeiknek megfelelGen és nem véagésbeli élekkel fedjiik; a
fehér rész fehér pontjainak vagasbeli éleire az m-0sszeg pontosan annyi, amennyi ezeknek a
fehér pontoknak az 6sszegzett b-tobblete a fehér rész fekete pontjaihoz képest, igy fliggetlen

m valasztasatol. O]

A b-Clar-sza&m min-max tételét késziti eld a kovetkezd felss becslés.

5.11. Tétel. Tetsz6leges b-Clar-halmaz elemszama legfeljebb akkora, mint egy tetszéleges
vagasfedés b-silya.

Bizonyitas: Tekintsiik a b-Clar-halmaz valamely kiegészitését, amely b-faktor. Eszerint
a b-faktor szerint szamitsuk ki a vagésfedés b-sulyat, illetve annak egy alsdé becslését a
kovetkezsképpen. A b-Clar-halmaz barmelyik eleméhez taldlunk olyan megengedett vagast
a vagasfedésben, ami metszi ezt a tartomanyt, s6t, ennek a vagasnak a tartomény mindkét
keretét metszenie kell, igy olyan élben is metszi a tartomanyt, amely a kivalasztott b-
faktornak legalabb egyszeres éle. Mindegyik ilyen élt kiilon leszamlalhatunk a vagasfedés
b-sulyaban: ha egy élt két tartomanynal is szdmolunk, akkor a b-faktornak is tobbszoros
éle, a vagasfedés b-stlyaban is szerepel legalabb kétszer. Igy a vagasfedés b-stlya legalabb

akkora, mint a b-Clar-halmaz elemszama. ]
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5.12. Tétel. A b-Clar-szam megegyezik egy vagasfedés minimalis b-stulyéval.

Bizonyitas: Nézziik a D gratban a kovetkezd aramfeladatot:

vt -1
r
-wT I =0 (azaz dram), r > 0, s > 1 (als6 korlatok), min m”r (célfiiggvény),
s
—a® 0

ahol m egy tetszbleges b-faktor vektora.

Tekintsiik a duéalis feladatnak ezt a felirasat:
max 1Ty, Uu—Ww—-aa+zxz=m, —u+w+y=0, z,y>0.

Vegyiink optimalis és egész (r, s) és (u,w, v, x,y) vektorokat. Azt allitjuk, hogy
Kz + Ry = b. Ez belathato a kévetkezd atalakitasokkal:

Uv—Ww—aa+xz=m
KUu— KWw— Kaa+ Kz = Km
R(u—w)+ 04 Kx =b, azaz Ry + Kz = b. Tehat y egy b-Clar-halmaz vektora.

Az r vektorrél pedig mar lattuk, hogy megengedett vagasok egy halmazat adja meg,
és hogy az s-re vonatkozo alsd korlat garantalja minden tartomany elmetszését, igy r
vagasfedést hataroz meg. Az m”r érték a vagasfedés b-stlyanak m szerinti kiszamitésa.

Talaltunk egy 17y elemszami b-Clar-halmazt és egy mr b-sulytu vagasfedést, valamint
a primal és duél optimalis értékek egyenlésége folytan 17y = mTr. Osszevetve az el6z6
5.11 tételbeli egyenlStlenséggel azt kapjuk, hogy ez a b-Clar-halmaz maximalis elemsza-
mu, illetve ez a vagasfedés minimalis b-sulyu. A b-Clar-szam egyenlé a minimalis b-silyt

vagasfedés silyaval. n
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5.3. A b — f-Clar-szam

Legyen f € NIl egy G tartomanyain értelmezett sulyfiiggvény vektora. Most olyan b-Clar-
halmazt szeretnénk, amely az f szerint maximaélis Osszsilyt. Az eddigiekre tekinthetiink

ugy, hogy azok a specidlis f = 1 esetet targyaltak.
5.13. Definicid. Egy b-Clar-halmaz f szerint maximaélis 0sszstlya a b — f-Clar-szam.

5.14. Definicié. Adott ¢ € NI¥l 65 d € NI¥l. Egy ¢ — d-vagasfedés megengedett vagasok
olyan halmaza, amely teljesiti a kovetkezs két feltételt: minden él legaldbb annyi vagésnak
az éle, mint amennyi a megfelel6 c-komponens; és minden tartomany valamely keretét
legaldbb annyi élben metszik Gsszesen a vagasok (egy élben akar tobbszor is metszhetik),

mint amennyi a megfelel6 d-komponens.

5.15. Megjegyzés. Egy megengedett vagas egy tartomany egyik keretét ugyanannyi élben

metszi, mint a masik keretet.

5.16. Jelolés. Az f-vagasfedés megnevezést a 0 — f-vagasfedés roviditésekent hasznaljuk

ezentl.

5.17. Tétel. Legyen (z,y) € P1(b) = {(x,y) | Kz + Ry =b,x > 0,y > 0} egész vektor és
vegylink egy tetszéleges ¢ — d-vagasfedést. Ekkor cx + dy nem lehet nagyobb a vagéasfedés
b-sulyanal.
Bizonyitas: Az (z,y) vektorbol szarmaztassunk egy b-faktort, amelynek z-bdl vett része
egyértelmt, y-bol vett része a tartomanyok keretei kozotti valasztas eredménye.

Becsiiljiik alulrél a vagasfedés x-bél, illetve y-bol szarmazo b-sulyat. (Egy vagas z-bdl
szarmazo stlya alatt a vagasbeli élek z-értékeinek Osszegét értjik).

Minden él benne van legalabb annyi vagasban, amennyi a megfelels c-komponens. Igy a
vagasfedés x-bdl szarmaztatott silya legalabb cx.

Minden tartomanyt (és mindkét keretét) legalabb annyiszor metsziink, mint a megfelel§
d-komponens. Igy a vagasfedés y-bol szarmazo silya legalabb dy.

Tehét a ¢ — d-vagasfedés b-silya legalabb cx + dy. ]
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5.18. Tétel. A b — f-Clar-szam megegyezik egy f-vagasfedés minimélis b-stlyaval.

Bizonyitas: Nézziik a D grafban a kovetkezd aramfeladatot:

vt -1
r
-wT I = 0 (azaz aram), r > 0, s > f (als6 korlatok), min m”r (célfiiggvény),
s
—a” 0

ahol m egy tetsz6leges b-faktor vektora.

Tekintsiik a dualis feladatnak ezt a felirasat:
max fly, Uuv—Ww—aa+x=m, —ut+w+y=0, z,y>0.

Vegyiink optimalis és egész (r, s) és (u,w, v, x,y) vektorokat. Azt allitjuk, hogy
Kz 4+ Ry = b. Ez belathato a kdvetkezd atalakitasokkal:
Uuw—Ww—-—aa+x=m= KUu— KWq+ Kaax + Kz = Km
R(u—w) 4+ 0+ Kz =b, azaz Ry + Kx = b. Tehat y egy b-Clar-halmaz vektora.

Az r vektorrol mar lattuk, hogy megengedett vigasok egy halmazat adja meg. Az UTr =
s > f feltétel biztositja, hogy r egy f-vagasfedést hatédroz meg. Az m”r érték a vagasfedés
b-sulyanak m szerinti kiszamitasa.

Talaltunk egy f7y elemszamu b-Clar-halmazt és egy m”r b-stlya f-vagasfedést, valamint
a primal és dual optimélis értékek egyenldsége folytan tudjuk, hogy ffy = mTr.

A 5.17 tétel kdvetkezménye, hogy egy v vektorral megadott b-Clar-halmaz 7y dsszstlya
nem lehet nagyobb egy f-vagasfedés b-sulyanal.

Igy v egy f szerint maximalis Gsszsulyd b-Clar-halmaz és r egy minimalis b-stlya f-

vagasfedés. A b — f-Clar-szam egyenlé a minimalis b-stlyt f-vagasfedés b-sulyéval. ]
5.19. Megjegyzés. A b=1¢és f = {0, 1}/l specialis esetben a tartomanyok egy rogzitett

részhalmazabol szeretnénk minél nagyobb elemszamu Clar-halmazt kivalasztani. Ekkor az

5.18 tétel a kovetkez6t mondja.

5.20. Tétel. [5| Az F, C F tartomanyaibol all6 maximélis elemszamu Clar-halmaz elem-
szama egyenlS azzal a minimalis 6sszsillyal, amelyet megengedett vagasok egy olyan hal-

maza hataroz meg, hogy minden Fy-beli tartomanyt metszi valamelyik halmazbeli vagas.
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5.4. A [K, R] matrix unimodularitasa

Az altalanositasok és kapcsolodo definiciok alkalmazaséaval aj bizonyitasat adjuk a [K, R]
méatrix unimodularitasanak (2.11 tétel).
Bizonyitas: A 2.2 tétel szerint az unimodularitas ekvivalens azzal, hogy tetszGleges b

egész vektorra a

Pi(b) = {(z,y) | Kz + Ry = b,z > 0,y > 0}

nem fiires poliéder egész.

Egy poliéder akkor egész, ha minden linearis célfiiggvény optimuma egész vektoron is
felvétetik. Ennek megfelelGen azt kell belatni, hogy tetszGleges ¢, d és egész b mellett a
max{cx +dy | Kz + Ry = b,z > 0,y > 0} optimuma felvétetik valamely = és y egész
vektorokra. Mivel [K, R] raciondlis, feltehetjiik, hogy ¢ és d is egész.

Nézziik a D gratban a kovetkez6 aramfeladatot:

ur I
r
-wT I = 0 (azaz aram), r > ¢’, s > d* (also6 korlatok), min m”r (célfiiggvény),
s
—a” 0

ahol m egy tetszGleges b-faktor vektora. Ilyen m létezik a kovetkezd lemma szerint.

5.21. Lemma. Ha b egész vektor és Py(b) = {(z,y) | Kz + Ry = b,z > 0,y > 0} nem
tires, akkor 1étezik b-faktor.

Bizonyitas: Van olyan (z,y), hogy Kz + Ry = b. Ekkor m := x + Uy teljesiti a Km = b
egyenletrendszert, viszont lehetnek nem egész komponensei. A kovetkezs eljarassal mo-
dositsuk m-et addig, amig csupa egész komponense nem lesz. Vegyiink egy olyan élt,
amely minimalizalja a § := min({m;},1 — {m;}) értéket. Ez az él benne van egy nem
egész komponensekhez tartozé korben. A kor mentén valtakozva +( értékeket adva az
m-komponensekhez legalabb egy élnek az értéke nem egészrél egészre valtozik, nem kelet-
kezik tijabb nem egész értékii él, és tovabbra is teljesiil K'm = b. Legfeljebb | E| 1épésben a

moédositott m minden értéke egész, tehat b-faktort kaptunk. ]
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Tekintsiik a dualis feladatnak ezt a felirasat:
max cx +dy, Uu—Ww—-—aax+x=m, —u+w+y=0, x,y>0.

Vegyiink optimalis és egész (r, s) és (u,w, o, x,y) vektorokat. Azt allitjuk, hogy
Kx + Ry = b. Ez belathato a kovetkezd atalakitdsokkal: Uu — Ww —aa + 2 = m =
KUu— KWq+ Kaa+ Kz = Km = R(u —w)+ 0+ Kz = b, azaz Ry + Kx = b.

Az r vektorrol pedig azt mondhatjuk, hogy egy c—d-vagasfedést hataroz meg: mar lattuk,
hogy vagasfedést ad meg, és hogy az s-re vonatkozo6 alsoé korlat garantalja a tartomanyok
megfelel6 szamu elmetszését; az r > c feltétel pedig az élek elégséges szamu vagasban
szereplését irja els. Az mTr érték a vagasfedés b-silyanak m szerinti kiszamitasa.

Ebbél az is kovetkezik, hogy max{cx + dy | Kz + Ry = b,z > 0,y > 0} < m’r, hiszen
ez az 5.17 tétel alapjan tetszéleges ¢ — d-vagasfedés silyara igaz.

Igy az (z,y) vektor, amely egész eleme a P;(b) poliédernek és amelyre cx + dy = m'r,
maximalizalja a Py(b) poliéderen a cx + dy értéket. Tehat az optimum egész vektoron is

felvétetik. A 2.2 tétel ekvivalenciajabol: a [K, R] matrix unimodularis. ]

Bizonyitas: Bemutatunk még egy bizonyitast, amely az egész poliédereknek abbdl a
jellemzésébdl indul ki, hogy minden oldal tartalmaz egész pontot. Tekintsiik a P;(b) egy
nemiires oldalat: {(z,y) | Kx+ Ry =b,2 >0,y >0, x;, =0,i€ [, y; =0, j € J}. Az
oldal egy tetszdlegesen kijelolt elemébdl szarmaztassuk az m b-faktort az el6z6 5.21 lemma
alapjan.

Nézziik a D grafban a kovetkezs aramfeladatot:

vt -1
,
-wT I = 0 (azaz dram), r > ¢’ s > d* (als6 korlatok), min m”r (célfiiggvény),
s
—a’ 0
ahol ¢; := —1, ha i € [; kiilonben ¢; := 0; valamint d; := —1, ha j € J; kiilonben d; := 0.

Tekintsiik a dudlis feladatnak ezt a felirasat:

max cx +dy, Uu—Ww—-aax+2xz=m, —u+w+y=0, z,y>0.
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Az optimélis érték nulla: az oldal kijelolt eleme ad egy ilyen megoldést. Az aramfeladat
duélisdnak optimuma egész vektorokon is felvétetik; egy ilyen optimaélis és egész megoldas
(x,y) vetiiletének P (b) feltételei mellett cx+dy = 0 miatt az {z; =0,i € I, y; =0,j € J}

feltételeket is teljesitenie kell. Igy az oldal tartalmaz egész pontot is. O

5.22. Megjegyzés. A fenti bizonyitas soran alkalmazott max{cz +dy | Kz + Ry = b,z >
0,y > 0} probléma mint egészértéki program tulajdonképpen a b-Clar-halmaz egy tovabbi
altalanositasa, ahol az éleknek és a tartomanyoknak a (c,d) szerinti 6sszsulyat kivanjuk

maximalizalni.

5.5. Példak tovabbi altalanositasokra

A Clar-probléma altalanositésaival és modositasaikkal tovabbi maximalizalasi problémakat

konstrualhatunk. Néhany példat sorolunk fel.

1. A b-Clar-halmazok feltételeit szigoritsuk tgy, hogy minden tartomanyra adott egy

fels6 korlat, amelynél t6bbszor nem szerepelhet a tartomény a halmazban.

2. A csiicsok pontosan b-szeres fedésének kovetelményét helyettesithetjiik a legfeljebb

b-szeres fedés elirasaval.

3. Adott az éleken egy c sulyfliggvény, a tartoményokon pedig egy d sulyfiiggvény. A
csucsokat pontosan b-szeresen fedjiik élekkel és tartoményokkal gy, hogy a cx + dy

értéket maximalizaljuk.

4. Csak tartoményokkal fedjiik pontosan b-szeresen a csticsokat és maximalizéljuk a d

szerinti Osszsulyt.

5. Diszjunkt tartomanyok maximalis d-0sszstilyt halmazat keressiik, illetve ezt a sily-

értéket vizsgaljuk.

6. Ha a grafnak nincs teljes parositasa, a modositott Clar-probléma alatt a kovetkezdt is
érthetjiik: egy maximaélis elemszami péarositasra azon tartoméanyok maximaélis szama,

amelyeken a parositas alternal.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatban a Clar-szammal és az unimodularitassal kapcsolatos alapvetd fogalmak és
jellemzések bevezetése utan ismertettiik Abeledo és Atkinson bizonyitasat a [K, R] matrix
unimodularitasara 1], amely Truempernek az unimodularis méatrixokra vonatkozo tételén
alapult [10].

Az unimodularitasnak Hoffman és Kruskal 2.2 tételébsl addédoan az volt a kovetkezménye,
hogy a Clar-szam megegyezik a 1.6 relaxalt linearis program optimaélis értékével, ezt mondta
ki a 2.13 tétel.

Abeledo és Atkinson felhasznélta ezt az eredményt a 3.12 min-max tételre adott bi-
zonyitasukban. Azonban a 3. fejezetben a min-max tétel bizonyitasanak 1j befejezésével
megmutattuk, hogy nem sziikséges az unimodularitési eredményekre hivatkozni, elegendd
volt az aramfeladatnak és dualisdnak optimaélis megoldasait egésznek valasztani.

A bizonyitas soran az dramfeladat duélisdinak optimalis és egész megoldasabol vetitéssel
egy Clar-halmaz vektorat kaptuk. A 4. fejezetben a két primaél-, illetve dualfeladat optimalis
megoldasai kozotti atjarasokat vettiik végig.

Az 5.1. alfejezetben a particionalasi feladatot visszavezettiik minimaélis koltségt aramfel-
adat optimalis értékének meghatarozasara (5.1). Az 5.2 és 5.3 alfejezetekben a Clar-halmaz
altalanositasaira lattunk be min-max tételeket: a b-Clar-szamrol megmutattuk, hogy meg-
egyezik a minimaélis b-stlyu vagasfedés sulyaval (5.12); a b— f-Clar-szam pedig a minimalis
b-stlyu f-vagasfedés silyaval egyenls (5.18).

Az 5.4 alfejezetben az altalanositott Clar-halmazok és vagasfedések fogalmainak és Gssze-
fiiggéseinek alkalmazasaként ujabb bizonyitasat adtuk a [K, R] matrix unimodularitasanak.

Végiil példakat hoztunk a Clar-halmaz lehetséges tovabbi altaldnositasaira.
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