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1. fejezet

Bevezetés

A Weil-sejtések eredetéig egészen a 18. szazad végéig, és 19. szazad elejéig kell visszamenni, amikor két
korszakos géniusz Carl Friedrich Gauss és Bernhard Riemann alkottak. Gauss Disquisitiones Arith-
meticae konyvének hetedik részében taladlhato egy rész, amely talan tekintheté a Weil-sejtések Gsének.
Riemann hires hipotézise, amelyet a mai napig a matematikus tarsadalom bizonyitani probal volt egy
apropdja annak, hogy Weil kimondta a sejtéseit, mivel Weil-sejtéseinek utolsé két allitdsa parhuzamba
vonhaté a hipotézissel.

A Weil-sejtések Riemann altal definialt zeta-fliggvény parjardl szolnak fiiggvénytestekre, vagyis a
véges testek fOlotti varietds zeta-fiiggvényérsl szolnak, és allitanak érdekességeket. Mostantol csak
zeta-fliggvényként hivatkozunk ra. Ezen zeta-fiiggvényt tgy kell érteni, hogy véges testek feletti affin
vagy projektiv hiperfeliiletek felett vizsgaljuk. Ez altal a zeta-fliggvényt tgy definialjuk, hogy

o0 TS
ﬂmMIhw%sty
s=1

ahol Hj-sel azon halmazt adjuk meg, amely Fy- véges test felett az F' algebrai varietas gyokeit tar-
talmazza, és igy Vs azon szdm, amely ezen Hy halmaz F,s véges test feletti elemszamat adja meg. A
kovetkezs tételben kimondom a Weil-sejtéseket, amelyek mar azota bizonyitast is nyertek igy a tétel
megnevezés helytallo.

1.0.1. Tétel (Weil-sejtések). Legyen F egy n dimenzids F, test feletti sima projektiv varietds, akkor
a kovetkezd 3 dllitds teljesiil, hogy

1. (Racionalitis) A Z(Hp /F,,T) figgvény elddll, mint két raciondlis egyitthatds polinom hdnyado-

sa, tehdt
P(T +1
2R, T) = —
1 (1= ¢'7)

ahol P(T) egy 1 konstans tagi egész egyiitthatds polinom, melynek foka 3, ahol B a hiperfeliilet
egy bizonyos topologiai tulajdonsdgdval kapcsolatos. Ezen B szdmot szokds Betti szamnak is hivni,
tovdbbd a P(T) polinom hatvdnykitevdjében lévd +1 a dimenzid paritdsdra szerint vdltozik, tehdt
ha pdros, akkor P(T), kiilonben meg %.

2. (Figgvényegyenlet) Ha o egy reciprok gyoke P(T)-nek, akkor a kévetkezd egyenlet teljesiil, hogy

Z(Hp/Fqn—T) = ¢~ (57 . Z(Hp/F,,T).

3. ("Riemann hipotézis”) P(T') polinom reciprok gyokeinek komplex abszolitértéke q%.

A Weil-sejtések teljes bizonyitasat Paul Deligne adta 1974-ben, amely étale kohomoldgiat hasznal.
A teljes bizonyitason kiviil még Grothendieck nevét érdemes megemliteni, aki az els6 két allitast tudta
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bizonyitani, s6t mi tobb & tudta elgszér barmelyik Weil-sejtést is kohomologiaval bizonyitani, amely
iranyt mar Weil is érezte a sejtések kimondéasakor. Azonban Weil els6 sejtésének sziiletett egy olyan
bizonyitasa, amely megdobbentette a matematikus tarsadalmat, mivel nem kohomoloégiaval sziiletett a
bizonyitésa. Ezen bizonyitas Bernard Dwork nevéhez fiiz6dik, aki 1960-ban p-adikus analizist hasznalva
sikeriilt bizonyitania Weil els6 sejtését. Ez mint [Katz and Tate ((1998])) Bernard Dwork-ra megem-
lékez§ cikkben is olvashato, hogy akkoriban a matematikus tarsadalmat meglepte a bizonyitas, mivel
egyrészt, ahogy elébb irtam nem kohomolégiat hasznélt, tovabba mivel Dwork villamosmérnokbél lett
matematikus volt, aki el6szor villamosmérnoki dipolmét szerzett, majd csak a katonai szolgalat utan
szerzett elGszor esti egyetemen hallgatott kurzusokat, majd a Columbia egyetem nappali tagozatan
szerzett matematikus Ph.D-t.

A szakdolgozatom témaja, mint ahogy a cimben is olvashaté az els§ Weil-sejtés Dwork-féle bizo-
nyitasa lesz ehhez Koblitz| ((2012)) konyvét vessziik alapul, tehat ez azt jelenti, hogy a szakdologzatom
felépitése ezen konyvet koveti. Tovabba a p-adikus szamokhoz, amely az els6 fejezet a szakdolgozatom-
ban, |Gouveal ((2003))) konyvét vettem segitségiil. Az 2 megalkotasahoz sziikséges algebrai alapokhoz
Herstein| ((2006)) konyvét, és az algebrai szamelmeélet részhez meg [Serrel ((1995))) konyvét, és a té-
méavezetém Zabradi Gergely online elérhetd jegyzetét (Zabradi| ((2020)))) hasznaltam. Dwork konkrét
bizonyitasahoz meg Koblitz| ((2012)) konyvén kiviil Mustata ((2011))) online elérhets jegyzetét, és [Ire-
land and Rosen| ((2013))) konyvét vettem segitségiil, ahol Ireland tanitvanya volt Dworknak.



2. fejezet

A Q) megalkotasa és a Zy|X]
polinomok

2.1. Normak a (Q-n és Ostrowski tétele

Az alfejezet soran bevezetem a norma és metrika definiciéit, amely segitségével bizonyitok par alli-
tast, hogy végiil belassuk, hogy a racionalis szdmok halmazan minden nem-trivialis norma a szokasos
abszolutérték, és a kovetkez6kben bevezetésre vard p-adikus normaéaval ekvivalens.

2.1.1. Definicié. Legyen H egy nem iires halmaz. d : H x H — R>¢ fiiggvényt metrikdnak vagy
tavolsagnak nevezziik, ha teljesiti a kovetkezd felfételeket:

1. d(z,y) =0<= =y Ve,ye H

2. d(z,y) =d(y,z) Vx,y € H

3. d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2) Vx,y,z € H.
A (H,d) par tovabba metrikus térnek nevezziik.

A H halmaz sokféle halmaz lehet mint példaul tetszéleges test F mint a valos szamok (R), racionalis
szamok (Q). A tavolsagot is megadhatjuk kiilonbozSképpen, mint példaul diszkét metrika, vagy az
euklidészi metrika.

2.1.2. Definicié. Legyen F tetszéleges test. ||-|| : F — R>¢ leképezést normanak nevezziik, ha teljesiti
a kovetkez6 feltételeket:

1. Jjz]|=0<=2=0

2. ||z~ yll = ll=ll - lyll Va,y € F

3. [l +yll < ll=ll + [lyl| Vo, y € F.

A metrikat szoktuk normébol szarmaztatottnak is nevezni, mivel definidlhatjuk a tavolsagot ugy,
mint d(z,y) = ||z —yl|.
Ezen rovid két fontos definicié utan térjink at a szamunkra fontos esetre.

2.1.3. Definicid. Legyen p egy tetszdleges primszam. Minden nem negativ egész szamra definialjuk a
kovetkezd fliggvényt, hogy ord, : Z~o — Z, ami minden x € Z hozzérendeli azt a legnagyobb hatvanyat
p-nek, ami osztja az x szamot, tehat legyen m azon legnagyobb eg, amire igaz, hogy x = 0 (p™). Ezen
fliggvényt nevezziik az = p-adikus értékelésének.

Ezen fiiggvény additiv tulajdonsagokkal rendelkezik, mivel z,y € Z+, akkor ord,(z-y) = ord,(x)+
ord,(y). Az x és az y szorzata utdn most az Osszegiiknek szeretném megmutatni azon tulajdonsagat,
hogy ord,(z+y) > min(ord,(z), ord,(y)), mivel  + y-bol kiemelhets p™, ahol m a maximalis hatvany,
amelyre p™™ osztja z-et, és y-t is, tehat ezen m egyenld vagy ord,(z)-szel, vagy ord,(y)-nal. Tovabba
ezt a fiiggvényt kiterjeszthetjiik a raciondlis szdmokra is, mivel ha z = § alakban irhato, akkor az x

p-adikus értékelése egyenld lesz, mint ord,(x) = ord,(a) — ord,(b) az additiv tulajdonsag miatt.
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2.1. NORMAK A Q-N ES OSTROWSKI TETELE 7

2.1.4. Allitas. Definidljuk a | - |p leképezést a raciondlis szamokon gy, hogy

2], = Wa ha =z #0;
P 0, ha x=0.

Akkor a definidlt leképezés norma a raciondlis szamokon.

Bizonyitdas. A harom feltételt kell ellenérizni. A norma elsé feltétele nyilvanvaloan latszik a leképezés

definialasabol. A masodik feltétel teljesiil, mivel pordr(z¥) = pordp(z)tordy(y) — pordp(z) . pordp(y) tehiat

|- ylp, = pordpl(m-y) = pordlpm . pordp(w = |z|p - |ylp, Vz,y € Q. A harmadik feltétel nyilvanvalo ha x=0

vagy y = 0 vagy x +y = 0, tehat feltehetjiik, hogy egyik se nulla. Legyen z = 7 és y = 9, ahol
a,b,c,d € Z, és b,d # 0, akkor

d+b
ord,(x +y) = ord, <a—|—c>

bd
= ord,(ad + ¢b) — ord, (b) — ord,(d) >
> min(ord,(ad), ord,(cb)) — ord,(b) — ord,(d) =
(ordy(a) + ord,(d), ord,(c) + ord, (b)) — ord,(b) — ord,(d) =
= min(ord,(a) — ord,(b), ord,(c) — ord,(d)) =
(ordy(

= min(ord,(z), ord,(y)).

= min ord
ord

Igy
2+ ylp = —— s < max(p~ ) pm b)) =
pordp(T)
= max(|zlp, [ylp) < [zlp + [ylp-
Tehat teljesiil a harom feltétel, igy | - |, norma Q-n. O

2.1.5. Definicié. Egy normat nem-Arkhimédészi normanak neveziink, ha
|z +yl| < maz(||z|, [lyl]) Va,y € F.

Tovabba egy normat Arkimédészi norménak neveziink, ha csak a haromszog-egyenlGtlenséget teljesiti,
tehat a maximumos egyenlGtlenséget nem.

Igy definialhatunk Arkhimédészi és nem-Arkimédészi metrikat is az altal, hogy d(z,y) = ||z — y||
Vz,y € F. Ha a || - || norma nem-Arkhimédészi, akkor az altala indukalt metrikat nem-Arkhimédészi
metrikanak nevezziik.

A |||, definicidja miatt a Q-n ezen norma nem-Arkhimédészi és a szokasos abszolutérték Arkimé-
dészi norméat definial.

Az nem-Arkhimédészi norméabol indukalt metrika esetén a metrika harmadik feltételét egyenls szara
haromszog-egyenlétlenségnek mondjuk, mivel legyen z,y € F, akkor ||z — y|| < max(||z]],||y]), tehat
ha [lz]| < [y, akkor [z —y[| < [ly[|, tovabba [|ly[| = [lz — (z — y)|| < max(z,z —y), mivel [lz| < [y],
igy |lyl| = ||z — y||. Tehat tetszdleges haromszdg egyenls szart.

2.1.6. Allitas. Minden nem-Arkhimédészi norma esetén ||z|| < 1 Va € F.

Bizonyitds. Legyen x tetszéleges, akkor ||z]| = ||1 +z — 1|| < max(1, ||[n — 1) <max(1,|1+n—2|) <
max(1,|[|n —2|)=--- <max(1,1) = 1. 5

2.1.7. Lemma. Legyen I tetszdleges test eqy normdval elldtva, akkor a kovetkezd két dllitdas ekvivalens:

1. lm =z, =a;
n—-+o0o

2. Tetszdleges nyilt gomb, amely tartalmazza az a-t, akkor a nyilt halmaz komplementere csak véges
sok tagjdt tartalmazza az x, sorozatnak.



8 2. FEJEZET. A Qp MEGALKOTASA ES A Zp[X] POLINOMOK

Ezen ekvivalencia altal nyert definici6 ad egy moédot arra, hogy hogyan ellendrizheté két norma
ekvivalenciaja.

2.1.8. Definici6. Legyen |- || norma egy tetsz6leges T felett, és legyen r € Ry és a € F, akkor B(a,r)
halmazt nyilt gombnek nevezziik, ahol

B(a,r)={z €F:|lz—a| <r}.
A B(a,r) halmazt zart gombnek nevezziik, ahol
B(a,r)={z €F:|lz—a| <r}.

2.1.9. Allitas. Legyen ||-|| nem-Arkhimédészi norma eqy tetszéleges F felett, tovdbbd legyen b tetszdleges
eleme a B(a,r), akkor B(b,r) = B(a,r).

Bizonyitis. Ha © € B(a,r) = ||l — a|| < r, ebbdl kévetkezik, hogy ||z — b = ||t —a+a —b]] <
max(||lz — all,|ja — b||) < r, tehat x € B(b,r). Ez forditva is ugyanigy mtkodik. O
2.1.10. Allitas. Legyen T tetszdleges test és rajta legyen || - |1 €s || - |2 két norma, akkor a kévetkezd

allitasok ekvivalensek:

1. || - |k és || - ||z normdk ekvivalensek.
2. Tetszdleges {x,}52, € F sorozat esetén ha x, — a az || - |1 norma szerint akkor, és csak akkor
ha ©, = a az || - |2 norma szerint is.

3. Tetszdleges x € F esetén ha ||x|1 < 1 akkor, és csak akkor ha ||z|2 < 1.
4. Létezik egy pozitiv valds szdm () minden x € F-re, hogy ||z|1 = ||z[|$.
A bizonyitast a|Gouveal ((2003))) konyv 3.1.3. allitas bizonyitasanak segitségével végezziik.

Bizonyitds. Korbe fogunk bizonyitani.

1.=2.:
Ha a két norma ekvivalens, akkor a lemmabol kévetkezik a 2.-es.
2.=3.:

Ha ||z|| < 1 tetszbleges norméara, akkor lim ™ =0, igy ha 2. 4llitas teljesiil a = 0 esetén, akkor

n—-4o0o
ebbdl kovetkezik a 3.-as.
3.=>4.:

Tegyiik fel, hogy 3.-as teljesiil. Vegyiink egy tetszleges xo € F-t, amire teljesiil ||zg]|1 < 1, akkor
a 3.-as miatt igaz, hogy ||zo|l2 < 1. Erre az xp-ra tudunk olyan a valos szamot talalni, ami teljesiti
log([zoll1)
log(|zo||2)
esetén, ahol ||z||; < 1, ezen o megegyezik. Harom kiilonbozs esetre fogjuk bontani a bizonyitast.

Elgszor vizsgaljuk azon = € F, melyekre ||z|1 = ||xo||1, akkor ||z]|2 = ||xol|2 is teljesiilni kell, mivel
kiilsnben £ vagy < a || - |2 szerinti értéke kisebb mint 1, de ez ellentmond a 3.-as feltevésnek. Igy
lzlly = [l[l§, mivel flzlly = |lzolls = llzoll§ = llll3-

Maésodik esetben vegylik azon x € F-eket, melyekre igaz, hogy ||z||1 = 1, mert akkor a 3.-as miatt
lz|l2 = 1 is teljestil, tehat igaz lesz, hogy ||z||1 = ||z]|§. Tovabba ha létezik olyan x € F, melyre teljesiil
az egyenlGseg, akkor barmely egész n kitevGjére is teljesiilni fog.

A harmadik esetben, tehat azon z-ekre szeretnénk belatni az allitast, melyek az elsé két esetben

nincsenek benne. Legyen minden x € I esetén

a 4.-es egyenlGtlenséget, mivel a = megfelel§ lesz. Igy azt kell ellenérizni, hogy Vo € F

_ log(lleh)

log(|[[2)’
igy a harmadik esetben azt kell belatni, hogy ezen 8, = a-val. Legyen x tetszdleges, akkor feltehetjiik,
hogy ||z|]1 < 1, mivel kiilonben vehetjiik a reciprokat. Mivel |z||; < 1, igy ||z]l2 < 1. Legyen n,m € Z,
hogy

B

lall? < lleoll? <= \

"
Zo

l.n
—m <1< |lz|3 < [Jxollz"
Lo 11 2



2.1. NORMAK A Q-N ES OSTROWSKI TETELE 9

Mindkét oldal logaritmusat véve az ekvivalencia, igy moédosul, hogy
nlog(|lz]ly) < mlog(||lzoll1) <= nlog(||zll2) < mlog([[zoll2)-

Ebbdl kévetkezik, hogy
1 1
o log(llzoll) . m _ log(Jloll2) (2.1)
m  log(|[z]1) m  log(|z[|2)

Ezen ekvivalencia akkor, és csak akkor teljesiil, ha

log([lzoll1) _ log(llzoll2)

log(llzfly) ~ log(llz[l2)

mivel a ekvivalencia miatt azon - racionalis szdmok halmaza, melyek kisebb az egyiknél, és
azon racionalis szdmok halmaza, amelyek kisebbek a masiknal egyenlé szdmosségi, és ugyanazon
elemeket tartalmazzak, mivel kiilonben lennének olyan toértek, melyek az egyiknél nagyobbak lennének
a méasiknal, pedig kisebbek.

Tehat ebbdl kovetkezik, hogy o = 3, mivel

log([lzof) _ log(llzoll>) . log(llzollr) _ log(ll]1)
log(fz1) ~ tog(zl2) ~ log([woll2) _ log(llzll2)

4.=1.:
Ha teljesiil a 4. allitas, akkor a kdvetkezs egyenlGtlenségek ekvivalenciaja miatt az egyik norma
szerinti nyilt gomb a masik norma szerint is nyilt gémb lesz csak mas sugarral, mert

|z —al; <r <=z —all§ <r<|z—al|z < {r

Ez bizonyitja, hogy a normak altal definialt topologikus terek egyenlGek, tehat a két norma ekvivalens.
O

2.1.11. Kévetkezmény. Legyen p € (0,1), és p egy adott primszdm, akkor ||z|, := p°%®) Yz € Q,
akkor dltal definidlt norma ekvivalens | - |, normdval.

Ezen || - ||, norma helyett a kovetkezd allitas miatt szeretjiitk inkabb hasznalni a | - |,-t.
2.1.12. Allitas. Legyen x € Qwq, akkor
H |zl =1,
pe{2,3,5,... }U{oo}
ahol |x|s a szokdsos abszolutérték.

Bizonyitds. Legyen © = H?Zl p" n € N, akkor ¢ primszam esetén, ha ¢ # p;, Vi € {1,2,3,...,n},

akkor ||, = 1, ha ¢ = p;, ahol i € {1,2,3,...,n}, akkor |z|, = —twmy, és ha ¢ = oo, akkor
q q

|zlq = [[Ti= p5"

2.1.13. Definicié. A || - || norméat trividlis normanak mondjuk, ha minden nem nulla elem esetén a
norma értéke 1, kiilénben 0.

. Igy ezekbol latszik, hogy a szorzat egyenls 1-gyel. O

2.1.14. Tétel (Ostrowski). Minden nem triwidlis norma || - || a Q-n ekvivalens a | - |p, ahol p prim
vagy p = 0.

Bizonyitds. Két esetre fogjuk bontani a bizonyitast.
Els6 eset ha létezik n € N, melyre |[n|| > 1, akkor létezik minimalis ng is, melyre igaz, hogy
loa(lnol)

[lnoll > 1. Az ng-hoz létezik egy olyan a, hogy ||ng|| = n§, mivel, hogyha o =
log(no)

1
[noll = (H%Hm) es(no) = (ew)log(no) =ng.



10 2. FEJEZET. A Qp MEGALKOTASA ES A Zp[X] POLINOMOK

Az ng segitségével minden természetes szam felirhato ng szamrendszerben, tehat n = ag +ayng+---+
a;ng, ahol Vi 0 < a; < ng és a; # 0. A haromszdg-egyenl6tlenséget felhasznalva, akkor adédik, hogy

Inll < llaoll + larnoll + - -~ + llaing|l = laoll + llasll - n§ + -+~ + [laill - ng™.
Mivel minden a; < ng, igy minden ||a;|| < 1, akkor addodik, hogy

o0

. . - . 1 n%
[nll <1+no+---+nf" =ng - (1+ny% +-+ny"") <n®- ZW =1
— -n
j=0""0 0
mivel n < n). Ha n helyett nV tesziink, ahol N € N, akkor adédik, hogy [|n"]| < 1"::. N-edik
— o
gyokot véve mindkét oldalon kapjuk, hogy
1
ol <n®- ¥ —=,
1—mn,
ha N — oo, akkor kapjuk, hogy ||n| < n®.
Mivel nf < n < nitt adodik az ng alapu felirasbol, igy ha vessziik |[ny™| = ||n +ng™t —n| <
|n|| + [|nt — n||. Ebbsl adodik, hogy
Inll > gt | = ling™ = nll > ng™V = (5™ = n)* >

1) 1\*
anﬂamylr®“%+”“b(l>}>

no
«
> e [1_ <1_1) ]
no

Igy ha megint véve n helyett az n'V és elvégezve a gyokvonast, akkor kapjuk, hogy ||n|| > n®. Igy az els6
esetben teljesiil az egyenl6ség a természetes szamokra, de a norma szorzatra vonatkozo tulajdonsagabol
kévetkezik, hogy tetszGleges raciondlis szam esetén ||z = |z|*, amely meg a allitas miatt
ekvivalens a || - ||oo-vel.

A masodik esetben, tehat azt vizsgaljuk, amikor nincsen olyan n természetes szam, amire igaz, hogy
In|| > 1, tehat ||n|| < 1 teljesiil ¥n € N-ra, tovabba létezik olyan n is, melyre teljesiil, hogy ||n|| < 1,
mivel a normank nem a trivialis norma. Vegyiink olyan ng, amire a normaja minimalis, akkor ny prim
sziikséges, hogy legyen. Tegyiik fel, hogy ng = ny - ng, akkor ||ni|| = ||nz|| = 1, mivel ng minimalis, de
ez meg ellentmondas, mivel feltettiik, hogy ||no|l < 1.

Tehat tudjuk, hogy ng = p, ahol p prim, akkor ebbél kdévetkezik, hogy minden mas q primre,
teljesiilni-e kell, hogy ||¢|| = 1.

Tegyiik fel, hogy nem teljesiil, tehat || < 1, akkor létezik egy olyan k € N, amire ||¢||* < 3,
és létezik egy olyan [ € N, amire ||p||' < % . Mivel p és g relativ primek, igy felirhatok, tgy, hogy
a-p'+b-¢° =1, ahol a,b € Z. Igy ebbdl kivetkezik, hogy

1 1

L= 1= lla-p" +b-g"| <lla-p'| +[b- "Il < llpl" + llall* < gtz =1
Ez meg ellentmondas, gy ||¢|| = 1 minden nem p primre. Igy minden z € Q-ra igaz, ahol z = ¢/* - - - qu,
Jj € N, hogy ||z|| = qul [l quﬁj ||. Mivel minden p-n kiviili prim norméja 1, igy ha g;-k koz6tt nincs

a p, akkor |lz|| = 1, kiilsnben |lz|| = [p||°"%®), mivel ||p|| < 1. A [2.1.10] allitas miatt | - |, norma
ekvivalens a kapott normaval . O

2.1.15. Eszrevétel. Az Ostrowski tétel bizonyitdsdiban a két eset arra vonatkozott, hogy az abszolit-
érték Arkhimédészi norma, a |- |, norma meg nem-Arkhimédészi norma.
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2.2. A p-adikus szamok teste a Q,

Az alfejezet soran definiélni fogjuk a Cauchy-sorozatot, amely segitségével megadjuk a Q, halmazt,
mint Cauchy sorozatok ekvivalencidjanak halmazat.

2.2.1. Definicié. Egy sorozatot Cauchy sorozatnak neveziink egy Q test felett, ha minden e>0 esetén
létezik egy olyan N > 0 természetes szam, hogy minden ¢,j > N esetén |a; — a;, < €.

Az alfejezetben fix p primszam esetén vizsgalunk minden.

A Q-beli szamok Cauchy sorozatanak ekvivalenciaosztalyai altal definidljuk a @Q, halmazt. Q,
halmazanak elemei legyenek ezen ekvivalenciaosztalyok egy-egy reprezenténsa, ahol a reprezenténs
elem a sorozatok hatarértéke legyen. Ezen hatarérték, azért létezik, mivel a racionalis szdmok halmaza
teljes a | - |, norméara nézve. Ez az egyenld szara haromszogegyenlStlenség miatt teljesiil.

2.2.2. Allitas. A Q, halmaz egy test.

Bizonyitds. A Q halmaz az 6sszeadasra nézve kommutativ csoportot alkot, mivel a hatarérték additiv,
tehat két sorozat dsszegének hatarértéke a sorozatok hatarértékeinek 6sszege, tovabbéa az additiv inverz
is ezen tulajdonsag miatt nyilvanvaloan latszik. Legyen {z;} és {y;} két tetsz6leges Cauchy sorozat,
melyek kiilonb6z6 ekvivalenciaosztalybol szarmaznak, és ezen sorozatok reprezenténsai z és y legyen.
A kovetkezs lépésként be kell latni, hogy a Q* kommutativ csoportot alkot a szorzésra nézve.
Akkor x - y-hoz tartozo ekvivalencia osztaly az {x;} és {y;} sorozatok segitségével definialt {z;y;}
ekvivalenciaosztaly. Ez megfelel§ lesz, mivel vegyiink {z;} ekvivalenciaosztaly egy masik sorozatat,
mely legyen {z}}, és vegylink {y;} ekvivalenciaosztaly egy masik sorozatat, mely legyen {y.}, akkor

l2iy; — xiyilp = |@hy; — @y + 25y — 2iyilp = |2 (Y — ys) + yi () — 24)]p <

< max(|aglply; — vil, lyilplzi — 2i).

Ebbdl latszik, hogy a maximum elsé és masodik tagja is tart nullahoz, tehat a két sorozat ekvivalens.
A multiplikativ inverznél nem annyira kénnyt a dolgunk, mint az additivnal, mivel a sorozat 0 elemeit
ki kell cserélni a kivetkezképpen, hogyha x; = 0, akkor x; = p*-nel. Igy nem rontjuk el a hatarértéket
és ez altal a sorozat minden tagjanak tudjuk venni az inverzét, és ez megfelel§ lesz, mivel mint a
szorzasnal ugyan azt a bizonyitast képesek vagyunk elvégezni.

Végiil még a disztributivitast kell még ellenérzni. Legyen {a;}, {b;}, {¢;} kiilonboz6 ekvivalencia-
osztalyok elemei, és tovabba legyen ezen ekvivalencia osztalyok reprezentansai a, b, c. Akkor a(b + c)
reprezentansnak megfelels ekvivalenciaosztaly a kovetkezs lesz, hogy ab + ac, mivel

{a;(b; + ¢;)} = {a;b; + a;e;} = {a;b;i} + {a;c )

2.2.3. Allitas. Q sdrd Qp-ben.
A bizonyitashoz |Gouvea) ((2003))) konyvének 3.2.12. allitas bizonyitasat vessziik segitségiil.

Bizonyitds. Az allités bizonyitasdhoz arra lesz sziikségiink, hogy megmutassuk, hogy tetszdleges = €
Q, tetszéleges nagysagi nyilt gombjében létezik racionélis szdm. Vegyiink egy fix € > 0-t. Az x
legyen a reprezentansa egy ekvivalenciaosztalynak, akkor ezen ekvivalenciaosztalybol valasszunk ki
egy tetszbleges {x,} Cauchy-sorozatot. Legyen € > ¢ > 0, ekkor tudjuk, hogy létezik egy olyan
N € N, hogy minden i,j > N esetén |z; — x|, < €. Ekkor legyen y = zn és legyen az 6 konstans
sorozata {y}, amelynek reprezentansa y’. Ha belatjuk, hogy a3/ € D(z, €), akkor megvagyunk. Legyen
{zn — y} azon Cauchy-sorozat, melynek reprezentansa legyen x — y’, akkor

|z — 4|, = lim |z, —y|
p n— o0 p

Mivel ha n > N, akkor |z, — yl|, = |z, — zn|p < €, igy a hatarérték legfeljebb €', igy teljesiil, hogy
y' € D(z,€). O
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2.2.4. Allitas. Legyen {z,} tetszdleges Cauchy-sorozat és vy, egy tetszéleges sorozat, melyre teljesiil,
hogy Uim |z, — ynlp, =0, akkor y, Cauchy-sorozat.
n—oo

Bizonyitds. Legyen i,7 > N, ahol N € N és legyen € > 0, akkor
Wi = Yilp = |yi — i + i — x5 + 25 — yslp < max((y — zilp, |25 — 5lp, |25 —y5lp) < e
Ebbél latszik, hogy az allitas teljesiil. O
A kovetkezd allitas bizonyitasahoz |Gouvea) ((2003))) konyvének 3.2-es fejezetét hasznaljuk.
2.2.5. Allitas. Q, teljes a |- |,-re nézve.

Bizonyitds. Legyen {a;}2, egy Cauchy-sorozat Qp-ben. A Q siirti Q,-ben, igy minden i-re létezik

egy olyan x; raciondlis szam, melyhez ha hozzarendeliink az xz;-bdl 4ll6 konstans sorozatot, melyet

jeldljiink {x}}52,-vel, akkor teljesiil, hogy |o; — @[, < %, tehat lim |a; — a}], =0, és a allitas
oo 7/_)(3000

miatt tudjuk, hogy igy {«;}:2, is Cauchy-sorozat. Tovabba mivel z}.~, Cauchy-sorozat minden tagja
egy konstans sorozat, igy {x;}52, sorozat is Cauchy sorozat lesz. Azt allitom, hogy ezen Cauchy-sorozat
ekvivalenciaosztalyanak reprezentansa lesz a {«;}52,; Cauchy-sorozat limesze, jeloljiik a limeszt a-val.
Tovabba ezen o € Q.

Legyen € > 0, mivel {x;}52, Cauchy-sorozat, igy létezik e-hoz olyan N € N, hogy minden i,j > N
esetén teljesiil, hogy |z; — x|, < 5. Tovabba definialjuk {z; — z;} ekvivalenciaosztaly reprezentansat,
mint o — z-t. Ekkor minden i > IV esetén teljesiil, hogy

. €
|a_$;'|1’:ilggo|xi_$j|p < 5 <e¢

Tehat {o — 2}52, sorozat 0-hoz konvergal Q,-ben, igy {2’} konvergal a-hoz Q, és tovabba az elején
kijott, hogy |a; — x}|, nullahoz konvergal. Ekkor a allitas miatt {o;} konvergél a-hoz, és a € Q,,
tehéat az allitast belattuk. O

2.2.6. Lemma. Azon a € Q-ra, melyre teljesil, hogy |x|, < 1, akkor minden i € N létezik egy olyan
« egész szam, hogy |a —al, < p~*, ahol a € {1,2,...,p" — 1}.

Bizonyitds. Legyen a = ¥, ahol ged(z,y) = 1. A |z|, < 1 Ssszefiiggés miatt, igy |y|, = 1, akkor p’-vel is
relativ primek. Igy felirhato, hogy sy+rp* = 1 alakban, ahol s, € Z. Legyen a = sz € Z . sy+rp’ = 1
alakban fras miatt, p-adikusan egy elég kis értéktdl eltekintve az s és y egymas multiplikativ inverzei.

Ebbdl kévetkezik, hogy |a — al, < p~*, mivel

%

lsy — 1|, <|sy— 1], <p™"
p

o —z|p =|sz —a|p, = sz— 2| =

’ x

P

Ez altal minden i-re létezik olyan egész szam, mely megfelel a kritériumnak. O

2.2.7. Tétel. A Q, minden olyan a elemére, melyre |al, < 1 feltétel teljesiil, akkor pontosan egy olyan
eleme létezik az ekvivalenciaosztalynak, mely teljesiti a kévetkezdket:

1. a; € {0,1,...,p" — 1} Vi-re,

2. a; = a;11 (mod p*) Vi-re.

Bizonyitds. A bizonyitas két részre bonthato egyrészt be kell 1atni, hogy létezik ilyen elem, tovabba az
elem egyediségét is. El&szor lassuk, be a létezést.

Legyen {b;} az a reprezentanshoz tartozo ekvivalenciaosztaly egyik eleme. Legyen N(j) € N, mely
minden ¢,k > N(j) esetén |b; — bglp, < z%’ Vj € N. Eszrevehets ezen N(j) definicioja altal, hogyha
i > N(1), akkor |b;|, < 1, mivel

|bilp = [bi — b + bi|p < max(|bg|p, [bi — brlp)

minden k > N(1) esetén, és mivel |bg|, — |a], <1ha k — co. A lemma miatt létezik minden
j-re olyan a;, hogy 0 < a; < p?, és tovabba |a; — byilp < pI.
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Most lassuk be a masodik feltételt. Legyen j € N, akkor

|aj = ajalp = laj +bngy = OnG) +ONG+1) = ONG+1) — @italp <
< max(|a; = bnylp, @41 = OnG+n)lp, [ONG) — DG lp) <
< max(p~/,p~ Ut p7I) = p7I.
Ez altal belattuk, hogy a; = a;+1 (mod p'). Végiil annyi maradt még, hogy belassuk, hogy {a;} tényleg
az a ekvivalenciaosztalyaban 1év6 elem. Legyen i € N, akkor
|ai = bilp = la; — aj + a; — by () + bng) — bilp <
< max(la; — ajlp, |a; — by (j)lp, [bn() = bilp) <

<max(p~,p7,p7)=pI.

A\

Igy {a;} tényleg az a ekvivalenciaosztalydban 16vS elem.

Legyen {a}}5°, és {a;}52, az a ekvivalenciaosztalyaban 1évé két kiilonb6z8 Cauchy-sorozat, mely
teljesiti a tétel feltételeit. Ha a két Cauchy-sorozat kiilonbozs, akkor minden N-re ha ay # a'y, akkor
an # d’y (pV). Az elsé feltétel miatt minden i > N-re teljesiil, hogy a; # a} (p"), mivel

awi=ay Zady=a, (V).

Igy kovetkezik, hogy {a’}$°, és {a;}22, Cauchy-sorozatok nem ekvivalensek, mivel |a;—al|, > p~N. O

Abban az esetben ha = € Q,, de nem teljesiil, hogy |z|, < 1, akkor definialhatunk 2’ p-adikus
szamot, amelyre mar teljesiil a feltétel, igyhogy =’ = x - p™, ahol m megfelelen nagy természetes
szam, melyre mar teljesiil, hogy |2’|, < 1, ekkor 2’-h6z hozzatudjuk rendelni az tételben allitott
Cauchy-sorozatot, ahol {z}}5°, legyen az a’-hoz tartozo sorozat. Ekkor minden tagjat feltudjuk irni
agy, mint

i=yo+yip+-Fyiop
ahol yo, y1, ..., yi—1 € {0,1,;p—1}. Ez alapjan minden i-re képesek vagyunk megalkotni ezen Gsszeget,
amely az feltétel miatt tudjuk, hogy csak a p-es tagban tér el ez el6z6t8]. Ezek alapjan megkaphatjuk
a z-hez tartozo Cauchy-sorozatot is ugy, mint
Yo Y1 Ym—1

x:pim+pm—l++

+Ym +....

Ezen [2.2.7) tétel segitségével tudunk egy egyértelmtbb definiciot adni a Q,-beli elemekre.
2.2.8. Definicié. Tetszbleges a € Q,, szdm felirhat6 a kévetkezd sor alakban, mint

a = Z anp",
aholm € Z, a, € {0,1,...,p— 1} Vn e N.

Tovabba azon x € Qp, melyekre teljesiil, hogy |z|, < 1, azon elemek "hatvanysorba" fejtetGek.
Ezen résztestet a kovetkezSképpen definialjuk.

2.2.9. Definicié. Azon z € Q,, melyekre teljesiil, hogy |z|, < 1 p-adikus egészeknek nevezziik,
tovabba ezen szamok halmazat Z,-vel jeloljiik.

2.2.10. Eszrevétel. Z,, résztest foidedlgytrit alkot.

Tovabba tudjuk definialni azon szamok halmazat, melyek Z, felett invertalhatéak, tehat nem oszt-
hatok p-vel. Ezen szamok halmazat tgy jeldljiik, hogy Z)* = {x € Zy;|z|, = 1} és p-adikus egységeknek
nevezzik.

A valos szamok korben ha megadunk egy sort, és vizsgalni szeretnénk ennek a sornak a konver-
genciajat, akkor nem elég csak megnézni, hogy a sor egyiitthatéibél allo sorozat nulldhoz konvergal-e,
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mivel olyan is el6fordulhat, hogy ezen sorozat nulldhoz tart, de a sorunk mégis divergens. Erre az
egyik leghiresebb példa a

=1

A masik irany az nyilvanvaléan teljesiil, hogyha a sorunk konvergens, de az egyiitthatok sorozata nem
nulldhoz tart, akkor alulrél lehetne becsiilni egy olyan sorral, amikor végtelen sokszor ugyanazt a nem
nulla elem a tagja, tehat egy divergens sorral alulrél becsiilhets, amelybdl meg ellentmondéasra jutunk.
Ezen tulajdonsag a p-adikus szamok koérben megvaltozik, melyet a kovetkezs allitas is mutat.

2.2.11. Allitas. Legyen {z,} € Q,-beli sorozat, akkor a kdvetkezd két dllitds ekvivalens:
1. {x,} sorozat nulldhoz tart,
o0
2. Y xp sorozat konvergens Qp-ben.
i=0
Bizonyitds. 2. = 1.
A valos esetben meggondoltak miatt teljestil.
1. =2
Egy sor definicié szerint akkor, és csak akkor konvergens ha a részletosszegekbdl allo sorozat kon-
vergél nulldhoz. Tehat vegylink tetszéleges n,m € N és n > m, akkor

[Sm = Snlp = [Tm + Tm—1 + -+ + Tny1lp < max(|Tmlps [Tm-1lp, - - - [Tnt1lp),

mivel a maximum mindegyik tagja konvergal a feltétel miatt nullahoz, igy a részletosszegek sorozata
nullahoz konvergal, tehat a sor konvergens. O

2.2.12. Allitas. Zy, egyetlen prim idedljo pZ, = {x € Zy : |x|, < 1} és Z,, dsszes idedlja p"Z, alakd,
ahol n € N.

Bizonyitds. A Z, Osszes eleme felirhat6o, mint p™ - u, ahol u Zy,-beli egységelem, tehat igy a p"Z,
halmazok idedlok lesznek. Azt kéne még belatni, hogy nincs més. Tegyiik fel, hogy létezik més tipusa
ideal is, akkor ezen ideal valamely ¢ € Q-re olyan alaku lesz, hogy ¢Z, = {z € Z, : |z|, < c}. Mivel
¢ € Q ezért létezik olyan m, melyre teljesiil, hogy # < ¢, igy azt &llitom, hogy cZ, = p™Z, teljesiil.
Ez azért igaz, mivel minden x € Zy,-nek p-adikus értékelése valamely p hatvanynak az inverze.

Az elsé allitasnal, ha belatjuk, hogy pZ, maximalis ideal, akkor abbol kovetkezik, hogy pZ, prim
ideal, mivel Z,/pZ, test. Ha Z,/pZ, test, abbdl adodik, hogy integritasi tartomany is, melybdl
kovetkezik, hogy pZ, prim ideal. A pZ, maximalis idealsaganak bizonyitasat [Zabradi| ((2020)) jegyzete

oo
alapjan fogjuk végezni. Legyen x = > x,p" és vegyiik azt a leképezést, mely egy Z,-beli szamhoz
n=0
hozzarendeli a mod p maradékat, akkor a képtér Z/pZ lesz, mely méasként irhato ugy, mint a p
elemszami véges test. Tovabba a leképezés homomorfizmus és a magtere a pZ,, igy pZ, maximélis
ideal. O

2.3. Hatvanysorral megadott filiggvények

A rész soran tisztazni fogom a Q) egyiitthatés hatvanysorok alaptulajdonsagait, melyek a valos és
komplex analizisben is fontos szerepet jatszanak. Fzek a fliggvények nem masok, mint a binomiélis sor,
exponencialis fiiggvény, logaritmus fiiggvény és a trigonometrikus fiiggvények. Ha valés szamok felett
néztik ezeket a fliggvényeket, akkor a valos szamegyenes egy részintervalluman vannak értelmezve, de
mivel a Q, egy totalisan nem-0sszefiiggs topologikus tér, igy nincsek a valés szamoknél megszokott
intervallumhoz hasonlé halmazok, igy ezen fiiggvények a Q, gémbjein lesznek értelmezve.

A konnyebbség kedvéért nulla kézépponti hatvanysorokra mondjuk ki a tételeket, allitdsokat, de
minden megall kiilonb6z6 kozéppontban is. A valos és komplex szamok koérében tudjuk, hogyha a
hatvanysorok konvergencidjanak vizsgalatat a kozéppont egy bizonyos sugara kornyezetében értjiikk. A
Qyp-beli hatvanysorokban is ez megegyezik.
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2.3.1. Allitas. Legyen f(X) = > an X", f(X) = Q,[[X]] és legyen f(X) konvergenciasugara:
n=0

1

" limsup, o Yl

r

akkor
1. har =0, akkor f(X) csak a nulldban konvergens,
2. har = oo, akkor f(X) az egész Q,-n konvergens.

3. ha0 <1 <oo0és lim |a,|p,r™ =0, akkor f(X) konvergens a |z|, < r, és ha a limesz nem tart
n—oo

nulldhoz, akkor az f(x) konvergens a |z|, <r

Bizonyitds. A bizonyitasunkat megkonnyiti a[2.2.T1) allitas, mivel igy tudjuk, azon x € Q,-ek halmaza,
melyre lim |a,2"|, = 0 lesz a sorunk konvergens, és ebbdl kovetkezik is mind a harom allitas. O
n—oo

Legyen f(X) = > apX™ &s g(X) = > b, X™ két formalis hatvanysor, akkor az osszegiikon vagy

n=0 n=0
o0
a kiilonbségiikon a kovetkezs hatvanysort értjiik. Legyen hi(X) = f(X) £ g(X) = > (an £ b,) X™.
n=0

Ha a két hatvanysor szorzatat ugy definialjuk, hogy ho(X) = f(X) - g(X) = >
n=0
Ha f(X) és g(X) konvergensek, akkor hq(X) és ho(X) is konvergens lesz. Tovabba hq(X) konvergen-
clasugara az f(X), g(X) konvergenciasugarainak Osszege, és ho(X) konvergenciasugara az f(X) és a
g(X) konvergenciasugarai koziil a kisebbikkel egyenld. Ezen kijelentések egyértelmiiek az el6z6 allitas
fényében.
A kovetkezs vizsgalando tulajdonsag két formalis hatvanysor kompozicidja, ahol a belss fiiggvény
konstans értéke 0. A kovetkezs tétel, amely hatvanysorok kompoziciorol szol, megtalalhato [Gouveal
((2003)) konyvében ( 5.4.3-as tétel ).

8
N\
0]
S
ol
S
1
ol
S
3

2.3.2. Tétel. Legyen f(X) = > an X" és g(X) = > b, X™ két formdlis hatvdnysor. Tovdbbd legyen
n=1 n=1
hX) = f(g(X)) formdlis kompozicid, akkor tegyiik fel, hogy

1. g(X) konvergens,
2. f(g(X)) is konvergens,
3. minden n-re |byz™|, < |g(x)lp,
akkor h(X) konvergens, és f(g(X)) = h(X).

Ezen tételt nem fogjuk bizonyitani, de a bizonyitas megtalalhaté az elgbb is emlitett knyvben.

Ezek utédn attériink a rész cimében leirtakra, tehat azon fiiggvényekre, melyeket hatvanysorral
adtunk meg, mint példaul az exponencialis, logaritmus, és binomiélis sor. ElGszor altalanossagban
fogunk ilyen fliggvényekrdl belatni bizonyos tulajdonsagokat.

2.3.3. Allitas. Legyen F(X) = Y. a,X™, ahol az egyiitthatdk Qp-beliek. Tovdbbd legyen a konvergen-

n=0
ciasugara v és lim |ay|p,z™ =0, akkor f : B(0,r) — Q, figgvény, melyet minden x € B(0,r) esetén,
n—oo
dgy definidlunk, hogy x-hez hozzdrendeljik F(x) értéket, és akkor f fiigguény korldtos és egyenletesen
folytonos a B(0,r) halmazon.
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Bizonyitds. Két részre bontjuk a bizonyitast. Elgszor belatjuk, hogy korlatos. Az {|a,|,z™}32, kor-
latos feliilrél és alulrol is, mivel fix € B(0,r) esetén teljesiil, hogy lim |a,|,2" = 0, és ez altal véges
n—oo

értékként tudjuk definialni a M, := max(|a,|,r"™)-t. A kovetkezs egyenlStlenség miatt az f korlatos:

nl< max(|an$n|p) < max(|an|p7“") = M,.

p

Az egyenletes folytosossagot, ugy fogjuk belatni, hogy az f Lipschitz folytonos, mivel abbol kévetkezik
az egyenletes folytonossag. Igy kell talalni egy megfelels Lipschitz konstansot, ezen konstans legyen
M, - %7 mivel

/() \p—

= |z — y|p <

> (St 0)

k=0

P

<z —ylp max(|an\p|xk 'ynilik|p) <lz—ylp

Az utolso 1épés, azért tehetd meg, mivel

M,
e

maX(\an\plxk 'ynilik|p) < max(|an|p7""71)p =

A Lipschitz konstansnak M, - % tényleg megfelels lesz, igy egyenletesen folytonos f. O

2.3.4. Eszrevétel. Az el6z6 dllitds miatt a valds esethez hasonléan teljestil, hogy kompakt halmazon
folytonos fligguény egyenletesen is folytonos.

A bizonyitasbol még az is kideriilt, hogy nem hasznaltuk ki, hogy B(0,r) kompakt csak azt, hogy
teljes nem-Arkhimédészi térben vagyunk, tehat ha olyan teljes nem-Arkhimédészi térben, melyben a
zart gdombok nem kompakt, akkor is teljesiil fog az el6zd allitas.

2.3.5. Tétel. Legyen f(X) = > a, X", ahol f(X) € Q[ X]], ésa € Qp, 0 < a < 7, ahol r
n=0

n
a konvergenciasugara. Tovdbbd legyen m > 0-ra b, = > (Z)ana”’m és legyen ez dltal g(X) =
m=0

37 b (X — )™, akkor

m=0
1. b,, konvegens sor minden m-re, és jol-definidlt,
2. f(X) és g(X) konvergenciasugara megegyezik,
3. tetszdleges 8 € B(0,r) teljesil, hogy f(B) = g(B).

Bizonyitds. Az tétel elsg allitasa konnyen latszodik, mivel

n _
an Q™
m

mivel |a,a™|, tart 0-hoz és |a~™|, véges, igy ebbdl kdvetezik b,,, konvergenciaja.

<lana" "y = lana”|, - a7 = 0,
p

A masodik és harmadik allitasat egytitt fogjuk belatni. Legyen 8 € B(0,r), akkor
- n - - n n—m m
CEDMNCETERVEES 9D DA () e

amely ekvivalens azzal, hogy f(8) = > > an(])a™ ™(8 — a)™ = g(8). A konvergencidhoz meg
azt kell belatni, hogy
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tart nulldhoz. «, 8 eleme B(0,r), igy létezik egy r-nél kisebb vagy egyenld r’ is melyre teljesiil, hogy

lal, <1’ és |Bl, < r'. Ez altal

an <:1) 0" (B = )| < Jana” (B — )™, < lan], ()" — 0,
P

ha n tart végtelenbe. Ha m tart végtelen esetén is 0-hoz fog tartani, mivel a, (::L) a»™ "M (B — )™ =0,
ha m > n, tehat az el6bbi szumma csere tényleg lehetséges. Ez altal kijott a 2. és 3. Allitas is. O

A hatvanysor forméaban megadott fiiggvényekhez, azért kapcsolodik ez a tétel, mivel komplex sza-
mok kozott a fliggvényeknek lehet egy olyan tulajdonséga, amit analitikus folytonossagnak neveziink, és
ott gyakori, hogy azzal probaljuk meg analitikusan folytatni egy fiiggyényt, hogy a konvergenciasugar
egy masik pontjaban fejtjiik hatvanysorba. De ez a Q,-ben megvéltozik az el6z6 tétel altal, mivel az 4j
pont koril hatvanysorba fejtett fliggvény konvergenciasugar megegyezik és minden pontban ugyanazt
az értéket veszi fel ezen gdbmbon beliil.

Ha mar a komplex szamok korében egy ismert tulajdonsagnal tartunk, akkor ki szeretném mondani
az ottani unicitas tételéhez hasonl6 allitast.

2.3.6. Allitas. Legyen f(X) és g(X) formdlis hatvinysorok és tegyiik fel, hogy , € Q,, ahol x,
nem-staciondriusan tart 0-hoz, és f(x,) = g(x,) minden n-rem, akkor f(X) = g(X).

2.3.7. Definicié. Az z,, stacionariusan tart egy x-hez, ha létezik egy olyan N € N, hogy minden
m > N-ra teljesiil, hogy x,, = x.

&)
Bizonyitds. Legyen h(X) = f(X) — g(X) = Y anX™, akkor tudjuk, hogy {x,}>2; sorozat mentén
=1

h(z,) = 0 minden n-re. Azt kéne belatni, hogyi{am}fno:1 sorozat 0. Tegyiik fel, hogy létezik k, melyre
ar, # 0, akkor
h(X) = apX* +ap X4

Ez altal h(X) = X*(as, +ar1 X +...) = X¥hy(X), ahol hy(X) egy hatvanysor, mely z,, mentén nem
nulla. Ebbdl kovetkezik, hogy =, elég nagy n-ek esetén is tudjuk, hogy h(z,) = zkhy(x,) # 0, de ez
meg ellentmondas, mivel h(x,) = 0. O

A kovetkezdkben konkrét hatvanysorral megadott fliggvényekrdl lesz sz0, elészor a logaritmus
fiiggvényt vizsgaljuk. A komplex esetbdl tudjuk, hogy a logaritmus fliggvény elall, mint f(X) =
o0

> (—1)"‘*‘1)(7n hatvanysor. Ezen f(X) konvergenciasugarat vizsgaljuk.
n=1

2.3.8. Allitas. Az f(X) hatvdnysor konvergens az egységgémbon.

ord,(n)
)

ay\m1
mivel |a,|, = |( 17)1 lp = p°rde (") A hatvanysor konvergenciasugart meghatarozhatjuk a [2.3.1| allitas

segitségével, amely altal

Bizonyitds. ElGszor vizsgaljuk meg a hatvanysor egyiitthatoinak p-adikus abszolutértékét, amely p
2]

1

a 1imsupn~>oo n\/ |an|P.

Ebbdl kévetkezik, hogy a konvergenciasugar 1, mivel

v /pordp(n) < pnl,%gnp N 1,

ha n — oo. Tovabba |z[, = 1 esetén a hatvanysor divergens, mivel |1|, sorozat nem konvergl
nulldhoz. O

r

Az f(X) altal definialt hatvanysor, tehat a B(0,1) gémbon konvergens, mivel ezen f(X) hatvany-
sorral szeretnénk megadni a Q,-n a logaritmust, Ggyhogy az 1-ben vegye fel 0 értéket és tartsa a
logaritmus azonossagokat.
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2.3.9. Definicié. Legyen Uy = B(1,1) = {x € Zy, : |z — 1|, < 1} = 1+ pZ,, akkor legyen p-adikus
logaritmusa x € U;-nek:

- (z —1)"

log, () =log(1 + (x — 1)) = Y _(—1)" " —".

n=1 n
2.3.10. Allitas. Legyen x,y € 1 + pZ,, akkor log,(zy) = log,(x) + log,(y).

Bizonyitds. Legyen o',y € pZ, és 1+’ =z, 1+y =y, igy A +2)1+y) =1+ (' +¢ +2'y),
ahol (2’ +y' + 2'y’) € pZ,. A hatvanysorba beirva, igy addodik, hogy

log, (1 +27)(1 +y)) = i(—mﬂw.

Azonban, mivel a [—1, 1] intervallum mentén teljesiil az azonossag, hogy log, (1 + z') +log,(1 +¥') =
log, ((1+2")(1+9)), fgy

i( ng1 (@) i n+1 )" i n+1$+y +xy)
n=1 n=1 n=1 n

Ezt masképpen mondva

i n+133+y +:cy Z Cnm™

n,m=0

és igy ha [—1, 1] intervallumbelbol vesziink Z, § szamokat tesziink, akkor ezen szamok felett teljesiil az
azonossig, igy a hatvanysor c, ., egyiitthatéi 0-k lesznek, ha n # m, ekkor a hatvanysorra teljesiil,

hogy
chx/n mo_ (i C;Z.I/n) (Z C// /n) ,
n=0

(71)n+1

ahol ¢, = ¢, + ¢;;. Tovabba, mivel n = 0 vagy m = 0 esetén teljesiil, hogy c, o = ~—2— vagy
com = S gy
ic x'":i( 1”+1x Zc" ’"—Z 1)"+1y
n=0 n=1 n=1 "
O

Mostantol térjiink at az exponencialis fliggvény vizsgalatara. Most is a komplex esetbdl definialt
hatvanysorbdél indulunk ki, tehat

g(X):Z%-

n=0
. S n —1
2.3.11. Allitas. Legyen g(X) = >_ )Z—, hatvdnysor akkor, és csak akkor konvergens ha |x|, < pr=T.
n=0

Bizonyitds. El6szor lassuk be, hogy teljesiil azon egyenl&ség, hogy

[logp(n)}

=25 = 2 [

k=0 k=0
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ahol log, most a p alapi logaritmus. Ezen Osszeg azért teljesiil, mivel az 1-t6l n-ig a p-vel oszthato

szamok széma pont {ﬁ} p? oszthatok szdma [;—;} és igy tovabb. Ez altal n! p—adikus értékelése pont

ezen Osszeg lesz. A mértani sor Gsszegképlete miatt az Gsszeg kisebb, mlnt - tehat
= { n = n n
— | < - =
S5 <5
k—o LP k=0 P p—1

igy ebbdl latszodik, hogy |%|p < p%. 2.3.1]allitas miatt adodik, hogy akkor, és csak akkor konvergens
ha |z, < pp%ll. Vegyiink egy y € Q,, melyre teljesiﬂ hogy lylp, = pp%ll, és vegyiik azon n-ket, ahol
n = p™. Ebbdl kivetkezik, hogy ord,(p™!) = Z p*

p™

_ p’ﬂl p’ﬂl_l _ 1
, &s igy ord, ( — ) =0T 50T T oD

amely nem konvergens, tehat g(X) csak a B (O, pP*1> konvergens. O

n—=Sy

2.3.12. K6vetkezmény. Az ord,(n!) = T, ahol S, az n szdmjegyeinek Osszege.

P
Bizonyitds. Azt tudjuk, hogy ord,(n!) = > [ } mivel n = Z apt, igy
k=0 =0

[logp(n)]

llogp(m] - logo(m)] | > arp!
]

ordy(n) = Y S R S

k=0 k=0 p
[logp(n)] [logp (n)] [logp(n)] [logp(n)]
oiD DD SRTEED D ST
=0
logpm)] o liog, (n)]
= X byt X e =T
p—l p—1

1=0
O

Ha p # 2, akkor az el6z§ allitds mutatja, hogy csak a nyilt egységgdombon konvergens a g(X)

hatvanysor, mivel |z|, < pp%ll egyenl6tlenség ekvivalens azzal, hogy |z|, < 1. Ez azért ekvivalens,
mivel p_—jl érték —1 és p~ ! kozott van, és ezen két érték kozott nincs mas p-adikus érték, igy minden

x €B (0,pﬁ) teljesiil, hogy |z|, < p~! vagyis |z|, < 1.
2.3.13. Definicié. Legyen B (O,pp%ll) = {x €Q,: |z, < pp%ll} A p-adikus exponenciilis fiigg-
vényt, tgy definialjuk, hogy exp, : B (0,p%> — Qp, ahol tetszbleges x € B (O,p%)-re teljesiil,

hogy exp, () = Z 2.

2.3.14. Allitas. Ha z,y € B (O,pp%ll) ésx+y is eleme B (O,pﬁ)-nek, akkor teljestil, hogy

exp,(z +y) = exp,(z) - exp,(y).

Bizonyitds. A p-adikus logaritmus additiv tulajdonsagat leiro allitasnak a bizonyitasat fogjuk koriil-
beliil megismételni, mivel

e B 1

n=0 n=0 k=0
I D D) DL
et n'nf 'k' =0k — k!

= exp,(z) - exp,(y).
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O

A valos esetben a logaritmus fliggvény és az exponencialis fiiggvény egymas inverzei, ami meg a p-
—1
adikus esetben arra fog médosulni, hogy B (O, pr-1 ) gdébmbon lesznek egymaés inverzei, amit a kovetkezé
allitas fog mutatni.

2.3.15. Allitas. Legyen z € B (O,p%) akkor teljesiilni fog, hogy

|exp,(z) — 1], <1,

tehdt exp,(x) benne van log, értelmezési tartomdnydban, és ezen x-re igaz, hogy log,(exp,(z)) = .

Legyen tovdbbd x € B <O,p1’;—11), akkor

-1
[log,, (1 + )|, <pr=T,
tehdt log, (1 + x) eleme exp,, értelmezési tartomdnydnak, és exp,,(log,(1+x)) =1+ .

Bizonyitds. A [2.3.2]tételt fogjuk hasznalni mindkét irdny bizonyitasédhoz, és mivel a két irdny bizonyi-
-1
tasa hasonlo, igy csak az allitas els6 részét latjuk be. Ha |z|, < p?=1, akkor adodik, hogy

i.izl
p—1 p—1

|
n.p

Tovabba kévetkezik belsle, hogy |exp,(z) — 1|, < 1, mivel a hatvanysorba behelyettesitve a sor minden
tagja kisebb lesz, mint 1. Azonban a [2.3.12] kovetkezmény miatt még az is adodik, hogy

:L,’ﬂ

nl

< |x\p,
p

mivel vegyiik %—L akkor

n-1 -1 -8y Sp—1
ord,, (glj ) >z r = >0,

n! p—1 B p—1 p—1 —
tehat ‘rl—?l‘ <l= }%‘p < |z|,. Ebbdl kovetkezik, hogy |exp,(z) — 1|, = |z|, és |exp,(z)|, > HTHP
P
minden n > 2-re, tehat belattuk a[2.3.2] tétel feltételeit, igy kovetkezik az allités. O

2.3.16. Eszrevétel. Az el6z6 dllitdsbol az is ldtszodik, hogy exp,, izomorfizmus a B (O,pr%ll) halma-
zon.

Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitasban kijott, hogy |exp,(z) — 1], = |z|,, ha z € B (O,pp%ll), tehat
|exp,(z) — exp,(0)|, = [z — 0|,. Tovibba |exp,(z)|, =1, haz € B <0,p%>, mivel

0 n
X 00 1—Sn

Z— = max (1,max (p p—1 )) =1,
n! n=2

n=0

p

1—*91% > 1, ha n > 2. Igy ha vessziik a

mert

|exp,(r) — exp,(y)lp = |exp,(y)]p - [exp,(z —y) — 1|, = [v — yl,.
O

A kovetkezd elemi fliggvény, melyet hatvanysorral tudunk definidlni az a binomiélis sor, mely a
valos esetben is fontos szerepet jatszik, ott tudjuk, hogy a nyilt egységgdmbon beliil konvergens, és
attol fiiggden konvergens a zart egységgémbon, hogy milyen szam szerint nézziik a binomialis sort. A
p-adikus esetben a kovetkezd allitas alapjan latszani fog, hogy ez egy kicsit megvaltozik.
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2.3.17. Allitas. Legyen
1] (a—i)

’I'L

(1+X)* = i

az o szerinti binomidlis sor. Ha |alp, > 1, akkor Bop(X) konvergens a B(O,pp%ll) gombon. Ha

lalp, <1, akkor By p(X) konvergens a B(0, ‘Z—l) gombon.
Bizonyitds. Ha |af, < 1, akkor
n—1
[ (=) n
k=0 n T
. x —_— s
n! ~nl,
p
amibdl meg kovetkezik, hogy a B (0, pv%ll)—n konvergens.
Ha |a|, > 1, akkor minden k-ra |a — k|, = |ap, tehat
T
a—1)
k=0 | = (o)™
n! [n!],
P
ebbdl kivetkezik, hogy a B (0, o¢|1) gémbon konvergens. O
n—1
Az el6z6 allitas miatt és, mivel a [] (X — k) folytonos fiiggvény, igy ha « € Z,, akkor B, ,(X) €

k=0
Z,[[X]]. Ez azért teljesiil, mivel tudunk olyan ag € Z szamot valasztani, hogy

n—1
mivel [] (X — k) folytonos.
k=0
Tovabbiakban definidlni fogunk két 4j hatvanysorral megadott fliggvényt ehhez sziikségiink lesz a
szamelméletben gyakran hasznalt Mobius-fliiggvényhez, melyet tgy szoktunk definialni, hogy
0 ,ha Jp prim, hogy p?|n;
un) =<1 Jha n=1;

-1 Jha  Ap prim, hogy  p? fn.

S
Ezen Mobius-fiiggvényre tudunk egy igazan hasznos allitast, mely teszSleges n = [] pi teljesiil, hogy
i=1

- € € ¢ Z‘Ei - S S— S
Su@ = Y ) =307 =X ()t =y o
d|n (€1,-.1€5), i=1 =0
616{0,1}

A Mobius-fiiggvény segitségével, tehat a kovetkezd hatvanysort definialjuk, dgyhogy

o0 o0

Ax)=JJa-xm" H it [ (—X").

n=1 n=1
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2.3.18. Allitas. A(X) egyenld formdlisan exp(X), ahol exp(X) a valds exponencidlis fiigguény.

Bizonyitds. Gondoljuk A(X), mint egy valos értékd fliggvényre, majd vegyiik a valos logaritmusat
A(X)-nek, akkor

log (ﬁ(l —X”)un(")> = —i Nsln> log(l - X") =

n=1
_ - n) - _ m+1(1_Xn_1)m _
- S e X
n=1 m=1
oo oo (oo}
(n) Xnm 1
g _ g _— g X
PR PR PR
z:n;n e
Igy tényleg teljesiil az allitas. O

A(X)-nek van egy kis gondja, mivel azon hatvanysorral megadott fliggvényeket szeretjiik igazan,
melyek legalabb az egységgombben konvergensek. A kovetkezd gondolatmenetben latni fogjuk, hogyha

n = p, akkor csak a B (O, pp;—ll gbémbon konvergens a binomialis sor, igy ezaltal A(X) se lehet ezen
kiviil konvergens.

A binomialis sor esetén lattuk, hogyha az |af, < 1, akkor B (O,pp%ll) gémbon kovergens a bino-

;1
mialis sor, ha |a|, > 1, akkor B (O7 p|2|_1> gémbon konvergens. A kovetkezd all igy els, hogy
P
0, ha Jpg prim, hogy paln;
—wn)| _ .
=<1, ha n=1;
oy

pod (™) ha Apo prim, hogy  p2 /n.

Itt az X valtozé a binomialis sorban az n. hatvanyon szerepel, igy egy tetszéleges z € Q,, esetén, akkor
konvergens az n-hez tartozo binomialis sor, ha

|zl < ’,7

tehat ha n = p, akkor az addédik, hogy

zlp < »

kiilénben ha p 1 n, akkor %(") € Z,, tehat a binomialis sor egylitthatoi is Z,-beliek, igy A(X) €
Z,[[X]).

Az A(X) hatvanysornal elébb belattuk, hogy p|n, akkor gond van az egységgombon valod konver-
genciaval. Ez altal definialjuk egy 0j hatvanysorral megadott fiiggvényt.

2.3.19. Definici6. Artin-Hasse exponencialis fiiggvénynek nevezziik, azon E,(X)-vel jelolt fiiggvényt,
melyre teljesiil, hogy

9]

ny =)

By(X) = J] (1 - xm)~&,
n=1,
pin

2.3.20. Allitas. E,(X) € Z,[[X]], és formdlisan E,(X) € Q[[X]].
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Bizonyitds. Tekintjiik az E,(X)-t a valos szamok felett, és vegyiik valos logaritmusat, akkor

b —p(n) = u(n) = X
1 1-xm)y=n | = 5 A -
| oo =2 0 2
pin’ ptn’
oo X7 oo Xpm
7,=17 n‘z#}fﬂ m=0 p
tehat
oo Xpm
£ s (32 207 <l
m=0

Az E,(X) € Zp[[X]], azért adodik, mert tudjuk minden n-re, ahol p 1 n, akkor B_.m) p(—X") €

1+ X"Z,[[X]], mivel a hatvanysor egy adott i-re X’ egyiitthatojat csak véges sok elem szorzatabol
kapjuk meg, és tovabba, mivel véges sok Z,-beli szam szorzata Z,, igy E,(X) € Z,[[X]). O

2.4. Z,, Q, feletti polinomok tulajdonsagai

Az alfejezet sorén el8szor Z,, Q, feletti polinomok irreducibilitasara, reducibilitdsara mondom ki és
bizonyitom be a Schonemann-Eisenstein tételét, mely a racionalis szamok korében is ismert. Végiil
kimondom és bizonyitok egy tételt, mely segit Z,, feletti polinomegyenletek megoldasinak generalasara,
ez lesz a Hensel lemma, ami szintigy az valos szamok korébdl is ismert.

2.4.1. Definici6. Legyen P(X) = ap+a1 X +- - -+a, X" tetsz6leges n-ed foki polinom, mely egyiittha-
toira teljesiil, hogy egyiittesen relativ primek, tehat ged(ag, aq,. .., a,)=1, akkor primitiv polinomnak
nevezziik.

2.4.2. Lemma (p-adikus Gauss lemma). Legyen P(X) =ag+ a1 X +---+a, X" tetszdleges n-ed foki
polinom, ha P(X) polinom felbonthats két polinom szorzatdra, amelyeknek az egyitthatéi Qp-beliek,
akkor felbonthato két olyan polinom szorzatdra is, melyek egytitthatoi Z,-beliek.

A bizonyitast itt nem végezem el, mivel a lemma bizonyitasa megegyezik az altalanos esettel, amikor
Q, helyett Q-ra nézziik és Z, helyett Z-re nézziik. Ezen bizonyitas elérhets Kiss| ((2007)) konyvében.

2.4.3. Tétel (p-adikus Schénemann Eisenstein tétel). Legyen P(X) = ap+a1 X+ - -+a, X™ tetszdleges
n-ed fokd polinom, melynek egyiitthatoi Z,-beliek. Ha teljestil, hogy

a; =0 (mod p) Vi €{0,1,...,n—1}, ap#0 (mod p), ésa,Z#0 (mod p),
akkor a P(X) polinom irreducibilis Q,, felett.
A bizonyitas a [Herstein| ((2006])) konyve alapjan fog menni.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekt moédon fogom végezni, tehat tegyiik fel, hogy felbomlik két Q,-beli
egylitthatos polinom szorzatara. Mivel a,, # 0 (mod p), ezért az altalanossag elvét meg nem sértve
feltehetjiik, hogy a P(X) polinom primitiv. Ekkor tudjuk hasznalni a os Gauss lemméat, igy
felbomlik két Z,, egyiitthatos polinom szorzatara is, melyek legyenek R(X) és S(X). R(X) legyen r-ad
foka polinom, S(X) meg legyen s-ed foku polinom, ahol sr = n, tehat

RX)=by+b0 X+ +bX", SX)=co+a X+ - +cX°

A ag egylitthatoja ez alapjan eldall, mint bocg, és mivel ag Z 0 (mod p), igy by és ¢ koziil csak
az egyiket oszthatja p, mivel kiilénben p2-t is osztana ag-t. Tegyiik fel, hogy by osthato p-vel és cg
meg nem oszhato p-vel. Tovabba azt is észrevehetjiik, hogy R(X) polinom &sszes egylitthatojat nem
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oszthatja p, mivel a,, Z 0 (mod p), tehat feltehetd, hogy legyen i azon legkisebb index, melyre méar p
nem osztja R(X) egyiitthatoit. De, mivel

a; = bijco +bi_1c1 + -+ bici—1 + boc;

elgall ilyen alakban, és mivel a; = 0 (mod p), tehat az 6sszeg minden tagja oszthatd p-vel, ami az elsé
tag kivételével latszik is, mivel b;-k oszthatok p-vel, ahol j € {0,1,...,i — 1}. De sajnos b; és cg se
osthato p-vel, igy ellentmondasra jutottunk, tehat P(X) irreducibilis. O

A torténelem soran a matematikusokat nagyon érdekelte a polinomegyenletek megoldhatosaga kii-
16nb6z6 halmazok felett, igy tehat az is érdekes, hogy egy polinomegyenletnek Q,, vagy Z,, felett van-e
megoldasa, melyre a kovetkezd tétellé valt lemma lesz a segitségiinkre, melynek neve Hensel lemma.

2.4.4. Definici6. Legyen P(X) = ag + a1 X + -+ 4+ a, X" tetszSleges n-ed foku polinom, melynek
egyiitthatoi tetszéleges gytiriibeli elemek, akkor egy polinom formaélis derivaltjan azon polinomot értjiik,
hogy P'(X) = aj +2a2X + -+ +na,_1 X" L.

2.4.5. Tétel (p-adikus Hensel lemma). Legyen P(X) =co+c1 X + -+ + ¢, X" tetszdleges n-ed foki
polinom, melynek egyiitthatdi p-adikus egészek. Legyen xg egy olyan p-adikus egész, melyre teljesiil,
hogy P(xo) =0 (mod p) és P'(xg) £ 0 (mod p). Akkor létezik olyan x p-adikus egész, melyre teljesiil,
hogy P(x) =0 és © = z¢ (mod p).

Bizonyitds. A tétel bizonyitadsunk azon fog miilni, hogy taladlunk-e egy olyan egyértelmi sorozatot,
melynek tagjai egész szamok, és tovabba teljesiil j > 1 esetén, hogy

1. P(a;) =0 (mod p/T1);

2. a; = ajt1 (mod pf);

3. 0<a; <p'th
Ezen sorozat egyértelmii 1étezését j szerinti indukcic’)val fogjuk bizonyitani.

Az ap-as tagot valassszuk, ugy hogy ag € {0,1,2,...,p—1} szam legyen, tovabba legyen kongruens
xo modulo p. Ezen valasztas miatt és[2] [3] feltételekbol kiovetkezik, hogy a; ag + bip alakban 4ll eld,
ahol by € {0,1,2,...,p — 1}, ebbdl kivetekezben a feltételeket teljesiti is, tehat csak az (1] feltételt
kell ellenérizni.

P(a1) = P(ag +bip) = »_ ci(ag + bip)’
i=0

:éci. (kio (;) -k - (bip)’ k) _

=Y+ Y elalhp)  (mod 7).

Tehat ha csak a p2-el nem oszthat6 tagokra vagyunk kivancsiak, akkor a P(a;) = P(ag) + P’(ag)bip.
P(a;) =0 (mod p?) — P(ag) + P'(ag)bip=0 (mod p?),

mivel P(ag) = mp (mod p?) a feltételek miatt, ahol m € {0,1,2,...,p— 1}. Tovabba a feltételekbdl az
is adodik, hogy mp + P’(ag)bip = 0 (mod p?), mely ekvivalens azzal, hogy m + P’(ag)b; = 0 (mod p).
Ezen kongruencia b;-re nézve egyértelmiien megoldhatd, mivel egyrészt P'(ag) £ 0 (mod p), tovabba
lemma miatt a bi-et valaszhatjuk a {0,1,2,...,p — 1} halmazbol, tehat by = —% (mod p).
eltételek miatt ezen by egyértelm.
Az indukcios feltételt hasznéalva tegyiik fel, hogy j — 1-ig teljesiil. Ekkor a 2] [ feltételek miatt
tudjuk, hogy a; pont a;_1 + bjpj alakban all el6, tehat méar csak a harmadik feltételt kell ellenérizni.
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Igy adodik, hogy

=0
:Zcz (Z (;) aj_q (bjpj)z_k> =
=0 k=0
_ch 1—&—2@ lbp (mod p?*1).
=0

Tehat , ,
P(a;) = P(aj_1) + P'(aj_1)bjp’  (mod p'*™").

Azonban P(a;_1) =0 (mod p’), igy ebbél adodik, hogy
P(aj_1) =m'p (mod p/ ).
Ez altal _ .
P(aj-1) + P'(aj-1)bjp’  (mod p'*)
ekvivalens azzal, hogy m' + P'(aj_1)b; (mod p). A by esethez megegyezd modon itt is egyértelmien
valaszthat6 a b; a {0,1,2,...,p—1} halmazbol, tehat b; = — (mod p). Ebbol kovetkezik, hogy

egyértelmten létezik ilyen sorozat.
S6t, mi tobb a sorozatbol az allitasunk is kovetkezik, mivel

_m'
P(a;—1)

m:a0+b1p+b2p2+b3p3+...

alakban keressiik, akkor P(x) = P(a;) =0 (mod p’*1), tehat ebbél kivetkezik, hogy P(x)=0, és mivel
ag = o (mod p), igy = z¢ (mod p), és abbol kivetkezGen, hogy a sorozat egyértelmd, igy x is
egyértelmd. O

A valds szamok korében ismert egy modszer, amellyel képesek vagyunk meghatarozni egy teszéleges
f differencialhato fliiggvény zérushelyét. Ezt a modszert Newton modszernek is nevezziik. A modszer
ugy szo6l, hogy vegyiink egy tetszdleges zg szamot, és a kiovetkezG egyenlet szerint generéljuk le a
sorozat tovabbi tagjait, ahol az egyenlet:

T T T )
n

akkor a sorozat hatarértéke megadja a fliggvény egyik zérushelyét. Ezen modszer megegyezik azzal,
amit a Hensel lemma bizonyitasaban végeztiink, mivel a,+1 = a, + b,p alakban kerestiik. Ha ezen

egyenletben a b,-t kifejezziik a bizonyitasban meggondoltakkal, akkor kapjuk, hogy a,4+1 = a,— %,
mivel P(a,) = mp és b, = — (e, akkor
P(an)
b, = F__
P'(ay,)

Ezt behelyettesitve az egyenletbe kapjuk a Newton moédszerrel megegyezs egyenletet.

n

Ezen modszer a Z, korében mindig miikddik, mivel egyrészt a }1;,((2")) szam mindig Z,-ben marad

s6t, mi tobb a P’(a,) soha sem lesz kongruens nullaval modulo p.
Ezen felfedezés altal érdemes egy masik formaban is megfogalmazni a tételt, mely |Gouveal ((2003))
konyvében is megfogalmazodott.

2.4.6. Tétel. Legyen P(X) =co+c1 X+ -+, X™ tetszdleges n-ed foki polinom, melynek egyiitthatdi
Zy-beliek. Tegytik fel, hogy létezik olyan a1 € Zy, melyre |P(a1)|p, <1 és|P'(a1)|, = 1. Mindenn > 1-
re ha a,q1-et ugy definidljuk, hogy

Ap4+1 = Qp —
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akkor a megadott sorozat hatdrértéke legyen a € Z,, mely egy egyértelmi p-adikus egész, és tovdbbd
teljestil, hogy |a — a1, <1 és P(a) = 0.

A Hensel lemmanak sok féle felhasznalasa ismert, abbol megprobalnék ismertetni egyet. Legyen
a € Zyp, a # 0 (mod p), akkor ha vessziik azt a polinomot, hogy P(X) = aX — 1, akkor ezen polinom
gyOke pont az a p-adikus egész inverze lesz. A Newton-féle approximécios modszerrel vagy a Hensel
lemma bizonyitasaban lefrt moédszerrel meghatérozhatoé az a inverze. Ha csak kozelitve szeretnénk
meghatarozni az inverzét, akkor hasznaljuk inkabb a F'(X) = % — a fliggvényt, mivel igy az
1

T 2 2
Tpyl = Tp — zzvn—i-xn-(}—a):an—axn,

.2
Ty

és nem az lesz beléle, hogy
ar, —1 1

Tn1 = Tp — o = g)

amely numerikusan kevésbé hasznos.



3. fejezet

Az () megalkotasa

3.1. A p-adikus norma kiterjesztése

Ezen alfejezet £6 allitasa az lesz, hogy tetszéleges Q, bovitésén van olyan norma, mely a | - |, norma
kiterjesztése és ezen kiterjesztés egyértelmd.
A kovetkezd két definicidban tisztazzuk a kompakt és lokalisan kompakt halmaz definiciojat.

3.1.1. Definici6é. M metrikus térnak az X halmazat kompaktnak mondjuk, ha minden sorozatnak
létezik konvergens részsorozata.

Ezen definici6 ekvivalens azzal, hogy az X halmaz teljes és teljesen korlatos.

3.1.2. Definicié. M metrikus tér egy X halmazat lokédlisan kompaktnak nevezziik, ha a tér minden
pontjanak létezik kompakt kdrnyezete.

Ezen fejezet soran (Gouvea| ((2003)) konyvét kovetjiik. (Gouveal ((2003)) konyvének kiilondsen 6.3-as
részét.

3.1.3. Allitas. A Zy, kompakt metrikus tér, a Q, lokdlis kompakt metrikus tér.
A bizonyitasban egy kicsit kovetjiik Robert| ((2000)) konyvének 1.5-0s alfejezetét.

Bizonyitds. A Q, lokalis kompaktsaga kévetkezik a Z, kompaktsagabol, mivel a Z, az 0 egy kompakt
kornyezete. A lokalis kompaktsag, azért ekvivalens azzal, hogy a nulla egy kérnyezete kompakt, mivel
vesziink egy tetszéleges y € Q, elemmel val6 eltolast, akkor megkaphatjuk y + Z,-t. Az eltolds, mint
leképezés folytonos, igy y + Z, kompakt, mivel kompakt halmaz folytonos képe kompakt. A masik
irdny egyértelm.

Az el6z6 fejezet soran lattuk, hogy Q, a |- |, normara nézve teljes, és Z,, zart részhalmaza Q,-nek.
Igy elég csak azt belatni, hogy teljesen korlatos. Legyen e > 0, akkor elég belatni, hogyha ¢ = p~"
esetekre, mivel ha p~#~! < ¢ < p~F, akkor az e sugari gémb megegyezik p~*~! sugaru gémbbel.
Tudjuk, hogy

Ly/p" Ly = L[p" L

teljesiil, és mivel Z/p"Z kompakt, igy ha vesziink egy redukalt maradékrendszert, mint példaul a
szokasos {0,1,...,p" — 1} halmazt. Ha tetszdleges i € {0,1,...,p" — 1} esetén

i+ p "Ly ={i+pr:xely={x€ly,:li—z|, <p "}

gombok megadjak Z,-nek egy e-halojat, Z, teljesen korlatos, és mivel teljes is, igy Z, kompakt. O

fogjuk.

3.1.4. Definicid. Legyen V véges dimenzios vektortér F' felett és legyen || - || F feletti norma. A |- ||y
leképezést a V feletti vektortér normanak nevezziik, ha a kévetkezs feltételeket teljesiti:

27
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1. |lz]ly =0<= 2z =0,
2. |lazllv = llallllzllv Yz € V és Va € F,
3. lz+yllv <llzllv + llyllv Va,y € V.

3.1.5. Definicié. Legyen || - ||1 és || - |2 V feletti normak akkor, és csak akkor ekvivalensek ha létezik
olyan ¢ és ¢y pozitiv valos szamok, melyekre teljesiil, hogy ||z|2 < e1]lz|l1 és ||z||1 < eol|z]l2 V2 € V.

3.1.6. Eszrevétel. Az el626 definicid ekvivalens alakja tigy szdl, hogy || - ||1 és || - |2 V feletti normdk
akkor, és csak akkor ekvivalens ha || - ||1 norma szerinti tetszéleges Cauchy-sorozat, Cauchy-sorozat
Il - [|]2 norma szerint is.

3.1.7. Allitas. Ha V véges dimenzids vektortér eqy lokdlisan kompakt F test felett, akkor minden V
felett definidlt norma ekvivalens.

Bizonyitds. Legyen {b1,bs,...,b,} bazisa V felett. A |- ||sup leképezést nevezziik sup-norméanak, mely
Vv = aib; + asbs + -+ - + apb, €V esetén

la1br + a2ba + - -+ + anbpl|sup = I?Zafi(ﬂaiﬂ),

ahol || - || egy tetszéleges F feletti norma.

A sup-norma tényleg norma lesz, mivel a norma els§ két feltétele egyértelmiien adodik. Tovabba
a harmadik feltétel is teljesiil, mivel V& = a1b1 + agbs + -+ - + apbn,y = c1by + cobs + -+ -+ cpb, € V
esetén

[(a1by + agba + -+ + anby) + (c1by + caba + -+ + by [lsup =
= [[(a1 + c1)by + (ag + c2)ba) + - + (an + cn)bn”sw =

= max([la; + eal]) < max([lail|) + max(|le; ) =
i=1 =1 =1
= [[z/lsup + llyllsup-

Igy sup-norma tényleg norma.

Legyen egy tetszoleges | - | norma V felett, ha belatjuk, hogy ezen tetsz&leges norma ekvivalens
a sup-norméval, akkor belattuk az allitds. Legyen x = a1b1 + asbs + - - - + a,b, € V tetszbleges elem,
akkor

|z]lv = |la1br + agba + - - - + apbpllv <
< laall - [oallv + -+ flan]l - [1onllv < n - (max([[as]])) max(|[b;v),

egyik egyenlStlenségét belattuk, mar csak egy olyan co-t kell talalni, mely a forditott egyenlStlenséget
bizonyfitja.

Ezen egyenlGtlenség bizonyitasahoz az az otlet, hogy a sup-norma szerinti egységgdmbon 16vE ele-
mekre taladlunk co-t, és az egységgdmb minden skalarsszoroséara is teljesiilni fog, mivel az elemeket
visszaképezziik az egységgdmbre, majd a skalarral visszaszorzva kapjuk az egyenlGtlenséget.

Ezen Gtletet, akkor most formalizaljuk. Legyen B(1)syp = {2 € V : 0 < ||z|lsup < 1}, akkor
tetsz6leges © € B(1)gyp teljesiil, hogy |||y > €, ahol € > 0, mivel kiilonben a B(1)sy, kompakt
halmazban létezne egy olyan {z;}$2, sorozat, mely a V norma szerint tartana nulldhoz. Ez meg azért
lehetetlen, mivel B(1)sup, kompakt, igy létezik {z;; }32, egy részsorozat, mely konvergél z-hez, akkor

lellv = llz = 2i; + zi;llv <z =z llv + llzg lv < eille —illsp + 23 ]lv,

mivel mindkét tag tart nullahoz, igy ||z||v = 0, és ez ellentmondas, mivel = € B(1)syp.
Kovetkez6 1épésként, akkor vegyiink egy tetszéleges x = a1by + asbs + - -+ + a,by-et, melynek a
sup-norméja legyen ||z{[sup = [la;|| = max([|a;|]), akkor || |lsup = 1, igy |2 ]lv = € || [|sup, amibsl

meg kovetkezik az allitas. O
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3.1.8. Kbvetkezmény. Legyen V = K test, akkor legfeljebb egy norma létezik K felett, mely az F
feletti norma kiterjesztése.

Legyen K = F(«) F test véges bévités és legyen ag+aix+- - -+2™ olyan 1 fSegyiitthatos irreducibilis
polinom, melynek egyiitthatoi F-belik és, melynek « gyoke. Ekkor értelmet nyer az o elemmel valo
szorzas, mint F-linearis leképezés K-bol K-ba, akkor ezen leképezésnek a méatrixat jeloljiik A,-val.

3.1.9. Definicié. Az Ng,p(a)-val jelolt értéket a K vektortérben 1év6 a-hoz tartozo értékelésnek
nevezziik, ha Ng/p(a) =det(Ay).

3.1.10. Allitas. Az el6z6 definicidja K vektortérben lévé a-hoz tartozd értékelés ekvivalens a kovetkezd
két definicioval:

1. NK/F(O[) = (—1)”an,

2. Ng/p(a) = ] a4, ahol az a; az a konjugdltjai F feletti.
i=1

Bizonyitds. Legyen az o elemhez tartozo 1 féegyiitthatos irreducibilis polinom: 2" +a,_12" 4+
a1z + ag, melynek gyokei az o elem konjugéltjai. Ezen allitasbol kovetkezik a 2. és a 3. ekvivalenciaja,
n

mivel (=1)"-ag = [] au.
i=1
Az 1. és a 2. ekvivalenciaja abbol kovetkezik, hogy vegyiik a
{1,a,...,a" 1}

bézist, akkor az « elemmel vald szorzés matrixa az lesz, hogy

00 0 - - —a
10 0 - - —a
0 1 0 - - —ay
0 9
0 —ap—2
0 0 1 —Ap—1
melynek determinansa pont a (—1)"ag. O

Legyen 3 egy teszéleges eleme K = F(a)-nak, akkor a Ng/p(f3) értéket kétféleképpen definidlhat-
juk:

1. Ngy r(B) egyenls a 3 elemmel valo szorzas matrixdnak determinansaval;
2. Nk/p(B) = Np(g)/r(B)HFP)
3.1.11. Allitas. Ng/r(B) két definicidja ekvivalens.

Bizonyitds. A B elemmel val6d szorzas matrix blokk diagonalis méatrix lesz, mivel ha valasztuk egy
tetszdleges bazist F(S) vektortérben, melyet F' felett néziink, és valasztunk egy tetsz6leges bazist K
vektortérben, melyet F(3) felett néziink, akkor a K vektortér bazisat F felett megkaphatjuk ezen bazis
elemek szorzataként, tehat 5 elemmel szorzas K-beli matrixa megkaphat6, mint

Mg 0 0 - 0

0 Mg 0 -~ 0
M=|0 0 i

: : . . 0

0 0 -+ 0 Mg

ahol Mg a [ elemmel val6 szorzas matrixa az F'(3) felett. Ebbdl mar kévetkezik a definici6 ekvivalen-
cidja, mivel M matrix nagysaga [K : F(B)] x [K : F(B)]-s. O
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3.1.12. Eszrevétel. Legyen o, 8 € K, akkor Nk p(a-B) = Ng/p()Ng p(B), tehdt az Ng/p mul-
tiplikativ tulajdonsdgi.

Mostantol térjiink vissza arra az esetre mikor az F' = Q,. Legyen « egy algebrai szam, mely eleme
leg cl és legyen az o elemmel valo bévités foka n, mely tartalmazza o és Qp elemeinek kombinéciot,
akkor ezen bévités Galois b(’ivités Legyen || - || K feletti norma, amely |- |, norma kiterjesztése, és
melyr6l tudjuk, hogy egyedi a 8| kovetkezmény miatt. Igy ezen norman a-nak és o konjugaltjainak
megegyezl értéke kell, hogy legyen7 mivel legyen || - ||, olyan Q,(c) feletti norma, mely ||z||, = |lo(z)||
Vz € K, akkor [3.1.8| kovetkezmény miatt tudjuk, hogy |- ||» = |- ||, igy o]l = leelle = [lo(a)|| = [l
ahol a; azon konjugaltja a-nak, melyre teljesiil, hogy o(a) = ;. Igy tudjuk, hogy Ng, (a)/0, (@)
értékelés egyenld a konjugéltakhoz tartozéd értékeléssel.

1
#», ahol z €

Igy a értékkel valo bévites feletti || - || normat definialhatjuk gy, mint INo, (a)/0, (T)

Qp(a).
Az Ng, (a)/q, (@)-ra teljesiil, hogy felirhato, mint a konjugaltjainak szorzata, tehat

»( /Qp H Q.

Ng,(a
Ez altal adodik, hogy

n—1 —1
INg, (0)/0, (@)lp = [N, (@)/a, (@) = || TT asll = TT lleall = flel™

Ez mutatja, hogy o esetén tényleg megfelel6 a normanak a definicioja. Tovabba Q, nem Galois-
bévitésein is teljesiil ezen definici6. Ha o € K, akkor

Nk /g, (@) = Ng, (a)/g, ()],

és mivel az is teljesiil, hogy
(K : Q]
(K Qp()]
3.1.13. Tétel. Legyen K véges bovitése Q,-nek, melynek bovitésének foka n. Tovdbbd legyen || - || :
K — R>¢ mend leképezés, amelyet ugy definidlunk, hogy minden x € K esetén

n=[Qy(0): Q) =

1
n
P>

llz| = |NK/Qp ()

akkor ezen leképezés norma K felett, és a |- |, kiterjesztése.

3.1.14. Lemma. Legyen |-|, K test felett definidlt norma, akkor |1+z|, < 1Vz € K, melyre |z|, < 1.

Bizonyitds. A N q, definicioja miatt feltehetjiik, hogy a K = Q,(z), tehdt = primitiv elem, tovabba
az x elemmel val6o bévités foka legyen n.

Legyen || - [|sup azon matrix norma, mely egyenlé max|m; j|,, ahol M = {m;;}7,_, Q, feletti
méatrix. Vegyiik az x elemmel valo Q,, linearis leképezést a {1, z, 22, ..., 2" "'} bazisban, mely matrixa
legyen A = {a; ;}.

3.1.15. Allitas. A {||A%||sup}$2, sorozat korldtos.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekt moédon fog menni, tehat tegyiik fel, hogy nem korlatos, igy létezik
minden j € N-re egy i, hogy ||A% ||sup > j. Ez altal deﬁniéljuk Bj-t, mely az A% elemeinek maximuma.
b; legyen tovabba egyenld, mint a |5;], = b;. Legyen B; = £+, akkor || B;||sup = 1. Mivel tudjuk, hogy

a sup-norméara nézve az egységgémb kompakt, mivel Qp lokahsan kompakt, igy létezik egy konvergens
részsorozat, mely tart egy B matrixhoz. Ebbdl adodik, hogy a B matrix determinénsa 0, mert

det(Ab) _ det(A) _ [Noy@wyo,ld _ |2l _ 1
Bn — Jn jn ]n — jn’

det(Bj) =
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igy j — oo esetén teljesiil, hogy det(B)=0. det(B)=0 kévetkezik, hogy létezik olyan y € Qp(z), melyre
teljesiil, hogy By = 0. Vegyiik a {xiy}?;ol bazist, akkor az is igaz, hogy Bx'y = 0. Azonban vehetjiik
27 helyett az A7 matrixot, mivel A7-t az =7 elemmel valé szorzassal definialtuk. Ebbél adédik, hogy
(BAj)y = (A’B)y = A’By = 0, mivel a B matrix az A% métrixok limesze. A7By = 0 miatt az
{A7}22, sorozat korlatos. O

Ez altal {||A||sup }52, sorozat korlatos. Legyen ezen C a korlat. |1+ x|, értékét, igy mar képesek
vagyunk becsiilni. Legyen N € N elég nagy, akkor

1+l = ldet(1+ AN 5 < (10 +A)Y lsup)

egyenlStlenség teljesiil, mivel |det(A)|, = max(|a; ;|,)™ = || A||Z

sup*
() < (s ([ (7)) ) e (1) <

Tovabba az is adodik, hogy

melybdl kovetkezik, hogy
N
1+ ), < (I(1+ A)llsup) < VC

. Ha N — oo esetén igazoltuk a lemmat. O

A Tétel bizonyitdsa: A Qp-beli elemekre latszodik, hogy ez megegyezik a régi definiciéval. A norma
elsd, két tulajdonsaga egyértelmiien adodik. A héromszég—egyenlétlenség belatasahoz sziikséges komo-
lyabb munka. Legyen z,y € K, ahol |y|, > |z|,, akkor legyen z = ebbol adodik, hogy |z], < 1. A ko-
vetkezom 3.1.14) lemma mlatt teljesiil, hogy |1+ 2|, < 1, melybél kovetkemk a haromszog-egyenlStlenség.

Igy ||, = [Nk/q, (z )p tényleg norma K felett. O

3.1.16. Eszrevétel. Legyen K = F(a) az F test a elemmel vald bovités és ezen bovités foka legyen
n, akkor létezik eqy n-foki 1 féegyiitthatds polinom (ag + arx + - - - + a™), melynek az « gyoke, akkor
1

n

lla|| i feletti értéke megkaphato, mint |ag|p

3.1.17. Definici6. Legyen K véges bdvitése egy Qp-nak, és legyen A azon &sszes x € K-k halmaza,
mely kielégitenek egy 2" + a,_12" ! + --- + ag = 0 alaku egyenletet, ahol a; € Zy, Vi-re, akkor ezen
halmazt nevezziik a Z, test algebrai egész lezartjanak a K testben.

3.1.18. Allitas. Legyen K véges bovitése a Qp-nek, melynek legyen n a foka. Tovdbbd legyen A és M
a kévetkezd halmazok:

Og ={z e K:|z|, <1},
pr ={r € K :|z|, <1}

Akkor teljesil, hogy Ok gyidrd, tovabbd Z, test algebrai egész lezdrtja, és px egyedi mazimdlis idedl
Ok -ban. Igy O [pk test, mely F,, egy legfeljebb n-ed foku bovitése.

3.1.19. Eszrevétel. Az Ok gyiirdt szokds a K bévités értékelési gyirdjének is nevezni a |-|, normdra
nézve.

Bizonyitds. Négy lépésben fogjuk az allitast belatni. ElGszor lassuk be, hogy O algebrai egész lezartja
Z,-nek K testben. Az egyértelmtien latszik, hogy O gytrd, mivel ki tudjuk hasznalni, hogy |- |, nem-
Arkhimédészi norma. Legyen a € K, mely m-ed foka bévitése @QQp-nek és legyen Z, felett algebrai
egész, akkor létezik egy olyan m-ed foku Z,-beli egyiitthatés irreducibilis polinom, melynek gycke
(@™ + apm_1a™ L+ .-+ ag = 0). Tegyiik fel, hogy o ¢ O, akkor teljesiil, hogy

la|? = |am—10""" + am_2a™ 2 4 -+ 4 aglp <

p

< nftx(|aal,) < nlix(la’],) = ol !,
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de ez meg ellentmondas, mivel feltettiik, hogy o & Ok, igy a € Ok. Tovabba ebbdl kévetkezik, hogy

az a konjugaltjai Q, felett is O -nak elemei, mivel |o;|, = [] |ajlp = |al, < 1. Ez azért igaz, mivel
j=1

a konjugaltak altal meghatarozhatok a polinom egyﬁtthatc')if igy az egyiitthatok nem csak Qp-beliek,

hanem Z,-beliek is.

Az latszik, hogy pg idedl Og-ban, mivel ez is kénnyen ellendrizhetd a nem-Arkhimédészi norma
tulajdonsagai altal. Tegyiik fel, hogy px nem maximalis, tehat létezik olyan p% ideal, melynek szigoru
részhalmaza és nem a teljes Ok. Azonban ez ellentmondas, mivel ha 8 € Ok, és 8 € pg, akkor
1Blp, =1, és igy % is eleme az p-nek, mely ellentmondés, mivel akkor 1 € p’, tehat pj = Ok.

Igy teljesiil, hogy O /px test és px NZy = pZy. Igy ha vessziik azt a beleképezést, hogy a+pZy —
a+ pk, ahol a € Z, tehat ez azt jelenti, hogy O /px-nek résztestje a Z,/pZ,, ahol tudjuk, hogy
Z,/PZ, p elemi véges test (F,).

Végiil mar csak annyi maradt hatra, hogy belassuk, hogy Ok /px n-ed foka bévités. Az biztosan
tudjuk, hogy [Ok /pk : Fp] < [K : Qp), tehat elég csak azt belatni, hogy n-nél kisebb nem lehet. Legyen
a; € Ok (i € {1,...,n}), és vegyiik azt a leképezést, mely egy Ok-beli elemhez hozzarendeli Ok /p k-
beli mellékosztalyt, tehat & — a + px. Azt tudjuk, hogy tetszdleges n + 1 darab K-beli szam esetén
ezek biztosan Gsszefliggdek, tehat létezik olyan 8; € Q, (i € {1,...,n}), melyre ay 1+ -+, 0, = 0.
Ha felszorzunk a -k koziil azon legnagyobb p hatvannyal, mely osztja valamelyiket, akkor igy Z,-beli
szdmokat kapunk, tehat feltehetd, hogy 8-k Z,-beliek. Tovabb4 lesz egy olyan 3, mely nem lesz eleme
pZ,-nek. Az elébb definialt leképezés miatt tudjuk, hogy aiPL 4+ anhBn =0 teljesiil, tehat a;

linedrisan &sszefiiggdek, mivel létezik olyan i, melyre 3; nem nulla. Igy belattuk, hogy [Ok /px : Fp] =
n. U

3.2. Ut az Q-ig

A kovetkezd fejezet soran |(Gouveal ((2003)) konyvének a 6.4-es fejezete és az eddig is kivetett [Koblitz
((2012)) konyve lesz a segitségiinkre.

A'|-|, norma Q, feletti definicidja miatt tudjuk, hogy = € Q, szam norméja megkaphaté a p-adikus
értekelése segitségével, akkor ezen tulajdonség és Ny /g, definicioja maitt meghatarozhato tetszéleges
Q, véges bovitésében 1évs elemeknek a p-adikus értékelése, mivel

1

- — Or [e%
tog, (lall) = log,, (INk /o, (@)1 ) = = log, (p o Cles(@)) =

_ —ordy (Nigyg, (@) _ o (1:[1 ai) =(-1)- iLdP(a”) _

n n ‘ n
i=1

=(=1)- nordy(a) _ —ord,(a),
n

ahol n a bgvités foka, a € K, és log, a p alapi logaritmust jelenti. Ez altal tudjuk, tgy definidlni K
test feletti normat, ahol K test véges bévitése a Qp-nek, hogy tetszéleges x € K elem esetén legyen
a K feletti normajanak értéke: ||z|| = p~ "4 (@) kiilonben ha x=0, akkor ord, = oo 4ltal |z| = 0.
Mostantol igy jelolhetjiik || - || norméat | - |,-vel.

A p-adikus értékelés Q, korében tudjuk, hogy a leképezés képhalmaza az egész szamok, igy ez altal
&s az el6z6 definici6 miatt tudjuk, hogy a Q, véges bévitésein a p-adikus értékelés képhalmaza %Z
halmaz vagy azon valamilyen részhalmaza lesz.

3.2.1. Allitas. A p-adikus értékelés K*-bil Q additiv csoportjaba képezé homomorfizmus, mely kép-
halmaza %Z, ahol e K-nak a Q) feletti bovités fokdnak osztdja.

Bizonyitds. A p-adikus értékelés, mint leképezés homomorfizmus kovetkezik abbol, hogy ezen elképezés
additiv tulajdonséigu, tehat
ord,(zy) = ordy(z) + ord,(y).
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Legyen x € K*, melyre teljesiil, hogy ord,(z) = g, ahol d és e relativ primek. Igy létezik olyan
q melyre teljsiil, hogy dg = 1 (mod p), tehat gd = 1 + se alakban felirhato, ahol s € Z, igy ebbdl
kikeverhetd, hogy qg = % + s, tehat p-adikus értékelés képe tényleg %Z. O

3.2.2. Definicié. Legyen K n-ed foka bévitése Qp-nek, akkor az e szamot nevezzikk a k = K/Q,
hanyadostest elagazasi indexének, ahol ezen e az el6z§ allitdsban szerepett kapott e legyen. Tovabba
a k hanyadostest bévitésének foka legyen f.

A kovetkezSkben latni fogjuk, hogy az f definicioja megfelel lesz és, hogy a K, mint Q, feletti
véges bévités foka f - e lesz.

A K bovitést az e értékei alapjan kiilonbozéképpen nevezziik. ElGszor is ha e = 1, akkor azt
mondjuk, hogy a K bévitést nem-eldgazonak nevezziik és szokas ugy is jel6lni, hogy K""?™. Tovabba
ha e = n, ahol n a K bévitésének foka, akkor a K bévitést teljesen elagazénak nevezziik, és ha e > 1,
de kisebb, mint n, akkor eldgazd bévitésnek hivjuk.

A teljesen elagazo eseteben az elagazasi indexet, ha a p prim osztja, akkor vad elagazasnak nevezziik,
ha a p prim nem osztja az elagazasi indexet, akkor szelid elagazasnak nevezziik.

3.2.3. Definici6. Legyen K véges bévitése Qp-nek és legyen e az eldgazasi index, akkor azon K-
beli szamot, melynek p-adikus értékelése % nevezzik irreducibilis elemnek vagy primelemnek és m-vel
jeloljiik.

Az irreducibilis elem elnevezést hasznalja [Serre| ((1995)) konyve is, de mivel féidedlgytirtiben az
irreducibilis és a primelemek megegyeznek, igy primelemnek fogjuk hivni.

Elagazo esetekben a primelem nem egyértelmi, mivel tobb K-beli szdm értéke is lehet é, de ha
nem-eladgazd esetben, megszokas szerint p primet valasztjuk irreducibilis elemnek.

A kovetkezd allitasok csoportja miatt latni fogjuk miért primelemnek szokas hivni.

3.2.4. Allitas. Legyen K véges béuitése Qp-nek és legyen m egy fix primelem, akkor a kovetkezd
dallitdsok teljestilnek:

1. pr (C Ox) féidedl, és m generdlja az idedlt.

2. x tetszéleges eleme K-nak, akkor felirhats, mint x = w¢°rdr(®)

-u, ahol u € Of, tehdt egy
egységelem, igy K = O} [1].

3. k hdnyadostest véges bovitése Fp,-nek, melynek foka legfeljebb n = [K : Qp), tehdt k elemszdma
p-nek egy megfeleld hatvinya.

4. Minden eleme a Og-nak gydke egy 1 féegyiitthatds polinomnak, melynek egyiitthatoi Zy-beliek.
Ezen dllitas megforditdsa is igaz.

5. Ok kompakt topologikus gyiri.

6. Ok halmaz teljesen nem-dsszefiiggs, Hausdorff (Ts), lokdlisan kompakt topoldgikus tér, mely
tovdbbd a nulla pont egqy kornyezete K -ban.

7. Legyen i a k hdnyadostest elemeinek szdma és legyen A = aq,a,- -+, a; azon halmaz, mely rész-
halmaza Op-nek, ahol a-k a k hdnyadostestbeli elemek egy-egy reprezentdnsai, akkor tetszéleges
z € K felirhato, mint
o0
T = Z a;m,

j=—m

ahol m = eord,(x) és a; € A minden j-re.

Bizonyitds. A 5.-6s, 6.-0s, 7.-es allitdsok bizonyitasa megegyezik a ),-ben végzett bizonyitassal, igy
ezeket itt nem latjuk be. A t6bbi allitasnak a bizonyitasat itt most nem végezziik el, de megtalalhato
Gouvea| ((2003)) konyvében, azon beliil pontosan 6.4.5.-6s lemma uténi probléméaban vannak segitségek
a bizonyitashoz. O
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3.2.5. Tétel. Legyen K n-ed foku bovitése Qy-nak. A k hdnyadostest foka legyen [ és az eldgazdsi
index e, akkorn=-e- f.

Bizonyitds. A bizonyitasunk arrél szol, hogyha vesziink egy f elemii bazis a k hanyadostestben, akkor
ha 7 elem e kiilonb6z6 hatvanyainak és egy k-beli bazisnak kombinéciéibol a K test egy bazisat kapjuk.

Legyen {Gu,Ga, ..., ar} k-beli bazis, és ez altal legyen {a1, o, ..., ar} bazis Ok-ban. Ez altal ha
Ok Osszes eleme el6all m/a;-k Q, linearis kombinaciojaként, ahol j € {0,...,e — 1}, i € {1,..., f},
akkor megfelels p esetén teljesiil, hogy K Osszes eleme el6all ezen elemek Q,, linearis kombinacidéjaként,
mivel p'z € Ok, ha x € K. Ennek koszonhetSen mostantol fix € Ok esetén, akkor elég Z,, linearis
kombinacioként is elsallani. Azonban, mivel 2 modulo 7/ mindig felirhat6, mint

T =101 + -+ Torar+ -+ xj_l,loq?rj_l + o+ .Z‘j_LfOéf?Tj_l
alakban j € {0,...,e—1}-re, ahol a kombinaci6 egyiitthat6i mar Z,-beliek. Ennél nagyobb hatvanyokra
lathato 7° és p-nek a p-adikus értékelése megegyezik, tehat x frhat6, mint
x=xo a1+ o+ ao gyt gy parmd T b zey paymT 4 pa,

ahol 2/ € Ok. Az el6z6 gondolatmenet miatt 2’ is felirhaté az o;7/-k segitségével, tehat

T=T0101 + 0+ Topap o+ Tt porm T o Ty poym T

- (200 @y gy ey parm T e fal papm©T 4 pa).

Innen latszik, hogy 2/ mér p?-tel szorzodik, és igy x felirhato tovabb minden 2(*)-re, ahol (s')-val a s
darab vessz6t szimbolizalom. Ennek készonhetSen minden j, i-re, ahol j € {0,...,e—1},i € {1,..., f},
kialakul Z,-ben konvergens dsszeg, mint példaul

Tji + P +pT 4 +psl‘§',si) +o

amelynek a hatarértékét jeloljiik y; ;-vel. Igy x véglegesen felirhato, mint

e—1 f

T = oy
Yi,i 5

0=1i=1

tehat tényleg generélja K Osszes elemét a
Qaq, 2, , Qf,

QT, QT ..., ALFTT,

)

a1 e, ,afwefl

szamok halmaza. Ez &ltal a generatorrendszerséget belattuk.
Az allitas bizonyitasdhoz méar csak arra van sziikségiink, hogy az el6z8 generatorrendszer linearisan
fiiggetlen.

Azt kell belatni, hogy
e—1 f

0= Zij,mjai,
0=1i=1

csak akkor teljesiil, ha minden x;; egyiitthat6 nulla. Tegytik fel, hogy Osszefiiggs, tehat ezen egyiitt-
hatok kozott létezik olyan x;;, mely nem nulla tehat, akkor 1étezik egy olyan egyiitthato is, mely nem
oszthaté p-vel. Ez azért igaz, mivel el6bb lattuk, hogy ezen x;; egyiitthatok nem csak Qp-beliek,
hanem Z,-beliek is.

A kovetkezd gondolatmenetem az Osszefliggségre e értéke szerint fog menni. Ha e = 1, akkor a
dupla szummét modulo 7 szerint kell nézni, tehéat igy azt kapjuk, hogy

/
0= Z Z0,;0-
i=1
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Ez azért ellentmondas, mivel -k k-ban bézist alkotnak, tehdt az Osszes egyiitthato csak nulla lehet
modulo 7, tehat oszthaté p-vel. Ha e > 1, akkor zq; egyiitthatok oszthatok m2-is, mivel a p-adikus
értékelése %, szigortian nagyobb, mint 1. Igy modulo 72 Zo,; és w1 ; egylitthatok kongruensek nullaval,
tehat oszthatok p-vel, igy e = 2 esetén jbol ellentmondasra jutottunk. Ezen gondolatmenet folytatasa
altal minden e értékre ellentmondésra juthatunk, igy minden z;; egyiitthato oszthaté p-vel, tehat
minden x; ; € Z,. Ez altal belattuk, hogy

Oll,a27...70[f,
QIT, T, ..., U fTT,
9
a1 apmeT L osze_l
elemek halmaza tényleg egy bézisa K-nak. O

A K véges bdvitésiink teljesen eldgazd, akkor a Q felett is ismert Schonemann-Eisenstein tétel is
teljesiil, amely a kovetkez6 alakban mondunk ki:

3.2.6. Allitas (Schénemann-Eisenstein tétele). Legyen K teljesen eldgazo véges bovitése Qp-nek és
legyen 7 a primelem. Tovdbbd legyen P(x) = x° + --- + ag polinom, ahol a; = 0 (mod p) Vi €
{0,1,...,e — 1}, és ag # 0 (mod p?), ahol ezen P(x) polinomot szokds FEisenstein-polinomnak is
nevezni, akkor m primelem gyoke lesz az Fisenstein-polinomnak.

A bizonyitas megegyezik Q, és Q felettivel, tehat mégegyszer itt nem irjuk le ugyanazon bizonyitést.

3.2.7. Eszrevétel. Az dllitds forditdsa is teljesiil, tehdt 3 legyen gyoke az Fisenstein-polinomnak,
akkor a Qp-t a B elemmel bovitve teljesen eldgazo bévitést kapunk.

3.2.8. Allitas. Legyen K teljesen eldgazé bévitése Qp-nek és legyen a bovitésének foka e, akkor tet-
szbleges o € Zy-hez, melyre teljesiil, hogy ord,(c) = 1, létezik olyan B € K, hogy

1
8¢ —al, < -.
| lp ,

Bizonyitds. Vegylik azt az Eisenstein-polinomot, melynek —ay = «, akkor a allitas miatt létezik

egy olyan § € K, melyre teljesiil, hogy ord,(5) = é, és gyoke a polinomnak. Tovabba

B —a=—ac 1B = —arf
egyenldség teljesiil, ahol a jobb oldal p-adikus értékelése kisebb, mint %, tehat belattuk az allitast. [

A Q, véges bovitésein teljesiil egy jol-ismert tételiink is, ami nem més mint a Hensel-lemma. A
kovetkezg allitas rogton kovetkezik a Hensel-lemmabol.

3.2.9. Allitas. Legyen K egy szelid totdlisan eldgazd bovitése Qp-nek. Ha létezik olyan f € Q, szdm,
mely gyoke a X© — b polinomnak, ahol b € Z,, és ord,(b) = 1, akkor K = Q,(5).

Bizonyitds. Az X¢ — b Eisenstein polinom, igy a[3.2.7] észrevétel miatt, teljesiil az allitas. O

3.2.10. Tétel. Minden f-re pontosan egy nem-eldgazo bovitése létezik Qp-nek, melyet tigy kaphatunk
meg, hogy a Q,-t a (p/ — 1)-edik primitiv egységgydkkel bovitink.

Bizonyitds. Harom lépésben fogjuk belatni a tételt, el@szor belatjuk, hogy létezik f-ed fokti nem-
elagazo bévitése Q,p-nek, majd azt, hogy ezen bévités, tgy 4ll els, mint a (p/ — 1). primitiv egység-
gyokkel valo bévitése a Qp-nek, végiil belatjuk az egyediséget.

Azt tudjuk, hogy Q, f-ed foku véges bévitésének p-adikus értékelési gytrdjének és maximélis
idealjanak hanyadosteste IF,-nek legfeljebb f-ed foki bovitése. Ha az IF,s-nek vessziik egy o genera-

torelemét, akkor Schonemann-Eisenstein tétel miatt létezik egy olyan P(x) = o/ +a;—q2/ 1+ +ag

irreducibilis 1 fSegyiitthatos polinom, amelynek gytke, ahol P(X) polinom egylitthatéi Fp-beliek. Az
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F,-beli szamokhoz meghatarozhatunk Z,-beliek, mivel @; = a; (mod p), ahol a; € Z,, és @; € F,, gyo-

ke P(X)-nek. A P(z) polinomhoz igy hozzatudunk rendelni egy Z, egyiitthatos polinomot, amelyet
jeloljiink P(X)-el, mely Q, felett is irreducibilis lesz. Ha vesziink egy a € @;lg °l szamot, mely gyoke
a P(X) irreducibilis polinomak, akkor ha ezzel bévitjiik a Q,-t kapunk f-ed foka bévitését Q,-nek,
melyet jeloljiink K-vel. Tovabba a o + M, ahol M maximalis idealja K-nak, gyoke lesz a P(X)-nek,
tehat K test hanyadostestének I, feletti bévitésének foka f lesz, igy belattuk, hogy létezik f-ed foku
nem-elégazo6 bévitése Q,-nek.

Legyen F egy f-ed foku nem-elagazé bévitése a Qp-nek, tovabba a megszokott moédon definialjuk
hozza az értékelési gytrdjét (A) és ezen gylrd maximalis idealjat (M). Végss soron legyen m az
irreducibilis elem. Vegyiik a IF;,C egy @ generatorelemét, mely modulo M értéke legyen oy € A, akkor
feltehetjiik, hogy o € @, elemre teljesiil, hogy a?’ 11 =0¢s ap = a (mod 7). Innentsl a Hensel-
lemma bizonyitasdban hasznalt gondolatmenettel megalkotjuk az a-t a 7 kiilonb6zé hatvanyainak
kombinaciojabol.

Modulo 72 teljesiil, hogy ag + a;7 kongruens egy a-val, tehat (mod 72)

pf—1 f
1\ ,
0= oo oy 12 3 (77 ajtrary =) <12

=0

i _ ,_ i
=aof '+ (pf —Draed P—1=al ' +raned TP 1.

Ebbél kifejezheté az o; modulo 7, akkor ezen gondolatmenetet tovabb folytatva 77 V4 € N hatvanyra
megkapjuk az a értékét, amely kielégiti a P’ 1-1=0 egyenletet. Az o primitiv (pf —1). egységgyck
lesz Q, felett, mivel o els6 (p’ — 1) darab hatvanya kiilonb6z6 lesz, mivel modulo M kiilénbozs, tehat
az o elemmel valo bévités foka legalabb f. Azonban az is teljesiil, hogy F C Q,(«), ahol a (p/ — 1).
egységgyok F-ban, igy pontosan f-ed foki, és mivel F' nem-eladgazd bévitése Qp-nek, igy belattuk,
hogy Q,(c) f fokt nem-elagazd bdvitése Q,-nek. O

3.2.11. Kovetkezmény. Legyen K n-ed foku bovitése Qp-nek, melyre teljesiil, hogy e az eldgazdsi
indexe, f a hdnyadostest foka, akkor K = K}mram(w), ahol m gyoke a K™ feletti Eisenstein-
polinomnak.

Bizonyitas. A tétel miatt tudjuk, hogy K Q, feletti bévitésének foka e- f. Jeloljik E(X)-el azon
1 f6egyiitthatos irreducibilis polinomot, melynek 7 gyoke, akkor a 7 konjugaltjai is gyokei kell, hogy
legyenek, tehat E(x) = [[(x — ;) alakban elall. Legyen E(X) polinom foka d és a konstans tag meg
legyen ¢, akkor ord,(c) = g, mivel ¢ € K™, {gy ord,(c) = 1, és a fokszamtétel miatt teljesiil, hogy
e = d, tehat F(X) Eisenstein polinom és K = K™ (). O

3.2.12. Kovetkezmény. Legyen K véges bovitése Qp-nek és legyen m = pf — 1. Ha létezik egy olyan
a € K és ¢ egy primitivm. egységgyok Q,-ben, melyre teljesil, hogy o = ¢ (mod p), akkor K tartalmaz
egy f foki nem-eldgazo bovitését Qp-nek.

A kovetkezmények bizonyitasa kovetkezik a[3.2.10] tételbdl.

Legyen K azon egyedi (pf —1)-ed fokt nem-elagazo bovitése Qp-nek, melyet gy kapunk meg, hogy
(pf — 1)-edik primitiv egységgyokkel bovitjiik a Q,-t. A Dwork tételének bizonyitasaban, és 4ltalaban
is fontos szerepet fog jatszani azon K hanyadostestérél Ox-ba mend felemelés, melyet Teichmiiller
felemelésnek szokas nevezni. Tovabba ezen felemelés ad egy izomorf megfeleltetést az egységgyokok
multiplikativ csoportja és a p-adikus egységek csoportja kozott, vagyis jelen esetben az Og-beli ele-
mekkel.

3.2.13. Definici6. Legyen K egy egyedi s-ed foki nem-elagazo bévitése Q,-nek, akkor azon multip-
likativ csoporthomomorfizmust, mely leirhato, mint

Ts: Fpe — Ok
x — 7s(x).

Az [Fps-beli z-eket szokés a primitiv p*-edik egységgytkkel reprezentélni, amelyeket Teichmiiller repre-
zentansoknak is neveznek.
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3.2.14. Lemma (Krasner-lemma). Legyen a,b € @, és ha a oOsszes a; konjugdltjdra teljesil, hogy
b —alp < la; —aly,

akkor Qp(a) C Q,(b).

Bizonyitds. A bizonyitasunk indirekt modon fog menni, tehat tegyiik fel, hogy a ¢ Q,(b), akkor az
a szadmmal valo tovabb boévités foka tobb, mint 1, igy létezik legalabb egy a; konjugéltja a-nak, mely
nem eleme Q,(b)-nek és nem az a-val egyenls. Tovabba létezik egy olyan automorfizmus, mely Q,(b)-t
fixen hagyja, és a képe az a; konjugalt. Azt a kordbbiakban lattuk, hogy a konjugaltaknak a p-
adikus értékelése megegyezik tetszdleges véges testbévités felett. Igy felirhato azon egyenlség, hogy
|b—al, = |o(b) — o(a)|, = |b— ailp. Igy ebbsl kivetkezik, hogy

la: — alp = Ja; = b+ b — al, < max(|a; — blys [b—al,) = b — al, < |a; — aly,
amely meg ellentmondas, igy teljesiil, hogy Q,(a) C Q,(b). O
Két polinom tavolsagat definidlhatjuk az egyiitthatéik kiillonbségének maximumaval, tehat

|P = Gl, = max |a; —bjlp,

ahol P(X) = 3 a; X", P € F[X], 6s G(X) = 3 b; X", G € F[X].
i=1 j=1

3.2.15. Allitas. Legyen K wéges bovitése Q,-nek, és legyen P(X) = anX™ + ap 1 X" '+ -+ +ag

Qp egyiitthatds irreducibilis polinom, melynek Qp-ben a gydkei kilonbozdek, akkor Ve > 0 teljesiil, hogy

36 >0, hogy G(X) = Y b; X" € K[X], melyre teljesiil, hogy |G(X)—P(X)|, < 8, akkor P(X) minden
i=0

a; gyokére létezik pontosan egy olyan B; gyoke G(X)-nek, melyre teljesiil, hogy |3; — oulp < €.

Bizonyitds. Legyen [ tetszoleges gyoke a G(X) polinomnak. Akkor igaz lesz, hogy

n

> (ai = b)p’

i=1

[P(B)lp = [P(B) = G(B)lp = <

p
< ulax((Bl} ai — ily) < [P — Gl max(L,|8[}) < 6CF,

ahol €1 = max(1,|B[};). Tovabba legyen Cy = minl(|ai—aj\p), amelybdl kovetkezik, hogy |8—a;|, < Co
ij=

pontosan egy i-re teljesiilhet, azért mert kiilonben |o; — o, < max(|a; — by, |b — «j]p) < Cs is igaz
lenne, amely meg ellentmondas. Igy

n

(279 H(al - 5)

i=1

Cro>|PB)lp =

T

loi — Blp <

n
= |an|pH |O[1 - B'p
p i=1

Cro < CcTé
|anlp Hj;éi laj = Blp ~ |an|pC§l_17

amelyre teljesiil, hogy kisebb, mint € megfelel§ § segitségével. O
3.2.16. Tétel. Q;lg o — Qp nem teljes.
A bizonyitasban |Gouveal ((2003))) konyvének 6.8.4-es tételének bizonyitasa lesz a segitségiinkre.

Bizonyitds. Ha megmutatjuk, hogy tudunk egy olyan {a;}°, Cauchy-sorozatot mutatni, melynek
nincsen @p—ban hatarértéke. Definidljunk minden j-re egy (; szdmot, melyek legyenek (pzj - 1).
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primitiv egységgyokok Q, felett, akkor legyenck az {a; }$2, sorozat elemei a; = > (;p’. Ezen definialas
7=0
altal adodik, hogy {a;}$2, sorozat Cauchy, mivel n > m

Z Gip'

i=m-+1

< max (p*i).

lan — amlp = ax,

p

Be fogjuk latni, hogy ennek a sorozatnak nincs hatarértéke Q, felett. Ezt indirekten fogjuk belatni

tegyiik fel, hogy létezik egy o € Qp, mely a hatarértéke {a;}52, Cauchy-sorozatnak. Igy létezik egy

irreducibilis polinom Q, felett, melynek gyoke, és a polinom egyiitthatéi Q,-beliek. Tegyiik fel, hogy
o0

valamilyen véges d foka van, ha az « elemmel bovitiink. Az o = Y (,p™ alakban irhat6. Mivel modulo

n=0
p a kongruens (o-lal, igy alkalmazhat6 a(3.2.12|k6vetkezmény, tehat d = [Q, () : Qp] > [Qp (o) : Qp] =
20, Ezt minden j-re eljatszhatd, igy kovetkezik, hogy d > 27, de ez meg ellentmondéas, mivel feltettiik,
hogy létezik egy polinom, melynek gydke, igy tényleg nincs hatéarértéke {a; };?‘;0 Cauchy-sorozatnak. [

3.2.17. Eszrevétel. Az el6z6 bizonyitdsban definidlt Cauchy-sorozat nem csak Qp-ben van benne,
hanem azon unidban van benne, amely az Osszes véges nem-eldgazo Q, bovitésébdl dll. Szokds ezt a
bovitést maximdlis nem-eldgazd bévitésnek is nevezni.

Az el6z6 tételben lattuk, hogy Q) algebrai lezartja nem teljes a p-adikus értékelésre nézve, tehat
tovabb kell béviteni a Q,-t, hogy egy teljes, algebrailag zart testet kapjuk. Ez megegyezé moddon
fogjuk csinalni, Ggymint ahogy a Q-r6l Q,-re léptiink. Ezen médon megkapjuk az Q-t, mely a Q,
olyan bévitése, amely teljes. Tovabbé a p-adikus értékelés kiterjesztése is megegyez6 azzal, mint a
Qp-10l Q,, véges bovitésére vettiink. A kévetkezd tétel miatt latni fogjuk, hogy ezen Q megfelels lesz,
tehat algebrailag zart és teljes is lesz.

Az Q-ban minden korédbban definidlt halmaz, leképezés, topologia megegyezik a Qp-ben definial-
takkal, és a @, bévitéseiben definialtakkal is, mivel ezek egymasba agyazott stird halmazok.

3.2.18. Tétel. Q algebrailag zdrt.

Bizonyitds. Legyen P(X) = X" +a,_1 X" ! + .-+ ap polinom, melynek egyiitthatoi -beliek. Arra
van sziikségilink, hogy belassuk, hogy Q-ban van gydke P(X)-nek. A P(X) polinom mindenegyes
egytitthatojahoz rendeljiink hozza egy {a; ; }‘;‘;0 sorozatot, melyeknek a hatarértékei az a;-k. Tovabba
minden j-re definidlok egy G;(X) = X" + an_lij”’l + -+ +ag,; polinomot, és ezen polinom gyokeit
jeloljiink r; j-el. Tovabba legyen {r;; ;j}32, egy olyan sorozat, melynél az i; € {1,2,...,n}, és ezen
sorozat elemei legyenek indukciésan megadva, tehat legyen r; o egy tetszéleges gydke Go(X)-nek.
Vegyiik a kovetkezs szorzatot:

n—1
L1 Iriy5 = rigeils = 1Gixa(ri, j)lp = [Gisa (i, 5) = Gj(ri, )] = (3.1)
1=0
n . .
=1 (aijp1 —aij)ri )| < max(lai s — aijlp, [ri, 415) < (3.2)
=0 »

g

P

< max(|ai,j41 — aijlp) max(L, |ri, ;[;) < max(la; ;i1 — ai;

») - C, (3.3)

ahol C' > 0 egy megfelel§ konstans, amivel minden j-re feliilr6l tudjuk becsiilni az A; = max(1, [r;; ; |§))—
t. Létszik az is, hogy j-ben vett hatérértéke a d; = max(|a; j+1 — a4 j|p)-nek 0. Igy latszodik, hogy

létezik egy olyan i legalabb, amire teljesiil, hogy

|rij,j — ri,j+1|p < v/ (5JC

Ha az {r;, ;}32, sorozat elsd j tagjat definidltuk, akkor a sorozat (j +1). tagja legyen 7; 1. Az igy

definialt {r;; ;}32, sorozat Cauchy lesz, mivel teljesiil a egyenl6tlenség. Ez altal, ha vessziik ezen

{ri,.4}32 sorozatot, melynek legyen r a hatarértéke, akkor P(r) = lim P(ry ;) = lim Gj(ri; ;) =
Jj—o0 : Jj—o0

0. O
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Az Q-n is tudjuk definialni az értékelési gytrtt, és ezen gytird maximalis ideéljat, mint ahogy Q,-n,
és Q, véges bovitésein is tettiik.
3.2.19. Definici6é. Legyen 9 értékelési gytirtije Q2-nak, ahol 9 definialjuk gy, mint
O={xeQ: |z, <1}
Tovabba legyen B3 maximalis idedl D-ban, ahol B definidljuk gy, mint
P={ze:|z|, <1}

3.2.20. Eszrevétel. Ha x € Q, akkor elddll x = p'w(z1){x}, ahol x = p'xy, w(x1) egységgyik, és
{z1} egységkirbeli elem.



4. fejezet

Analizis az ()-n

4.1. Alapfiiggvények és a Dwork-lemma

Q, felett definialtunk sok mindent, mely megmarad (2 felett is, tovabba ezen definicidk segitségével
bizonyitottunk jo par allitas, lemmat, tételt és ezen tételek kovetkezményeit, igy szintigy mint a
definiciok a megfelels kontextusba helyezéssel kozel hasonld gondolatmenettel bizonyithatoak. Igy
csak felsoroljuk a fontosabb allitasokat, tételeket:

4.1.1. Allitas. Legyen {a, }°2, Q-beli sorozat, ami akkor, és csak akkor Cauchy, ha

|ant+1 — anlp — 0.

4.1.2. Allitas. Y a, sor akkor, és csak akkor konvergens ha a,, — 0, ahol {a,}22, € Q.

n=0

o0
4.1.3. Allitas. Legyen f(X) = > anX™ Q-beli hatvdnysor, amely meghatdroz egy folytonos fiigguényt
n=0
1

_ . . P . n_ L
AT = YT sugari nulla kézéppontid gombon. Ha nh_)rr;Q | |pr 0, akkor az f(X) kiterjed a

B(0,r) zdrt gémbre.
oo
4.1.4. Tétel. Legyen f(X) = > anX™ Q-beli hatvanysor, mely konvergenciasugara r, akkor tetszé-

n=0
leges a € B(0,r) esetén teljestil, hogy

-y
hatvdnysor konvergenciasugara r és minden 8 € B(0,r) teljesil, hogy f(B8) = g(B).

4.1.5. Tétel (Unicitas tétele). Legyenek f(X) = E an X" és g(X) = Z b X™ Q-beli hatvdnysorok.

Ha létezik egy x,, nem-staciondrius sorozat, mely menten a két hatvanysor értékei megegyeznek, akkor
f(X) =g(X).

4.1.6. Allitas. p-adikus logaritmus fiigguény legyen a log,, : Uy — Q fiigguény, aholUy = {x € O : |z —
1, <1} = B(1,1) = 1+*B. A p-adikus logaritmus fiigguényre teljesiil, hogy log,(zy) = log,(x)-+log, (y)
minden z,y € U;.

4.1.7. Allitas. Legyen p-adikus exponencidlis figguény, mely

exp, : B (O,pp%ll) — Q,
akkor ezen fligguény kielégiti a kovetkezd egyenletet, hogy Vx,y € B (O,pp%ll) exp, (v + y) = expp(x) .
exp,,(y)-

40
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4.1.8. Allitas. Legyen z € B (O,p%) tetszdleges, akkor teljestilni fog, hogy
|epr(l') - 1|P < 17

tehdt exp,, () benne van log, értelmezési tartomdnydban, és x-re igaz, hogy log,, (expp(x)) = x. Legyen
tovdbbd x € B (O,pp;—ll>, akkor

| log, (1 + ), < p7=,
tehdt log, (1 + x) eleme exp,, értelmezési tartomdnydnak, és exp,, (logp(l +z)) =1+u=.

4.1.9. Allitas. Legyen a € Ly, €s legyen (1 + x)* = Bo(X) binomidlis sor, akkor ezen hatvdnysor
konvergens minden x € B-re.

A kovetkez6 lemma a segitségiinket fogja szolgalni a p-adikus zeta fiiggvény racionalitasanak igazo-
lasaban. Ezen lemma Dwork nevéhez fiizédik, tehat nagy valoszintiséggel az els6 Weil sejtés igazasakor
bizonyitotta ezen lemmaét.

4.1.10. Lemma (Dwork-lemma). Legyen F(X) = > a; X" € 1 + XQ,[[X]]. F(X) € 1+ XZ,[[X]]
i=0
akkor, és csak akkor ha

F(XP)
F(X)

€1+ XZ,[[X]).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F(X) € 1+ XZ,[[X]], mivel tudjuk, hogy tagonként lehet p-adik hat-
vanyra emelni és tudjuk a kis-Fermat tételét, igy teljesiil, hogy F(X)? = F(X?) 4+ pG(X), ahol
G(X) € Z,[[X]]. Tovabba, mivel Z, kommutativ gytird, igy teljesiil, hogy

_pG(X) _ F(XP)

L FEX T FOOP

ahol 5250 € pX7,([X]), akkor fix5s € 1+ XZ,.

A masik irdny bizonyitasat teljes indukcioval tessziik. Tegyiik fel, hogy F(X?) = F(X)?G(X), ahol
G(X)= > b;X" €1+ pXZ,[[X]]. Ha i =0, akkor ag = 1, tehat i = O-ra teljesiil az allitdas. Tovabba
i=0
tegyiik fel, hogy n-ig teljesiil az indukcié. Az (n + 1). egylithaté megkapasahoz a két hatvanysort elég
az n. tagig nézni, tehat

n P "
<§azXZ> +; (azb"iW) Xi(erl),

akkor igy két esetre moédosul, mivel ha n + 1 oszthatd p-vel, akkor az n + 1 egyiitthatéra teljesiil, hogy
Ant1 + a[nﬂ b{ i1 W € Z, + pZ,, tehat a,41 € Z,. Kiilénben ha n + 1 nem oszthato p-vel, akkor
- EESY

ptl p2+p
Ap4+1 = 0. O

4.1.11. K6évetkezmény. Legyen

F(X1,Xa, 0 Xp) = Y gy X X

11,225--5tn

n vdltozds 1 konstans tagi, Q, egyttthatds hatvanysor. F(X1,Xo,...,X,) € Zy[[ X1, ..., X,]] akkor,
és csak akkor ha

F(XP X?,... XP)

n

(F(X1,Xs,...,X,)

5 € 14+ pXaZp[[ X1, ..., Xp)] 4+ - + X0 Zp[[ X1, ..., X0]].
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A kovetkezmény bizonyitasa megegyezik a Dwork-lemma bizonyitasaval csak itt n valtozos a hat-
vanysor. Példaul n = 2 esetén ezen kovetkezményt lehet hasznalni a kovetkezé hatvanysor egyiittha-
téinak Z,-beliségének eldontésére.

F(X,Y) = Bx (V) [[ Bawr s (Y7") =

— p"_ xpn !
_ °°< fzol(X—Z)Yk)ﬁ i": o (T _l)ykp"

k!
n=1 \ k=0

Az latszodik, hogy F(X,Y) € 1+ XQ,[[X, y]] + YQ,[[X, Y]], mivel minden XY™ tagnak az egyiitt-
hatoéi csak véges sok elem szorzataként kaphatok meg, és mivel egy tetszéleges ¢ € N esetén

Bxp’ifp)fpi’_l 7;D(va )
egyiitthat6i Q,-beliek. Tovabbé ha vizsgaljuk a
v N Xpn+17Xpn
FOXP,Y7) (Y2 L, (v ) g ye)
(FOCYY)P ST ([ Y

(14+Y)yX [, (1 +YPr) ot

adodik. Innentél elég csak beldtni, hogy gi’;jgfﬁ € 14 pXZ,[[X, Y]]+ pYZ,[[X,Y]], és mivel 1 +Y €

14+ YZ,[[Y]], igy az el6z6 kovetkezmény miatt

m =1+pY(G(Y)),

ahol G(Y) € Z,[[X]]. Igy adédik, hogy

p\X 00 n—1 _
oy = (LY )~ = > (’“—Oﬁff i (pYG<Y>>k> ,

amely eleme az 1+ pXZ,[[X,Y]] 4+ pYZ,[[X,Y]]-nak, tehat F'(X,Y) € Z,[[X,Y]].

4.2. Linearis leképezések a hatvanysorok vektorterén

Az n valtozos Q egyiitthatds hatvanysorok gytirtjét jeloljiik R-rel ebben az alfejezetben. R-re tovabba
lehet gondolni, mint €2 feletti végtelen dimenzios vektortérként is.

Legyen G € R hatvanysor, akkor egy R feletti linearis leképezésnek nevezziik a G hatvanysorral vald
szorzast, mint leképezést. R feletti lineéris leképezére egy példa példaul egy nem negativ ¢ elemmel
val6 szorzas (jeloljiik T,-vel), tehat

r= i ay X" — Tq(T‘) = i aquua
welU uelU

ahol U = {(X4,...,X,,) € Z"| X, >0, Vi}. Tovabba még példa: ¥, ¢ =T,0 G : R — R, ahol

G(X) = Z ngwu \Ijq,G(Xu) = Tq (Z ngw+1L> = Z gqvquU~

welU welU velU
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4.2.1. Allitas. Legyen G(X) = Y ower JuX", €s
Gq(X) = G(X?) = Z Guw X",
welU

akkor teljestil, hogy
GoTly=Ty0Gs =Yq0q

Bizonyitds. Az egyenlet bal oldalara teljesiil, hogy
GoT (0 = 3 X" = Y g
welU welU

az egyenlet jobb oldalara teljesiil, hogy

Woy = Ty0 GylX) = 3 g X0 = 3 g2 X",
welU welU

tehat teljesiil az egyenlGség. O

n

4.2.2. Definicié. Legyen |-|: U — Z* fiiggvény, mely v € U-ra |u| = > u; teljesiil, akkor azon Ry
i=1

halmazt, amelyre igaz, hogy

RO = {G = Z ngw S R| aM > 0,0rdp(gw) > M|w| Yw € U}
welU

tal-konvergalt hatvanysorok halmazanak nevezziik.

4.2.3. Allitas. Ry zdrt a szorzdsra, €s azon leképezésre, hogy G Gy.

Bizonyitds. A a szorzasra valo zartsag kovetkezik a p-adikus értékelés tulajdonsagabol. Legyen G =
> gwX", akkor Gy = ) 1y 9w X9 hatvanysor lesz. Ha ¢ t w, akkor adodik, hogy G,-beli egyiitt-

welU
hatoja 0, azonban ha g|w, akkor

ordy(gw) = Mw| = Mlqu'| = M'|w|,

ahol w = qu’ és M’ = M|q|. Ezen egyenlStlenséggel belattuk, hogy minden egyiitthatojahoz megfelels
valasztas M’, tehat G, € Ry. O

4.2.4. Allitas (Dwork Nyom Formula). Legyen G € Ry, és legyen ¥ = V., akkor Tr(¥®) konvergens

minden s-re, €s
(¢ — 1) Tr(P Z HG(xq)
=1

s _
9 1:1

n
Tr-rel jel6ljitk a matrix nyomat, amelyet tudunk, hogy Tr(M) = > my;, ahol M € V™*™ ‘han = oo,
i
akkor ha a sor konvergens, akkor létezik csak a nyom.

Bizonyitds. A bizonyitas s szerinti teljes indukcioval fog menni, igy U(X™) = > ggp—uX?, akkor
velU
Tr(V)= > g(g—1)u, amelyrdl latszik, hogy konvergens, mivel ¥ € Ry.
uelU

Tovabba tudjuk azt is, hogy minden i € {1,...,n}-re

> x;w_{gjl’ 1

kiilonben.
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Ez altal ha « = (x4, ..., x,)-re, akkor adodik, hogy

- ws -1, — 1w,
ST | {0

z€Q i=0 | z.eq kiilénben.

a5} 21
i =1 1;’ =1

Az allitas jobb oldalat nézve adodik, hogy

Z v Zgw Z ¥ =(g—1)" Zg(q D = (g —1)"Tr(¥),

€N welU TEN uelU
297 t=1 z?7 =1

amelybdl kapjuk az allitast s=1 esetén. Ha s > 1, akkor az allitast, abbol kapjuk, hogy

\IIS:quGquoGo\IJs_Q:quququGo\IIs_QqugoG-qu\Ils_Qz
=Tp0T,0(G Gy)goGoU 3 =T30G Gy Gprol*2=...=

s—1
=Tpo][Gi=v ..
i=0 o

Ezen egyenlGség miatt lehet hasznalni az s = 1 esetben hasznélt gondolatmenetet, tehat teljesiil a
Nyom formula. O

Tovabbiakban matrixfiiggvények determinidnsénak egy tulajdonségat fogjuk belatni, amely arrél
sz0l, hogy tetszdleges nagysagi A métrixhoz, ahol tegyiik fel, hogy a méatrixnyoma konvergens sor,

akkor
det(1 — AT) = exp, ( ZTr (A4%) >

Tetszbleges véges matrixfliggvény esetén tudjuk, hogy
det(1 — AT) = Z b T",

ahol

%

by = (—1)° Z sgn (o) H @j1,0 (Gt

1<j1,0ji<n 1=1
o:permutéacio
Tovabba végtelen matrix esetén is teljesiil ezen feliras, mivel tetszéleges n esetén tudjuk, hogy igaz a
feliras, ez altal b;-k konvergensek lesznek.

Vegyiik most egy konkrét végtelen dimenziés métrixot, amely legyen az A = {gqvfu}zo,yzl matrix,
amely az el6bb definialt ¥, ¢ linearis leképezés matrixa. A V, ¢ = T, o G, ahol G € Ry, tehat
létezik egy olyan M > 0, hogy ord,(g,) > M|w|. Ez alapjan becsiiljik b,, nagysagat, hogy tudjunk a
konvergenciarél valamit mondani:

ordy, (b ) = ord, <H9qa(ui>—ui> >M (H 9qa<ui>—uil> >

i=1 i=1
2M<Zq|a u;) Z|uz>:M(q—1)Zui.
i=1 i=1

Ebbdl latszodik, hogy a ord,(b,,) — oo, ha m — oo, és ez altal a det(1 — AT') hatvanysor jol-definialt,
tovabba, mivel % -ordy(by,) — 00, ez altal a konvergencia tartomanya az egész Q.
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4.2.5. Allitas. Legyen A = {gqv_u}g‘fvzl mdtriz, amely az eldbb definidlt W, o linedris leképezés

mdtriza, akkor
Té
det(1 — AT) = exp, ( Z’H (A%) )

és tovdbbd a konvergenciasugara végtelen €és jol-definidlt.

Bizonyitds. A jol-definialtsagot, és a végtelen konvergenciasugarat az el6bb lattuk. Feltehets, hogy
az A matrixunk fels6haromszogmatrix, mivel tudunk olyan invertalhaté matrixot talalni, mely nem
valtoztatja meg a méatrix determinansat, és nyomét se. Ezen maétrixokat hivjuk az A maéatrix konju-
galtjanak. Legyen elGszor A matrix csak véges m X m-es matrix, akkor tudjuk, hogy

m

det(1 — AT) = (1 = giq—1)T).

i=1

Belatjuk, hogyha kiindulunk a jobboldalbdl, akkor megkaphaté a baloldal.

exp, < Z Tr(AS)1:> = exp, ( Z Zgis(q_l)z;s> =
s=1

s=11i=1
m Ts
_Hepr< Zgl(q 17 ) =
i=1
m

= Hepr(Ing (1 - gi(qfl)T> =

Igy véges m-re kijott az allitas. Legyen most m = oo.
Azt tudjuk, hogy véges matrixokra teljesiil az &llitas, tehat ha definialjuk az egyenlet jobboldalat
minden m-re, akkor kapunk egy sorozatot. Legyen

Fm, = epr < ZTY(A;)Z)
expp< ZTr (4%) T )

akkor azt kéne belatni, hogy F,, — F, ha m — oco. Ez teljesiil, mivel tudjuk, hogy a végtelen
dimenziés matrix nyoma és a determinansa létezik, és tovabba a hatvanysor egyiitthatéi megfelelen
konvergalnak, mivel minden véges esetben teljesiil az egyenlGség. O

Az el6z6 bizonyitasbol latszik, hogy a

det(1 — AT) = exp, ( ZTr (A%) )

egyenlGség tetszéleges matrix esetén teljesiil.

4.3. ()-beli karakterek felemelései

Legyen F' egy testszGleges test, és legyen K az F test egy véges bévitése.

4.3.1. Definici6. Legyen F egy tetszsleges test, és legyen K az F test egy véges bévitése, akkor azon
homomorfizmusokat nevezziik K-beli karakternek, amelyek egy G véges csoportbdl, K multiplikativ
csoportjaba mennek.
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A definiciobdl és Lagrange tételébdl adodik, hogy a G csoport karakterének képe a K*-beli egy-
séggyokok lesznek.

4.3.2. Definici6. Legyen K test az F test Galois-bovitése, amelyre G = Gal(K/F). Nyomnak
nevezzik azon fliggvényt, amely tetszéleges a € K-ra teljesiil, hogy

TI'K/F(Q) = Z U(CL).

ceG

A kovetkezd esetekben F' csak olyan bévitéseire vizsgaljuk a nyomot, amikor a bévités Galois, igy
ezért elég volt ilyen alakban kimondani.

Legyen F' = F,, és K = Fps, ahol s € N, akkor adodik, hogy G = Gal(F,:/F,). A Galois-
csoportjardl tudjuk azt, hogy az [F,s test egy nem nulla (a) eleméhez a Galois-csoport egy (o) eleme
hozzarendeli az a egy megfelels ¢ hatvanyat. Ez alapjan adodik, hogy

s—1
Trs(a) = Z a’
i=0

alakban is irhaté.

4.3.3. Allitas. Legyen € € Q% p-edik egységqyok, akkor

0:F,. — Q*

a — ere(a)

a 0 egy Q-beli karakter.
Bizonyitds. Ha belatjuk, hogy teljestl a
Trs(a)? = Trg(a), és Trs(a+b) = Tre(a) + Trs(b),

akkor ez altal adodik, hogy 6 egy Q karakter. Elgszor lassuk be, hogy teljesiil Trs(a)P=Trs(a). A
tagonkénti szorzas miatt F, felett igaz az elsé allitas, mivel

s—1 p s—1 s—1
Trs(a)? = (Z api> = z:api+1 = Za”i = Try(a).
i=0 i=0 i=0

Az el6z6 tulajdonsag miatt teljesiil a Try(a + b) = Try(a) + Try(b) is, mivel (a + b)?' =a?' +b?'. O

Legyen a € T, tetszbleges elem, és jeldljiik az a elem Teichmiiller reprezentansat 74(a), ahol 74(a)
eleme a Q, (p° — 1) rendd nem-eldgazo bévitésének. A p°. szimmetrikus polinom gySktényezss alakra
bomlasa miatt a K/Q, Galois-bovités, tehat a nyom irhat6 agy, hogy

Tri/g,(a) = Y _ o(a).
ceG

Tovabba az is teljesiil, hogy
Tri/q,(a) = Trs(a) (mod pOx),

ebbdl kdvetkezik, hogy tetszbleges € € K p. egységgyok esetén teljesiil, hogy

elr/o,(a) — (Trs(a)

A kovetkezd feladatunk az, hogy talaljuk egy olyan (©) fliggvényt, amely segit a karakterek felemelé-
sében, tehat azt szeretnénk, hogy teljesiiljon tetszéleges a € Fps-re, hogy

O(7s(a)) = etre,
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4.3.4. Allitas. Legyen € p. eqyséqqyok és legyen X = e — 1. Tovdbbd legyen Fps feletti karakter:
0:Fp — QF,
a — =@
akkor
O(T) = F(T,\) = Bry(A H Bryn gt S

figguény megfeleld a 0 karakter felemelésére Q-n.

Bizonyitds. Az el6z6 részben lattuk, hogy F(T,0) € Z,[[X,Y]]. Ezen kétvaltozos fiiggvény irhato

olyan alakba, hogy
Y) _ Z xn (Z an,mY"L> )
n=0 m=n

A bizonyitas elsé lépéseként be kellene latni, hogy legalabb a B (0 pp%ll) konvergens, ehhez meg

azt kéne belatni, hogy a,, = Z A mA™ -

ord,(\) = p%l.

4.3.5. Lemma. Ha ¢ p. primitiv eqységgyok és legyen A = € — 1, akkor ord,(\) = p—il

Ezen allitas bizonyitasahoz Mustata) ((2011)) online elérhets jegyzetének 8.7-es lemméajanak bizo-
nyitédsan fog alapulni.

Bizonyitds. Azt tudjuk, hogy (A + 1) = 1, abbdl kovetkezik, hogy € gydke a p-edik korosztési poli-
nomnak, tehat

p—1
(X)) = Z (?)Xpli—nek.
i=0

Az € p-edik primitiv egységgyok, igy a korosztéasi polinom irreducibilis Q, felett, igy ® elsall Q,(e)
felett, mint

i=1
FEz altal .
p—1 p—1 .
. 1
=1, =|[[(€ -] =z =pr
i=1 P

Igy kapjuk, hogy
ord,(ay,) = ord, (Z Gn,m m) > ord,(A\") = p%l
A bizonyitas kovetkezs lépése, hogy belassuk
s—1 )
@~ TT e (r@?).
i=0

Fejezziik ki az egyenlet jobboldalat:

s—1 s—1 o]
H @ (TS(G,)p ) = H <Brs(a)T’i,p ()\) . H Brs(a)pn#»i_rs(a);,n—lﬁ»i » ()\P )) ,
i=0 ' n=1 P ’

=0




48 4. FEJEZET. ANALIZIS AZ Q-N
mivel 7,(a)?” = 7,(a), igy adodik, hogy

s—1 ) . )

T16 (r(a)) = (1 W= =@ = (et

i=0

Ez altal belattuk, hogy © a 6 karakter felemelése az 2-ra. O

A felemelések, azért fontosak szamunkra, mert ha van egy problémank, amit véges testek felett kelle-
ne megoldani, akkor egy felemelés altal képesek vagyunk p-adikus testek feletti analizissel megprébalni
megoldani, és igy ez altal joval tobb eszkoz all rendelkezésiinkre. Az els6 Weil sejtés bizonyitasakor is
Dworknak valami hasonl6 érvelés miatt juthatott eszébe, hogy a véges testekrsl térjiink at a p-adikus
testek felé, ahol mar képesek vagyunk analizist végezni, és ezzel sikeriilt is bizonyitania a sejtést.

4.4. p-adikus Weierstrass approximacios tétel

A szakasz cimében megadott tételhez sziikségiink lesz egy jo par lemmara, hogy képesek legyiink be-
latni. Ezen lemmék polinomokhoz, hatvanysorokhoz definialt poligonokroél szélnak. Ezen poligonokat
Newton nevéhez szoktuk fiizni. A szakasz [Koblitz| ((2012))) konyvének 4. fejezetének 3. alfejezete
alapjan fogjuk vizsgéalni a Newton-poligonokat.

n .
4.4.1. Definici6é (Polinomhoz tartozé Newton-poligon). Legyen f(X) =14 > a; X" egy n-ed foka
i=1
Q-beli egytitthatos polinom, és legyen (0,0), (¢,0ord,(a;)) minden i-re a sik pontjai, akkor az f(X)
polinom Newton-poligonjan a sik ezen pontok altali zart konvex burkinak alsé torottvonalat értjiik,
ahol az als6 toréttvonal a zart konvex burok hataranak azon része, amely az origot és a legutolsd
pontot 6sszekétd torottvonal.

Ezen poligon megalkotésat elképzelhetjiik, ugy is, hogy vessziik az origoboél kiindulé fligg6leges
félegyenest, majd elkezdjiik az 6ra jarasaval ellentétesen forgatni addig mig rajta nem lesz a félegyenesen
egy (i,ordy(a;)) pont. Ha ezen egyenesen egyszerre tobb pont is rajta lesz, akkor a legtavolabbi ponttal
kotjik Ossze az origot. Ez utdn vegyiik azon félegyenest, amelynek a végpontja az el6z6leg hozzavett
pont és az origod is rajta van, és ezzel a félegyenessel is elvégezziik ugyancsak azt a menetet, mint az
els6nek hozzavett pontnal. Ezt a folyamatot végezziik addig, amig az n. pontig nem jutunk.

A Newton-poligon cstucsainak azon (i, ord,(a;)) pontokat értjiik, melyeknél valtozik a meredekség.
A meredekséget meghatarozhato, ha példaul legyen (z1,y1) és (x2,y2) pontok, akkor a meredekség

megadhat6, mint £2=4L
T2—T1

4.4.2. Lemma. Legyen
- - X X
X)=1 X=1-—]---[1—-—
FX =153 ( m) ( %)

Q-beli egyiitthatds polinom, és legyen ord, (ai) = \; a gyokok p-adikus értéke, akkor ha létezik egy A
meredekségi szakasza az f(X) Newton-poligonjinak, melynek hossza legyen h, akkor létezik egy olyan
1, melyre teljesil, hogy A;-hez tartozé hossz h és A = \;. Mdsképpen az f(X) Newton-poligonjinak

meredekségei a p-adikus értékelései az f(X) gyokeinek reciprokdnak.

Bizonyitds. Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy monoton névekvs sorrendben vannak az
A-k. Tovabba még feltehetd, hogy létezik egy olyan ¢, melyre teljesiil, hogy A\ = Ao = -+ = A\; < Aj41,
tehat azt szeretnénk belatni elszor (i,ord,(a;)) pontot és az origot Gsszekots szakasz megegyezik a
Newton-poligon els6 szakaszaval, tehat az origot és a (i,iA1) pontot Osszekots szakasszal. Ha ezt
belatjuk, akkor ezen gondolatmenet mentén végig belathatdé a Newton-poligon tébbi szakaszairdl is,
hogy ezek megegyeznek.

Az f(X) polinom egyiitthatoi megkaphatok, mint az a%, e al

1
ar-ay s

szimmetrikus polinomjaként, igy
Igy (j,0rd,(a;)) megegyezik a

3

‘ -

tetszdleges j < i-re teljesiil, hogy a; értéke legalabb

[
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(4,7 A1), vagy (4,j\1) felette helyezkedik el, mivel i-ig megegyeznek a A\-k értéke. Az el6z6 elmondhato
ugy is, hogy rajta van az origdt és a (i,i\1)-et Osszekotd szakaszon, vagy felette helyezkedik el. Ez
alapjan tudjuk, hogy a; esetén teljesiil, hogy (¢, ord,(a;)) = (¢,4A1), mivel

a; = Z (—l)i . <H alk) = ordy(a;) = i km?n ) (Z Akz) =i\,

ko, ki=
Ki1ko,... ki=1 =1 D2y

mivel i-nel nagyobb indexre A\;;1 > \;. Igy tényleg megegyezik a két szakasz. Ezen gondolatot a t&bbi
indexre is belathato, mivel legyen s > i 4 1 és teljesiiljon, hogy A; < Ajp1 = Aig2 = -+ = As—1 < A,
akkor az origot kicserélve (i, ord,(a;))-re elvégezhets ugyanezen gondolatmenet. O

A kovetkezd feladatunk, hogy a polinomokhoz tartoz6 Newton-poligonok segitségével definialjuk a
hatvanysorokhoz tartozé Newton-poligonokat.

4.4.3. Definici6. Legyen f(X) = 14 > a, X" € 1+ XQ[[X]] hatvanysor, és legyen f,(X) =

n=1

n .

14+ > a; X" polinom az n. részletosszege f(X)-nek, akkor az f(X) hatvanysor Newton-poligonjan az
i=1

fn(X)-ek Newton-poligonjainak hatarértékét értjiik.

Egy hatvanysor Newton-poligonjanak elkészitésének metodusa megegyezik egy polinomhoz tartozé
Newton-poligon elkészitésével. Azonban hatvianysor esetben akadhatnak gondok, mint példaul ha
végtelen sok véges hosszu részbdl all a Newton-poligon, vagy ha az utolsé szakasz végtelen hosszuségu,
vagy csak olyan pontot képes a félegyenesiink forgatas kozben tartalmazni, amelynek kisebb az indexe.
Az els6 esetre példa, ha

o - .
hX)=1+) p X",
i=1
masodik esetre példaul megfelel§ az
f(X) =3 x",
n=0
az utolséra meg az

f3(X)=1+> pX’
i=1

hatvanysor megfelels példa.
Egy hatvanysor konvergencidjanak meghatarozasaban segitségiinkre lesz a kovetkezs lemma, amely
Newton-poligonok egy tulajdonsigat fogja segitségiil venni.

4.4.4. Lemma. Legyen f(X) =1+ > a,X" € 1+ XQ[[X]] hatvdnysor, és legyen b azon legki-
n=1
sebb érték, amely felsékorlditja az f(X) Newton-poligonjinak, tehdt minden szakasz meredekségének

felsékorldtja b, akkor f(X) konvergenciasugara p®.

Bizonyitds. Az egyenléség bizonyitasat két részre fogjuk bontatni. Elgszér belatjuk, hogyha |z|, < p®,
akkor konvergens a hatvanysor, mésodszor meg azt latjuk be, hogyha |z|, > p®, akkor a hatvanysor
divergens.

Tegyiik fel, hogy |z|, < p°, tehat ord,(x) > —b. Tovabba tegyiik fel, hogy ord,(z) = —¥’, ahol
b < b, akkor ordy(a,z™) = ord,(a,) — nb’, ebbdl adodik, hogy végtelen sok olyan n létezik, melyre
teljesiil, hogy ord,(a,) > ord,(z"), igy ord,(a,z™) — oo, tehat |a,z™|, — 0. Igy f(X) konvergens.

Tegyiik fel, hogy |x|, > p°, akkor ord,(a,) < ord,(z™) végtelen sok n-re, igy ord,(a,z") — —oco,
tehat |a,2"|, 4 0. Igy f(X) nem konvergens. O

4.4.5. Eszrevétel. Az el626 lemma abban az esetben, hogy |z|, = p® nem mond semmit, tehdt a
konvergenciasugdr hatdrdn nem tudjuk az f(X) konvergencidjdt.
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4.4.6. Eszrevétel. Ha ¢ € Q, akkor f (%) Newton-poligonja megkaphato, mint f(X) Newtoni poli-
gonjdbdl elhagyjuk az y = Az origobol induld félegyenest, ahol ordy,(c) = A.

4.4.7. Lemma. Legyen f(X) =1+ a, X" € 1+ XQ[[X]] hatvdnysor, melynek Newton-poligonjinak
n=1

elsé meredeksége legyen A1, €s legyen ¢ € Q egy olyan érték, melyre teljesil, hogy ord,(c) = A < Aq.
Tovdbbd tegyiik fel még, hogy f(X) a B(0,p*) zdrt gombén konvergens.

Legyen g(X) = (1—¢X) f(X) hatvdnysor, akkor g(X) Newton-poligonja megkaphatd, mint (1—cX)
polinom Newton-poligonjihoz hozzdillesztjik az f(X) Newton-poligonjdt. Tovdbbd f(X)-nek és g(X)-
nek a konvergencia tartomdnya megegyezik.

o0

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ = 1, A = 0, akkor adodik, ha g(X) = > b, X™, hogy b, = ap — an—1
n=1

minden n > 1, és teljesiil, hogy

ord,(b,) > min(ord,(ay), ordy(an—1))

minden n > l-re. Ha (n,ord,(ay)), és (n — 1,ord,(an—1)) rajta, vagy felette van az f(X) Newton-
poligonjanak, akkor ebbdl kovetkezik, hogy (n,ord,(b,)) rajta lesz g(X) Newton-poligonjan, vagy
felette helyeszkedik el. Tovabba ha (n — 1,ord,(an,—1)) csticsa az f(X) Newton-poligonjanak, akkor
(n,ordy(b,)) cstcsa lesz g(X) Newton-poligonjanak, mivel ord,(b,) = ord,(a,—1). Ebbdl kivetkezik,
hogy f(X)-nek és g(X)-nek a Newton-poligonjai az utolsé szakasz kivételével megegyeznek.

Egy hatvanysor Newton-poligonjanak utols6 szakasza meghatérozza a hatvanysor konvergenciasu-
garat, és ezen allitas megforditasa is igaz, tehat ha a konvergenciasugara adott, akkor az meghatarozza
a Newton-poligon utolsé szakaszat.

Ha f(X) Newton-poligonjanak utolso szakasza végtelen hosszt, akkor g(X)-¢ is ilyen, mivel teljesiil

ord,(b,) > min(ord,(ay), ordy(an—1))

egyenlétlenség. Indirekten fogjuk belatni, hogyha f(X) konvergenciasugara p*f < oo, akkor g(X)
konvergenciasugara is p*/, tehat tegyiik fel, hogy g(X) kovergenciasugara nagyobb, mint f(X)-nek.
Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan ¢ index, melyre teljesiil, hogy (i +1,ord,(a;)) pont g(X) Newton-
poligonja alatt van, tehat ebbdl kivetkezik, hogy ord,(a;) = ord,(a;) teljesiil minden j > i-re, mivel
bir1 = a;y1 — a; egyenlGség, és az el6z6 egyenlStlenség is teljesiil. Azonban ez ellentmondas, mivel
f(X)-nek a konvergens az egységgdmbon, tehat g(X) konvergenciasugara megegyezik f(X)-ével, és a
két Newton-poligon a lemméban leirt azonosséggal néz ki. A forditott felallas, tehat f(X) konvergen-
ciasugara megegyezik g(X)-ével ugyanezen levezetéssel bizonyithato.

El6bb belattuk konkrét c-re, és A\-ra a lemmat, most meg belatjuk tetszdéleges c-re, és A-ra. Legyen
X)) =f (%), akkor igy visszatértiink az el6z6 esetre, mivel igy ¢ = 1, A = 0, és a Newton-poligon elsé
szakaszanak meredeksége A\; — A. Ez 4ltal tovabb legyen ¢g1(X) = (1 —X) f1(X), és igy g(X) = ¢1(cX).
Ezen felosztaban az elébb belattak miatt teljesiil g; (X)-re, és f1(X)-re az allitas, igy akkor f(X)-re,
és g(X)-re is teljestil. O

4.4.8. Lemma. Legyen f(X) =1+ > a, X" € 1+ XQ[[X]] hatvdnysor, melynek Newton-poligonjinak

n=1
elsé meredeksége legyen \1. Tegyiik fel, hogy f(X) konvergens a B(0,p*) zdrt gémbon, tovdbbd ha
vessziik az origobdl induld Mz félegyenest, akkor létezik egy olyan i index, melyre teljesil, hogy a
félegyenesen rajta van o (i,ord,(a;)) pont. Ekkor teljesiilni fog, hogy létezik egy olyan x € Q, amelyre
ord,(z) = —A1, és f(z) =0.

Bizonyitds. Ennek a lemmanak a bizonyitasat is, agy fogjuk végezni, mint az el6z6t, mivel belatjuk,
hogy az altalanos esetet vissza lehet vezetni arra amikor A\; = 0.

Ha A; # 0, akkor ezen esetet visszavezetjiik A\; = 0 esetre. Legyen « € ) olyan elem, amelyre igaz,
hogy ord,(a) = A1, akkor vegyiik azon fi(X) hatvanysort, mely legyen egyenls f (%)—Val, igy mar
fi-re A\; = 0. Igy ha belatjuk A\; = 0-s esetet, akkor létezik olyan = = “Lahol ;1 f1(X) megfelels
gytke. Ekkor x gyoke lesz f(X)-nek, és ord,(z) = —A1.
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Most lassuk be az A; = 0 esetet. Legyenek minden n-re definidlva f,,(X) = 1+ > a; X* polinomok.
i=1
Ha minden n-re ord,(a,) = 0, akkor tényleg teljesiil az allitas. Masrészt ha ord,(a,) > 0 minden n-re,

és ord,(an) — 00, han — co. Legyen N > 1 a legnagyobb index, amelyre teljesiil, hogy ord,(an) = 0,
akkor a [£4.2] lemma miatt ha n > N legfeljebb N darab olyan gycke van, melyre teljesiil, hogy
ord,(z, ;) = 0, ahol f,(X)-nek az i. ilyen gyokére gondolunk. Legyen n = xn 1, és minden n > N-re
meg x, legyen azon gydke f, (X)-nek, melyre teljesiil, hogy |2, ; — n—1|, minimalis. Ezen valasztasok
miatt az {x,}52, sorozat Cauchy tulajdonsagi, és mivel Q teljes, igy a hatéarértéke legyen &, akkor
ezen & gyoke f(X)-nek. Az i-re, és {x,}°2, sorozatra vonatkozo allitdsok azért teljesiilnek, mivel

vegylk n > N, akkor
al x
st (@) = Fal@nl, = sa el = [ (1 _ )| _

T .
=1 n+1,2

2

= H |xn+1,i - xn'p > |xn+1 - xn'év
i=1

Igy adodik, hogy

+1|

|Znt1 — xnu)v < | fatr(an) — fn(xn”p = lan+127, 7 p = lantalp,

igy teljestil, hogy {x,}>2; sorozat Cauchy. Tovabba
n R

Tt —x
g Qi+ — 7
T — Ty

i=1

P
= | —xnlp- Zai- <Z§cz_kxﬁ> <|Z — xnlp,
i=1 k=1 »
tehat f(2) = lim f,(&) = 0. Ezzel belattuk a lemmat. O
n—0o0

4.4.9. Lemma. Legyen f(X) =1+ > a; X" € 1+ XQ[[X]] hatvdnysor, mely konvergens és o gydke.

n=1

o) =1+ gjlbixi = 7). (i (f)) 7

n=0

Tovdbbd legyen

akkor g(X) konvergens B(0, |al,) gombdn.

Bizonyitds. Legyen f,(X) =1+ > a; X" az n. részletosszege f(X)-nek, akkor latszik, hogy minden
i=1
n-re g(«) egyiitthatoja egyenld, mint

tehat by, - o™ = f,,(«). Ebbsl adodik, hogy
HILH;O b, = nlingo | fala)lp, =0,
mivel a gydke f(X)-nek. O

4.4.10. Tétel (p-adikus Weierstrass approximéacios tétele). Legyen f(X) = 14+ > a, X" € 1 +

n=1
XQ[[X]], és legyen konvergens a B(0,p*) zdrt egységgombon. Tovdbbd N < oo érték legyen a Newton-
poligon dsszes legfeljebb A meredekségti szakaszainak fiiggdleges hossza. Mdsrészt ha az f(X) Newton-
poligonjdnak utolsé szakaszdnak meredeksége A, akkor legyen N azon legnagyobb i, melyre teljesiil, hogy
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(1,0rdp(a;)) az utolsé szakaszon van rajta. Ekkor egyértelmien létezik egy olyan h(X) € 1+ XQ[[X]]
N-ed foki polinom, és g(X) = 1+ > b, X™ hatvdnysor, melyre teljesiil, hogy konvergens, és nem nulla

n=1

a B(0,p*) zdrt gombon. Tovdbbd még teljesil, hogy h(X) = f(X) - g(X), és ezen h(X) megkaphatd,
mint az f(X) elsé N egyiitthatdjihoz tartozé Newton-poligon.

Bizonyitds. A bizonyitas N szerinti indukcioval fog torténni, tovabba még feltehets az el6z6 lemmaéak
bizonyitasa altal, hogy A = 0.

Igy az adodik N = 0 esetben, hogy f(X) és g(X) egymaés inverzei. Tovabba A = 0 miatt feltehetd,
hogy f(X) egyiitthatoira teljesiil ¢ — oo esetén, hogy ord,(a;) — oo, és minden i-re teljesiil, hogy
ord,(a;) > 0. Igy i szerinti teljes indukcioval latszik, hogy g(X) egyiitthatéira is teljesiil, hogyha
f(X)g(X) =1, hogy ord,(b;) > 0 minden ¢ > 0-ra, mivel

%

bi = Z*(bi—jaj)-

Jj=1

Legyen M > 0 egy olyan elég nagy valos szam, melyhez 1étezik olyan m, hogy i > m-re teljesiil,
m

hogy ord,(a;) > M, és legyen € = mi{l(ordp(aj)). A ord,(b;) = oo (i — o0), ekvivalens azzal, hogy
=

i > n - m-re teljesil, hogy
ord,(b;) > min(M, ne),

tehat elég belatni ¢ > n - m-re, hogy ord,(b;) > min(M, ne) teljesiil.

Ezen allitast n szerinti indukcioval fogjuk megtenni. n = 0 esetén az allitas egyértelmi, tegyiik fel,
hogy (n — 1)-ig teljesiil az allitas. Ekkor n esetén vegyiink b, Osszegének egy tagjat, melyre teljesiil,
hogy j > m, akkor

ordp(bi_jaj) > ordp(aj) > M,

azonban ha j < m, akkor
ord,(b;—ja;) > € +min(M, (n — 1)e),
igy by-re teljesiil, hogy ord,(b,) > min(M, ne). Ezzel belattuk N = 0 estén az allitast.

N > 1 esetén hasznélni fogjuk a[d.4.9] [£.4.8] [£.4.7) lemmékat, tovabba tegyiik fel, hogy a N szerinti
indukcio teljesiil (N — 1)-ig. Legyen az f(X) Newton-poligonjanak az els§ szakaszanak meredeksége
A1 < ), akkor a lemma miatt létezik egy olyan o gybke f(X)-nek, melyre igaz, hogy ord,(a) =
—A1. Ez alapjan vegyiik az f1(X) hatvanysort, mely megkaphato, mint

£1(X) = (). (i (f)) .

n=0

A lemma miatt igy teljesiil, hogy f1(X) konvergencia tartomanya megegyezik f(X) konvergencia
tartomanyéval. Azonban f(X) ebbdl kifejezhets tgy, mint

) =58 = 10 = (1-3) ),

[0

a mértani sor Osszegképlete miatt. Az fi(X) Newton-poligonjanak az els§ szakaszanak meredeksége
M. Ha M| < \; teljesiilne, akkor lemma miatt létezne egy olyan o gyoke fi(X)-nek, hogy
ordy(a’) = —A]. Azonban ez meg ellentmondas, mivel f(X)-nek is gyoke kell legyen, de ez nem
lehetséges. Igy teljesiil, hogy A > A;. Ez altal teljesiilnek a lemma feltételei, igy f(X) Newton-
poligon megkaphato, mint f;(X) Newton-poligonja kivéve az els6 szakaszt. Tovabba a lemma,
miatt teljesiil, hogy f(X) és f1(X) hatvanysoroknak megegyezik a konvergencia tartoméanya. Ez altal
és az indukcios feltétel altal f1(X)-hez létezik hy(X) (IV — 1)-ed foka polinom, melyre teljesiil, hogy

B(0,p*) zart gombon konvergens, és nem nulla ezen a tartoményon, tovabba

h(X) = f1(X)g(X).
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Igy (1 — %)—gyel beszorozva az egyenlet mindkét oldalat kapjuk, hogy

1000 = (1= 2 ()

ahol a jobb oldal egy N-ed fokd polinom, melyre teljesiilnek mar a tétel allitasai.

Mar csak az egyértelmiiséget kell belatni. Indirekten fogjuk bebizonyitani az egyértelmiiséget,
tehat legyen H(X), h(X) polinomok melyekre teljesiilnek a tétel allitasai, és tovabba G(X), g(X)
hatvanysorok. Ekkor igaz lesz, hogy

mivel a két polinom gyokei multiplicitassal azonosak, igy a két polinom megegyezik, tehat akkor g(X),
és G(X) hatvanysorok is azonosak, tehat ellentmondasra jutottunk, igy teljesiil az egyértelmtiség. [

4.4.11. Kovetkezmény. Az f(X) € 1+ XQ[[X]] hatvdnysor Newton-poligonjinak egy szakaszdnak
hossza N < oo, meredeksége X\, akkor ezen szakaszdn pontosan multiplicitdssal szamolva N darab gyok
van, melyre teljestl, hogy ord,(z) = —A.

4.4.12. Eszrevétel. Ha vessziik eqy hatvinysor, mely az egész Q-n konvergens, €s nincs gyioke Q-ban,
akkor ezen hatvdnysor konstans.

Bizonyitds. Az el6z6 p-adikus Weierstrass approximacios tétel miatt ezen hatvanysorhoz tartozo poli-
nom egy konstans polinom, igy a hatvanysor egy konstans fliggvény. O

A p-adikus Weierstrass approximacios tétel egy hatvanysor gytkeivel kapcsolatban sok segitséget
tud adni, és tovabba hatvanysorral megadott fiiggvények érdekes tulajdonsigaira is ré tud vildgitani.
A Strassmann tétele is példaul ilyen, mely hatvanysor gyokeinek adja meg bizonyos tulajdonsagait.
Ezen tétel bizonyitasa kovetkezik az el6z6 approximéacios tételbdl, de lehetséges egyszeri eszkozokkel
is bizonyitani, most csak az el6zd tétel kovetkezményeként hivatkozunk ra. Az egyszerd bizonyitas
megtalalhato |Gouveal ((2003)) konyvének 5.6-os alfejezetében, ahol 5.6.1-es tétel pont a Strassmann
tétele, és a kovetkezSkben kimondott kovetkezmények is ebben az alfejezetben talalhatéak meg.

4.4.13. Tétel (Strassmann tétele). Legyen f(X) = Y anX™, ahol nem nulla Q-beli egyitthatds
=0

n
hatvdnysor, és lim a, = 0, tehdt f(x) minden x € O-re konvergens. Tovdbbd legyen N € N azon
n—oo

szdam, melyre teljesil, hogy |lan|, = max(|an|p) €s |anlp, < lan|p, minden n > N, akkor f : O — Q,
mint fligguénynek legfeljebb N nullhelye van.

Bizonyitds. A p-adikus Weierstrass tétel miatt tudjuk, hogy f(X) - g(X) = h(X) egyenlGség teljesiil,
ahol h(X) egy N-ed foka polinom, g(X) meg O-n konvergens hatvanysor. Tovabba tudjuk a
lemma miatt, hogy h(X)-nek pontosan N darab gyoke van O-ben. Ez altal teljesiil Strassmann tétele.

O

o0
4.4.14. Kovetkezmény. Legyen f(X) = > a,X", ahol nem azonosan nulla Q-beli egyiitthatds hat-
n=0
vdnysor, és lim a, = 0, tehdt f(x) minden x € O-re konvergens. Tovdbbd legyen aq, ..., am az f(X)
n—oo
gyokei O-ban, akkor létezik egy olyan g(X) hatvdnysor, melynek nincs gydke O-ban, de nem azonosan
nulla O-ban, és elddllitia f(X)-et, mint

f(@) = (z —a1)(z — ag) -+ (z — am)g(z)

Az el6z6 tétel és a tétel Q-n kimondott valtozata, melynek bizonyitasa megegyezik az erede-
tivel, bizonyitja a kovetkezményt.

o0

4.4.15. Koévetkezmény. Legyen f(X) = Y a, X", ahol nem nulla Q-beli egyiitthatds hatvdnysor, és
n=0

legyen konvergens p™B-n valamely m-re, akkor f(X)-nek véges sok gyoke van p™P-ban.
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Ha vessziik a g(X) = f(p™X) hatvanysort, és a Strassmann tételét, akkor ezek bizonyitjak ezen
kévetkezményt.

4.4.16. Kovetkezmény. Legyen f(X) = Z an X™ és g(X) = Z b, X™, melyek legyenek konver-

gensek egy p™B-beli gombin valamely m- re Ha létezik megszamlalhatoan sok a € p™y, melyre
f(a) = g(a), akkor a, = b, minden n-re.

Az el6z6 kovetkezményt ha alkalmazzuk a h(X) = f(X) — g(X) hatvanysorra, akkor ebbdl kivet-
kezik ezen kovetkezmény.

oo
4.4.17. Kévetkezmény. Legyen f(X) = > an X", mely legyen konvergens egy p™PB-beli gombin
n=0
valamely m-re. Ha mint fiigguény periddikus, tehdt létezik egy olyan m € p™PB, melyre f(r+x) = f(x)
minden x € p™P-re, akkor f(X) konstans.

Vegyiik az f(X)— f(0) hatvanysort, akkor ennek a hatvanysornak megszamlalhatoan sok gyoke van
( nm, ahol n € Z ), akkor alkalmazhato az el6z6 kivetkezmény, amellyel belattuk ezen kovetkezményt
is, mivel f(X) — f(0) azonosan 0, tehat f(X) konstans.

4.4.18. Definici6. Egy fliggvény teljesnek neveziik, ha {2 minden elemére konvergens, és hatvanysorba
fejtehetd.

4.4.19. Kovetkezmény. Legyen f(X) = Z an X™ teljes, Q egyiitthatds hatvdnysor, akkor f(X)-

nek legfeljebb megszdmldalhatéan sok nullhelye van Tovdbbd ha nem véges sok nullhelye van, akkor a
nullhelyekbdl dllo sorozat p-adikus értéke végtelenhez konvergdl.

Ezen kovetkezmény, abbol latszik, hogyha vessziik minden m-re a p~"™ halmazokat, akkor ezen
halmazokban mindig csak véges sok gyoke van f(X)-nek, tehat Q-n is csak véges sok nullhelye van,
mivel

Q=Uy_o(p""P).



5. fejezet

Dwork tétele

5.1. Borel-tétele

5.1.1. Tétel (Borel-tétele). Legyen F(X) = > a; X" € K[[X]], ahol K tetszbleges test. Tovdbbd
i=0
legyen m,s > 0, és As . egy olyan mdtriz, amely gy néz ki, hogy

ag a5+1 Ag42 e As+m
as+1 as+2 as+3 e as+m+1
As,m — As42 A543 Ag44 T As4m+2
as—i—m as+m+1 as+m+2 e as+2m

és legyen Ny, = det(As ). Ez dltal F(X) hatvdnysor akkor, és csak akkor dll eld

ahol P(X),Q(X) € K[X] polinomok, ha létezik egy olyan S, m € N, melyre teljesil, hogy minden
s > S igaz, hogy N, = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F(X) elsall, mint két polinom hényadosa, és legyen ezen két polinom

N _ M _ _
P(X)= > bX" 6 Q(X) = > ;X" akkor F(X)-Q(X) = P(X). Ha i > max(M, N), akkor T"
i=0 i=0
egyiitthatoja nulla lesz, tehat
M
Z ai—pMyjcm—; = 0.
§=0

Legyen S = max(1,N — M + 1), és m = M. Ha s > S, akkor felirhatéo 2M darab egyenlet, hogy

M
E Qs4iCM—5 = 0.
Jj=0

M
Z A(st+1)+jCM—j = 0.
=0

M

Z A(s+M)+5CM—5 = 0.
J=0

95
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Ha c;-kre valtozoként gondolunk, akkor ezen egyenletek sora c;-khez tartozo lineéris egyenletrendszer,
melynek a hozzatartozé matrix A; . Ez altal adédik, hogy A, »; determindnsa 0. A masik irany
belatasahoz s szerinti teljes idukciot hasznalunk. ElGszor m minimalitasat kellene belatni tehat, hogy
det(Asm—1) # 0, ha s > S. Ezen é&llitast indirekten fogjuk belatni.

Tegyiik fel, hogy det(As,,—1) =0, akkor ez azt jelenti, hogy a méatrix sorai Gsszefiiggdek. Jeloljik
a matrix sorait r;-vel, akkor legyen r;, azon legels6 sor, melynek az egytitthatéja nem nulla, akkor r;,
kifejezhets, mint

Tig = Q1141 + Q2Tjgq2 + -+ + Qup—jg—1Tm—1-
Ha a matrix r;,. sorat kicseréljiik
Tip — (Q1Tig41 + QaTig42 + -+ + Qm—ig—1Tm—1)-T€,

akkor két esetre bomlik az A, ,, matrix a kinézete alapjan. A két eset ha 7y = 0 vagy ha iy # 0.
Ha ig # 0, akkor

ag Ast1 As42 et As4+m
As+1 As42 As43 te As+m+1
Astig—1 Astig Astig+1 " | Gs+ig+m—1
0 0 - 0 ﬂ
As4ig+1  Astig+2  Astig+3 | Astig+m+1
As4+m As4+m+1 As4+m+2 Tt As4+2m

ahol 8 # 0, akkor latszodik, hogy As41,m—1 részmatrix determinansa nulla. Ha iy = 0, akkor

0 0 e 0 ‘ B
As41 As42 As3 o Gs4+m

. . . . b
As+m  OQs+m—+1 As4+m+2 et As4+2m

mivel tudjuk, hogy N, = 0, igy vagy 8 = 0, vagy det(Ast1,m—1) = 0. Ha g = 0, akkor van olyan
(m—1) x (m — 1)-es részmatrixa A, ,,-nek, melynek determinansa nulla, ez latszik a matrix alakjabol,
mivel a kévetkezs matrix jobb fels§ részmatrixdnak determinansa nulla:

Qs41 Q542 as3 T Qs4m
As4m ‘ As4+m+1 As4+m+2 et QAs4+2m

A harom esetbdl mindig adédott egy olyan (m—1) x (m—1)-es részméatrix, melynek a determinansa
0, és tovabba ez tetszbleges s’ > s > S-re is teljesiil az indukcios feltétel miatt, tehat m nem miniméalis,
igy ellentmondéasra jutottunk.

Igy adodik, hogy Ngm—1 # 0 minden s > S-re és N, ,, = 0, tehat a matrix sorai Osszefliggéek, de
ha egyel kevesebb sort vesziink, akkor linearisan fiiggetlenek. Feltehets, hogy a méatrix sorai koziil az
utolsonak legyen nem nulla egyiitthatoja. Igy ebbél kovetkezik, hogyha u = (uy, ..., uys) megoldasa a
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kovetkezd egyenleteknek
M
Z Qs jUNM—F = 0
§=0

M
D asrny+jun—; =0
§=0

M

E sy M—1)+5UM—1—j = 0,
j=0

akkor ezen u = (u1,...,up ) megoldasa a

M
D a(sranyesuni—j =0
7=0

is, és az indukciés feltevés altal minden s > S-re teljesiil, hogy

M
E Qs UN—F = 0.
Jj=0

Ezzel be is lattuk az allitas, mivel

Z aj X] . Z 'LLj XJ
§=0 §=0
szorzatként elGall egy legfeljebb (S + m)-ed foku polinom.

5.2. A zeta-fliggvény

57

A rész elején megemlitjiik az affin és projektiv tér szamunkra sziikséges tulajdonsagait, hogy tudjuk
definialni a zeta-fliggvényt. Legyen F' tetsz6leges test, akkor A%-et n dimenziés affin térnek nevezziik,
amelynek pontjai rendezett szam n-esek, tehat (z1,...,x,) € A%, ahol x; € F minden i-re. Egy n
dimenzios affin térben egy hiperfeliiletet f(X7,...,X,) n valtozos F feletti polinommal adhatjuk meg,

tgyhogy

Hy ={(x1,...,2n) € AR|f(z1,...,2p)

halmaz pontjai az affin hiperfeliilet.
Geometriabdl tudjuk, hogy a projektiv tér megadhatd, mint

AP —{(0,...,0)}

halmaz ekvivalenciaosztalyainak halmaza, ahol az ekvivalenciarelacio, ugy definialjuk, hogy
(IOaxla”wxn) ~ (y07y17"'7yn) <3¢ Fa T; = Ayz
Tovabba tudjuk azt is, hogy az n dimenzios F' feletti projektiv tér elgall, mint

P} = "végtelen pont" LI (LI, A%).

Legyen f(X1,...,X,) n vatozos, d-ed foka polinom, akkor ezen polinomot, tigy homogenizaljuk, hogy

vegyiink egy f[Xo, X1,...,Xn] n+ 1 valtozos d-ed fokd polinomot, mely ugy all els, hogy

FXo, X1, X = X2 f (Xl

Xo' T X
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akkor ezen f[Xo,Xl, ..., X,] polinomot nevezzik az f(Xi,...,X,) polinom homogenizaltjanak. Ez
alapjan tudjuk definialni a projektiv terek hiperfeliileteit, mivel legyen f(Xq,...,X,) n-valtozds poli-
nom, melynek f[Xg, X1,...,X,] a homogenizaltja, akkor

H; ={(zo,%1,...,2n) € Pp| [f(wo,21,...,20) =0, F x;# 0}

Térjiink at arra az esetre, ahol F' = F,, ahol ¢ = p°® valamely s > 1-re, akkor tetszsleges
f(X1,...,X,) inhomogén, és f(Xo,X1,...,X,) homogén polinomhoz tartoz6 Hy és Hp hiperfelii-
letek elemszdma véges minden s-re [, felett. Tovabba jel6ljiik ezen pontok szadmat

N = #(Hf(Fq» ) Ns = #(Hf(Fq))
Ez altal tudjuk definidlni a zeta-fliggvényt.

5.2.1. Definici6. Legyen f(Xi,..., X,) n valtozos polinom F, test felett, és Hy a hozza tartozo affin
hiperfeliilet, akkor az f polinomhoz tartozo zeta-fliggvényt a koévetkezd hatvanysorral definialjuk:

Z(Hy/Fq,T) =exp <§:Néj:>

s=1
5.2.2. Allitas. A Z(H;/F,,T) hatvinysor T7 vdltozd egyiitthatdja legfeljebb q™ .

Bizonyitds. Az n dimenzios affin térnek Fgx felett legfeljebb q"%, tehat ez altal a N}, is legfeljebb ennyi
lehet, igy adodik az allitas, mivel

= TS = ’I'LSTS n
exp ZNS? <exp|) ¢ — | =exp(=log(l —¢"T)) =
s=1 s=1

1 - nsrps
:71—q"T:;q Ts.

5.2.3. Allitas. A Z(H;/F,,T) hatvinysor egyiitthatdi Z-beliek és a konstans tag 1.

Bizonyitds. Legyen P = (z1,...,%,) eleme H(K)-nak, ahol K véges bovitése Fy-nek, akkor létezik
egy olyan legkisebb sg, melyre teljesiil, hogy mindegyik x; € Fgso. Ha P € Fys0, akkor P-nek van sg
darab kiilénb6z6 konjugaltja, amelyek valamely F,s-nak (s < sg) elemei. Igy ezen P, ..., P;, pontok
feletti zeta-fiiggvény egyenld lesz, mint

o0 oo

TjS() s 1 B
exp Zso o =exp (—log(1 —T°°)) = T T :ZT] 0,
§=0

j=1

=S .
Az f szerinti zeta-fliggvény ilyen Y T7% hatvanysorok végtelen szorzataként all els, azonban mivel

7=0
csak véges sok szorzatabol kaphato meg egy tetszdleges T hatvany (i € N) egyiitthatoja, akkor ebbsl
kovetkezik, hogy Z(Hy/F,,T) egyiitthatoi egészek és a konstans tag 1 lesz. O

Ireland and Rosen| ((2013)) kényvének 11. fejezete tartalmaz az el6z6 allitas bizonyitasanak végét
egy kicsit kiillonbozs, de lényegében azonos elmondasét, azért irom le azon bizonyitas befejezését is,
mivel abbdl jobban latszik a Riemann-zeta fliggvénnyel vald azonossaga.

Ezen bizonyitas soran is sziikségiink lesz egy V halmazra, mely n valtozds polinomok gyokeit
tartalmazza egy I, test felett, ahol tetszéleges o € V-re teljesiil, és legyen Fs azon legkisebb véges
test, amelyre o; € Fys.

5.2.4. Definici6. Egy V algebrai halmaz « d-ed (d|s) rendi eleméhez tartozo primoszténak nevezziik
azon halmazt, melynek alakja

{a?"| j:0,1,...,s—1}.
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Ezen definici6 alapjan V algebrai halmazt particionaljak a primosztok halmazai. Tovabba V-re lehet
gondolni, mint egy n dimenzios affin tér egy részhalmaza, amelyben az a-k pontok, és ezen a-khoz
tudunk definidlni egyedi d-ed rendi B primosztot. Ha ag-vel jeldljiik a V' d-ed rendi primosztoinak
szamat, akkor adodik, hogy

NS = Z dad.
d|s

Ng-sel jeloljiik V' halmaz elemszaméat Fg- felett.
5.2.5. Allitas. V feletti zeta-fiigguény eqyenld lesz, mint
Zy(T) = _
v(T) =] 1 qgdee(®)
B
Bizonyitas. A jobboldal formalasaval bizonyitjuk, hogy tényleg ilyen alaka Zy (T).
1 o ( 1 )""
H _ pde = H _Tn ’
‘431 udes(P) LA\ T
ekkor vessziik a logaritmusat és formalisan derivaljuk, akkor adodik, hogy

na, 1
TZ 1—7n

n=1

Ezen kifejezés latszodik, hogy egyenld, mint
1 oo
P3|
m:l

mivel mértani sorba fejthets igy kapjuk, hogy

na,T 1 o= — .
*Zl,Tn—fZZ”anva

n=1m=0

IT”

tovabbé a két szummat felcserélve adodik, hogy
1 [ee] [ee] 1 o0
LS ODDITREEEE vl Por P
n=1m=0 m=1 \d|m

Behelyettesitve azt, hogy Ns = Y dag teljesiil, hogy
d|s

i Nmefl,
m=0

ha vessziik a formalis integraljat, és vessziik az exponencialjat megkapjuk a Zy (7). O
Az analdgia a Riemann-zeta fliggvénnyel tisztan latszik, ha T'= ¢~° helyettesitiink, mivel
Cey 1 B 1
Z(q ) - H 1— qfsdeg(‘ﬁ) - H 1 1 s
» L D)

5.2.6. Tétel (Dwork tétele). Tetszdleges affin hiperfeliilet feletti zeta-fiiggvény elddll, mint két polinom
hdnyadosa, melynek egytitthatoi Q-beliek.
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5.2.7. Eszrevétel. Tetszéleges algebrai varietdsra is teljesiil Dwork tétele.

Bizonyitds. Legyen tetszéleges m darab polinom
fiXa, .o Xn), fo(Xa, 0 X)), (X X)) €F, (X, L X,
tovabbéa legyen ezen algebrai varietashoz tartozo affin hiperfeliilet
Heg ooy Fps) = {(21,...,20) € Aﬂps filXe,..., X)) =0,
fo(X1,..., X)) =0,..., fi(X1,...,X,) =0}

tetszdleges @ € {1,...,m}-ig, ahol ezen Heg, . fj)(Fps) halmazra gondolhatunk, mint az ¢ darab poli-

nom kozos gyokeinek halmaza. Ez alapjan minden Hy, . ,)(Fps) halmaz pontjainak szamat jeloljiik
Ns(fl""’fi)—vel.
Tovabba definialjuk minden ¢ € {1,...,m}-re i darab polinom szorzatanak gyokeinek halmazat. Legyen
NI = Hep, gy (Fpe) = {(21, o m0) € AR | f1(X1, o, Xn) = 0,0, fi( X1, .., Xp) = 0).

A szitaformula segitségével

m

N§f1 ,,,,, fm) — Z(_l)i+1 Z N!jla-<~7fj1.

i=1 J={1,2,....m}
|J|=i

A szitaformulat hasznalva irjuk be zeta-fiiggvénybe ezen dupla szummat, akkor kapjuk, hogy

(oo}
. TS
Z(H,....5,0)/Fq. T) = exp <Z N§f1 ,,,,, fm)> =

I D ST S

s=1 | i=1 J={1,2,....m}
[J|=i

a véges szummakat a végtelen szummaval, és az exponenciélis fliggvénnyel felcserélve kapjuk, hogy

M Fivoeonfin T
I e (Nohr)
=1 J={1,2,..,m} ‘
1=0(2) |J|=i

UC Fivookin s\
H H eXp (NSJl’ ’Jl?)

=1 J={1.2,...,m}
i=1(2)  |J|=i

—~
o

Z(H(fl,...,fm)/]Fq,T) — .=

<

Ebbgl mar kévetkezik is az észrevételiink, mivel a dupla szorzat minden tagjara lehet alkalmazni a
Dwork tételét, és mivel véges sok racionalis egytitthatés polinom szorzata is racionélis egyiitthatos
polinom, igy teljesiil az észrevétel. O

Az el6zd allitas bizonyitasanal hasznalt szitaformula segitségével mutatni fogok konkrét fliggvé-
nyekkel megadott hiperfeliilet feletti zeta-fiiggvényt.

A példank legyen az f(X;, X2) = X3 Xo(X; + Xo + 1) fiiggvény. A NS = #H¢(F,) halmaz pontjai
a szitaformula miatt megadhat6, mint

NJ = NJ9=0 4 NJ2=0 4 NJatXeti=0_
_ (NSXl:(J,XQiO +N;(1:0,X1+X2+1:0 _‘_NSX2:07X1+X2+1:0) +

X1=0,X2=0,X1+X2+1=0
+ Ns 1 2 1 2 ,
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ez alapjan latszodik, hogy NX1=0:X2=0,X14X24+1=0 — () minden s-re. Az
N;)(l:O — ps7 NS)(QIO — pS

minden s-re, mivel az egyik valtozo fix, a masik meg tetszdleges lehet. A NX1+X2+1=0 gzam meg p*-vel
lesz egyenl minden s-re, mivel tetszdleges i € {1,2,...,p° —1}-hez egyértelmiien létezik egy i’, melyre
teljesiil, hogy az dsszegiik 1. A NX1=0:X2=0 — 1 NX1=0.X14+X041=0 — 1 gg NX1=0,X14Xo41=0 —
minden s-re, mivel az els§ esetben csak a (0,0) pont a megfelels, a masik két esetben meg a (0,1) és
az (1,0) pontok. Igy a zeta-fiiggvényre adodik, hogy

o0

Z(H; [F,,T) = exp (ZNf) -

s=1
[e's) Ts

= exp (Z(g,ps+ps_3)_s> =
s=1

:exp(lz(pf)s)-exp(Z@)-exp(—S- z:>:
s=1 s=1 s=1

— exp (~2log(1 — pX)) exp (~ log(1 — pX)) exp (3log(1 — X)) =
(1-X)?
(L= pX)

5.2.8. Eszrevétel. Dwork tétele teljesiil projektiv hiperfeliilet felett is.

Bizonyitds. Dimenzi6 szerinti indukciéval bizonyitjuk az észrevételt.
n = 1 esetén a projektiv egyenes felbonthato egy affin egyenes, és egy "végtelen pont" disztjunkt
unidjara. Ez altal N! felirhato, mint
1= #HHF) = |{(wo,21) €PY| f(zo,21) =0, 3 x; # 0} =
= [{(zo,21) € Pg| f(zo,21) =0, o # O}+
+ [{(zo, 1) € Pg|  f(zo,21) =0, x0 =0} =N+ Ny,

ahol N! az egy-dimenzios affin egyenesen 1év6 pontok szamat jeloljiik, N a "végtelen pont"-hoz tartozo
pontok. Ez altal a zeta-fliggvény felirhat6, mint

o0 L T‘s oo TS
exp ZNS? - exp ZNS? ,
s=1 s=1
a Dwork-tétel miatt tudjuk, hogy a szorzat elsé része elGall két racionalis egyiitthatos polinom hanya-
dosaként, a szorzat masodik tagja ﬁ lesz, mivel N = 1. Ezzel n = 1 esetén teljesiil az észrevétel.
Tegyiik fel, hogy (n — 1)-ig teljesiil az allitas, akkor
Np = #H;(F) = {(x0, @1, .., 2n) € PR| f(xo,21,...,2n) =0, Fi a; # 0} =
= {(zo,21,...,2,) EPF| [flxo,21,...,2,) =0, mo#O0}+
+ {(zo, z1,...,2,) €PR| flxo,21,...,2,) =0, x0=0, Ji x; #0} =
= NI+ NP
ahol N['-sel jeloljiik az n dimenzids affin téren 1évs pontokat, és N =L nel jeldljiik az (n— 1) dimenzios
projektiv téren 1év6 pontokat. Igy az n = 1 esethez hasonléan, a zeta-fiiggvény egyenld lesz, mint

exp (i N:ig) - exp <§; Ng_lI:) _

Az szorzat els6 tagja Dwork-tétele miatt lesz két racionalis egyiitthatos polinom hanyadosa, a méasodik
része meg az indukcios feltevés miatt lesz, ez altal teljes indukcidval belattuk az észrevételt. O
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5.2.9. Lemma. Legyen g(X) = %, ahol g(X) € 1+ XQ[[X]] hatvdnysor, melynek az dsszes egyiitt-

hatdja B(0,1)-ben van. Ha h(X) € 1+ XQ[X], és f(X) € 1 + XQ[X] polinomok, amelyeknek nincsen
kozds gyoke, akkor h(X), és f(X) dsszes egyitthatdija B(0,1)-ben van.

Bizonyitds. Irjuk at ezt az egyenletet olyan alakra, hogy f(X)g(X) = h(X). Tegyiik fel, hogy f(X)
valamelyik a; egyiitthatojara teljesiil, hogy ord,(a;) < 0, akkor lemma miatt 1étezik egy o
gyoke a B(0,1)-ben, azonban ez ellentmondas, mivel f(X)-nek és h(X)-nek nincsen kozos gyoke.
Ezen indirekten feltett gondolatmenet a masik iranyra is megfelel igy belattuk, hogy f(X), és h(X)
egylitthatoi B(0,1)-ben vannak. O

Ezen lemma, azért volt sziikséges, hogy bebizonyitsunk egy tjabb &llitast a zeta-fiiggvényrol.

5.2.10. Allitas. Tetszbleges affin hiperfeliilet feletti zeta-figguény elddll, mint két polinom hdnyadosa,
melynek egyiitthatoi Z-beliek, és konstans tagjuk 1.

Bizonyitds. A [5.2.3] allitas miatt tudjuk, hogy a zeta-fiiggvény egylitthatoi egészek és a konstans tag-
ja 1. A Dwork tétele miatt tovabba tudjuk, hogy a zeta-fliggvény el6all két racionéalis egyiitthatos
polinom hényadosaként. Legyen ezen két polinom f(X) és h(X), akkor ezen polinomok kozos gyoke-
ikkel egyszertisitve kaphatunk két olyan f/(X), és h'(X) polinomokat, amelyek gyokei kiilonbozsek.
Tovabba f/(X), és h'(X) olyan alakra is hozhatoak, hogy 1 legyen a konstans tagjuk. Ez altal al-
kalmazhat6é az el6z6 lemma, igy a zeta-fliggvény el6all, mint két egész egyiitthatos, 1 konstans tagi
polinom hényadosa. O

A kovetkezd allitas Dwork tételére ad egy

5.2.11. Allitas. Dwork tétele ekvivalens azzal, hogy léteznek olyan algebrai komplex szdmok

(alv"'aat;ﬁ17"'u5u)7

ahol az au-k az a konjugdltjai, a By-k a B konjugdltjai, akkor teljesiil, hogy

t u
No=Ya; =Y 5.
i=1 i=1

Bizonyitds. =
Tegyiik fel, hogy teljesiil Dwork tétele, akkor

1-\T
_P(T) il;ll( )
IT (1= p;T)
j=1
Vegyiik mindkét oldal logaritmuséat, akkor adédik, hogy

oo Ts v v
ZNs? = log(1—=N\T) =Y log(l — p;T) =
s=1 i=1 j=1

v Y
==Y —log(l = \T)+ Y —log(l— p;T).
i=1 j=1

Ez utan vegyiik a logaritmus hatvanysorat, akkor kapjuk a kovetkezs egyenlGséget, hogy

o

00 s oo Ts v oo T 5 v Ts
Zqu=-~-=ZZu§§—ZZAf§=Z Zﬂj—;ﬁ >

j=1s=1 i=1 s=1 s=1 \j=1
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és mivel a hatvanysor egylitthatéi meg kell, hogy egyezzenek, igy

¥y v
IR P
j=1 i=1

<—: Ekkor tegyiik fel, hogy

2,1 o (S0.7) o (55 (3o o) 7).

s=1 s=1 \i=1

A két véges Osszeget megeserélve a végtelen Osszeggel és az exponencilis fliggvényen kiviil véve meg-
kapjuk, hogy

Z(H;JFy,T) =--- = =1 —.
[] exp (22015;7;)

A logaritmus hatvanysorat hasznalva kapjuk, hogy

[T exp(—log(1— 7)) 1] (1—anT)

i P(T
Z(Hf/FQ’T):: Z;1 = Zul QET;?
[[ exp(=log(1—5;T)) I (1= 5;T)
Jj=1 j=1
igy adodik, hogy a zeta-fiiggvény elGall két racionalis egyiitthatos polinom hanyadosaként. O

5.3. p-adikus meromorfizmus

5.3.1. Definici6. Egy tetszéleges F(X) € Q[[X]] hatvanysort p-adikusan meromorfnak neveziik, ha
elsall két olyan hatvanysor hanyadosaként, melyek konvergenciasugara végtelen.

A kovetkezd lemmaban megmutatjuk, hogy tetszéleges hiperfeliilet felett a zeta-fliggvény p-adikusan
meromorf, amely segitségével belathato Dwork-tétele.

5.3.2. Lemma. Legyen f(X1,Xo,...,X,) € Fo[X1,Xo,...,X,] polinom, és legyen Z(H;/Fy;T) a
Hy hiperfelilet feletti zeta-figgvény, akkor a zeta-figgvény p-adikusan meromorf.

A kovetkez§ allitas segitségiinkre a lemma bizonyitasaban.

5.3.3. Allitas. Legyen a € B(0,1), és X%, ahol X = X§° - X¥ akkor ©(aX*) € Ry.

Bizonyitds. Azt tudjuk, hogy ©(X) = F(T,\) = Y 6; X", ahol

0; =Y 0i X,
=i
amelyrdl tudjuk a [£:375] allitas miatt, hogy

i

dp(6:) = ord, [ S 6,0 | > min (ord, (6;.;) + ord, (X)) > min (ord, (M) = ——.
or or Z i _1}1:1111(01‘ p(0;5) +ord,(N)) > rjnzl n (ord,(N)) p—
Ez altal teljesiil, hogy
ord, (ai6;) = i ord, (a) + ord,(6;) > ord, (6;) > — il
T a v;) = 10r a T i) = Or i) = = .
? ! ! ! p—1 |wl(p—1)

akkor adodik, hogy ©(aX*) € Ry. O

_ 1
Ha M =
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Bizonyitds. A bizonyitas n szerinti teljes indukciéval fog menni, ahol n a valtozok szama, akkor n = 0
esetén egyértelmien adoédik, hogy p-adikusan meromorf, mivel Hy az iires halmaz. Tegyiik fel, hogy
(n—1)-ig teljesiil a lemma. Tovabba nem az eredeti fiiggvényre fogjuk direkten belatni, hogy p-adikusan
meromorf, hanem felbontjuk két olyan fiiggvény szorzatara, amelyek p-adikusan meromorfak.

A zeta-fliggvényhez hasonléan definidljuk a szorzat egyik tagjat. Legyen

flxy,...,zy) =0, Va; #0},

N{=#H}(Fge) ={(x1,...,2n) € AR,

ez altal legyen

s=0

oo TS
Z'(Hy/Fy;T) = exp (ZN;S> .

Ez az eredeti zeta-fliggvénytsl n darab hiperfeliilet uniojaval tér el, tehat igy a zeta-fliggvény felirthato,
mint

o0 Ts
Z(Hy[Fq;T) = Z'(H} [Fq; T) - exp (Z(NS — Né)) .
s=0 s
Az exponencialis tag azon H; (i € {1,...,n}) hiperfeliiletek uni6ja, amelyek az

f(Xl,,Xn):O ,éS XZ:O

altal vannak meghatéarozva. Ez alapjan két féle tipusa lehet H;-knek. Az els6 eset, hogy H; egy affin
(n — 1) dimenzios hipersik, vagy a masodik eset, hogy (n — 2) dimenzios affin hiperfeliilet.
Ha H; (n — 1) dimenzios affin hipersik, akkor

1

S T o
Z(H;/Fq;T) = exp (Z qs(n 1)3) = exp(—log(l —¢ 1T)) = H]Tlil”

s=0

tehat a H; p-adikusan meromorf minden i-re. A masodik eset p-adikus meromorfizmusa a teljes
indukcios feltételbsl kovetkezik.

Az uni6 meghatarozasara hasznaljuk a szita-formulat, amely jelen esetben arra moédosul, hogy
vessziik Hj-khoz tartozé zeta-fliggvények szorzatat, majd leosztjuk a H; j-knek a szorzatéval, ahol
H; j-k azon hiperfeliiletek, amelyeket

f(Xl,...,Xn):O 7éS XZ':XJ‘ZO

hataroz meg, majd szorozzuk a harmas szorzatokkal, és igy tovabb n-ig. Azonban, mivel tudjuk,
hogy ezen hédnyados minden tagja p-adikusan meromorf, igy az egész is p-adikusan meromorf, tehat
az exponencialis tagrol belattuk, hogy p-adikusan meromorf. Ebbdl adodik, hogyha belatjuk, hogy
Z'(H } /Fq; T) p-adikusan meromorf, akkor az eredeti zeta-fliggvény is p-adikusan meromorf.

Legyen s > 1, akkor adodik, hogy

Z ETr(mu) _ {0, ha u € ]F;s,

R qQ°, ha v = 0.
Igy ha feltessziik, hogy = € IE‘qXS, akkor kapjuk, hogy
Z eTr(zu) _ —1, ha u € F;s,
‘ q° —1, ha u = 0.
zeF”
q
Tovabba még az is adodik, ha uw = f(x1,...,2,), hogy
Z 6Tr(:/r;of(y;l,...,aL'n)) _ ané _ (qs _ 1)n.

wiE]Fqu
vic{0,1,...,n}
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A bizonyitasunkban eljutottunk ahhoz a lépéshez, hogy segitségiil vegyliik Dwork Nyom Formulajat
(4.2.4] allitas), és nyomhoz tartozo 2-beli karakter elgallitasat (4.3.4) allitas). Hasznaljuk a Teichmiiller
felemelést az Xo - f(X1,...,Xn) € Fg=[Xo, ..., X, ]-ra, akkor Xy - f(Xq,...,X,)-hoz megadhat6 egy

N
F[Xo,...,Xs] = > a; X% Q-beli polinom, ahol X« = X" --- X;;™". Ez altal hasznalva 4.3.4|allitast

i=1

kapjuk, hogy

N s—1

N =@ -1+ > [T (af ).
z€F),, 1=15=0

q—l

T =1,
VZG{O 1,...,n}
Definialjuk egy hatvanysort ugy, hogy
N s—1 ) )
G(Xo,.. Xa) = [TTT © (af x7') .
i=1j=0

és legyen A(T) = det(1 — AT'), ahol A a ¥, ¢ linearis leképezés matrixa, és

det(1 — AT) —expp< ZTr T )

A [5.33] allitast hasznélva latszik, hogy G € Ry, mivel a szorzat minden tagja Ro-ban van. Ez éltal
adodik, hogy
Ny =(¢° = 1)" + (¢° = )" Tx (U5 ),

a ¢° atvéve a masik oldalra kapjuk, hogy
n n n+1 n+1
w= 3 () 5 () o g,
i=0 i=0

Ezen N_-t behelyettesitve a Z'(H} /Fy; T')-be kapjuk, hogy

o0 TS
Z'(H} [F; T) = exp, (ZN;S> =

n [e’) s (7:)(_1)1
1=0 s=1

nt1 T ("D

Hexpp <Zq€(n i), TI“ ) S) —

- (H exp,, <log(1 - q”ilT)(?)(l)”l)> :
(ﬁA nir) 7”1)(—1)”1) -

- (f0-e-n7) (ffant),

=0

Ez altal belattuk, hogy Z'(H/ b /Fq;T), hogy p-adikusan meromorf, mivel a szorzat minden tagjanak
konvergenciasugara végtelen, tehat teljes fiiggvény, azért végtelen, mivel teljesiil a [£.2.5] allitas. O
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5.4. Dwork tételének bizonyitasa

Dwork tételét kimondjuk ezen részben is, mivel a bizonyitas el6késziileteit az el6bb elvégeztiik. Ezen
részben a legaltalanosabban mondjuk ki Dwork tételét, hogy az el6zekben bebizonyitott allitasokat is
hasznaljuk.

5.4.1. Tétel (Dwork altalanosan kimondott tétele). Legyen
fl € Fq[X07"'7XTL]a ) fn € Fq[XOa-”aXn]

homogén (n+ 1) vdltozds polinomok, akkor ezen homogén polinomok dltal definidlt algebrai varietdshoz
tartozo projektiv hiperfelilet felett definidlt zeta-fligguény elddll két 1 konstans tagu, egész egylitthatds
polinom hdnyadosaként.

A bizonyitéas az el6szor kimondott alakra fogjuk belatni, mivel az altalanositasokat belattuk a tétel
elGszori kimondésa utéan.

Bizonyitds. A [5.3.2]lemma miatt tudjuk, hogy
GQ(T)
G(T)’

ahol (4 (T), és ((T) is teljes fiiggvények, tehat a konvergenciasugaruk végtelen. Legyen R > ¢"
valos szam, amely fixaljuk R = ¢?"-nel, akkor p-adikus Weierstrass tétele miatt (4.4.10] tétel) tudjuk,

Z(Hf/Fq§T) =

N
hogy (o(T) elsll egy P(T) = 1+ 5. ¢;T" € 1+ TQ[T)] polinom, és (3(T) hatvanysor hanyadoskeént,

=1
amely B(0, R)-en konvergens, ez azért tehets fel, mivel (5 teljes fiiggvény, tehat B(0, R)-en konvergens.

o) . -
Tovabba jeloljik H(T) =1+ > b,T" € 1+ TQ[[T]]-t B(0, R)-en konvergens hatvanysorként a (3(7")
i=1
és (1(T) szorzatat, akkor ebbdl adodik, hogy
Z(H, /R T) - P(T) = H(T).

A5.2.3|allitas miatt tudjuk, hogyha Z(H/F; T) = > a;T" € 1+TZ[[T)], és[5.2.2|allitas miatt tudjuk,
s=0
hogy |a;|, < p~™. A H(T) hatvanysor, mivel konvergens B(0, R)-n, igy tudjuk, hogy |b;|, < ¢~*".
A bizonytéas folytatasahoz, és befejezéséhez a Borel-tétel tétel) feltételeit kéne igazolni. Le-
gyen m > 2N fix, akkor legyen A ., = {a; ;}I";_, azon matrix, ahol s kelléen nagy, toviabba legyen a
determinansa N ,.
A Z(T)- P(T) = H(T) egyenl6ség miatt, minden (j + N) egyiitthaté6 megadhato, gy mint

N
bjt+n = ZCN—iaN+j—i,-

i=0
Az A, ,, matrixot egy kicsit moédositjuk gy, hogy a determinanst ne valtoztassuk. Elészor vegyiik
a matrix m-edik oszlopat adjuk ehhez hozza az el6z6 N oszlop linearis kombinaciojat a megfelels
¢; egyltthatoval, tehat az (m — i) oszlopnak legyen az egyiitthatoja ¢;. Ezen gondolatmenetet csi-
naljuk végig az Osszes oszlopon m-t6l (N + 1)-ig. Az el6bbi egyenlGség miatt a determindnson nem
valtoztattunk.

Ez a matrix tehat ugy fog kinézni, hogy

as e aN—l bN “ e bS-‘r’n’L
Gs41 e an bN+1 e bs+m+1
As+2 e AN+1 bny2 oo bsimaa
! . . . .
Agm =
As4+m—2 AN +m—2 bN+7n—2 e bs+2m—2
As4+m—1 T AN+m—1 bN+m—1 e bs+2m—1

Ag4+m et AN+m bN+m e bs+2m
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Azt az egyszert allitast ismerjiik az egész szamokrol, hogy

H |2]p =1,

pe{2,3,5,... 1u{co}

ahol z # 0 € Z, akkor adodik, hogy akkor, és csak akkor lesz |z|, - |2| < 1, ha z = 0. Azt tudjuk, hogy
a Ns m € Z, tehat lassuk be, hogy |Ng m|p - |Nsm|oo < 1. ElGszor lassuk be, hogy [Ny m|p < g smm+2),
mivel a; € Z, igy |a;|, < 1, tehat

|Nsmlp < max (]bj]p) < Rfs(m+17N),
j>s+m

és, mivel R = ¢?", és m > 2N, akkor kapjuk az allitast, hogy
‘Ns,m‘p < R—s(m+1—N) _ q2n—s(m+1—N) < q—s7L(27rL—m+2) _ q—sn(m-&-Z).

Vizsgaljuk az [Ny m|eo értékét, mivel tudjuk, hogy A, minden eleme legfeljebb ¢"(s+2m)

igy adodik | N m|co-re, hogy

nagysagu,

m

‘NS,M‘OO = Z sgn(o) Hai,o—(i) < (m+ 1)!qn(s+2m)(m+1) —
=0

o:permutécid

— (m 4 1)!q2nm(m+1)qns(m+1).
Ebbol adodik, hogy

‘Ns,m|p . |Ns,m|oo < (qfsn(m+2)) . ((m + 1)!q2nm(m+1)qns(m+1)) _

anm(m—i-l)
=(m+1)!-

)

an
ha s-et kell6en nagynak vélaszottuk meg az elején, akkor ebbdl adodik, hogy
q2nm(m+1)
many- T o,
qé’ﬂ

tehat Ny, = 0. Igy a Borel-tétel miatt adodik, hogy Z(Hy/Fy;T) elsall két racionalis egyiitthatos
polinom hanyadosaként, tehat belattuk az elsé Weil-sejtést. O
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