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Bevezetés

Az egyvaltozos valés analizis két nagyon széles kérben hasznalt eszkOze a derivilas és az integralas.
Tanulményaim soran tébb parhuzamot is talaltam a derivalas, integralas és a hatvanyozas, gyokvonés
kozott — mindkét esetben egyik mtvelet inverze a mésiknak. Felmeriilt bennem a kérdés, hogy Ossze
lehet-e vonni tgy a derivalas és integralas fogalmat, mint ahogy a gy6kvonéas be lett épitve a hatvanyozas
fogalmaba. Dolgozatomban ezt fogom vizsgalni Keith Oldham és Jerome Spanier mtive |1] alapjan.

Az els6 fejezetben adok egy olyan definicidt tetszéleges sok derivélasra, és tetszéleges sok integralasra,
mely Gsszevonhatd egy operator ala, majd megvizsgilom, hogy ez az operator miket 6riz meg a hagyo-
méanyos derivalas azonossagaibol. A masodik fejezetben kiterjesztem ezt az operatort tetszéleges valos
rendi derivalasra, valamint megadok egy ekvivalens definiciot, mely segiteni fog a harmadik fejezetben,
ahol megvizsgalom, hogy tetszéleges valds rend esetén mennyire maradnak meg a hagyoményos derivalas
azonossagai — ahogy tanulmanyaim soran tébb mas fogalom kiterjesztése soran is észrevettem, ha elég
tag korbe terjesztjiik ki a fogalmakat, egyes azonossagok kevésbé lesznek igazak; dolgozatom célja az is,
hogy ezt vizsgéaljam tetszdSleges valos rendd derivalt esetén. Dolgozatomat egy rovid értékeléssel zérom,
hogy a derivaltoperator tetszéleges rendre valo kiterjesztése soran milyen aldozatokat kellett hoznunk,
majd kitekintek, hogy merre haladhatnék tovabb a témakdr vizsgélataban.

Ko6szonetet szeretnék mondani Kos Gézanak, aki elvallalta témavezetésemet, valamint egyetemi okta-
toéimnak, akik el6adésaik soran megismertették velem a matematika szépségét, és megmutattak, hogyan

lehet fogalmakat bévizeni, kiterjeszteni.



1. fejezet
Derivalas, integralas egységesitése

Ebben a fejezetben — felvezetGként a dolgozat témajahoz — a derivalas egy rendet feltiintets jelolését
kiterjesztem integralas jelolésére is, és megvizsgalom, hogy a képzésem soran tanult derivalasi, integrélasi

azonossagok hogyan irhatoak le ezzel a kiterjesztett jeloléssel.

1.1. Természetes rendii derivalas

A természetes rendt derivalas targyalasa soran felteszem, hogy a < b € R, és f,g: [a,b] — R fiiggvények.

1.1.1. definici6. Legyen ¢ € (a,b). Ekkor f(x) derivalhat6 a ¢ pontban, ha az alabbi hatarérték létezik
&s véges:

dxf(c) = lim M, (1.1.1)

z—e  xT—cC
és ekkor 0, f(c) f(x) c-beli derivaltja.
Ha f(z) minden ¢ € (a,b) pontban derivalhato, akkor f(z) derivalhato (a,b)-n, és f(z) derivaltfige-
vénye Oy f(z).

Ez a valos, egyvaltozos derivalas szokasos definicidja, és a tobbszoros derivalhatésagot ennek segitsé-

gével definialhatjuk:

1.1.2. definici6. Legyen ¢ € (a,b), n > 1 egész szam, és tegyiik fel, hogy létezik olyan r > 0, hogy f(z)

minden ¢ € (¢ —7,c+ 1) pontban (n — 1)-szer derivalhaté. Jeldlje a co-beli (n — 1). derivaltat 97~ f(cp).

Ekkor f(z) c-beli n. (masképp: n-edrendd) derivéltja az alabbi hatarérték, ha az létezik és véges:
n—1 _ 87171

0 1) — i 2@ = 27

T—C T —cC

(1.1.2)

Ez a definici6 induktiv moédon épiti fel a természetes rendt deriviltakat: ahhoz, hogy legyen n. de-
rivaltunk, n db derivalast kell végrehajtani. Igy adodik, hogy mit érdemes 0. derivaltnak venni: 0-szor
derivaltunk, tehat a fiiggvénnyel semmi se tértént. Igy 00f(z) = f(x).

A A(z) =z — c jeldléssel élve a (1.1.1) definicié atirhat6 az alabbi alakba:

_ o fl) = fl@—A)
Ouf(c) = Jim A(z)




Ennek segitségével f(z) elsé néhany derivaltja c-ben a kovetkezs alakban irhato fel (1.1.2) alapjan:

Ouf(c) = Ouf(z — A()) flz) =2f(x = Az)) + f(z = 2A(z))

Oif(e) = Jim AG) = At (A@)? |
o (@) - (e - A)
Opf(0) = lim A(z) -
i @) = 3f (@ — Ale)) +3f(z — 2A(2)) — f(z — 3A(x))
A(x)-0 (Ax))? ’

ahol a limeszen beliili hanyadost osztott differenciaként képzeljiik el: az els6 derivaltnal egy kéttagu
osztott differenciat (|5]) vizsgalunk, ez flx,x — A(x)] = W. A masodik derivalt soran ez egy

haromtagi osztott differencia:

f@)=fla=A@) _ flz=A@))=f(z=2-A(z))
A(z) A(x)

fle,a— Aw)] ~ flo — M)z —2- A)] _ _
T —c A(x)
f@) =2 f(z —Ax)) + flz—2-Az)
(A2))?

k oszcillalo

Hasonl6 modon épiil fel a harmadik derivalt végss alakja is. Megfigyelhets, hogy ha a (—1)
elgjeltdl eltekintiink, akkor az f(x — k - A(z)) fliggvényértékek egyiitthatoja Pascal-haromszogszeriien

novekszik, igy az n-edrendi derivalt a kdvetkezs altalanos képlettel adhato meg:

S (1F (1) flo— k- A)
' f(z) = lim 0

e
N A@)" (1.1.3)

1.2. Negativ egész rendii derivalas

A cél az, hogy tetszleges q € Z esetén értelmezhessiik a 92 f (x)-et; ehhez a negativ egész rendii derivalast
szeretnénk definidlni. Természetes modon jon az a megkézelités, hogy 9, ' f(z) = [ f(x)dz, hiszen igy
-0, f(x)) = f(z) fennall, és a kiterjesztés sordn szeretnénk, hogy megmaradjék az, hogy a derivalds és
az integralas egymaés inverzmiiveletei. Azonban ahhoz, hogy egyértelmi fliggvényt kapjunk, érdemes egy
also hatart meghatarozni — egyszertiség kedvéért legyen ez az alsé hatér elgszor 0. Ekkor a kovetkezSképp

adhato meg negativ egész rendt derivalt:

o7 f(x) = / )y
0

9,2 f(x) :/z7f($o)dwod$1

00
T Tn—1 To T1
0, " f(x) = / / . .//f(xo)dxodxl coodey—odx,
0 0 0 0
tetszoleges n € N esetén. Negativ z-ek esetén ez a definicié nem miikodik, igy a fliggvényt eltolva, y = y+a
helyettesitéssel
xr r—a
[tway= [ 1w+ aa,
a 0



igy a fenti definiciok felirhatoak a also hatarral is (emlékezziink, hogy f: [a,b] — R fliggvényeket vizsga-

z) = j f(y)dy

/ / //f xo)dzodey ... da,—odr,_q (1.2.1)

A tovabbiakban ezt a jel6lést fogjuk hasznalni negativ egész rendi derivaltra. Természetes modon latszik,

hogy ha f(x) # 0, akkor 9, ", f(x) = 0, f(x) nem biztos, hogy fennall, hiszen méas hatarokkal integralunk
egy nem azonosan 0 fiiggvényt.

lunk éppen):

1.2.1. Természetes és negativ egész rendii derivalasfogalom egyesitése

Ahhoz, hogy definidlhassuk az egész rendi derivaltat, melynek speciélis esete a természetes és negativ
egész rendid derivalas, az (1.1.3)-hoz hasonl6 képletet kell keresniink arra az esetre, ha g € Z~.

A ¢ = —1 eset egy Riemann-integral, igy a Ay (z) =

ként:
N—-1
/f dy—ngnoolAN X%faﬂtk An(x ))1=
N—-1
li —k-A
A l 2 fla—k- N($>>‘|
Ugyancsak osztott differencidkat vizsgalva a ¢ = —2, ¢ = —3 esetek az aldbbi mddon irhatoak fel
T T N—-1 N-1
_ //f(xo)dxodxl — lm lAN(m)~ 3 (AN(J:)- S fa— k- A(o) —l-AN(x)>] -
a a N =0 k=0
A [An(@)? (f(x) +2- fz = An(2)) +...+ N f(z — (N = 1) - An(2))] =
N-1
2. (@)= lim [(An(2))*- ) (k+1)- f(z—k-Ay(z)
AN(l)—>0 h—0
078 fx)= lim |A Niw flo—k-Ay(@)
roa  An(z)—0 w Pt 2 N

Itt azt vehetjiik észre, hogy az egyiitthatok (k+ 1) alakban irhatoak fel, igy a kovetkezot kapjuk:

NZ (“” ) fla—k- Aw»] (1.2.2)

Ez mar hasonlit arra a hatarértékre, amivel 07 f(z)-et definidltuk. Ha az (1.1.3) pontban leirt hatarérték

létezik és véges, akkor az egyoldali hatarértékek is léteznek, végesek, és egyeznek a kétoldali hatarértékkel

0, f(z)=lim

r—a An(z)—0

— igy akar egy diszkrét pontsorozattal is tarthatunk csak egy oldalrél a kivant pontba. Igy a definicioban

szerepld c-beli derivalas alapjan f(x) n-edrendd derivaltfiiggvénye az alabbi alakban is felirhato:

O f(x) = 01, f(x) = _lim [Aw»—" o (Z) fla— k- An(o)

Apn(z)—0 =0

N-1 n
lim lAN(z))" (—1)k. <k> flz—k-An(x)

AN(I)A)O k=0

, (1.2.3)




hiszen ha k > n egészek, akkor (Z) = 0, igy nagyobb hatérral is szummazhatunk. Innentél ezt az ekvivalens
definiciot alkalmazzuk természetes kitevsji derivaltfiiggvényre, hiszen ez mar nagyban hasonlit (1.2.2)-re
— és a két definicio egységes alakba is irhato. Szerepeljék most itt par definici6 és azonossag (forrasok: |3|

824. — 825. oldal, |2|, |6], |7|), melyekre a dolgozatom soran t6bbszor fogok hivatkozni.

1.2.1. definicid. Legyen x € R, ¢ € R, k,[ € N. Ekkor A Gamma-fiiggvény az alabbi I': R — R fliggvény:

x

.
I'(z) = li_>m nn. n
e I (z+k)
k=0
A binomiélis egylitthato tetszdleges valds szamra:
q =
(1) =7 M-
P

A masodfajua Stirling-szdmokat az aldbbi rekurzié adja meg:
S(0,1) = S(k,0) = 0, kivéve Sy = 1, Sk+1,0)=5Sk,1—-1)+1-S(k,1)
1.2.2. tétel.

1. Tetszéleges k € N, q € R esetén az aldbbiak igazak a Gamma-fiigguényre:

(a)
c(a\ _(k-q-1\  T(k—gq)

()= () = e
b
" P'(k—q) T(k—q-1) DI(=¢)I'(k—q—1)

L(k+1) (k) CT(—¢q—1DI(k+1)
(c)

_(T(k—q) C1og q-(¢+1) 2
kllféo<r(k+1)>:k '(H o 1Ok )>
(d) )
T sin(m-x)
o) =—+o+1

2. Tetszdleges q,r € R, k € N esetén

()=

Az allitas 1.(a) pontja segitségével adhatunk egy definiciot tetszoleges egész rendi derivaltra.

1.2.3. definici6é. Legyen f(x) korlatos és sima [a, b]-n, ¢ € Z. Ekkor f(z) ¢. derivaltja az alabbi hatar-

érték, ha az létezik és véges:

, . » N-1 F(k—q)
et = (88 X (gt ek Avie) | =

o | S (Rt (- (59)

1.2.4. megjegyzés. A definicioban gy fogalmaztunk, hogy f(x) legyen korlatos és sima [a, b]-n. Ez alatt

b
I

azt értjiikk — és a dolgozat teljes egészében azt fogjuk érteni — hogy f(x) korlatos [a, b]-n és sima (a, b)-n.



1.3. Derivalas azonossagok

A hagyomanyos derivalasnal megszokott szabalyok nem alkalmazhatoak teljesen ugyantugy az integra-
lasra, erre jo példa a Leibniz-szabély, mely helyett csak parcidlis integralasi szabalyunk van. Azonban
ennél gyengébb azonossagok az (1.2.3) definiciobol kihozhatoak, ezeket fogjuk most vizsgalni. ElGszor

szerepeljék itt egy tétel, melyben Gsszefoglalom a hagyoméanyos derivalas és integralas tulajdonsagait:

1.3.1. tétel (Derivalas, integralas azonossagai). Tegyiik fel, hogy f(x),g(x) derivdlhatd és integrdlhato
figgvények, c € R. Ekkor az aldbbiak igazak:

1. (a) (c- f(2)) =c- f'(x)
(b) (f(z) +9(x)) = f'(z) + ¢/ ()

(c) (f(z) g(@) = f'(x)- g(x)-|-f( )-g’(w)
(d) Ha g(x) # 0, akkor (5(3)/ 2(5)(@-9’(&:)

(
(¢) (fog)(@) = (feg)(x)-d'(z)

2. (a) [c- flx)dz =c- [ f(zx)dx
(b) ff(x) + g(x)dx =/ f(ﬂf)dﬂf + fg(x)dx
(c) [ f(z)-g'(zx)dx = f(z [
(d) [(fo g)(ﬂf) g (x)dz = (f o g)(x) +C
Mar a tétel alapjan latszik, hogy a hanyadosszabalyt nem tudjuk tetszéleges egész rendre altalédnosi-
tani, mivel nincs is megfelels parja még egyszeres integralas esetén sem — igy ezzel nem is folalkozunk dol-
gozatom soran. Célunk az, hogy az igy megmaradt 4-4 azonossagpart egy-egy azonossigba vonjuk ossze,
melyeknek a tétel megfelel§ pontjai specialis esetei. Miel6tt azonban ezt elkezdjiik vizsgalni, felmeriil a
kérdés, hogy az egész rendii derivalas sorrendje felcserélhets-e — ezt a kérdést fogjuk elGszor megvizsgalni.

A fejezet soran hasznalni fogom az alabbi roviditett jelolést annak érdekében, hogy a kapott formulak
atlathatobbak legyenek:

f ) =0i_.f(x), qeZ
1.3.1. Egymas utani derivalas, linearitas

A vizsgalando kérdés az, hogy igaz-e az, hogy tetszéleges ¢, r € Z esetén
07 (Oh_of (@) = 03T f(2) = 05, (97 _of(2))

Az (1.2.3) egyenldség megalkotasa soran csak a szokasos tObbszoros derivalas definiciot irtuk &t masik,

ekvivalens alakba, igy tetszéleges n,m € N esetén igaz az alabbi:
97_q (07 o f(2) = 072 f(2) = 07 (O7_af(2)),

vagyis tobb, egymas utani természetes rendd derivalas sorrendje felcserélhets, és a rendek Osszeadodnak.

Ugyanigy az (1.2.1) alak alapjan ez igaz —n, —m rendekre is:
07, (0 () = D7 F(z) = 07, (0, () (13.)

Egy vizsgéland6 eset maradt, ez pedig az, amikor ¢ és r nem azonos elGjeltiek. Ha ¢ = 0 vagy r = 0,

akkor — mivel egy fiiggvény 0. derivaltja énmaga — trividlisan teljesiilnek a fentiek, igy feltehetjiik, hogy
q,r # 0.



Legyen ¢ = m > 0 és 7 = —n < 0, és vizsgaljuk meg, mi torténik, ha elGszor integralunk, majd

derivalunk. Leibniz integralderivalasi tétele alapjan (|3| 11. oldal)

a$7a(f(fn)(x)) ( n+1 Z fE—a k n)(a)

Ahogy elvégezziik a maradék m — 1 db derivalast, észrevehetjiik, hogy most mar csak egy véges Osszeget

derivalgatunk, ahol a konstans tagok kiesnek, és a fokszamok csokkennek, igy:

n—1 r—a k—m
O (0,7 f (@) = f T (@) = Y ((kzn)f(’“ " (a) (1.3.2)

k=m
Vegyiik észre, hogy ha m > n, azaz legalabb annyiszor derivalndnk, mint integralnank, akkor a szumma
iires, és igy azt kapjuk, hogy
07 (070 f (@) = 075" f (@),
azonban ha m < n, akkor a szumma nemdiires — ekkor kell az az extra feltétel, hogy a szummaban szerepld

derivaltak a-ban elttinnek, vagyis f(x) els6 m — 1 derivaltja a-ban 0.

Tekintsiik most a masik esetet, amikor elGszor derivalunk, majd integralunk:
o2, (o / 7)) = F ) — D a)

Ezt az integralast tjra elvégezve az eredmény elkezd bonyolodni, hiszen egy konstans tagot is integralnunk
kell:

0,2, (07 / F ) = £ @)y = F 7 (@) — S (a) = (- a) - f D ()

A harmadik integralas elvégeztével mar lathato, hogyan alakul az altalanos eset:

%, / £ () — FmD(a) - (y — a) - F D (a)dy =
m— m—2 m—1 (xia)Q
FO=3)(z) — f0m=2 . (z — a) — f )(“)'T
0,7 (O o f () = fEmHm( Z FEEm (a) (1.3.3)
k=0

A szummazéast | = ¢- bol inditva és ezt kompenzalva lathatjuk, hogy (1.3.3) és (1.3.2) jobb oldala
megegyezik, igy a baloldala is. Igy a kivetkezot kapjuk:

n—1

k=n—m

Vagyis Osszefoglalva az alabbit mondhatjuk ki egész rendd derivaléasra:

1.3.2. tétel (Egész rendd derivalas sorrendje). Tegyiik fel, hogy f(x) korldtos, sima figgvény, q,r € Z.
Ekkor az aldbbiak i1gazak:

1. Ha q ésr eldjele megegyezik, akkor

08 _a (05_af(2)) = 0L f(2) = 07, (05 f(2))



2. Ha q és r kiilonbozd eldjeliek, akkor is felcserélhetd a derivdlds sorrendje, kivéve ha eldszor derivd-
lunk, majd integrdlunk. Ekkor plusz feltételként teljesilnie kell annak, hogy f(x) 0.,1.,...,(r —1).

deridltjai eltinjenek a-ban.

Vizsgaljuk meg gyorsan a linearitéast: az (1.2.3) definici6 alapjan 97_ (¢ f(z)) = ¢-9!_, f(z), hiszen
c kiemelhet6 a véges szumméabol, majd utdna a limeszbdl is.
Ugyanigy 91_ (f(z)+g(z)) = 0_, f(x)+91__,g(z), hiszen a szumma szétbonthaté a megfelels modon,

majd a limesz is szétbonthato két limesz Gsszegére. Tehat 97_, linearis operator.

1.3.2. Leibniz-szabaly

Tovabbra is hasznalva a roviditett f(@(z) jelolést, ha g > 0, akkor az 1.3.1 tételbdl kiindulva

(f(@) - g(@)® = f V(@) - g(@) + f(x) - gV (2)
(f(@) - 9(2)) = (fD () - g(@) + f(2) - gD (@)D = fO(@) - glx) +2- f P (@) - gV (@) + f(2) - 9P ()
f(z) - g@)® = fD(2) - g(a) +3- [P (@) gV (@) +3- fV(2) - g® (@) + f(2) - ¢ (2)

Ismét észrevehets, hogy Pascal-haromszogszertien épiilnek fel a kiilonb6z§ egyiitthatok — s6t most egy

binomiélis tételhez hasonlo altalanos alak is felirhato:

1.3.3. tétel (Leibniz-szabaly természetes kitevére). Tegyik fel, hogy f(x), g(x) sima figgvények (a,b)-n
q € N. Ekkor

(/) iX) R (@) g ()

Legyen most ¢ = —n < 0, és vizsgaljuk meg, t6bbszoros integralas esetén a szorzatszabaly hogyan

alakul. Ha egy szorzatot egyszeresen integralunk, akkor a parcialis integralas szabalyéat alkalmazhatjuk:

)
Ha v(y)-t egyenlévé tessziik [ f(z)dz-vel, akkor a fenti egyenlGség az alabbi alakba irhato at:

jﬂwywﬁw@%]ﬂﬁw—/ /f (y)dy,

hiszen v(a) = 0, igy

0,1, (f(@)-g(x) = gla)- 0, o fz) — 0,1, (0h_n9(x) - 0, f (=) (1.3.4)

Ez egy rekurzivnak tiing képlet, hiszen az Gsszeg utolso tagjaban egy tjabb integralas szerepel. (1.3.4)-et

alkalmazva az utolsd tagra, kihasznalva az (1.3.1)-ben foglaltakat:

924 (f(2) - gl@)) = g(x) - 2o f(2) = Dp_ag(2) - 2, f () + 01, (9_a9(2) - 72, f ()

Ez a végtelenségig ismételgethetd, igy a kiovetkezs fliggvénysor adja meg a szorzat integraljat:

0, (f(x =D (1) 0 _ag(2) - 0.1 (=)

j=0



Alkalmazva az 1.2.2 tétel 1.(a) pontjat ¢ = k = j helyettesitéssel azt kapjuk, hogy (—1)7 = (=1)7 - (1) =
U757 =0 ey

8m1a(f(x)~g(x))=z<_jl> O gla) -0, T f(a) (1.3.5)

j=0
Ezt ujra integralva, a sorrendet megfelelGen felcserélve a szorzat maéasodik integralja a kdvetkezGképp
alakul:

072,(f(a f}( )fj( Doithata) 077210 -

7=0 k=0

ii < > ( _1j) 0y _a9(x) - 27" f(x)

Jj=01=j

Ha a j > [, akkor a 1.2.1 definici6 alapjan (;1) = 0, igy a szummak felcserélésével, igy az 1.2.2 tétel 2.

pontja alapjan a kovetkezs alakba hozhatd a masodik integral:

0:2,(/( ZZ( D7)t 02 1w

> <_l2) -0y _a9(x) - 0,20 f(2) (1.3.6)

=0

Ha —2 helyett —n-re szeretnénk ezt a szabalyt alkalmazni, akkor (1.3.5) és (1.3.6) alapjan induktivan

megkapjuk a Leibniz-szabalyt negativ egész kitevikre:
n = [—n e
0 1(o) o) = 3 (1) b o) 027 1 0)
1=0

Ha a 1.3.3 tételben kihasznaljuk azt, hogy pozitiv egész q, k esetén ha k > ¢, akkor (Z) = 0, akkor egy

kozos alakba ifrhatjuk a Leibniz-szabalyt egész kitevvdére:

1.3.4. tétel (Leibniz-szabaly egész kitevére). Tegyiik fel, hogy f(x), g(x) sima, korldtos figgvények. Ekkor

oo

oL (1) g(e) = Y (}) -2k 0) - 0 gte)

k=0
1.3.3. Lancszabaly

A lancszabaly parja a helyettesitéses integralas — azonban mar az elsd helyettesitéses integral elvégzésénél
egy konstanst kapunk, igy lancszabalyt csak pozitiv derivaltra tudunk értelmezni. Mivel ¢ € Z™ esetén
nem szamit, hogy 9I_, f(x)-et vagy 91f(z)-et tekintjiik, ezért a jelolés egyszeriségének érdekében az
utobbit fogjuk a lancszabaly targyalasa soran tekinteni. Induljunk ki az els6 derivaltra ismert formulabdl,

és nézziikk meg, mi torténik, ha azt tovabb derivalgatjuk:

ahul v = g(z). Ha ezt ismét lederivaljuk, és alkalmazzuk a Leibniz-szabalyt és a derivalas sorrendjét

megfelelGen valasztjuk, akkor

02 f(u) - (39(2))* + Ouf(u) - D2g(x)



Az atlathatosag kedveert fF) = 98 f(u) és g% = 0Fg(x) jeloléseket bevezetve n = 2,3, 4, 5-re az alabbi
formaban irhato a lancszabaly (|1| 36. oldal):

02 f(g(@)) = fO - 9@+ fO - (42
Bf(glx)) = fO . g® 3. f@ . g0 4@ 4 fB) (413
Ot f(g@) = FP - gW +4- 10290 9@ 46D - (gD 16 £ (M) g 4y O - (g
f(g(ax)) = fM . g® 5. 7@ oM 40 4 0. f( 3-(gM)2. g4
30- f@® . g ()2 410 fO . (gM)3 . g@ 4 O L (415

Ennek altalanositasa Faa di Bruno formulaja (]3| 823. oldala), mely szerint
i) . A
a — J I
a0 Y (1 (%) )
aholC = {Pi,...,Py € Z§: > _ kP, =q,> 1_, Py = j}, és aszumma végigfut C minden elemén. Ez a

formula nagy g esetén rendkiviil esetlen, azonban vannak specialis esetek, amikor hasznalhaté, szerepeljék
erre itt két példa (|1| 37. oldal):

aLf(e”) = et - ZSqJ

d%g(x) (@_,_Z() gla=9),

melybdl az utobbi a Leibniz-szabaly alkalmazaséval is megkaphato.
Mint ahogy azt méar megallapitottuk, negativ rend esetén az elsé integralas elvégzése utdn mar nem

szamit a helyettesités — azonban az alabbi allitas segitségiinkre lehet abban, hogy ez ne legyen probléma.

1.3.5. allitas. Tegyiik fel, hogy f(z) sima, korldtos, tovdibbd n € N. Ekkor

x

[tway=-on | [

Bizonyitds. Ha n = 0, akkor behelyettesitve azt kapjuk, hogy f; fly)dy = f; f(y)dy, ez igaz.
Ha pedig n > 0, akkor mind (x — y)", mind f(y) sima, korlatos (hiszen (x — y)™ esetében (b — a)™
feliilrdl becsiil), igy szorzatuk is sima és korlatos, ebbdl kovetkezGen az alabbi biztosan elvégezhetd:

x

oo | Ja-wrr ) = 5 for @ fw) -

;!-/xnbf(y)dy: jf(y)dy,

a

n:

és ezzel az Allitast belattunk minden n € N-re. O

n = 1 esetet alkalmazva, egy integralassal az alabbit kapjuk:

x

= ]7f($0)dxoda?1 :j %8951 /1(331 — ) - f(wo)dxo | duy =

% (x — x0) f(zo)dxo

a
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Ezt n — 1 alkalommal megismételve kapunk egy formulat, mely egy stlyozott integralként adja meg f(x)
n-szeres integraltjat (vagyis —n-edrendd derivaltjat):

x

07 f@) = gy [ =0 (187)

a

Igy behelyettesitést végezhetiink integralokra, azzal a kockazattal persze, hogy amig 9", f(x)-et kezel-
hetébb alakra hoztuk, fennmarad a kérdés, hogy (z — y)™ kezelhet6 marad-e a helyettesités elvégzése

utan.

1.3.4. Als6 hatartol valo fiiggés

Ha [a, b] véges intervallum, vagy [a, 00)-t tekintjiik, akkor kézenfekvs, hogy az (1.2.1)-ben leirt formulaban
az als6 hatart a-nak valasszuk. Azonban felmeriil a kérdés, hogy mi térténik akkor, ha valami a < ¢ < z
hatéart valasztuk 9, ", f(z) szamolésa soran — és ez a kérdés elkeriilhetetlen, ha f: R — R fliggvényeket

szeretnénk egész renddel derivalni. (1.3.3) az m = 0 esetben pont f(x) n. integraljarol nyilatkozik:

" () = i 2= 0" e g

k=0

Ha a helyére most valamilyen ¢ € (a,x) értéket irnank, akkor csak a kifejezés masodik tagja valtozik, igy
0, " f(x) és 0, f (x) kiilonbsége felirhato az alabbi alakban:

- n—1

L f(x) = 0" f(x

=0 k=0
n—1
)y % (=0 550 — - a)f - 5 (a))
k=0

Mivel azt szeretnénk vizsgalni, hogy a helyett ¢ als6 hatart alkalmazvan hogyan valtozik 9, ", f(x), ezért

az alabbi kiilonbséget kell vizsgalnunk:

0,7, (w) = 07 f(a) = 37 L ) =

=0

3 >

_"2:1(35;'@)7@ (k—n) Z ;v—c-l—c—a)k L= (g) =

k=0 ’ k=0
k .
k r—c)-(c—a)kI
Z f(k: n) Z ( ) —
= 7=0 ‘]
n—1 k k—i
) (x—¢)? - (c—a)"d
= ARIORY Y (1.3.8)
k=0 j=0
(1.3.8)-ban a szummacios indexet valtogatva a kovetkezd alakot kaphatjuk:
n—1 k . .
_ (xr—c) - (c—a)kI
,Zf(k n)(a).z z — =
—~ = gk = j)!
n—1

- : L pEem) (o) (1.3.9)



Ekkor k = K, majd n — K = k helyettesitésekkel (1.3.9) alapjan

Ol f () — 0.2 f () =

« (@—oF < (c—a)
r—c¢ (K=n)(p) CT A rGi—k) (g
¥ e - S
SO (g 3 e o | -
2 (= k)l 2
n T — )k
T 0 (@
k=1

Ha jobban megvizsgédljuk a kapott azonossagot, akkor azt latjuk, hogy az alsdé hatar mozgatasaval
0, ", f(x) megvaltozik — kivéve ha f(z) (a,c)-re megszoritottjanak 1.,2.,..., k. integralfiiggvénye c-ben

eltinik.

1.3.5. Végeredmény

Ahogy a fejezet elején lattuk, a néhanyszor valé derivalas és az integralfiiggvényeken keresztiil vett né-
hanyszor valo integralas osszefoglalhato egy 97_, operatorba. Természetesen adodik, hogy az integralas
és a derivalas egymas inverzmiiveletei, ezért elvarhatd, hogy viszonylag kis dldozatokkal tudjunk egy az

1.3.1 tételhez hasonlét allitani. Szerepeljék ez most itt egyben:

1.3.6. tétel (Egészrendi derivalas tulajdonsagai). Tegyik fel, hogy f,g: (a,b) = R sima, korldtos fiigg-
vények, ¢ € R, tovdbbd q,r € Z. Ekkor az aldbbiak igazak:

1. A9

r—a

operdtor linedris.

2. Ha q és r eldjele megyezik, vagy ¢ > 0 és r < 0, akkor

0t (05 o f(2)) = O30 f (2) = 04y (91)

minden esetben fenndll. Ha g < 0 és r > 0, akkor a sorrend felcserélhetdségének extra feltétele az,

hogy f(x) 0.,1.,...,(r —1). derivdltjai a-ban eltinjenek.

oL (10 o) = X (}) - b0k oo

k=0

4. Ha q > 0, akkor Fad di Bruno formuldja alapjdn

q . a (k) \ Fr
9 (o(w)) = 02 (o) =t >0 F9 -3 <H i (%) ) ,
j=1 c \k=1
ahol a belsé szumma végigfut C = {Py,...,Py € Zd: Y3_1 k- Py = ¢,>4_, P = j} elemein,
tovdbbd g*) = dFg(x), fY9) = 9if(u), u = g(z). Ha ¢ = —n < 0, akkor pedig az aldbbi formu-
la alapjdn O%_, f(x) visszavezethetd az aldbbi egyszeres integrdlra, melyben mdr el tudunk végezni

helyettesitést:

x

" f(x) = ﬁ / (& — 9" F(y)dy

a
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5. Haqg=-n <0, ésa helyett egy ¢ € (a,x) alsé hatdrra térink dt, akkor az igy keletkezett eltérés:

x — )"k
0" ) = 057 (0) = 3 e 0 o)

k=1

Ha q > 0, akkor a hatdr vdltoztatdsaval nem torténik eltérés.

A fenti tételt megvizsgélva azt tapasztaltuk, hogy — mivel egyeldre csak két, egymaéssal szorocs kapcso-
latban levé muveletet egyesitettiink egy operator alatt — minden, eddigi tulajdonséigra talaltunk egy tjabb
szabalyt, mely legfeljebb kicsit legg csak bonyolultabb; kivéve a tobbszords derivalas soran alkalmazando
lancszabalyt.

Az ar, amit fizettiink az egységes definicioért és a fenti tételért az, hogy az egységes definicié megkéve-
telte, hogy hatarozatlan integral helyett integralfiiggvénnyel dolgozzunk, és ekkor az eredmény nem lesz
fliggetlen az als6 hatar megvélasztésatol, tovabba nem minden esetben cserélhetd fel két egymés utani
egész rendd derivalas.

Osszefoglalva tehat az az elvarasunk, hogy viszonylag kis aldozatokkal tudjunk egységes, egészrends

derivaltoperatort bevezetni, és az 1.3.1 tételhez hasonlot allitani, teljestilt.

13



2. fejezet

Tetsz6leges rendii derivalas definicioi

Mar rendelkeziink egy 92_, (¢ € Z) operatorral. Most ezt az operatort ki fogom terjeszteni ¢ € R
értékekre, és megmutatom egy fontos tulajdonsagat; ezutan ismertetek egy alternativ definiciot, mely
segiteni fog a tetsz6leges rendi derivaltoperdtor tulajdonsigainak vizsgalataban. Tovabbra is felteszem,

hogy f: [a,b] — R egy adott fiiggvény.

2.1. Grunwald-Post-féle definicid

Ez a definici6 az el6z6 fejezetben felépitett operatort hasznalja fel. Mivel a Gamma-fiiggvény barmely
q € R-re értelmezhetd (bar nem mindig véges), ezért természetesen adodik, hogy ¢ € Z helyett tetszdleges

q € R-re értelmezziik a definiciot.

2.1.1. definici6é (Griinwald-Post). Legyen f(z) adott, ¢ € R tetsz6leges. Ekkor f(z) ¢. derivaltja az
alabbi hatarérték:

ot = o [SET 5 (e (- ()]

Ha egy adott « pontban ez a limesz létezik és véges, akkor f(x) a-ben g-adrendiien derivalhato fiiggvény.

Ha f(z) minden = € (a,b)-ben g-adrendtien derivalhato, akkor g-adrendten derivalhato.

Ez a definici6 semmilyen megkétést nem ad f(z)-re, hiszen a hatarérték képzése soran csak f(x)-et
értékeljiik ki kiilonbo6z6 helyeken; els6re nem is latszik, hogy f(z)-et tobbszor derivalnank vagy integral-
nank, ha g € Z — mégis ez a definici6 természetes moédon magaba foglalja az egész rendt operatort.

Maésik érdekes, emlitendd tulajdonsag az, hogy bar I'(—n) = oo, az 1.2.2 tétel 1.(a) pontja alapjan
L'(k—q) k <Q)
=RURRE AN N DS L S
o =Tl (1 (]
ami egy véges érték, igy valoban tetszéleges ¢ € R esetén vizsgalhato a limesz, és az valoban csak f(x)-

t6l fligg. Szerepeljék itt egy nagyon fontos tulajdonsiga a Griinwald-Post-féle definicionak, melyet a

kés6bbiekben sokszor fogunk hasznélni. Jeldlje a tovabbiakban % az n-szeres derivalést.

2.1.2. allitas. Tegyiik fel, hogy f(x) adott, ¢ € R, n € N. Ekkor

T pa_ f(x) = 00 4 (@)

dan ¢

14



Bizonyitds. Az egyszertibb kovethetség kedvéért legyen Ay (z) = *F*. Ekkor a Griinwald-Post-féle

definicio az alabbi alakban irhato fel:

. An(z)~9 = /T —
0L 1) = Jim_ | B > (ot - k.AN(I)))]

Tekintstik « helyett (r — Anx(z)) helyen a derivaltat, és az (a,x — Ay (x)) intervallumot csak N — 1

ekvidisztans részre osszuk fel. Ekkor a definici6 a kovetkezét adja:

(Exlo) M( f - Ane) - k'Am)))]—

) k=0

( —q N- 1( (k:—q—l) f(x—k-AN(x)))l
1

k=

l_,flx—Ay(z)) = lim

N—oc0

lim
N—o0

Ezt az (1.1.1)-ben megadott képlettel derivalva a kovetkezst kapjuk:

d q — 15 -1 ) q —
Lol (@) = Jim [(An (@)™ (07-0f(2) = 0o f (@ — An(@))] =

An(z)~"" (T(=q pd CT(k—q-1)
I'(—q) '(r( Z( k+1 N0 >.f(m—k.AN(a:))>]

Az 1.2.2 tétel 1.(b) pontja alapjan, I'(—q)-val egyszertsitve, és észrevéve, hogy I'(1) = 1, a limesz atirhato

lim

N—o0

a kovetkez§ alakbas

d .
aax,af(x)— lim

N—o0

N—1
(An(z)—at I'(k—q—1)
. . _A -
melyben felismerhet6 f(z) (¢+1)-edrendii derivéltja. gy megmutattuk, hogy <= (97_, f(z)) = ! f(x);
ebbdl induktivan kévetkezik a bizonyitando allitéas, csak a fenti gondolatmenetet kell még n—1 alkalommal

végrehajtani. O

Ez az allitas egyrészt gyengébb, mint a 1.3.6 tételben megfoglamazott tarsa, hiszen a kiils6 rend csak
természetes lehet; masrészt viszont erésebb annal, hiszen a bels rend tetszéleges valés szam lehet. Ez is
mutatja azt, hogy a Griinwald-Post-féle definicié egy jo kiterjesztése lehet a derivalas rendjének, hiszen

ugy tiinik, megtartja az azonossagokat.

2.2. Riemann-Liouville-féle definicid

Az (1.3.7) formula egy kézenfekvs modszert ad arra, hogy egy f(x) fiiggvény n-szeres integraljat vissza-
vezessiik egy Riemann-integralra. Itt is adodik egy kiterjesztési lehetGség, n = —q helyettesitéssel, és a

Gamma-fliggvény alkalmazaséaval:
DL @) = s [ = 0 fwhy (221)

Ezt a definiciot elészor Liouville dolgozta ki 1832-ben, Riemann és Riesz pedig az 1940-es, 1950-es évek-
ben ezen definicioval terjesztette ki a derivalas rendjét komplex szamokra. Ez a definicié valés szamok
koziil csak negativ értékekre értelmes, mi azonban tetszdéleges valos renddel szeretnénk derivalni. Erre a
probléméara egy megoldast a Griinwald-Post-féle definiciorol sz6l6 azonossag ad. |4 alapjan a kovetkezd

formula tetszsleges n-szer derivalhato fiiggvény esetén egy analitikus fiiggvény, ha Re(q) < 0:

N—-1
q N @—a) it W)
Di_of(z)= g:g FgihsD) T DI70f(x), (2.2.2)
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ahol f*) = 9% f(z). Ezen formula alapjan ¢ > 0 esetben a 2.1.2 allitasban hasonlé6 médon definialjuk

nemnegativ g-ra a Riemann-Liouville-féle derivéltat:

2.2.1. definicié (Riemann-Liouville). Legyen f(x) korlatos fiiggvény, melyre a 2.1.2 allitasban megfo-

galmazott tulajdonsag igaz, tovabba g € R. Ekkor f(z) ¢. derivaltja Riemann-Liouville értelemben:

x

P (M'f(wy)(q")l-f(y)dy), ha g > 0,
Dg_af(l‘) = ) x e
g J @ =) fy)dy, ha ¢ <0,

ahol n € N-t ugy valasztjuk meg, hogy ¢ — n < 0 igaz legyen, és igy a (2.2.2)-ben megadott integral
valoban konvergens.

A Griinwald-Post-féle definicié az egész rendii definicié kiterjesztése volt, igy ott nem volt kérdés,
hogy a definicié megszoritasa egész értékekre valoban visszaadja-e az egész rendi derivalast. A Riemann-
Liouville-féle definicio esetében azonban vizsgalni kell, hogy a megszoritas valoban az egész rendi deri-
valast adja-e.

Ha ¢ = —n-et irunk a definiciéba, akkor az alabbit kapjuk:

Mlvel I'(n) = (n — 1)! minden n € N-re, ezért ez pont az 1.3.6 tétel 4. pontjaban levs stulyozott Riemann-
integralt adja vissza. Ha ¢ = n, akkor a kdvetkezd alakot vizsgalva, kihasznélva a tétel 2. pontjat lathatjuk,

hogy ekkor valoban az n. derivaltat kapjuk:
Dy_of(z) = 0}, (D71, f(2)) =

s / Fy)dy | = omt (072, f (@) = 07, £ (x)

Tehat nem 0 egész szamokra a Riemann-Liouville-féle definicé is visszaadja az egészrendd derivalést.

q = 0 esetén a fenti gondolatmenet n = 0-ra a kévetkez6t adja:
Dy_of(x) = 0s—a (720 f (2)) = oo f(2) = f(2)

Vagyis a Riemann-Liouville-féle definicio is egy kiterjesztése az egészrendi derivalasnak.

2.2.1. Ekvivalencia a Griinwald-Post-féle definicioval

Most, hogy lattuk, hogy mind a két definicié kiterjesztése az egészrendd derivalasoperatornak, elsd és
legfontosabb kérdésiink az, hogy ha f(z) egy olyan fiiggvény, melyre mindkét definicié alkalmazhato egy

fix ¢ € R esetén, akkor a két definicié ugyanazt a derivaltat adja-e.

2.2.2. tétel (Definiciok ekvivalenciaja). Tegyiik fel, hogy f(x) olyan korldtos fiiggvény, melyre létezik

mind a Grinwald-Post-féle, mind a Riemann-Liouville-féle q. derivdlt eqy rigzitett ¢ € R esetén. Ekkor
05 —of(x) =D . f(x)

Bizonyitds. Legyenek f(x) tetszoleges, de rogzitett fliggvény, mely megfelel a feltételeknek. Ha a két

derivalt megegyezik, az ekvivalens azzal, hogy a kiilonbségiik 0. Szokasos modon legyen Ay (z) = %52,
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igy
9i_of(x) = Di_.f(x) =

| av) T S rk—g) [
R ﬁ'zm'ﬂx—k'&v(x))—r(_q)-/(x—y) L fly)dy

k=0 a

T — a egy egyszerii u = x — y transzformacioval becsempészheté a Riemann-Liouville-féle definicioba,

ekkor az alabbi alakot 6lti a vizsgalt kiilonbség:

0y of(x) = D5 f(2) =

R o e
i [ B RS e ave] - [t
i [ B ek aven] - [5ASR
(z—a)~

e X () e ()

Ekkor a limesz el6tti konstans biztosan véges, de nem biztos, hogy 0, igy ha a tételt be szeretnénk latni,
akkor azt kéne megmutatni, hogy a hatarérték 0. A 1.2.2 tétel 1.(c) pontja alapjan minden & > 0-hoz

van olyan K kiiszobindex, hogy ha k > K, akkor 11:8:_'8 eltérése a hatarértéktsl kisebb, mint € — igy

a szumma kettévaghatéo K mentén. Emiatt a limesz is kettévaghato, és a K-t6l futo limeszben IF“EZ:S
lecserélhets a hatarértékére, igy legfeljebb 2¢ az eltérés az alabbi becslés soréan, ha K elég nagy. Hasznélva

az a A b= min(a,b) jelolést feltehetjiik, hogy K nem fiigg N-tdl, igy

o [E () o ()

(K—1)A(N-1) N-z—k-z+k-a I'(k—q)

e L () (s )

k=0
i | L Nif Noz—k-at+k-a\ (k)21 ¢ (g+1) Ok
N—=oo | N N N 2N N
k=K
Ha N > K, akkor az els6 limeszben a szummanak csak K tagja van, igy a harmadik szorzandé biztosan
korlatos, és f(z) is korlatos. Vagyis ha ¢ < —1, akkor N? — 0, igy az els6 limesz értéke 0.
A masodik limeszben a harmadik szorzandé N — oo esetén O-ba tart, és ha ¢ < —2, akkor (%)_2_‘1

mindenképp 1-nél kisebb szam — igy itt is f(x) értékei dontik el, hogy a hatarérték megegyezik-e 0-val.

Mivel f(z) korlatos, és biztosan kevesebb, mint N tagja van a méasodik szummanak, ezért az %—es Szorz0

garantalja, hogy ez a szorzandé se néhessen til gyorsan, igy a mésodik hatarérték is 0.
Ezzel azt lattuk be, hogy egy olyan hatarérték, melynek 92__ f(z) — DI__ f(x)-t6l valo eltérése leg-
feljebb 2e, ha N elég nagy, 0-hoz tart — igy annak is igaznak kell lennie, hogy

0y —of(x) = D5 _of(x) =0,
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hiszen mindkét derivalt felirhato egy hatéarértékként. Mivel f(x) tetszGleges, a feltételeknek megfelels
fliggvény volt, és xz-re semmilyen megkotést nem tettiink, igy ¢ < —2 esetén a két definicié megegyezik.
Ha pedig ¢ > 2, akkor a 2.1.2 allitas alapjan — mivel ennek teljesiilését megkdveteltiik a Riemann-

Liouville-féle derivaltra is — n-et ugy valasztva, hogy ¢ — n > —2 teljesiiljék, a kovetkez&t tehetjiik:

dm d”
o1 =— (897" =— (DI " = DY
1) = 2 (D) = - (DR () = DI f (),
Igy mar tetszéleges ¢ € R-re belattuk, hogy ha f(x) olyan korlatos fiiggvény, melynek létezik mind a

Griinwald-Post-féle, mind a Riemann-Liouville-féle g-adrendi derivaltja, akkor a ketté megegyezik. [

Immaéron egységesithetjiik a jelolést, és 91 f(x) alatt mmind a Griinwald-Post-féle, mind a Riemann-
Liouville-féle formulat érthetjiik: szabadon véaltogathatunk a ketts kozott a kovetkezs fejezetben, amikor
tetsz6leges rendt derivalas tulajdonsagait szeretnénk meghatérozni. A tovabbiakban is %—el fogom

jelolni a negativ rendrsl pozitiv rendre vald kiterjesztést n-szeres derivalason keresztiil.
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3. fejezet

Tetsz6leges rendii derivalas

tulajdonsagai

Miutan két ekvivalens definicioval is rendelkeziink a g-adrendid derivaltrél, dolgozatom utolsé része ko-
vetkezik. Ebben a fejezetben meghatérozok egy fiiggvényosztalyt, melynek elemeire hatni szeretnék a
tetszéleges rendd derivaltoperatorral, és megvizsgalom, hogyan valtoznak az 1.3.6 tételben szerepls azo-
nossagok, ha ¢ felvehet nem egész értékeket is. Mint mindig, most is feltessziik, hogy f: [a,b] — R, ahol
a,beR.

3.1. Tetszb6leges rendben derivalhaté fiiggvények

Az el6z6 fejezetben f(x)-re csak olyan megkotéseket adtunk, melyekre sziikséglink volt ahhoz, hogy a ki-
mondott definiciok, tételek, allitasok kimondhatoak legyenek. Itt most a Riemann-Liouville-féle definiciot

tekintjiik, és f(y)-tol azt varjuk el, hogy felirhato legyen az alabbi alakban:

> k
f(y):(y—a)p~2ak~(y7a)n, TLEN+,CL07éO,p>71 (311)
k=0
p megvalasztasaval a sor fGegylitthatdoja nem nulla. Ennek a definiciénak egy kézvetlen kévetkezménye
az, hogy
lim (y —a)f(y) =0,

y—)a
tovabba ahhoz, hogy a Riemann-Liouville-féle definicié mindenképp értelmes legyen, f(y) maradjék kor-

latos az [a, x] intervallumon. Foglaljuk ezt Gssze egy definicioba:

3.1.1. definici6. Legyen f(z) korlatos fiiggvény, melyhez minden z € R esetén létezik olyan a < x, hogy
f(y) [a,z]-en korlatos, és f(y) felirhato az alabbi alakban, ha y € [a, x]:

ahol p > —1, n € N és ag # 0. Az ilyen f(x) fiiggvényeket nevezziik tetszéleges rendben derivalhatonak

(roviden g-adrendiien derivalhatonak).

3.1.2. megjegyzés. Ha a ¢g-adrendd derivalas operatora is linearis, akkor f(y)-t felirhatjuk akar véges sok

olyan fiiggvény Osszegeként, melyek kiilon-kiilon g-adrendben derivalhatoak. Ekkor ha y € [a, x], akkor
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f(y) a kovetkezd alakot veszi fel:

e n-p+1 s
fly) = [(ya)p' Z ak, - (y—a)* | + |(y —a) n+ + Z apy - (y—a)®? | + ...+
k1:O k2:0
l(y —a) ETE= i ag, - (y — a)k"} (3.1.2)
k=0
n-p+1

Ekkor a [J-beli fiiggvények valoban g-adrendben derivalhatoak, hiszen ha p > —1, akkor =& . . |

%’H > —1 is fennall, és az els6 tag is megfelel a definicionak, hiszen annak a teljes alakja

y-a)™ -3 a,

k1=0

A szummaban levs kitevsk egyszertisodése azzal magyarazhato, hogy (y — a)%—et kiemeltiink. Tovabbi
kovetelményként tamasztjuk azt, hogy a 3.1.1 definicié alapjan létezzék olyan a also hatér, mely minden
komponensfiiggvényhez megfelel. Vezessiink be rogton egy rovidebb jeldlést: f(z) = >, _; fi(z), ahol az
fr(x)-ek a komponensfiiggvények.

A g-adrendii derivéilas operatora pedig linearis, ha a Griinwald-Post-féle definiciot tekintjiik — hiszen
egész q esetén a hatarérték és a szumma operatorok linearitasabol kivetkezett a linearités, és ez a definicio

csak annyit tesz, hogy elveti azt a korlatozast, hogy ¢ € Z.

3.1.3. megjegyzés. Oldham és Jerome |1] (46. — 47. oldal) definialtak igy a ¢g-adrendiien derivalhato fligg-
vényeket, mivel az elméleti fizikdiban azok a fliiggvények, melyeknek g-adrendd derivaltjat kereshetik,
altalaban ilyen alakban fordulnak el — azonban 6k is beismerik, hogy ezen fiiggvények halmaza valodi
részhalmaza azon fliggvényeknek, melyeknek létezik tetszoleges rendii derivaltja. Erre ékes példa az, hogy
a konstans 0 fiiggvény nem allhat el ilyen fliggvények véges 6sszegeként, de a Griinwald-Post-féle definicio
alapjan lathato, hogy tetszoleges g-ra 92_,(0) = 0. Labjegyzetiikben azzal is indokoltak ezen lépésiiket,
hogy egy b&vebb halmaz vizsgéilata csak technikai nehézségeket eredményezne a fejezetben szerepld sza-
mitésokban, de a végeredmények ugyantgy helyesek. Igy a tovabbiakban feltessziik, hogy f(z) a (3.1.2)

alakot veszi fel. Vezessiink be egy jelolést az ilyen alakot felvevd fliggvényekre:

3.1.4. definici6. Jelolje Z azon f(z) fliggvények halmazat, melyek tetsz6leges y € [a, z] esetén felirha-
toak (3.1.2) alakban. Ekkor & a g-adrendben derivalhato fliggvények halmaza.

Igy, hogy definialtuk az altalunk g-adrendben derivalhaté fiiggvények 2 halmazat, mostantol felte-
hetjiik, hogy f(z) € 2.

3.2. Tagonként derivalas

A linearitas miatt véges Gsszegek tetszGleges g esetén is derivalhatoak tagonként, azonban a 3.1.1 defini-
cibban szerepls tagokban végtelen Osszegek szerepelnek, igy meg kell vizsgalnunk, hogy azok tagonként
derivalhatoak-e, ha f(x) € 2. Ehhez elég f(x) komponensfiiggvényeit vizsgalni. Ha fi(z) konvergens, ak-
kor létezik olyan g(z), amely feliilr6l fogja becsiilni a fiiggvénysor minden tagjat, igy a Nagy Lebesgue-tétel
alapjan a tovabbiakban feltehetjiik, hogy fi (z) egyenletesen konvergens, és igy a tagonként integralhatjuk.
Jelolje X fr(z) konvergenciasugarat — igy fx(x)-et elég (a, X)-en vizsgalni.

3.2.1. megjegyzés. Eddig mindent zart intervallumon vizsgaltunk — ez most is igy van: a leirtak (a, X)
minden zart részintervallumara igazak lesznek, igy hataratmenettel (a, X)-re is igazak lesznek. A rovidség

kedvéért ezt nem mindig from ki, igy ha azt irom az alfejezetben, hogy (a, X)-en igaz egy tulajdonsag egy

20



fiiggvényre, akkor az alatt azt értem, hogy minden I C (a, X) zéart részintervallumon igaz a tulajdonsag

a fliggvényre.

3.2.2. megjegyzés. Elsfordulhat, hogy f(z) komponensfiiggvényeinek konvergenciasugarai nem egyeznek

— ilyenkor f(x) konvergenciasugaran a komponensfiiggényei konvergenciasugarainak minimumat értjiik.

Tekintsiink el6szor egy kozonséges a koriili Taylor-sort:

> 3k (g
O(x) =Y ¢ () Az —a)*, (3.2.1)

]
= K

mely konvergens (a, X)-en. Ekkor 97_ ®(z) is konvergens (a, X)-en, ha ¢ = —1,0,1,2,.. ..

Legyen ¢ € R fix. Ha ®(x) tagjait tagonként g-adrendien derivaljuk, majd ezt szummaéazzuk, akkor az
&b(k)(x)

az a = —;— jelolést alkalmazva |1| (67. oldal) alapjan a kovetkezét kapjuk:

o o0 @)
) Gkt SATSREAEURS o L A A (322)

—=I(G-q+1)
Hanyadosteszt alapjan ®(x) konvergenciasugarat tekintve

(k+1)- 2% (a)

X = lim (I)(k+1)(a)

k—oco

)

= lim
Ap41 k—o0

és a g-adrendtien derivalt tagok alkotta fiiggvénysor konvergalni fog, ha

T(k—q+2)-2®(a)
T(k—q+1) ®*+1(q)

|z —a| < lim ’
k—o00

— . k)
o [ 1)-9P @)
el B0+ (q)

. dk) —q-dF)
) 0@ | =g eW(a)|
Fose | @0 (q) koo | B (q)

] e®(a)

X‘q'k&“;o'qmm(@‘)‘—q‘f‘

A mindig nagysagrendekkel kisebb lesz, mint X (]1| 71. oldal), igy tekinthetjiik tgy, hogy (3.2.2) konver-
gens az (a — X,a + X) intervallumon. Vegyiik észre, hogy ha a fiiggvénysor k. tagja az ay - (x — a)**?
alakot vesz fel, akkor annak konvergenciasugara meg fog egyezni ay, - (x — a)* konvergenciasugaraval, igy
a fenti gondolatmenet ebben az esetben is igaz. Ebbdl kovetkez6en ha f(x) € 2, akkor biztos, hogy f(z)
(a, X)-en tagonként g-adrendden derivalhato, hiszen itt egyenletesen konvergal a g-adrendi derivaltak
fiiggvénysora — az egyetlen kritikus pont, amiben a konvergencia kérdéses, az © = a pont. Vagyis fi(x)

tagonként vett g-adrendt derivilasa az alabbi tételen mulik:

o0
3.2.3. tétel. Legyen fr(v) = (v —a)?- Y. a;- (v — a)!, és ¢ € R. Ekkor
1=0

Ot afel@) =D a0y (& —ap™),
=0

vagyis tagonként is elvégezhetd a q-adrendd derivdlds.

Bizonyitds. Ha ¢ = 0, akkor a bizonyitandé allitas az identitas, hiszen a tetsz6leges rendid derivalas
megdrizte azt a tulajdonsagot, hogy egy fliggvény 0. deriviltja énmaga.
Ha g < 0, akkor legyen S, (z) = >_/_; a;-(x—a)'. Mivel az fj(z)-et alkoté sor egyenletesen konvergens,

ezért minden € > 0-hoz van olyan n. kiiszobindex, hogy az egyenletes konvergencia miatt a Riemann-
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Liouville-féle definiciora teljesiiljék az alabbi, ha n > n.:

x

o ia) = 0 uSul@) = s [ () = Sulw) - (=) dy <
LI [ A — )Ty = — . [ o — )"y = M
T(—q) a/E (z—y) dy = T(—q) a/( Y) dy = 4 T

Mivel a, q rogzitettek, ezért ez a kiilonbség 0-ba tart, ha € — 0, igy ha ¢ < 0, akkor az allitast belattuk.

Tovabba fi a kovetkezd fliggvénysor Osszege:

=0

Legyen most g > 0. Célunk az, hogy a fenti alak igaz legyék. Jelolje Ly C N azon l-ek halmazat, melyre
[(p—q+1+1) végtelen, és legyen Ly = N\ L. Ekkor N el6all Ly és Ly diszjunkt uniojaként, igy

= Zal.(x—a)l—i— Zal.(x—a)l
lely l€L>

A 1.2.2 tétel 1.(d) pontja alapjan Ly véges halmaz, hiszen I'(—x) csak akkor lehet végtelen, ha sin(r-z) = 0
— igy linearitas miatt biztos, hogy az Li-re vett szumma g-adrendd derivalasa tagonként elvégezhetd.

Emiatt elég megmutatni, hogy

<Z a-(r—a P+l> > —a)Ptl) =

leLy leLy
Z a-T'(p+1+1) Sz — a)p+l—q
S Tlp—a+l+1)

Mivel az fi(z)-et alkoté fliggvénysor egyeneletesen konvergens, ezért a belatandéd egyenlGség jobboldala

tagonként integralhaté egyszeresen:

8;—1a< a-T(p+1+1) -(m—a)p+l_q> _
st Plp—q+1+1)
)

Z ( p+l+1 .(x_a)p—&-l—q) —
Pt 'p—q+1i+1)

Tp+1l+1)-T(p—qg+1+1)
F(p—q+l+1)-F(p—q+l+2)

. (x _ a)p+l—q+1 —
leLsy

F(p+l+ 1) . (.’13 p+l q+1 __ Z aj - 8(1 1 a)p-‘rj’

F'p—q+1+2)

€Ly €Ly

hiszen ha | € Lo, akkor I'(p — g + [ + 1) véges; tovabba (a, X )-en megmaradt az egyenletes konvergencia.
Ugyanigy, a d1_, operatort alkalmazva a kapott alakra — ugyancsak az egyenletes konvergencia miatt —
ismét derivalhatunk tagonként, és azt kapjuk vissza, hogy ha 0 < ¢ < 1, akkor kihasznalva, hogy ekkor
q — 1 < 0, belattuk, hogy

< E a-(x—a p'”) E a; - a)p'H)
IELy I€Ly

Innét induktivan lathato, hogy barmely g > O-ra is teljesiil az, hogy az Lo feletti szumma is derivalhato
tagonként, igy a tételt a ¢ > 0 esetre is belattuk — ezzel bizonyitasunk véget ért, tetszbleges g € R esetén
derivalhatjuk tagonként a Z-beli fiiggvények komponensfiiggvényeit. O
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3.2.4. megjegyzés. A bizonyitds ¢ < 0 esete erésebben is kimondhaté: mivel f(z) = > 1_; fu(x), ezért e
helyett ©-el rogtén megmutathaté barmilyen f(z) € Z-re a tagonként derivalhatosag.

Tovabba a ¢ > 0 eset zarogondalata helyett azt is mondhatnank, hogy a 6;_1(1 és O, operatorok
helyett a 0,", és 02_, operatorokat alkalmazva vezetjiik vissza a ¢ < 0 esetre.
3.3. Egymas utani derivalas
Ebben az alfejezetben ismét azt vizsgaljuk meg, hogy
93 (05— f(2)) = 0310 f(2) (3.3.1)

fennéll-e. Abban az esetben, amikor ez fennall, ¢ +r = r + ¢ miatt a két derivaltoperator fel is cserélhetd,
igy elég ennek az egyenlGségnek a teljesiilését ellendrizni. A linearitasbol kovetkezik, hogy ha f(z) =
Sn_y fu(z), akkor (3.3.1) pontosan akkor igaz f(x)-re, ha minden komponensfiiggvényére igaz, igy elgszor
csak fi(x)-et vizsgaljuk.

3.3.1. tétel. fi(x)-re tetszdleges q,r € R esetén az aldbbiak igazak, amennyiben O,_,f(x) € D fenndll:
1. Ha fy(z) =0, akkor tetszdleges v esetén 9%, fr(x) =0, és igy 0%, (Oh_ fr(x)) = 377 fu(x)
2. Ha fi(x) #£0 és 9;_,fu(x) £ 0, akkor 0] _,(9;_ fr(x)) = 837, fr(x)

3. Ha fiu(z) 20, de 0 ,fu(z) = 0, akkor csak 9} ,(0; ofu(x)) = 037 fu(x) — 0174 [fu(x) —
0, (OF_ o fr(x))] teljesiil.
Bizonyitds. Az 1. esetben trividlisan teljesiil a tétel allitasa, hiszen a Griinwald-Post-féle definicio alapjan

az azonosan 0 fliggvénynek minden derivaltja azonosan 0.
Ha fi(z) # 0, akkor

Zal x—apﬂ—zp——'—l—“ (x_a)p-&-l—q

— Fp+i—r+1)

Ha p > —1, akkor p+1 > —1, igy I'(p + [ + 1) mindig véges, de nem 0. Igy a kovetkezéképp irhato le
egy sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy 9% _, fr.(«) Z 0: minden olyan [ € N esetén, amire a; # 0,
I'(p+1—r+1) véges. Ennek egy hasznosabb ekvivalens megfogalmazésa (|1| 83. oldal) az, hogy

fe(@) = 0,7, (0;_ofr(x)) =0 (3.3.2)

vagyis egy r-edrendi, majd egy (—r)-edrendd derivalas visszaadja fi(z)-et. Tegyiik elgszor fel, hogy
(3.3.2) teljesiil. Ekkor fi(x) r-edrendt derivaltjat g-adrendten derivalva az alabbit kapjuk (ez megtehets,
hiszen a feltételek alapjan Z-beli fiiggvényeknek az r-edrendi derivaltja is Z-beli):

r—a(Or_afr(@)) =
. > a .F(p—I—l—l—l) pH—r ) _
(BRI o r)-

i a-T(p+14+1)-Tp+l—r+1)
= 'p+l—r+1) - Tlp+l—-r—qg+1)

. (ac _ a)p+l—7'—q _

- p+l+1) _ ,\pHl-r—¢q
ZZ:Fp+l—7“—q+1) (z —a) (3.3.3)
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Masrészrol ha rogton az (g + r)-edik derivaltat vessziik, akkor (3.2.3) alapjan

> T(p+1+1) .
aq+r _ ai . _ \pHI—Tr q7
o= fi(@) Zl:() N pr———y R

amiben (3.3.3) felismerhetd, igy a 2. esetben is felcserélhetd a derivéalas sorrendje.
Ha (3.3.2) nem teljesiil, vagyis d%_, fx(z) = 0, akkor |1] (81. oldal) alapjan d__(9%_, fx(z)) =0, de
T fi.(x) # 0, igy az alabbiakat tudjuk csak megallapitani:

a

0=0;_a(0;—afi()) =
07 L0 (@) — 0L [fu() — 74 (0o fi(w)]

Ezzel a 3.) esetet is belattuk, és igy a bizonyitdsunk kész. O
3.3.2. kbvetkezmény. Legyen f(x) € 9, q,r € R. Ekkor az aldbbiak igazak:
1. Ha f(x) =0, akkor 0,_,f(x) =0, és igy a derivdlds sorrendje felcserélhetd.
2. Ha f(x) £0 és J%_,f(x) £ 0, akkor két eset lehetséges:
(a) Ha f(x) — 0, ,(05_,f(x)) =0, akkor a derivdlds sorrendje felcserélhetd.

(b) Ha f(z) — 0, ,(0%_.f(x)) £ 0, akkor csak az aldbbi teljestil:

07 o (0o f () = 1L f () = OTTL 1S () = 0574 (9; o f ()]
3. Ha f(z) #£0, de 0L_,f(x) =0, akkor csak az aldbbi teljesiil:
Ot—a(O—af () = 0110 f () = 04 [ [ (2) = 0774 (95 —of ()]

Bizonyitds. 3.3.1 tételbdl és linearitasbol kovetkezik. O

3.4. Leibniz-szabaly, Lancszabaly

Az 1.3.6 tételben szerepel egy altalanos formula f(z)-g(x) q. derivaltjarol ¢ € Z esetre. Most az a célunk,

hogy ehhez hasonl6 formuléat talaljunk arra az esetre, amikor g € R.

3.4.1. tétel. Tegyiik fel, hogy ®(x), ¥(x) € @ analitikus figgvények. Ekkor

oo

oL @) v(w) = Y- (1) okl - o, 0(a)

k=0

Bizonyitds. |1| (62. oldal) alapjan, mivel analitikus fiiggvények szorzata is analitikus |8 fiiggvény, ezért

oL u0(a) - (@) = 3 (1) - 0270 - 2(e) - W) =
k=0
9] k
T\ Aa—k(qy . B\ =00y . 0 (x
> 1)k (g(l) B0 () <>>
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ahol az utolso 1épésben az 1.3.6 tétel alkalmazhato, mivel k € Z. Ez tovabb alakithaté a kévetkezé modon:
k
o1 v . . Lok =D —
o) wie) =300 3 (1) (7)ot
> m + l —l—
40 L9lmmey L D) —
Z_(mH) ( S ey
q o0 - l —Ll—m
(z> W0 S =0 < - ) LT (1) o) =
(oo}
3 (‘I) g0l
1=0 !

ez pedig pont a beldtando allitas. O

Mg WMg

l
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o

3.4.2. megjegyzés. Ha megengedjiik, hogy analitikus g(x) mellett f(x) tetszéleges fliggvény legyen, akkor
van ellenpélda |1] (78.—79. oldal) a fent levezetett Leibniz-szabalyra. Ugyanakkor ha f(z) tetsz6leges, de
g(z) polinom, akkor egy Riemann-Liouville-féle definicion alapulé gondolatmenettel igazolhat6 a Leibniz-

szabély:

3.4.3. tétel. Tegyiik fel, hogy q € R, f(z) q-adrendben derivdlhatd, g(x) pedig polinom. Ekkor is fenndll,
hogy

oo

CUEREIES S ) RUSHCIL T

k=0
Bizonyitds. Legyen g(x) = . Ekkor f(x)-g(x) =z - f(z), igy a Riemann-Liouville-féle definici6 alapjan
ha ¢ < 0, akkor

01 y(x- f(2)) = — ~/y~f(y)'(xfy)q“dy:

a

R

il q-1 _#. . Ar — ) 9y =
e /f dy e /y ) (x—y)~dy

a

x99 flx)+q-01"L f(a),

hiszen I'(x + 1) = x - T'(z) tetszoleges z-re. A végén kapott formula pont a Leibniz-szabélyt adja, hiszen
tetszSleges ¢ esetén is () = ¢ és (!) = 1. Linearitast és a 2.1.2 4llitast figyelembe véve megfelels n
valasztasaval ¢ > O-ra is igaz a fenti gondolatmenet.

Ha g(x) = z*, ahol k > 1 egész, akkor f(x) =z f(x), g(x) = = valasztassal az el6z6 gondolatmenetet

megismételve induktivan adodik az allitas, igy linearitas miatt teljesiil a tétel allitasa. O

A lancszabaly mar az egészrendi derivalas esetén is esetleniil bonyolult volt: Faa di Bruno formuléja
ad egy képletet, de az csak specilis esetekben hasznalhat6. Formalisan ugyanez a formula (]1] 80. oldal)
levezethetd, azonban ezzel nem nyeriink semmi djat, és ha ¢ < 0, akkor még a ¢ = —1 esetben sem

hasznalhat6 a formula trividlisan egyszert fliggvényektdl eltekintve.
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3.5. Alsé hatartol valo fiiggés

A 1.3.6 tételben megéllapitottuk, hogy ha ¢ negativ egész, akkor az als6 hatar modositasaval a —n-edrendi

derivalt is modosulni fog. Most ugyanezt tetszéleges ¢ € R esetén vizsgaljuk.

3.5.1. tétel. Tegyiik fel, hogy ®(x) € Z analitikus figguény [a,x]-en, és ¢ € [a,x]. Ekkor

9, ®(x) — Zaﬁ’“ L97F ®(c)
Bizonyitds. A Riemann-Liouville-féle definicio alapjan ha ¢ < 0, akkor
01 B(x) — 01 D) = — '/rq’(y) (w—y) Ty — = ]¢(y) Sz —y)" Ty =
e [ -y -
I'(—q)
: '/‘D(y) (x—cte—y) Ty =
I'(=q)

F(LI) / (li <_1l_ q) SCT AN Co W) - ®(y)dy

Az 1.2.2 tétel 1.(a) pontja alapjan (~79) a k =1, ¢ = g+ helyettesitéssel atirhaté Gamma-fiiggvények

hanyadosava, igy

_ N\—1—qg—k _\k
q g (x—c¢) (c Y) . B
ro
q+k+1 . . Nk —
Za /F(k+1) a(y) - (¢~ v)dy
Do) - 9kt ),
k=0

melybdl £ = 1-t6l inditva a szummézast megkapjuk a bizonyitandé allitast, hiszen mind a két oldal

analitikus, igy meg kell egyezniiik, ha ¢ < 0. Ha pedig ¢ > 0, akkor a 2.1.2 allitas ismét hasznalhato. O

Erdemes észrevenni, hogy ha ¢ € N, akkor akkor a formula minden tagjaban az f(z) = 1 fiiggvény

természetes rendd derivéltja szerepel, igy a kiilonbség 0, ahogy azt a természetes rendd derivalasnal

megszoktuk.
Ha ¢ = —n, akkor specialis esetként megkapjuk azt a formulat, amit a 1.3.6 tételben adtunk meg:
9,7, ®(x) — Zak £(1)-0:5,9(c) =
n n k
T—c
L0k o
];Fn_k‘i‘l) ca(c)a

hiszen '(n — k+ 1) = (n — k).
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3.6. Egyéb tulajdonsagok

Ebben az alfejezetben azt fogom vizsgalni, hogy a g-adrendd derivalt hogyan viselkedik az alsé hatar
kozelében, az alsd hatéartol tavol, tovabba megvizsgalom az atskalazéas és eltolas hatasat a g-adrendi
derivaltra.

Ha ¢ € N, akkor az als6 hatar megvalasztasa nem szamit, ahogy azt mar targyaltuk. Ha ¢ ¢ N, akkor

az f(x) = > p_; [u(x) véges Osszegnek elég a tagjait vizsgalni:

a N T+ o g
am—afk(x) 7;11(])4-[—(]"’1) (X a)

Mivel p > —1, ezért mind I'(p + j + 1) véges, mig T mindig véges, igy a jobb oldali szummaban

1
) p+l—gq+1)
ag # 0 dominal, ha (z — a) elég kicsi. Igy a kovetkezd esetek fordulhatnak els:

0, ha p > 0,

—a)Pq. g .
lim 89 fu(x) = lim B2 971100 T+ 1)

z—a T—a F(p —q+ 1) ao - F(p + 1)7 ha p =g,

0, hap < ¢

Ha z > a, akkor az alabbi aszimptotika hasznalhaté tetszéleges k € N, ¢ € R esetén:

e (R

x
2
xk_q~<1—(k—q)~z+0(z2>> o
krfq G,'{,Ck

Ha ®(z) analitikus fiiggvény, akkor |1| (57. oldal) alapjan

q _w(_l)k'(x_a
%) = g g H e

Ebbe a fenti aszimptotikit behelyettesitve, a 1.2.2 tétel 1.(d) pontja alapjan, szokisos ®F) = 9k &(x)

jeloléssel élve:

I T S o ¥ G Al C ) O
O2-a2(@) = 55 kz:% Tt
1 = (—1)kgk—a ®) a = (-1)F ez ® ) _
() (; RS ?
1B (x) + sin(m-q) - T(g+1) xan 3(0),

s

Ha ¢ > 0 egész, akkor sin(7 - ¢) miatt a masodik tag elttinik, igy a formulanak egy specialis esete az,
hogy pozitiv egész rendli derivaltak esetén szabadon valaszthato az alsé hatar.

Tekintsiik most a fliggvénytranszformaciok két egyszert esetét, az atskalazast és az eltolast. Legyen
A > 0 egy konstans, és f(z) helyett tekintstiik f(z+ A)-t. A kérdés az, hogy mi 97_, f(z+A) és 9%_, f(x)
viszonya. Ahhoz, hogy ezt vizsgalhassuk, fel kell tenniink, hogy min(a,a + A) és max(z,z + A) kozott

létezik f(x) g-adrendd derivaltja. Ismét a Riemann-Liouville-féle definicié ad atmutatést:

z z+A
0@+ A) = g [T @)= s [ S0 @Ay,
a at+A
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ahol Y4 = y + A, hiszen egy A-val vett eltolas esetén a hatarok is tolodnak A-val. Jelolje A az eltolassal
keletkezett valtozast. Ekkor a 3.5.1 tétel alapjan

ol_ f(x+A):8§+A JE+A) —A=
0t a—af (@ +A) - Zazii (1) =0, fla+ A) (3.6.1)

A Riemann-Liouville-féle definicié csak ¢ < 0 esetben alkalmazhato, azonban a 2.1.2 allitas segitségével
(3.6.1) ismét kiterjeszthets nemnegativ g-kra is, igy az eltolasra vonatkozo6 kérdést megvalaszoltuk.

Ha az [a, z] intervallumot szeretnénk egy 8 # 0 skalarral atskalazni, akkor ahhoz elészor érdemes az
intervallum egyik végpontjat betolni 0-ba, majd atskalazni, végiil visszatolni az atskalazott intervallumot.
A 0-ba tolt intervallum [0, z — a] alaki, ennek S-szorosa, majd visszatolasa pedig [a, 8-z — 3-a+a] alaki.
Igy az atskalazas soran f(z) helyett f(3-x — 3-a+ a)-t kell tekinteniink. Legyen Y3 = 3-2 — 3-a+a. Az

eltolashoz hasonléan az a kérdés, hogy 9 _, f(Y3) hogyan viszonyul 9_, f(z)-hez. Legyen X5 = z— “*BB 2.

ekkor a Riemann-Liouville-féle definicié alapjan

qfaf(ﬁ'w—ﬂa—ka):ﬁ./f(g.y_ﬁ.cH_a).(x_y)—q—ldy:

a

e XY\
/ L) e
ﬁ

f(YB) (B-Xg—Yg) 1Ay =

T(—q)
B9 9% .o (8- Xp) (3.6.2)

Vegyiik észre, hogy ha a = 0, akkor X3 = z, igy ekkor (3.6.2) nagyban leegyszertsodik:
O3f(B-x)=p"05,f(B- =)

Azonban ha a # 0, akkor csak ugy tudjuk f(x)-et f(5 - x)-re dtskalazni, ha egy eltolast is alkalmazunk.

3.7. Végeredmény

Az egészrendii derivaltoperator természetes modon kiterjeszthetd tetszéleges valos rendi derivéltope-
ratorra, azonban a Riemann-Liouville-féle definicié sziikséges ahhoz, hogy tetszéleges ¢ € R rend esetén
tudjuk vizsgalni az operator tulajdonsagait. Az altalunk hasznalt két definici6 elénye az, hogy természetes
utat mutatnak arra, hogy akar komplex rendre is kiterjessziik a derivalést.

A linearitds mindkét kimondott definici6é szerint teljesiil, tovabba amig Z-n beliil maradunk, addig
tagonként is elvégezhetd a derivalas. Azt fogjuk most vizsgalni, hogy ezen azonossagok gyengiiltek-e az
1.3.6 tételben szerepl6khoz képest.

Az egyméas utani derivalas mér egész rend esetén sem volt mindig igaz, hiszen a ¢ € Z~,r € Z*
esetben sziikség volt egy extra feltételre. Amikor a ¢, € R esetet vizsgaltuk, akkor a végss allitas, azaz
a 3.3.1 tétel megnevez két esetet, amikor a derivaltak felcserélhet&sége nem feltétleniil teljesiil — cserébe
kaptunk egy formulat arra, hogy mekkora az eltérés, és ez a formula specidlis esetként magéaba foglalja
az 1.3.6 tétel extra feltételeit.

A Leibniz-szabalyt sikeriilt forméajaban megérizni, azonban csak specialis fliggvénycsoportokra. A dol-
gozatomban azokat az eseteket tekintettiik, amikor f(z) és g(x) analitikus fiiggvény, vagy f(z) tetszGleges
g-adrendtien derivalhato fiiggvény, g(z) pedig polinomfiiggvény.
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A lancszabaly mar az egészrendii operator esetén is tulsdgosan bonyolult volt péar specialis esettdl
eltekintve — ez nem valtozott a tetszéleges rendd operator esetén sem, s6t annyit tan vesztettiink, hogy
q € Z~ esetén vissza tudtuk a g-adrendd derivaltat vezetni egy silyozott —1-edrendd derivaltra, ¢ € R~
esetén erre mar nincs lehetGségiink, és mar a ¢ = —1 esetben is nagyon bonyolult a formula (1 80. oldal).

Az als6 hatartél valo fiiggést gond nélkiil sikeriilt altalanositani, tovibba a Z-beli fiiggvények esetén
formulat tudtunk adni arra, hogy a g-adrendi derivalt hogyan viselkedik az alsé hatar kozelében, valamint
az alsod hatartol tavol. Végezetiil talaltunk egy formuléat arra, hogy egy fiiggvény eltoltja és atskalazottja
hogyan viszonyul az eredeti fiiggvényhez.

Osszefoglalva az 1.3.6 tételbeli azonossagok nagy részét sikeriilt altalanositani, azonban szinte min-
denhol kellett egy kicsit gyengiteni a tételeken, mindenhol fizettiink egy kis arat. Azonban valos fizikai
alkalmazésai is vannak a tortkalkulusnak, és az is latszik, hogy érdemes azt a kérdést is feltenni, hogy

komplex rendre is kiterjeszthet6-e a derivalas, emiatt a valés rendre vald kiterjesztés jol sikeriilt.
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4. fejezet

Kitekintés

Tanulményaim soran lattam, hogy az egyvaltozos valds fiiggvények kalkulusabol hogyan tudjuk felépi-
teni a tobbvaltozos, valamint vektorértéki fiiggvények kalkuluséat, a komplex fiiggvénytant, tovabba a
disztribucidéelméletet. Ez egy természetes kitekintési lehetGséget ad dolgozatomban: hogyan lehet tovabb
altalanositani a derivaltfogalmat, és ezt hogyan lehet tobb valtozoba atvinno?

A Griinwald-Post-féle és Riemann-Liouville-féle definiciok mllett tobb érdekes, emlitésre méltd defini-
ci6 is sziiletett.

Riemann egy 1953-as miivében |9| a Taylor-sorok fogalmét olyan modon bévitette ki, hogy a hatvany-

kitevék nem egészek, és ennek segitségével megadott egy altalanos formulat:

4.0.1. definicié. Legyen p,q € R. Ekkor

d2aP I'(p+1)

— pP—q

dz¢  T(p—q+1)

Ezen formula segitségével — ha a hatvanysorok derivalhatoak tagonként — mar tetszéleges q. derivaltjat
meghatarozhatjuk egy fiiggvénynek, amennyiben ismerjiik a hatvanysorat az altalanositott Taylor-sorok
szerint. Vegyiik észre, hogy ez a megkozelités egy hatvanyfiiggvény n. derivaltjanak egyfajta kiterjesztése.

Liouville 1832-ben |10| exponencidlis fiiggvények soraként elgallo fiiggvények ¢. derivaltjat hatarozta

meg altaldnosan:

4.0.2. definici6. Legyen f(z) = > 2, ck - e’ ® g € R. Ekkor f(x) g-adrendii derivaltja:

Zqu(l‘) E q . b
= Ck - bk -e’k
! k=0

Ebben a derivaltfogalomban felfedezhets e/ (*) derivalasanak szabalya. Krug 1890-ben |11 megmutat-
ta, hogy ez megegyezik a Riemann-Liouville-féle definiciéval a = —oo alsod hatéarral. Ugyanezen irdnyban
tovabbmenve szummaék helyett integralokkal is lehet definialni a g-adrendi derivaltat, ebbdl a Weyl-

integral [12| mindenképp emlitésre mélto, hiszen erésen hasonlit a Riemann-Liouville-féle definiciora:

4.0.3. definicié. Legyen f: R — R periodikus fiiggvény, ¢ € R. Ekkor f(x) g-adrendt derivaltja:

difz) [ f)
dzd _/(Ji—y)q“dy

— 00

Egy masik megkozelités az, amikor komplex vonalintegralokat vizsgalunk, és a Cauchy integréalformula

segitségével adjuk meg egy fiiggvény ¢. derivaltjat |13|, ha ¢ nem negativ egész:
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4.0.4. definicié. Legyen f: C — C fiiggvény, ¢ € R\ Z~. Ekkor f(z) ¢g-adrendd derivaltja:

)Tty [ 10
(= 2y

d
dx? 2.m-14 G

C

ahol C egy ¢ = 0-n atmend, 2-t egyszer pozitiv irdnyban kérbejard gorbe.

A (¢ —2)t = elat1)In(C=2) Yelyettesitéssel élve megmutathato, hogy ez a definici6 megegyezik a
Riemann-Liouville-féle definicéval a = 0 als6 hatar esetén. Vegyiik észre, hogy itt a Riemann-Liouville-
féle definiciot komplex szamokra hasznéltuk.

Riesz Frigyes 1949-ben |14 a definiciot komplex ¢ értékekre tekintette, és Re(q) < 0 esetben megmu-
tatta, hogy az integrédl konvergens, tovibba a 2.1.2 allitdsban szerepls tulajdonsig segitségével a teljes
komplex sikra kiterjeszthetd a fogalom. A fejezetben felsorolt, komplex integral alapi definiciok mind-
egyike vizsgéalhato ¢ € C esetben is, hiszen a Gamma-fiiggvény értelmezhetd komplex szamokra is.

A t6bbvéaltozos valos analizishez hasonloan a tortkalkulus is miivelhetd tobbvaltozoban: Odzijewicz,
Malinowska és Torres 2013-as cikke |15| ezen definiciokat igyekezett egységesiteni, és derivalasi szabalyokat
megadni — cikkiikben érnek el sikereket, de azt is beismerték, hogy a cikk frasanak idejében a téma még

friss volt.
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