NYILATKOZAT

Név: Matolesi David
ELTE Természettudomsnyi Kar, szak: Matematika BSc

NEPTUN azonosité: O20K87

Szakdolgozat cime:
Valtozatok a grifkapacitds fogalmara

A szakdolgozat szerzdjeként fegyelmi felelésségem tudatdban kijelentem, hogy a
dolgozatom ©ndll6 szellemi alkotdsom, abban a hivatkozdsok és idézések standard

szabdlyait kovetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a megfeleld idézés

nélkiil nem hasznaltam fel.

/W%//L l)Z)QII/fKZ

a hallgaté aldgirdsa

Budapest, 2022. 05. 30.

Scanned with CamScanner



EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

Matolesi David
Matematika BSc

Valtozatok a gratkapacitas fogalméara

Szakdolgozat

Kiils6 témavezets: Simonyi Gabor egyetemi tanar (BME)
Bels6 témavezets: Frenkel Péter egyetemi docens
Algebra és Szamelmélet Tanszék

Budapest, 2022



Koszonetnyilvanitas
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sét. Koszonom tovabbé rendkiviil alapos lektordlasat, melynek soréan sok kisebb hibét
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Koszonet illeti Frenkel Péter tanar urat is, aki elvallalta, hogy az intézményen beliili
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gozat megirashoz nyujott technikai segitséget, és Imolay Andrasnak a Tutte-tétel
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1. Bevezetés

Szakdolgozatom az informacioelmélet kérdéseivel foglalkozik, azon beliil is elsGsorban
a zéro-hiba informaciokiildés kérdéskorével.

Legf6bb forrdsom Csziszar Imre és Kérner Janos Information Theory cimt, a témaban
meghatéarozé konyvének masodik kiadasa volt [5].

Dolgozatom kezdetén bemutatok néhany, az informéciéelméletben alapvets fogalmat
és allitast, és roviden szot ejtek az e-hibaju forras- és csatorna-kodolasrol. Késébb
a Kapacitas tipusokon beliil alfejezetben szintén mélyebben targyalok egy, az infor-
macidelméletben altaldnosan hasznalt fogalmat. Ezek, a téma altalanos informa-
cidelméleti hatterét bemutato részek elsGsorban a konyv 1., 2. és 6. fejezeteinek
feldolgozasabol sziilettek.

Dolgozatom legnagyobb része a zéré-hiba informaciokiildés kérdéskorét jarja koriil,
ehhez legf6bb forrdsom Csiszar és Korner konyvének ezzel a téméval foglalkozo 11.
fejezete. Dolgozatomban bemutatok néhany, a tételek jelentésére ramutato példat, és
kapcsolodo tételt, ezek a 11. fejezethez tartozo feladatként szerepelnek a konyvben
bizonyitas nélkiil, itt azonban bizonyitassal egyiitt prezentalom &ket.

Az utolso fejezet a Witsenhausen-rata tulajdonsagait targyalja, ehhez a részhez elséd-
leges forrasom Simonyi Gabor On Witsenhausen’s zero-error rate for multiple sources
[TT] cimti 2001-es cikke volt.



2. Entroépia

Miel6tt ratérnénk dolgozatunk f6 témajara, a zéro-hibaju informaciokiildésre és graf-
kapacitasok fogalméra, elszor bemutatunk néhény alapfogalmat az altalanos infor-
mécidelméletbdl.

A témakor egyik legfontosabb fogalma az entropia.

2.1. Definici6. Adott egy véges X halmazon egy P valoszintiségi eloszlas. Ekkor P
entropiaja

H(P) =) —P(z)log P(z)

zeX

A definicibhoz érdemes megjegyezni, hogy a témakorben log a 2-es alapu logaritmust
jelenti, illetve gy definialjuk, hogy 0log 0 = 0. Ez annyiban indokolt, hogy

li 1 =0.
z1{1r(1)x ogxr =0

Ennek a fogalomnak a bevezetését az aldbbi kérdés motivalja:

Adott egy véges X betiihalmaz, amibdl egymastol fiiggetleniil P valoszintségi el-
oszlassal érkeznek betiik a forrasbol. Az adé az igy kapott betiiket szeretné minél
hatékonyabban tovabbitani a vevének egy binaris koddal.

Az f: XF — {0,1}" és ¢ : {0,1}" — XP* fiiggvény-part blokk-kodnak nevezziik, a
fliggvények azt jelolik, hogy az add f szerint kiild binaris iizenetet, a vevd pedig azt
¢ szerint dekodolja.

Ekkor a hiba valoszintisége, tehat azé, hogy a vevé nem azt a bettisort dekodolja, ami
a forrasbol érkezett,

e(f,¢) = Prlp(f(X*)) # X"

2.2. Definicié. Adott k pozitiv egészre és € > O-ra n(k,e)-nal jeloljiik a legkisebb
olyan n-et, amire létezik f : X* — {0,1}" és ¢ : {0,1}" — X* blokk-kod, amire a
hiba valoszintisége e(f, p) < e.

2.3. Tétel (Shannon forraskodolasi tétele). Egy X wvéges halmazon megadott P va-
losziniiséqi eloszlds mellett

minden € > 0-ra.

Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy elég hosszu blokkokat hasznalva atlagosan H(P)
bit elkiildése kell egy bettinyi informacié tovabbitéasahoz, kis valoszintiségt hibat meg-
engedve.

Ennek a tételnek egyszeri kovetkezménye az alabbi, hasznos allitas:
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2.4. Allitas. Egy X betdhalmazon értelmezett tetszdleges P valdszinidségi eloszldsra

H(P) <log|X]|

Bizonyitds. Ha |X|¥ minden elemének kiilon kodot adunk, az tetrmészetesen hiba
nélkiil dekédolhato, és

= [log |X "]

bit kell hozza, tehat az optimélis atkiildési arany,

1
H(P) < lim —[log |X|*] = log | X].
k—oo k

Ugyanez az allitas algebrailag is bizonyithato, az alabbi lemma segitségével:

2.5. Lemma.

i x;logx; > <i xz) log #
=1 i=1

Bizonyitds. Az xlogx fliggvény masodik derivaltja % > 0, tehat a fliggvény konvex,
igy hasznélhato ra a Jensen-egyenlStlenség, a Lemmaban szerepld egyenlGtlenség ezzel
ekvivalens.

O

Ennek segitsgével pedig valoban kijon, hogy egy n elemid X halmazra

P 1
n
zeX zeX

n

Erdemes még bevezetniink a feltételes entropia fogalméat:

2.6. Definici6.
H(Y|X) =) Px(x)HY|X =)

rzeX

A feltételes entropiarol alapvets allitas az alabbi, ami akar alternativ definicioként is
hasznalhato:



2.7. Tétel.
HY|X)=H(X,Y)—- H(X)

Ebbiol kovetkezik az alabbi, "lancszabaly"-nak nevezett felirds:

H(Xy, ..., Xp) = H(X1) + H(Xo|X0) + H(X3] X1, Xo) + .+ H(Xo[ X0, Xy

Bizonyitds.

H(X,Y) = - Z P(z,y)log P(x,y)
- Z ZPX )Py (y| X = z)log(Px(7) Py (y| X = x))
=Y Px(v) (Z Py (y|X = x)log Px(z) + > Py(y|X = z)log Py (y| X = fL’))
= " Px(2)(log Px(x) — H(Y|X = z)) )+ > Px(@)H(Y|X = z)

Tehat valdéban

H(Y|X)=> Px(x)H(Y|X =z) = H(X,Y) — H(X)

rzeX

Erdemes még megemliteni az ugynevezett kozos informécié fogalmat:

Legyen W egy sztochasztikus matrix, ami egy véges X bettihalmazbol egy véges
Y bettihalmazba képzé csatornat reprezental: ha egy x € X betiit kiildenek at a
csatornan, akkor W (y|z) valoszintiséggel jelenik meg y a csatorna tuloldalan.

Ekkor egy X halmazon értelmezett P valoszintiségi eloszlasra legyen

H(W|P) = P(x)H(W(|x),

zeX

ez azt mutatja, hogy ha P eloszlassal sorsoljuk ki a csatornan atkiildétt bettt, ak-
kor varhato értékben H (W |P) lesz a kimeneti betii eloszlasanak entropiaja, ha mar
ismerjiik a bekiildott = bettit.

Mivel W egy sztocahisztikus matrix, igy W P maga is egy valoszintiségi eloszlas Y -on,
méghozzéa a kimenet valoszintiségi eloszlasa, ha a bemenetet P szerint sorsoljuk ki.

2.8. Definici6. A P valoszintiségi eloszlas mellett legyen (P, W) a bemenet isme-
retébdl kapott informéacié a kimenetre, ahol

I(PW)=H(WP)— H(W|P)

Ez a mennyiség azt kivanja kifejezni, hogy varhato értékben mennyivel csokken sza-
munkra a kimenet bizonytalansaga (entropidja), ha megismerjiik a bemenetet.
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3. Kapacitas fogalmak

3.1. Csatornak s-kapacitasa

Most ratériink az informécidelmélet egyik alapvetd kérdéskorére, a zajos csatornak
probléméjara.
Az ado lizenetet szeretne kiildeni a vevének, azonban a csatornan atkiildott bettk

nem pontosan érkeznek at, és van esélye, hogy két kiilonbozé elkiildott bet ugyanigy
jelenik meg a csatorna tuloldalén, igy a dekddolas nem egyértelmii.

A W csatornét leirhatjuk matrixként:

X az ado6 altal kiildhet6 bemeneti betiik halmaza, és Y a csatorna masik oldalan meg-
jelend kimeneti bettik halmaza, és W (b|a)-val jeloljiik annak a valoszintiségét, hogy
ha a bet volt a bemenet, akkor b betii jelenik meg a csatorna tiloldalan kimenetként.

Dolgozatunkban kizarolag az tugynevezett "emlékezet nélkiili" csatornakkal foglalko-
zunk. Ezekre tobb bet elkiildése esetén betiinként fiiggetlen esemény, hogy mi jelenik
meg kimenetként. Uzenetkiildésre n-betiis szavakat hasznalunk. Egy 2 € X™ sz6t el-
kiildve W™(y|z) valoszintiséggel jelenik meg y € Y™ sz6 a tuloldalon, ahol x = z;...x,
és y = yi...y, szavakra

n

W(ylz) = [T Wyl

i=1
Tovabba
3.1. Jelolés. A C Y halmazra W"(A|x) = Y. W"(y|z).

ycA

Uzenetek egy M halmazat akarja az adé elkodolni a vevének, a kodot egy f: M — X™
kodolo, és egy ¢ : Y™ — M dekodold fiiggvény adja meg. Ha az ad6 az m € M
tizenetet akarja kodolni, akkor elkiildi a csatornan az f(m) € X" kodot, a csatornan
kijon egy y € Y kimeneti sz0, és a vevs ezt p(y)-ként dekodolja.

3.2. Jeldlés. ot (m)={y € Y": p(y) = m}
f és ¢ akkor adnak e-j6 kodot,
W (m)|f(m)) =1 —¢

minden m € M iizenetre, azaz barmilyen iizenetet kell is elkiildeni, e-nal kisebb az
esélye, hogy a vevs azt rosszul dekddolja.

3.3. Definici6é. Legyen M (n) a legnagyobb olyan M tizenethalmaz mérete, aminek
létezik e-jo kddolésa n-hossz szavakkal.

Definaljuk a graf e-kapacitasat, ami azt fejezi ki, hogy optimiélis kddokkal bettinként
hény bit informaci6 kiildhets 4t a csatornan, formalisan



3.4. Definicié. )
C.(W) = sup —log M(n)

nezt+ 1

A csatorna kapacitisa pedig ezeknek az értékeknek az infémuma,

C(W) =limC..

e—0
Errél egy fontos tétel az alabbi:

3.5. Tétel (Shannon csatornakodolasi tétel). Minden 0 < e < 1-re
C.=C= m}gx[(P, W)

Ennek a tételnek a bizonyitasa megtalalhatd Csiszar és Korner Information Theory
cimd konyvének 6. fejezetében, azonban itt kihagyom a bizonyitast, mivel jelen dol-
gozatom témaja inkabb a zéro-hiba kommunikécié és az ehhez kapcsol6do, kombina-
torikai jellegd problémak, igy ez a tétel az e-hibaji kommunikéciorol csak kontextust
ad a kovetkezGkben szerepls tételekhez.

3.2. Grafok Shannon-kapacitasa

Minket jobban érdekel az az eset, amikor tgy kell az {izenetek kodjat a csatornén
atkiildeni, hogy e valdszintiségi hibat sem engediink meg, hanem a vevének minden
esetben ki kell talalnia, mi volt az eredeti iizenet.

Legyen egy n-hosszi x kodszora és W csatornara

Sw(x)={yeY" : W"(y|z) > 0}.

A hiba nélkiil dekédolhaté informaciokiildéshez az kell, hogy az ado6 egy olyan C' C X™
halmazbol valassza az elkiildott lizeneteket, amelyben semelyik két sz6 sem eredmé-
nyezheti ugyanazt a kimenetet a csatorna tuloldalan, azaz Sy (x1) N Sw(xg) = 0
minden x; # x5 € C kodszoé-parra.

N (W, n)-nel jeloljik a legnagyobb C' C X™ kodszo-halmaz méretét, amelynek megvan
ez a tulajdonsaga.

3.6. Definicié. Egy W csatorna zér6-hiba kapacitasa
1
Co(W) = sup — log N(W,n).
n n
Ez a definci6 azt fejezi ki, hogy optimalis blokk-koédokat hasznalva, bitenként mennyi

informacio kiilldhets at a csatornan.

Megmutatjuk, hogy ez a fogalom grafok tulajdonsigaként is kifejezhetd:



Minden W csatornéhoz tartozik egy G(W) graf, amelynek a csticsai X elemei és x4
¢és x9 bettik akkor vannak Osszekotve, ha Sy (z1) és Sy (22) halmazok diszjunktak,
azaz ha a két betii Gsszetéveszthetetlen.

Egy G graf G™ hatvanyat a ko-normaélis graf-szorzason keresztiil definialjuk: G™ cstcs-
halamaza V(G)" és (v, va, ..., v,) és (wq,ws, ..., w,) csiucs-sorozatok pontosan akkor
szomszédosak, ha 1étezik olyan 1 < i < n, hogy v; és w; szomszédosak G-ben.

Ekkor észrevehetjiik, hogy G(W)" = G(W™), mivel G(W™) csicsai az n-hosszi sza-
vak, és két sz6 éppen akkor van Osszekotve, ha nem OsszetéveszthetGek, vagyis van

olyan hely a két széban, ahol olyan bettik allnak, amik nem adhatjak ugyanazt a
képet W-ben.

3.7. Jelolés. Egy G graf klikkszamat w(G)-vel jeloljik, ez a G graf maximalis klikk-
jének csticsszamat jelenti.

Eszerevehetjiik, hogy az n-hosszt kodszavak egy C részhalmaza pontosan akkor ad
megfelel6 kodot, ha az elemei klikket alkotnak a G(W)"-ben, mivel az jelenti azt,
hogy a kédszavak nem OsszetéveszthetGek.

Tehat értelmes definialnunk az alabbi mennyiséget:

3.8. Definicié. [9]
A G graf Shannon-kapacitéasa

1
C(G) = sup - logw(G™).

Az imént megmutattuk, hogy ez ekvivalens a zéré-hiba informéciokiildéshez tartozo
kapacitassal, azaz

3.9. Allitas.
Co(W) =C(G(W))

3.10. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy Shannon eredetileg a graf komple-
menterével vezette be a fogalmat, és a mai napig az irodalom jelentGs részében ezt
hasznaljak:

Az alternativ jelolés mellett egy W csatorndhoz tartozé G(W) grafban éppen az
Osszetéveszthetd betiik vannak 0sszekotve, és ebben az alternativ jelolésben Canp-
del jeloljiik a Shannon-kapacitést, és

1
CAND(G) = sup — log Oé(Gn),
n N
ahol « a graf fiiggetlenségi szama és a graf-hatvanyozas is méasképpen torténik: két
sorozat akkor van 0sszekdtve, ha minden helyen azonos vagy szomszédos betti szerepel
benniik.

Ezen dolgozat nagy részében azonban a Csiszar-Korner konyvben hasznélt, fentebb
bemutatott definiciét hasznaljuk, mivel latni fogjuk, hogy az iranyitott grafokra vo-
natkozo Sperner-kapacitas esetén ez a definici6 lényegesen természetesebb.
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Dolgozatunk végén, a Witsenhausen-rata targyalasanal majd részletesebben is fogal-
kozunk a Cynyp alternativ jeloléssel.

a limit:
3.11. Tétel. ]

C(G) = JLIEOEIng(G )
Bizonyitds. Konnyt latni, hogy ha B egy klikk G™-ben és C' egy klikk G™-ben, akkor
B x C egy klikk G™"-ben, igy w(G™™) > w(G™)w(G").
Legyen a, = logw(G™). Ekkor az el6z6 szerint a1, > ay, + a,, és minden a,, nem-
negativ, ugyanis minden grafban van egy-csicsi klikk. Belatjuk, hogy ennyi feltétel
elég ahhoz, hogy %= konvergal a szuprémuméhoz.

]

3.12. Lemma (Fekete-lemma). Ha a nem-negativ a, sorozat szuperadditiv, azaz
Ui = A + @, minden m,n € Z*-ra, akkor e konvergens és

lim — = sup —
n—oo N n N

Bizonyitds. Tetsz6leges n > 1-re igaz, hogy minden m pozitiv egész felirhato cn + d
alakban, ahol 0 < d < n, igy

Ay > Ay + Gp + ... + @y + ag = cay, + ag > ca, + min{0, aq, ..., a, 1},
ahol ezt a csak n-tdl fiiggd minimumot h,-nel jeloljik. Ekkor

am>can+hn cn <an hy,
m — cn+d ~en+d

n cn

Ahogy c tart a végtelenhez, gy 'Z—Z —0és 22 — 1, 1gy

. . 0y Qnp,
liminf — > —.
m—oo 1M n

Ez minden n > 1-re teljesiil, ezért

. .. ca a
liminf = > sup —.
m—oo M n
Ekozben nyilvanval6an
) U, G,
limsup — < sup —,
n

m— 00

igy valoban létezik a hatarérték és

. an an
lim — =sup —.
n—oo M n
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Sajnos altalanossagban nehéz meghatarozni egy graf Shannon-kapacitasat, csak né-
hany specialis grafét ismerjiik.

Sokaig a teriilet fontos nyitott kérdése volt az 5 csiicsit kor Shannon-kapacitasa. Nem
nehéz ellendrizni, hogy ha G az 5 csticsti kor, akkor G?-ben talalhato egy 5 csticst
klikk, igy

1 1 1
C(G) = sup — logw(G") > élogw(GQ) = §1og 5.
n N
Ennek a becslésnek az élességét végiil Lovasz Laszlo bizonyitotta egy 1j, a kapacitéast
feliilr6l becsiils, 6-nak elnevezett grafparaméterrel, amelynek viselkedését azota is
sokan kutatjak.

3.13. Tétel (Lovasz). [7]

Az 5 csicsi kor Shannon-kapacitdsa %log D.

Ennek a tételnek a bizonyitasa sok helyen megtalalhaté magyar nyelven is, koztiik
Schwarcz Tamas 2018-as BSc szakdolgozataban [13], ezért tgy dontéttem, hogy nem
mutatom be Gjra ezt a bizonyitast, helyette a tobbi kapacitas-fogalomra helyezek
nagyobb hangstlyt.

3.3. Csatornak csalddjanak kapacitasa informalt vevével

Fontos kérdéskor, hogy milyen hatékonysagu informacivatadas folytathato, ha az ado
és vevs nem feltétlentil ismeri, hogyan miikddik a csatorna, amely 6sszekoti Gket.

Azt feltételezziik, hogy a csatorna mindenképp egy ismert X és Y bettthalmaz kozott
vezet, illetve, hogy az add és a vevs is ismerik azt a véges VW halmazt, amibdl a
csatorna kikeriilhet.

El6szor azt az esetet viszsgéljuk, amikor legalabb a vevd tudja, hogy melyik csatorna
van hasznalatban.

Ha mindketten informaltak, az nem egy izgalmas probléma, ugyanis akkor egyszertien
minden lehetséges W csatornara készitenek kiilon egy arra a csatornara optimélis
kodot, és mikor mindketten latjak, hogy a W csatorna keriil hasznalatra, akkor az
ahhoz tartozo koddal kommunikalnak, tehat ennek a problémanak a megoldésahoz
nincsen sziikségiink 1j fogalmakra.

Ha a vev§ informalt arrél, hogy mi a csatorna, de az adé nem, az egy érdekesebb
eset, most ezzel fogunk foglalkozni.

Ebben az esetben csatornék csaladjanak is definialhatjuk a kapacitéasat a fentiekkel
anal6g modon:

Legyen N(W,n) a legnagyobb M iizenethalmaz mérete, amire teljesiil, hogy barme-
lyik csatorna is keriil hasznalatra W-bél, az ado tetszéleges iizenetet el tud kiildeni
M-bél, egy X™-beli szo6t hasznalva, tgy, hogy a megérkezd Y"-beli szo6bol a vevs
egyértelmtien dekodolni tudja, hogy mi volt az M-beli iizenet.
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3.14. Definici6. A csatornak VW csaladjanak nulla-hibaju kapacitasa
1
Co(W) = sup —N(W,n)

Minden W € W csatornahoz vessziik a hozzé tartozo G(W) grafot, és Gyy-vel jeloljitk
a

{GW): W e W}

csaladjat a grafoknak. Ekkor X"-ben akkor jo kodszavak egy C' halmaza, ha C'
elemei barmely G € Gy grafra szomszédosak G"-ben, azaz Osszetéveszthetetlenek a
vevl szamara.

Vagyis

Co(W,n) = sup %w( ﬂ G")

n GeGyy

A Teétellel megegyez& modon belathatd, hogy a szuprémum itt is egyben limesz,

Ennek a Cy(W) értéknek a a meghatérozasa egy nehéz probléma, erre vontakozik
majd a kés6bbiekben bemutatott Gargaon-Korner-Vaccaro-tétel.

Elstte azonban megvizsgalunk egy masik esetet is, hogy a bevezetett 1j fogalmakkal
teljes altaldnossdgaban mondhassuk ki a Gargano-Korner-Vaccaro-tételt.

3.4. Csatornak csalddjanak kapacitasa nem informalt vevével

Most elkezdjiik vizsgélni azt az esetet, amikor sem az add, sem a vevsé nem ismeri,
hogy W-bdél melyik csatorna van hasznalatban.

El6szor roviden megvizsgaljuk azt az esetet, amikor az adé informélt arrdl, hogy W
melyik csatornajat hasznaljak, csak a vevé nem.

Legyen W = {W;, Ws, ..., Wi }. Ha létezik olyan W € W, amiben barmely két X-
beli betd adhatja ugyanazt a kimenetet a W csatornan, akkor semmilyen informéci6
nem kiildhet§ at hiba nélkiil, mert ha éppen a W csatornéat kell hasznalnunk, akkor
barmely két elkiildott iizenet adhatja ugyanazt a kimeneti szot.

Ellenben, ha minden W; € W-re léteznek z; és z; betiik, amik nem adhatjak ugyanazt
a kimenetet, akkor az xixs...x) és 212o...2; szavak nem OsszetéveszthetGk semelyik
W; € Wh-re, igy egy bitnyi informéciét mar at tud kiildeni az ad6 a vevének.

Ezt ismételve az ad6 korlatos sok 1épésben meg tudja kiildeni a vevének azt az infor-

“ .0,
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Ezzel korlatos sok lépésben visszavezethetik a problémat arra a helyzetre, amikor az
ado és a vevd is informalt, és a korlatos sok kezdeti 1épés nem befolyésolja a limeszként
megkapott kapacitast.

Mostantol azt az érdekesebb esetet vizsgaljuk, amikor sem az add, sem a vavé nem
iformalt arr6l, hogy melyik csatorna van hasznalatban.

Ehhez bevezetjiik az alabbi hozzarendelést:
3.15. Definicié. W &atmeneti sztochasztikus matrixok egy csaladja egy kozos X
bemeneti és Y kimeneti dbécével. A matrixok minden (V, W) rendezett parjahoz

hozzarendeljiik a Gy, irdnyitott grafot az X cstcshalmazon. Ebben a grafban egy
a betibdl pontosan akkor fut él b-be, ha

Sv(a) N Sw(b) = @,
azaz ha az a bet(t kiildve a V csatornan és a b betiit kiildve a "W csatorndn nem
kaphatjuk ugyanazt a kimenetet.

Az igy kapott iranyitott grafok csaladjat G(W)-nek nevezziik, ez a W-hez rendelt
irdnyftott gréafcsalad.

Most definidljuk a kapacitast nem informalt adoéra és vevére:

3.16. Definicié. A kodszavak egy C' C X" halmaza megfelels, ha létezik olyan
p Y™ — C dekodolo fiiggvény, hogy barmely W € W csatorna és x € C' kodszo
esetén

W™ (z)|2) =1,
azaz biztosan olyan kimenet érkezik a csatorna tiloldalan, amit a vevé x-nek dekoédol.
A legnagyobb ilyen megfelels C' C X™ kodszo-halmaz méretét N*(W, n)-nel jeloljiik.

A W csalad kapacitasa nem informalt vevével ekkor

1 1
Co(W) =sup —log N*(W,n) = lim —log N*(W,n)

n n n—oo N

C' C X" akkor megfelels kodzo-halmaz, ha tetszéleges C-beli (z, z) rendezett parra,
ahol z # z és W-beli (V, W) (nem feltétleniil kiilonb6z6) rendezett parra

Sv(x) N Sw(Z) - @,

maskiilonben a vevé nem tudna biztosan jo ¢ fliggvényt létrehozni, ugyanis kaphatna
olyan kimenetet, amirél nem tudhatja, hogy az z bemenetbdl kapta a V' méatrix
szerint, vagy a z bemenetbdl a W matrix szerint. Ha viszont ez a feltétel teljesiil,
akkor konnyd megfelels ¢ dekodolast csindlni, mert minden kimeneti sz6 legfeljebb
egy C-beli sz6bdl szarmazhat.

Sv(l’) N Sw(Z) = (Z)
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azzal ekvivalens, hogy van olyan i koordinata, amire

Sv(iﬁl) N Sw(zz) = @,

azaz létezik olyan i koordinata, amire a Gy, grafban x;-bél él fut zi-be. A graf-
szorzas szabalya szerint ez azzal ekvivalens, hogy G?VW)-ben él fut 2-bdl z-be.

(A grafszorzas iranyitott grafokra az irdnyitatlan grafszorzas termeészetes kiterjeszté-
se, a formaélis definiciojat hamarosan kimondjuk.)

Ennek minden rendezett (V, W) parra és rendezett = # z € C péarra teljesiilnie kell,
tehat C' barmely két pontja kozott mindkét iranyba él fut minden G?VW) grafban.

Ezzel eljott az ideje, hogy bevezessiik a grafkapacitas fogalmat iranyitott grafokra:

3.5. Sperner-kapacitas

3.17. Definici6. F' és GG iranyitott grafok szorzata F'- G csucshalmaza a csicshalma-
zok direkt-szorzata, és (v, w;)-bol akkor vezet él (vy, wsy)-be, ha v1-bdl él vezet va-be
vagy wi-bdl éle vezet wy-be. Egy graf hatvanya ezen a szorzason keresztiil definialt,
azaz a hatvany-grafban akkor vezet él az egyik csticsbdl a masikba, ha legalabb az
egyik koordinataban ¢l vezet.

3.18. Definicié. Egy G iranyitott gratban S egy szimmetrikus klikk, ha S barmely
két csiicsa kozott mindkét iranyban él fut.

ws (@) jelzi a G irdnyitott grafban a legnagyobb szimmetrikus klikk méretét.

3.19. Definicib. )
C(G) = lim —logws(G™)

n—oo N

az iranyitott graf Sperner-kapacitésa.

A Shannon-kapacitashoz hasonléan a Sperner-kapacitas is kiterjeszthets graf-csaladokra:

3.20. Definicié. Iranyitott grafok egy G csalddjanak Sperner-kapacitasa

C(G) = lim llogwg(ﬂ G")

n—oo N,
Geg

Mint latni fogjuk, a Shannon-kapactids a Sperner-akapcitas egy specialis esete, ez
indokolja a megegyez6 C(G) jelolés hasznélatat.

A limesz létezése ugyantgy bizonyithat6, mint a nem irdnyitott graf esetén, a
Farkas-lemma segitségével.

Mint az el6z6 rész végén levezettiik, nem infromalt ad6 és vevd esetén C' C X"
pontosan akkor megfelel6 kodszo-halmaz, ha C' szimmetrikus klikk G(W) minden
eleme szerint, azaz



Erdemes megjegyezni, hogy az iranyitott grafok és a Sperner-kapacités vizsgalata teszi
célszertivé, hogy Csiszar és Korner, és ket kovetve ez a dolgozat is, azt a jelolést
hasznélja, hogy egy W csatornahoz rendelt G(W) graftban az Osszetéveszthetetlen
bettik vannak Osszekotve.

A szakirodalom jelentds része ennek a definiciénak éppen a komplementerét hasznalja.
Az esetek tobbségében a két definicié hasonlé kényelemmel hasznalhato, azonban a
nem informalt ad6 és vevd esetén iranyitott grafok bevezetése sziikséges, és itt az
altalunk hasznalt jelolések lényegesen kényelmesebbek.

Erdemes még a név eredetét megemliteni:

Ha G-nek 2 csticsa van (nevezziik {0,1}-nek), amik kozott mindkét iranyba él fut,
akkor a G"-beli 0 — 1 vektorok tekinthetSk egy n elemd halmaz részhalmazainak
karakterisztikus vektoraként. Két vektor kozott akkor fut mindkét iranyba él G"-
ben, ha létezik olyan koordinata, ahol az egyik 0 és a masik 1, és olyan is, ahol az
egyik 1 és a masik 0, azaz mindkét vektorhoz tartozé halmaznak van olyan eleme,
ami nincs benne a masik halmazban, vagyis egyik halmaz sem tartalmazza a mésikat.

Tehat ekkor G™-ben a legnagyobb szimmetrikus klikk keresése ekvivalens azzal a kér-
déssel, hogy hany részhalmaza valaszthato egy n elemi halmaznak Ggy, hogy semelyik
se tartalmazza a masikat. A Sperner-tétel azt mondja ki, hogy az ilyen részhalmazok
maximalis szama (Lg j)'

Fontos latni, hogy minden egyszerd graf megkaphat6 irdnyitott grafként, ahol két
csucs kozott vagy nem fut, vagy mindkét irdnyba fut él. Ilyenmoédon a Shannon-
kapacitas meghatarozasa egy specialis alesete a Sperner-kapacitas meghatarozasanak
az ilyen fajtaju grafokra. Eppen ezért a tovabbiakban csak a Sperner-kapacitésrol
latunk be allitdsokat, mert ugyanazok érvényesek lesznek a Shannon-kapacitésra is.

Viszont altaldnossagban a grafok iranyitottsaga nem elhagyhaté a Sperner-kapacitas

c s

stak lehetnek, amint ezt az alabbi szép tétel szemlélteti:

3.21. Tétel (Calderbank, Frankl, Graham, Li, Shepp). [10/

A hdrom hosszu irdnyitott kér Sperner-kapacitdsa log 2, mig a 3 csucsi tranzitiv to-
urnament Sperner-kapacitdsa log 3.

Bizonyitds. ElGszor a 3 cstucsu tranzitiv G gréafra latjuk be az allitast. A cstucsokat
0,1 és 2 sorszamokkal latjuk el, két cstics koziil mindig a kisebb sorszamubol vezet él
a nagyobb sorszamiiba.

Vessziik az olyan {0, 1,2}"-beli vektorokat, amikben a koordinaték osszege n. Két
kiilénbo6z6 ilyen vektor kozott mindig mindkét iranyban él fut a G™ grafban, ugyanis
a vektorok kiilonbozdsége miatt van olyan koordindata, ahol az egyik nagyobb mint
a masik, és mivel az Osszeg megegyezik, lennie kell egy masik koordinatdnak, ahol
pedig a mésik nagyobb mint az egyik.

A centralis hatareloszlas tételét hasznélva az n Osszegi vektorok széma nagysagren-

dileg
371
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tehat

C(G) = lim llogoug(G") > log 3

n—oo M

és vilagosan C'(G) < log 3, igy az egyenlGség teljesiil.

A 3 hosszu iranyitott kor esete ennél nehezebb, ehhez egy segédtételt fogunk belatni,
amelybdl kijon az allitas egy érdekes altalanositéasa.

]

3.22. Definicid. Vessziik egy G graf Osszes szabalyos ¢ szinezését. G minden v csi-
csara megnézziik, hogy v szomszédai (vagy iranyitott graf esetén kiszomszédai), v-t is
beleértve hany szinnel szinezettek a ¢ szinezésben. Vessziik ezen értékek maximumat
G csucsai kozott, ez egy ¢ szinezésre jellemzd érték. Az Osszes lehetséges ¢ koziil
vessziik ennek az értéknek a minimumat, ez a lokalis kromatikus szam, jele ¢¥(G).
Roéviden,

¥(G) = min max [e(N ()|

3.23. Tétel (Korner, Pilotto, Simonyi). [12/

<_
Ha G egqy iranyitott grdaf és G -vel jeloljik azt az iranyitott grdafot, amit gy kapunk,
hogy G minden élének irdnydt megforditjuk, akkor

C(G) < min{log ¥(G), log (G}

Bizonyitds. A polinomialis moédszer segitségével bizonyitjuk az allitast. G egy c szi-
nezésében minden szinhez hozzéarendeliink egy kiilénb6z6 valos szamot.

Legyen A olyan n hosszi vektorok halmaza, amik szimmetrikus klikket alkotnak G"-
ben. Minden a = (ay, ..., a,) € A vektorhoz hozzarendeljiik az alabbi polinomot:

fawyaa, ) =] [ (zi—0),

i=1 bee(N (a;))

ahol a mésodik produktum az a; csics kiszomszédjain fut végig.

fa(x1, To, ..., z,,) pontosan akkor 0, ha valamelyik x; érték a; egy kiszomszédja szinének
felel meg.

Ha az A-beli cstucs-sorozatokhoz tartozd szinsororozatokat helyettesitjiik be f,-ba,
akkor az a-hoz tartozo szinsorozatra 0-t6l kiilonb6z6 értéket kapunk, mivel a szine-
zésben nem keriilhetnek azonos szinek szomszédos csticsokra, viszont minden a-tél
kiilonb6zd A-beli cstucs-sorozatra f, = 0, mivel A elemei szimmetrikus klikket alkot-

nak G"-ben.

Tehat az a € A vektorokhoz rendelt f, polinomok mind fiiggetlenek, mert egy linearis
kombinaciojuk csak akkor vehet fol O értéket az Osszes A-hoz tartozo szinezésen, ha
mindegyik polinom stlya 0.
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Masrészt mindegyik polinomnak n valtozdja van, és minden valtozo legfeljebb

N
masc [e(N ()

kitevével szerepel, igy a lehetséges monomok szama legfeljebb

(1 e eV )

veV(G)
tehat a polinomok tere legfeljebb ennyi dimenzids, vagyis
Al < [ max |¢(N(v
A1 < (s €50

Ez minden c szinezésre teljesiil, ezért

Al < (@)™

Mivel ez minden A szimmetrikus klikkre igaz, ezért C'(G) definiciojabol kovetkezen

C(G) < logv(G).

e
Mivel vektorok egy halmaza pontosan akkor szimmetrikus klikk G™-ben, mint G"-
ben, ezért ugyanazen bizonyitassal belathato, hogy

C(G) <log (),

ezzel a tételt belattuk.
O]

Most mér ratérhetiink a 3-hosszu kor kapacitasara, egy altalanosabb allitast bizonyit-
va:

3.24. Tétel (Korner, Pilotto, Simonyi). [12]

Egy pdratlan kor szinte minden irdnyitdsinak log2 a Sperner-kapacitisa. Az egyet-
len lehetséges kivétel a kvdzi-alterndlo irdnyitds, amiben eqy kivételével minden csics
kifoka 0 vagy 2.

3.25. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy ennek a tételnek a bizonyitasa sok,
egymasra épuls tételen keresztiil tortént, eldszor A.R. Calderbank, P. Frankl, R.L.
Graham, W.-C.W. Li és L.A. Shepp bizonyitotték az allitast haromszogre [10], késébb
Blokhuis [2] ajra bizonyitotta az itt bemutatott polinomialis modszerrel, majd ezt a
bizonyitast Noga Alon [I] altalanositotta, és végiil erre épitve mondta ki Korner,
Pilotto és Simonyi az itt szerepl tételt.
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Bizonyitds. Egy n csicst korben a kifokok Osszege n, ez pératlan, tehat paratlan
sok csticsnak 1 a kifoka, vagyis egy nem kvazi-alternal6 iranyitasban legalabb harom
olyan cstcs van, aminek 1 a kifoka.

Kivalasztunk harom ilyen csiicsot. Ha barmely ketté kozott paratlan a tavolsag,
akkor beszinezziik ket harom kiilonbozd szinre, és két kivalasztott cstucs kozti koriven
felvaltva szinezziik a csiicsokat a két végpont szinével. Ekkor mindegyik csticsnak csak
egyféle szint kiszomszédja van.

Ha a kivalasztott csticsok koziil A és B csticsok tavolsaga paratlan és B és C, illetve
C és A tavolsaga paros, akkor C-bdl pontosan az egyik iranyba mutat kifele él, az
altalanossag rovéasa nélkiil feltehetd, hogy B iranyaba. Ekkor B-t kékre, A-t és C-t
pedig pirosra szinezziik. Az AB koriv és a C'A koriv cstucsait felvaltva szinezziik kékre
és pirosra, ez a paritdsok miatt helyesen megtehets. A BC koriv cstcsait pedig kékre
és sargara szinezzik felvaltva B-t6] kezdve, amig bele nem titkoziink a piros szind C
csucsba. Ekkor is teljesiil, hogy mindegyik csticsnak csak egyféle szini kiszomszédja
van.

Tehat ¢(G) = 2. Ebbdl kovetkezik az eléz tétel alapjan, hogy C(G) < log 2.
Masrészt log 2 kapacitds mar egy egyetlen iranyitott élbél allo graffal is elérhetd:

A két cstucsot 0-nak és 1-nek nevezziik, és vessziik azokat a vektorokat, amikben az
Osszeg |5 ]. Barmely két ilyen vektor esetén van olyan koordinita ahol az egyik, és
olyan, ahol a masik nagyobb, és ezen vektorok szama (LZ J), és

2

1
lim —log< Z ) = log 2,

tehat C(G) =log2 = 1.

4. Gargano-Korner-Vaccaro-tétel

4.1. Kapacitas tipusokon beliil

Meil6tt kimondhatnank a graf-csaladokra vonatkozo kdzponti tételiinket, a Gargano-
Ko6rner-Vaccaro-tételt, még be kell vezetniink egy, az informécidelméletben tobb he-
lyen hasznos fogalmat.

4.1. Definicié. Tp C X" a P tipusu szavak halmaza, azaz azon n-hosszi szavak
halmaza, amiben X betiinek eloszlasa éppen P.

Az n-hosszu szavak kozott el6fordulo betteloszlasok halmazat P,-nel jeloljik, |P,| a
kiillonb6z6 tipusok szama, és erre egy felsé becslést ad az alabbi, rendkiviil egyszert,
de meglepden fontos lemma:

4.2. Lemma (Tipus szamlalo lemma). [5]
Pl < (n+ 1)
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Bizonyitds. Mind az | X| kiilonb6z6 betii szama 0 és n kozott van a szoban, igy a
lehetséges eloszlasok szama legfeljebb (n + 1)/X1.

O
Az egy tipusba tartozoé szavak szamarol is kimondunk egy hazsnos lemmét:

4.3. Lemma. A véges X halmazon vesziink Py, Ps, ... eloszldsokat, ahol P, € P, és
a P, Py, ... eloszlasok a P eloszldshoz konvergdlnak abban az értelemben, hogy

sup |P,(x) — P(x)| — 0,

zeX

ahogy n tart a végtelenhez. Ekkor teljestil, hogy

1
lim —log |Tp,| = H(P)
n

n—o0
Bizonyitas.

1
et =e

reX

igy a Stirling-formula szerint

lim % log |Tp,| = lim ((logn—1)=Y " P,(z)(log n+log P, (x)—1)) = = > _ P(x)log P(x) = H(P)

n—o00
rzeX zeX
]

A tipusokat gyakran érdemes kissé tagabban értelmezni:

4.4. Definicié. Legyen [P]; azon @ eloszlasok halmaza, amikre |P(x) — Q(z)] < 6
minden x € X-re, és legyen Tjp; C X" azon sorozatok halmaza, amiknek a tipusa
[P]s-ba tartozik.

Ezek segitségével mar definialhatjuk a kovetkezs segédfogalmat:

4.5. Definicié. Legyen G"[P,d] a G" graf feszitett részgrafja a Tip),-hoz tartozo
cstcsokon.

Ekkor legyen
1
C(G,P) = (lsim lim sup — log w(G"[P, d]),
_>

0 nooo N

és egy csatorna nulla-hibaja kapacitasa egy adott P eloszlas mellett
Co(W, P) = C(G(W), P).
A késébbiekben tobbszor is hasznalni fogjuk az alabbi lemmat:
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4.6. Lemma. Legyenek a véges V' halmazon P, € P, valosziniségi eloszldsok, amik
P-hez konvergdlnak abban az értelemben, hogy

sup |P,(x) — P(x)| — 0,

rzeX

ahogy n tart a végtelenhez. Ekkor ha adott G grdaf a V' halmazon, akkor

C(G, P) = lim ~logw(G"[P,,0])

n—oo 1

Bizonyitds. El6szor belatjuk, hogy tetszéleges 0 > 0 mellett

limsupllogw(G"[P, 0]) = lim llogw(G”[P, d]).

n—oo T n—0o0 11

Ennek bizonyitasa megegezik a[3.12)tételével, ugyanis itt is teljesiil, hogy egy G™ [P, d]
és egy G"[P,0]-beli klikk direkt-szorzata klikk G™*"-ben, és egy G"[P,d]-beli és egy
G™]P, §]-beli sorozat Osszeflizésében minden bett el¢fordulasi aranya az aranyok kon-
vex kominécioja lesz, igy az Osszftizéssel kapott sorozat is G™ [P, §]-ban van.

Tehéat mostantél hasznalhatjuk azt a definicidt, hogy
C(G,P) = lim li L 1 (G"[P,9])
P = Jig lim - tog oG [P, 6.

Tetsz6leges § > 0O-ra 1étezik olyan N, hogy Vn > N-re

Pn € [P]g,

igy C(G, P) definiciojabol kovetkezsen
) 1
C(G, P) > limsup - log w(G" [Py, 0])
n—oo

Masrészt C'(G, P) definicioja szerint minden § > 0O-ra és € > 0-ra teljesiil, hogy kellen
nagy n-re

%logw(G"[P, d]) > C(G, P) —«.

Legyen tovabba n elég nagy ahhoz, hogy P, € [P]s is teljesiiljon.

Tip; € X" felbonthat6é @; tipust halmazok diszjunkt uni6jira, ahol minden @Q;-re
igaz, hogy minden = € X-re a @); tipusi vektorokban az x betiik szama legfeljebb
n(P(zx)+9).

Tegyiik 6] el6szor, hogy P(x) # 0 semely z € X-re. Legyen

min P(z) = s,
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és legyen

46 )
(1+?)n<k< (1—1—5?)71,

és vegytink egy P’ C [P]s eloszlast Py-ban, amire P’(x) > 0 minden = € X-re.

Ekkor minden Ty, C Tip),-ra és minden x € X bettire, a P’ tipust k hosszt soroza-
tokban tébb x beti szerepel, mint a (); tipusii n hosszi sorozatokban.

Ekkor a G™[P, 0]-ban klikket alkot6 sorozatok mindegyikének a végére odaftizhetiink
egy k — n hosszu végzoédést, amivel egyiitt mindegyiknek P’ lesz a tipusa. Az igy
kapott sorozatok klikket alkotnak G*[P’,0]-ban. Ezek szerint

w(G"[P,d]) < w(GF[P',0)).

Tehat ha egy
49 50
(1+?)n<k< (1—!—?)71

esetén igaz Pj-ra, hogy minden x € X-hez pozitiv silyt rendel, akkor

C(G,P)—e< %logw(G”[P, d) < (1+ 5;5)% log w(G* [Py, 0]).

Ha a P eloszlas minden x € X-hez pozitiv stulyt rendel, akkor 1étezik K, hogy k > K-
ra Py (z) is pozitiv minden z € X-re, tehat teljesiil ra az el6bbi allitas.

Ekkor tetszéleges € > 0 és § > 0O-ra igaz, hogy kell6en nagy k-ra

vagyis ekkor valoban teljesiil, hogy

1
C(G, P) < liminf —logw(G"[P,, 0]).

n—oo n

Meg kell még vizsgalni azt az esetet, amikor létezik x € X, amire P(z) = 0. Itt
indukcioval bizonyitjuk az olyan x € X betiik szama szerint, amikre P(z) = 0, azt
az allitast, hogy

C(G, P) < liminf % log w(G" [Py, 0]).

Az az indukci6 alapesete, ha egyetlen olyan beti sincs, amire P(z) = 0, és azt
bizonyitottuk az imént.

Ha egy adott € X-re P(x) = 0, akkor Tjp, minden sorozataban legfeljebb nd
darab x betd van, igy az x betik lehetséges elhelyezkedéseinek széma az n hossza

sorozatban
n n n
< 5 n(S < 1+7’L(5
(0) (1) # (1) <o <o
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tehat létezik egy legalabb

w(G"[P,0])

n1+n5

meértet klikk G™[P, §]-ban olyan sorozatokbol, amikben az x betiik ugynott vannak,
ezekbdl az Gsszes, t darab, x bettit elhagyva egy G"*[P,26]-beli klikket kapunk,
ahol P értelemzési tartomanyaban nem szerepel az x betd, a tobbi betiire pedig
PY) = P(y).
Tehat

w(G"[P,8]) < n'w(G"HP, 26])

Mivel

1+néd

1
—logn — 0,
n

és =L > 11—, és C(G, P) definiciojaban §-val tartunk a 0-hoz, ebbél az kovetkezik,
hogy

C(G,P)=C(G,P)

Tovabbé a P, eloszlasokbol is képezhetiink P, eloszlasokat ugy, hogy az x betiiket
elhagyjuk. Mivel az = betiik szaméanak (t¢,) aranya tart a 0-hoz, ezért ”_Tt" tart az
1-hez, igy

1
lim inf — log w(G"[P,,0]) > lim inf

n—oo M n—oo 1, —

log w(G" ' [Fn, 0])

n

Mivel P eggyel kevesebb bettihoz rendel 0 silyt, mint P, igy erre alkalmazhato az
indukcios allitas, vagyis

C(G, P) < liminf

n—oo N —

w(G" [Py, 0)),

n

vagyis

C(G, P) < liminf = log w(G" [Py, 0]).

n—oo M

Ezek szerint

1 1
limsup — logw(G"[P,,0]) < C(G, P) < liminf —logw(G"[P,,0]),

n—oo T n—oo N

tehat valoban teljesiil, hogy

1
lim —logw(G"[P,,0]) = C(G, P).

n—oo N,
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]

Fontos még kimondanunk az alabbi tételt, amely segit ramutatni, hogy miért lesz
hasznos a tipusokon beliil vett kapactias fogalma:

4.7. Tétel.
C(G) = m}ng’(G, P)

Bizonyitds. Definici6 szerint

C(G) = lim llogw(G”)

n—oo N,
és

C(G,P) = (lsim lim w(G"[P,d]),

—0 n—o0

ebbdl vilagos, hogy

C(G) > max C(G, P).

Legyen w'(G") a legnagyobb olyan klikk mérete az n hosszu vektorok kozott, ahol
minden vektor ugyanabba a tipusba tartozik.

A Tipus szamlalo lemma szerint legfeljebb (n 4 1)X! kiilonb6z6 tipus van, ebbsl
kovetkezGen

1

W(G™) > mw(

G"),
ami azt jelenti, hogy

1 1
lim —logw'(G") = lim —logw(G™) = C(G)

n—oo 1, n—oo N,

Egy adott n-re a maximalis, N'(G,n) méreti, azonos tipusba tartozoé klikk tipusét
elnevezziikk P,-nek.

Az | X|-en értelmezett valoszintségi eloszlasok tere kompakt a maximum-eltérés met-
rikaban, igy a Pj, P, ... sorozatnak van egy konvergens részsorozata, ami egy P el-
oszlashoz konvergal.

Ekkor erre a P-re

C(G, P) = lim Tim ~ logw(G"[P,6]) > lim ~log/(G,n) = C(G).

6—0n—oon n—oo N,

Ebbdl egylitt tehat valoban kovetkezik, hogy
C(G) = mIéDLXC(G, P).
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4.2. A Gargano-Korner-Vaccaro-tétel kimondasa

4.8. Tétel (Gargano-Korner-Vaccaro). [T/

Ha G irdnyitott grafok egy véges csalddja eqy kozds V' csicshalmazon, és P egy valo-
szintségi eloszlas V -n, akkor

C(G, P) =minC(G, P).

Ebbol kovetkezden
C(G) = maxmin C(G, P).
P Geg

Ebbol pedig kévetkezik, hogy eqy W csatorna-csaldadra iformadlt vevd mellett

Co(W) = max i Co(W, P),
nem informdlt vevd mellett pedig

CoW) =max min C(Gww), P).

P vewwew

A grafokra vonatkozo [4.7] tétellel megegyezs modon bizonyithat6 graf-csaladokra is,
hogy

C(G) = m}z}xC’(g, P),

ebbdl magatol értetddden adodik a tételben szerepls elsé kovetkeztetés.

A csatorna-csaladokra vonatkozo kévetkezmények pedig vilagosan kovetkeznek abbol,
hogy az el6z6 részekben mar belattuk, hogy a csatorna-csaladok kapacitasa megegye-
zik a megfelel§ grafcsaladok Sperner-kapacitaséval.

(Informalt vevs esetén a grafcsalad Shannon-kapacitasat kellett vizsgalnunk, de ha
az egyszeri grafra ugy tekintiink, hogy minden éle helyén kétiranyu él van, akkor a
Shannon-kapacitas megegyezik a Sperner-kapacitassal.)

Tehéat mar csak azt kell belatni, hogy
C(G, P) = minC(G, P).

Itt az egyik iranyu egyenlStlenség vilagos:

.
C(G,P) <minC(G, P),
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mivel minden n-re magatol értetédden teljesiil, hogy
ﬂ G") < mmw(Gn P).
Geg

Az egyenlGtlenség maéasik iranyat az alabbi, kézpontinak nevezett tételen keresztiil
mutatjuk meg:

4.9. Tétel (Kozponti tétel). [T/

Ha F és G grdafcsalddok ugyanazon a V' csicshalmazon, és adott eqy P valoszinidség:
eloszlas V -n, akkor

C(GUF,P)>min{C(F,P),C(G,P)}.

Ha ezt mar belattuk, abbol valoban kovetkezik a Gargano-Korner-Vaccaro-tétel:

A kozponti tételt hasznalva az F; = {G, ..., Gi_1} és G; = {G;} csaladokra induktivan
megkapjuk, hogy

C(G. P) = minC(G, P).

4.3. Lemmak a kozponti tételhez

A kozponti tétel bizonyitasa Gjabb fogalmak bevezetését és lemmak kimondasat igény-
li.

4.10. Definici6é. H hipergrafra 7(H) jeloli a hiperélek minimalis szamat amikkel
lefedhet6 H Osszes csicsa.

4.11. Lemma. Egy r-uniform, d-requldris H hipergrifra (azaz amiben minden €l r
csucsot tartalmaz, és minden csiucsot d €l fed le)

V(H
(e < o)
r
Bizonyitds. Legyen |V(H)| = n. Minden cstcsot d ¢l fed le, és ezzel minden élet

r-szer szamolunk, gy |E(H)| = %n hiperéle van H-nak.

H hiperélei koziil egyenletes eloszlas szerint egyméstol fiiggetleniil kivalasztunk k
hiperélet (egy élet igy akar tobbszor is valaszthatunk).

Annak a valészintisége, hogy egy adott cstucsot lefed egy adott véletlenszertien kiva-

P d _r
lasztott él, az B@ =
Tehéat annak a valoszintisége, hogy egy adott csiicsot a k kisorsolt él egyike sem fed
le, az (1 — L)k

Ha k > *Inn, akkor
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a7 < ()7

Ekkor a lefedetlen csiicsok szaménak varhaté értéke kisebb mint n - % = 1, vagyis
létezik k olyan hiperél, ami minden cstucsot lefed, azaz 7(H) < k, vagyis

[V (H)]

T(H) < In [V (H)|

4.12. Megjegyzés. Ennél egy erdsebb allitas is igaz, valojaban

T(H) < (1+ logr)W(T—HN,

azonban a jelen bizonyitasunkhoz a gyengébb &llitas is elég, és ezt a bizonyitastt
szebbnek itéltem.

Kimondjuk még az alabbi technikai lemmét, ami a bizonyitas soran hasznos lesz:

4.13. Lemma (Iker-particio). [14]

Adott eqy (Q véges halmaz, €s két particioja, S és T. Ekkor léteznek ezeknek a parti-
cioknak S" és T" finomitdsai, hogy S" és T osztdalyai bijekcicba dllithatdok gy, hogy a
megfeleld osztdalyok azonos elemszdmiak legyenek, és

|5 = T"] < [S] + [T

Bizonyitds. Az allitast |S| + |T'| szerinti indukcioval bizonyitjuk. |S|+ |T'| = 2 esetén
az allitas vilagosan igaz, ' =S5 =T =T = () j6 megoldés.

Ugy fogjuk 51, mintha S és T két kiilonbozd, azonos elemszamu halmaznak, Q-nak
és R-nek a particioi lennének. Ez ekvivalens marad az eredeti allitassal, ugyanigy
két egymaéssal bijekcioba allithato finomitott particiot kell készteniink.

Vesziink egy halmazt S-bél és egyet T-bdl, az altaldnossag rovasa nélkil az S-bdl
valasztott A halmaz elemszama kisebb-egyenls, mint a T-bdl valasztott B halmazé.

Ekkor S-bél elhagyjuk az A halmazt, T-ben pedig a B halmaz elemszamat csokkent-
jiik |Al-val. (Ha |A| = |B|, akkor ez azt jelenti, hogy B-t is elhagyjuk T-bdl.)

Az igy kapott particiok tovabbra is azonos, |Q| — | A| elemszamu halmazok particioi,
és |S| + |T'| legalabb 1-gyel csokkent, mert S-bél elhagytunk egy halmazt. Tehét in-
dukci6 szerint léteznek legfeljebb |S|+|T'| — 1 mérett, bijekcioba allithato finomitasok
ezekhez. Ezekhez a finomitasokhoz még hozzavessziik A-t, illetve B-nek az |A| elem
elhagyott részét, és ez az eredeti particioknak egy legfeljebb | S|+ |T| tagu, bijekcioba
allithato finomitésait adja. Ezzel az indukcios 1épést belattuk.

]
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4.4. Kozponti tétel bizonyitasa

Ujra kimondjuk a kézponti tételt:

4.14. Tétel. F és G iranyitott grafok csalddjai eqy kozos X csiucshalmazon. Minden
X-en értelmezett P eloszldsra

C(FUG, P) > min{C(F, P),C(G, P)}

Bizonyitds. Legyen Py, Ps, ... eloszlasok egy sorozata, ami P-hez tart abban az érte-
lemben, hogy
max |P,(z) — P(z)| — 0,

rzeX
és A, C Tp, és B, C Tp, maximalis szimmetrikus klikkek F illetve G szerint ezen a
tipuson beliil.

A [.6] Lemma bizonyitasa ugyanugy mutkodik grafesaladokra is, igy

lim Slog|A,| = C(F,P),  lim ~log|B.| = C(G, P)

n—oo M n—oo 1,

Ha 7 az n elemi halmaz egy permutécidja, akkor 7(x) az x = (xy,...,2,) vektor
elemeinek megfelel permutacioja, és az alabbi jelolést hasznéljuk:

m(A,) = {7 (2)|r € A,}

Vegyiik azt a hipergrafot, aminek a cstcsai Tp, elemei, és a hiperélei a (A,,) halmazok
az Osszes kilonboz6 permutaciora. (Vegyiik észre, hogy A, C Tp,, és ha x € Tp,,
akkor m(z) € Tp,, igy minden permutaciora m(A,) C Tp,.)

A Lemma szerint létezik S; C S, (ahol S, az n elemd halmaz permutacioit
jeloli), amire

* TPn
U W(An) = TPn7 ’Sn‘ < |’A |’ log |TPn‘
TeS; "
Az uni6 diszjunktta tehetd, azaz valaszthatok egymastol diszjunkt @, € m(A,) hal-
mazok minden 7 € S}-ra, amiknek az unidja kiteszi Tp, -et.

Ugyanigy létezik S** C S,,, amire

T, |

B,) =Tp, S| <
U nB)=Tr, IS7I<5h

TESK*

log |1, |

Mint az el6bb, itt is vehetiink egyméstol diszjunkt R, C 7(B,) halmazokat, amiknek
az uniodja kiteszi Tp -et.

Most hasznaljuk a [£.13) Lemmat.
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Eszerint létezik egy C1 U ... U Cy és egy Dy U .... U D, diszjunkt particiéi Tp, -nek,
amikben minden C; egy @, és mindn D; egy R, részhalmaza, és |C;| = |D;| minden
1 < ¢ <treés

T

n ’

|Anl

Tp,|
| B

t < 2max{ log |Tp,|, log |1k, |}

Mivel A, és B, szimmetrikus klikkek voltak F illetve G szerint, ezért egy adott per-
mutaciora m(A,) és w(B,,) is szimmetrikus klikkek, mivel két vektorra a permutaciotol
megmarad az a tulajdonsag, hogy van olyan koordinata, amiben az egyikbdl fut él a
maésikba, és van olyan, amiben a masikbol az egyikbe.

Tehat a C; C Qr C w(A,) halmazok szimmetrkikus klikkek F szerint ésa D; C R, C w(B,,)
halmazok szimmetrikus klikkek G szerint.

mn hosszi vektorokbol képeziink egy szimmetrikus klikket 7 U G-re. (Az m szamot
kés6bb hatarozzuk meg.)

Csak olyan vektorokat vizsgalunk, amik m darab n hosszi szakaszbol allnak, és min-
den szakaszuk Tp -ben van, és mostantol x;...x,, alakban jelenitjiik meg ezeket a
vektorokat, ahol minden z; € Tp,.

4.15. Definici6. Definidljuk az M halmazt, amiben az ilyen vektorok koziil azok
vannak, amikre ez a tulajdonsag teljesiil: minden 1 < ¢ < m-re igaz, hogy ha z; € C},
akkor Tip1 € Dj.

Tovabba tetszéleges y € Tp, és z € Tp, mellett definialjuk az M (y, z) halmazt, ami
azon M-beli vektorok halmaza, amiknek az els6 szakasza vy, és az m-edik szakasza z.

Belatjuk, hogy M (y, z) mindig szimmetrikus klikk F U G szerint, azaz szimmetrikus
klikk F és G szerint is.

Vegytink ugyanis két elemet M (y, 2)-b6l: xq1zy...2,, és wiws...w, vektorokat. Mivel
T = wyp =y, ezért létezik egy elsd olyan ¢ > 1, amire z; # w;. Ekkor x; 1 = w;_1,
ami valamelyik C}-be tartozik a particioban. Ekkor M definicioja szerint z; és w; is
D;-be tartoznak, de kiilonbozéek, igy G minden eleme szerint mindkét irdnyba él fut
a két vektor kozott, mivel D; egy szimmetrikus klikk G szerint.

Hasonléan, x,, = w,,, tehat létezik egy utols6 ¢ < m, amire x; # w;. Ekkor
Tit1 = W1 = 2, amik a particioban valamelyik D;-be tartoznak, ekkor M definicidja
szerint z;-nek és w;-nek is C-be kell esnie, és x; # w;, igy a két vektor kozott mindkét
iranyba €l fut & minden elemében, mivel C; egy szimmetrikus klikk F szerint.
Ezzel belattuk, hogy M (y, z) egy szimmetrikus klikket képez F U G szerint.

Mivel ez minden y,z € Tp, -re igaz, vehetjik azt a part, amire M(y,z) mérete a
legnagyobb, ez legalabb % Mar csak | M| méretét kell tehat megbecsiilniink.

Itt segitségiinkre lesz néhany alapvetd informacidelméleti allitas az entropiardl, ami-
ket korabban bemutattunk.

Vesziink egy valoszintiségi eloszlast M-ben 1évé X Xs...X,, sorozatokon az alabbi
modon: az X; szakaszt egyenletes valoszintiséggel sorsoljuk Tp -b6l, ezutan mindig
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megnézziik, hogy az X; szakasz a partici6 melyik C; halmazaba esik, és X, ;-et
egyenletes valoszintséggel valasztjuk D; elemei koziil.

Ekkor a [2.4] Tétel szerint

H(Xl,XQ, ,Xm) < log ‘M’,

tovabba az[2.7)tétel szerint az entropia felbonthato feltételes entropiak osszegére, azaz

H(X1, Xo, ... X;n) = H(X))+H(Xo| Xq)+H (X3 Xy, Xo)+.. . +H (X0 | X1, Xo, oo, Xoo1)

Mivel X; kisorsolésa csak X;_i-t6l fiigg, ezért

H(X;| X1, X, .o, Xi1) = H(X;| X21)-

Tovabba indukcioval belathajuk, hogy minden X; egyenletes eloszlasi Tp -en: X;
valéban egyenletes eloszlast, és utana tetszéleges j-re v € Dj-re

1ol 1
PXZ— P i— )
( 5y 2 "0 =) = 5 =

yelj

mivel ugy hoztuk létre a particiokat, hogy |C;| = |D;l.

Tehat minden H(X;|X;_1) annak az entropiaja, hogy X;_i-et egyenletesen kisorsoljuk
Tp -en, aztdn aszerint szabélyszertien kisorsoljuk X;-t. Vagyis ezek az entropiak mind
egyenlsk H(X,|X1)-gyel, tovabba H(X;) = H(X,) > H(X,|X1), tehat

H(Xq1, Xo, .oy Xi) 2 mH(Xo|Xy).

A definici6 alapjan megbecsiijitk H (X3 X1)-et:

H(X,|X,) = Z T

A konvex x log x fliggvényre alkalmazott Jensen-egyenlétlenség szerint (lasd Lem-
ma)

1 ! Zt,1| ]| |TPn’
H(Xo|X,) = T (Z!Cﬂ>1 : log =,
=1 Pl "oN\g=1
Tudjuk, hogy
t < 2max{ Pl og 1, | T2l jog 1, 1y
A, | By

tehat
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|An| | Byl

H(X5|X;) > logmi
(XelX3) = og mind 5y S og ITh ]

}.

Legyen m = n. Ekkor

|An] | Byl

— 2nlog | X
2log Tp,|" 2log T, b= 2nlog]X],

M
log [M(y,z)| > log% > nlog min{

| n

mivel log |M| > nH(X,|X1) és |Tp, | < | X|™.
log[Tp,| < nlog|X], igy

log |M(y, z)| > nlogmin{|A,|, |B.|} — nlog(2nlog |X|) — 2nlog | X|.

M (y, z) elemei n? hosszu vektorok, és mint mar belattuk, M (y, z) szimmetrikus klik-
ket alkot FUG szerint. Tovabba minden M (y, z)-beli vektor T, -beli vektorok egymaés
utéan ftizése, igy maguk az M (y, z)-beli vektorok is a Tp, tipushoz tartoznak, és P,
eloszlasok tartanak P-hez, igy definici6 szerint

1 1
C(FUG,P) > limsup — log |M(y, z)| > limsup — logmin{|A4,|, | B,|},
n

n—00 n—oo 1N

a tobbi tag ugyanis 0-hoz tart az n2-tel leosztas utén.

1 1 1
lim sup — log min{|A4,|, | B,|} = min{lim sup — log |A,,|, limsup — log | B,|} = min{C(F, P),C(G, P)}.
n n

n—oo TN n—00 n—00

Ezzel a kozponti tételt belattuk.

4.5. Elek grafcsaladjanak kapacitasa

Hogy jobban megértsiik a Gargano-Korner-Vaccaro-tételt, rogtén meghatarozzuk vele
bizonyos egszert, de fontos grafcsaladok Sperner-kapacitésat.

4.16. Definicio. Egy n csiucst G egyszert grafra G(G)-vel jeloljitk azt a csaladot,
amit Ggy kapunk, hogy G minden élét belevessziik egy egy-éld iranyitott grafként
tetszbleges iranyitéassal.

4.17. Tétel (Greco). [4]

CG(Q)) = % pontosan akkor teljesil, ha G csicsai lefedhetdk csiucsdiszjukt élek és
pdratlan korok uniojdval.

Ebbdl azonnal kovetkezik példaul az a hasznos specialis eset, hogy ha G a teljes gréaf,

azaz G(G)-ben az Osszes egyéld irdnyitott graf szerepel, akkor C(G(G)) = 2.

n

A tétel bizonyitéasahoz elGszor belatjuk az alabbi tételt:
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4.18. Tétel. Ha G egy iranyitott grif az X csucshalmazon, és egyetlen iranyitott ab
éle van, és P eqy valdszindségi eloszldas X -en, amire P(a) és P(b) legaldbb egyike nem

0, akkor

P
C(G.P) = (P(a) + POV (s )
ahol h(p) a bindris entropia figguény, azaz

h(p) = —plogp — (1 —p)log(1 — p).
Bizonyitds. Legyen P, egy lehetséges eloszlés az n-hossz vektoron, agy, hogy P, P, ...
konvergél P-hez.

Legyen C,, olyan Tp,-beli vektorok halmaza, amiknek az elsé n(P,(a) + P, (b)) eleme
a vagy b, és minden ilyen kezdd@szelethez pontosan egy C),-beli vektor tartozik. Ekkor
C,, szimmetrikus klikket alkot G™-ben, ugyanis barmely két vektorra van olyan koor-
dinata az elsé n(P,(a) + P, (b)) kozott, ahol egyik a és a masik b, és olyan koordinata
is, ahol forditva.

o= (P4L)

ezért, felhasznalva a [£.3] lemma egy specialis esetét kételemd abécére:

o () o i)

Bizonyitsuk most a masik iranyu egyenl&tlenséget:

Legyen Ty az n-hosszu vektorok egy tetszéleges tipusa, és legyen D C T egy szim-
metrikus klikk G"-ben.

Egy x; € D n-hosszt vektorhoz hozzarendeljik az {1,2,...,n} halmaz A; és B; részh-
lamazait, amik az x; vektorban az a illetve b elemek elhelyezkedését mutatjak.

Az, hogy az x; vektorok szimmetrikus klikket alkotnak G"-ben, azzal ekvivalens,
hogy az A; és B; halmazok tgynevezett Bollobas-parokat alkotnak, azaz tetszGleges
i # j-re A; N B; # 0, viszont minden i-re A; N B; = 0.

4.19. Lemma. [/

Hai=1,2....k-ra A; és B; Bollobds-pdarok eqy n elemi alaphalmazon, akkor teljesiil,
hogy

Zﬁfl

' |4

=1
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amiben A; minden eleme megel&zi B; minden elemet.

Az ilyen permutéciok szama

n
AMBI (|, T )i A = 1)

A kiilonboz6 i értékekre igy a permutaciok diszjunkt halmazait kapjuk az A;,NB; # ()
tulajdonsig miatt. Tehat

k

n
S AMBL (), T ) Al = B <

i=1
Atrendezve megkapjuk, hogy

k

Z |A]!| B! _i 1
(14| + B! pa (|Ai||Xi\‘Bi|)

Innen mér konnyd befejezni a tétel bizonyitasat:

A D C Ty szimmetrikus klikk minden elemére |4;| = nQ(a) és |B;| = nQ(b), ezért
az el6z6 lemma szerint

vagyis
n(Q(a) + Q(b)
o< (")

Ha P, eloszlasok tartanak P-hez, és D, C Tp, a maximalis szimmetrikus klikk
G"|P,,0]-ban, akkor a [4.6| Lemma szerint

1
lim —log|D,| = C(G, P),

n—oo N

amibdl az el6z6 szerint kovetkezik, hogy

c(G.P) < Jim wiog ("D 5O — a4 Py (5 )

n—oo M nP,(a)
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4.20. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a fels becslésre adott bizonyitassal
az is megmutathato, hogy ha P(a) = 0 és P(b) = 0, akkor C(G, P) = 0.

Most ratérhetiink a Tétel bizonyitasara:
Bizonyitds. A Tétel és az imént bizonyitott Tétel egyesitésbol azt kapjuk,

hogy

P (uw)EE(Q)

P
C(G(G)) =max min (P(a)+ P(b))h (#)
Ha minden csticsra % salyt irunk, akkor minden élre
P(a) 2
P PbO)h| =——== | =—
(@) + PO 3 )-2
tehat tetszéleges nem-iires G grafra

cgqa)) >

S

Tegyiik f6l, hogy G csucsai lefedhetSk diszjunkt élekkel és paratlan korokkel. Ekkor
tetszGleges P eloszlés mellett létezik olyan él vagy paratlan kor a lefedésben, hogy a
benne 1év§ csticsokon az atlagos suly legfeljebb % Ekkor ebben van olyan ¢él, amin a
sulyok osszege legfeljebb %, és ismert, hogy h(p) < h(%) =1, igy erre az élre

P(a) 2
P PO | =——F— | < —.
(Pla) + () (P(a) + P(b)) =n
Ezzel belattuk, hogy az olyan grafokra, amik lefedhetk cstcsdiszjunkt élek és parat-
lan korok unidjaval,

6@ ==

Tegyiik f6l, hogy a G grafban van a cstucsoknak egy H halmaza, amikre teljesiil, hogy

H elemei kozott nem fut él, és a H-beliekkel szomszédos cstcsok szama kevesebb,

mint |H|.

Legyen |H| =k ¢s H szomszédainak elemszama t < k. Ekkor H elemeire * —

k—
t

€ sulyt

1
irunk, H szomszédaira pedig % + —2¢ sulyt frunk.

Igy a H-bol kifuto éleken

1 1 k=% 2 k—t—%f 2 ¢
P(a)—l—P(b):ﬁ—E—f—ﬁ—f‘ t2€zﬁ+#825+§.
Mivel h(3) =1 ¢s B'(0) =0, és
P(a) I_¢ 1
Pla) + P(b) 2. k——%1_ 32
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ahogyan ¢ tart a 0-hoz, ezért kellGen kicsi € értékre

P(a) €
() <
ekkor
(@) + POV (o ) 2 G+ 2= 5 2 2

H cstcsaira és a szomszédaira Osszesen k(+ —¢) + t(+ + %z—:) = (k+1)L — 1 sulyt
irtunk, igy az 6sszes tébbi n — k —t csticsra frhatunk %-nél nagyobb stlyt. Igy minden
olyan él, ami nem H egy elemébdl indul ki, két olyan cstcsot kot Ossze, amiken %—nél
nagyobb suly van.

(P(a)+ (b)) (m> — (P(a)+P(b)) log(P(a)+ P(5))— P(a) log P(a)—P(b) log P(b)

ennek a P(a) szerinti derivaltja

log(P(a) + P(b)) — log P(a) > 0,

tehat P(a) novelésével nG az érték, ugyanez igaz P(b)-re. Tehat ha P(a) > = és
P(b) >+, akkor

P(a) 2

P PO)h| ——————— | > —.

(@) + PO s ) > 2

H-t ugy valasztottuk, hogy nincs olyan él, amelynek mindkét cstcsa H-ban van, ezzel
tehat az Osszes élt megvizsgaltuk.

Ebbdl az kovetkezik, hogy ha egy grafra C(G(G)) < %, az csak ugy lehetséges, ha

nincsen benne ilyen H fliggetlen csticshalmaz, amelynek | H|-nél kevesebb szomszédja
van.

Ekkor viszont létezik a csticsoknak fedése diszjunkt élekkel és paratlan korokkel. Ezt
az allitdst Tutte-tételnek nevezeik, és mi itt az alabbi, a magyar modszeren alapuld
algoritmus segitségével bizonyitjuk:

Tegyiik f6l, hogy néhany diszjunkt élt és paratlan kort mar berajzoltunk a grafba, de

még nem minden csticsot fedtiink le.

Legyen v egy lefedetlen csucs. Célunk, hogy tgy modositsuk a diszjunkt élekkel és
paratlan korokkel valo lefedést, hogy minden eddig fedett cstucs fedve maradjon, és v
is le legyen fedve.

Létre fogunk hozni egy H és egy R cstcshalmazt. Tekintsiik a v-bdl indulé alternéalo
utakat, azaz az olyan utakat, amiknek az élei felvaltva diszjunkt élek az eddigi fe-
désben, és olyan élek, amik nem szerepeltek az eddigi fedésben. Legyen H az olyan
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pontok halmaza, melyek v-bgl (élszam szerint) paros hosszi alternalé tuton érhetsk
el, R pedig az olyan pontok halmaza, melyek v-bél paratlan hosszu alternéléd aton ér-
hetdk el. Vegyiik észre, hogy ha H-nak és R-nek van kozos eleme, akkor az ide vezetd
alternald utak egyesitését tekintve lehet talalni egy paratlan kort, melybe v-bél paros
hosszt Ut vezet, és akkor a paratlan kort be lehet venni a benne szereplé diszjunkt
élek helyett, mig a péaros aton meg lehet cserélni a kivalasztott élek paritasat, igy v
is bekertiil a fedésbe.

Ha R-be egy olyan w csics keriil, amely nincs lefedve, akkor megtehetjiik, hogy
ehelyett az it mésik paritasia éleit vessziik be a lefedésbe, igy az ut kozbiils6 cstucsai
tovabbra is lefedettek maradnak, és v és w is lefedésre keriilnek.

Ha R-be egy olyan w cstcs keriil, amely az eddigi lefedésben egy pératlan korben
szerepelt, akkor mivel v € H és w € R, ezért a v-b6l w-be vezets alternald utnak
w nélkiil paratlan csticsa van, ezért az alternald utnak és a w-t tartalmazo paratlan
kornek egytitt paros sok csticsa van, igy egyiitt felbonthatok v-t is lefedd diszjunkt
élekre. (Ekkor tehat a paratlan kort elhagyjuk a lefedésbol.)

Ha két H-ban 1év6 w és z cstcs szomszédos a grafban, akkor megkeressiik a legkésGbbi
kozos Gsiiket az algoritmus szerint H-n beliil, legyen ez a ¢ csiics. ¢-bol w-be és ¢-
bol z-be is paros hosszi alternalé ut vezet, ehhez még hozavessziik a wz élt, és az
igy kapott paratlan kor része lesz az 1j lefedésiinknek. Emellett a v-bél ¢-ba vezetd
alternal6 utban is lecserélhetjiik, hogy milyen paritési éleket vesziink be, ezzel v is
a fedés része lesz, az Ut kozbiilsG csticsai fedve maradnak, és bar ¢-t igy nem fedi
diszjunkt él, azt szerencsére mar fedi az 0j paratlan kor.

Tehat ha v-t nem tudjuk hozzavenni a fedéshez, az csak tgy lehetséges, ha R minden
elemének van péarja egy diszjunkt élen keresztiill H-ban, és H-n beliil nem fut él.
Ekkor H-ban szerepel v, és H Osszes tobbi csticsat tigy kaptuk, mint egy R-beli cstics
parja, tehat H-ban eggyel tobb csiics van, mint R-ben, és H 0sszes szomszédja mar
R-ben van, kiilonben nem allt volna még meg az algoritmus.

Azonban ha C(G(GQ)) = %, akkor belattuk, hogy ilyen H csicshalmaz nem létezhet,
tehat ha C(G(G)) = 2, akkor minden fedéshez hozzavehets egy kimaradé v cstcs,
igy létezik teljes fedés diszjunkt élekkel és paratlan korokkel.

Ezzel az ekvivalenciat belattuk.

5. Witsenhausen-rata

Az el6z6ekhez hasonlo informéciokiildési probléma a kovetkezs:

A forras V' bettthalmazabol egy X valoszintiségi valtozot figyel meg az ado, ezt kell
tovabbitania k kiilonb6z6 vevének.

Minden vevének van egy mellékinformécidja: az i-edik vevé megfigyel egy Y; va-
loszintiségi valtozot, amely fiigghet X-t6l. Az add nem tudja, milyen Y; értékeket
kaptak a vevdk, csak a valészintliségi méatrixot ismeri, hogy milyen X mellett milyen
valoszintiséggel jelennek meg az egyes értékek Y;-ként.
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A Witsenhausen-rata az, hogy kell§en nagy blokk-kédokat hasznalva, érkezd betiin-
ként atlagosan hany bit elkiildésére van sziikség ahhoz, hogy minden vevd biztosan
dekddolni tudja a forrasbol érkezé X bettiket.

Erdemes megjegyezni, hogy ez egy ugynevezett forraskodolasi feladat, nem pedig
csatornakodolasi, amikkel eddig foglalkoztunk. Igy ez a rata bizonyos értelemben
ellentétes kapcsolatban all a korabban vizsgalt kapacitasokkal: mig korabban az volt
a kérdés, atlagosan hany bettinyi iizenet kiildhetd el bitenként, itt az a kérdés, hogy
hany bit kell egy betiinyi informéci6 elkiildéséhez.

Minden 7 vev6hoz hozzarendeljiik a G; grafot a V' csticshalmazon, amiben a V-beli vy
és vy betiik akkor vannak Osszekotve, ha az i-edik vevs szamara OsszetéveszthetGek
lehetnek, azaz ha létezik olyan b érték, hogy

PY;=bX=v)>0, PYi=bX=10y)>0

Fontos megjegyezni, hogy ez a G graf az eddig vizsgalt grafok komplementereként
tekinthetd:

A Shannon- és Sperner-kapacitasok vizsgalatanal akkor kotottiink Gssze két cstcsot,
ha Gsszetéveszthetetlenek voltak, most pedig akkor ha Osszetéveszthetéek. Ez egy
visszatérs kettdsség a szakirodalomban, ugyanis kiillonb6z6 helyzetekben mas definicié
a kézenfekvs: a Sperner-kapacitasnal bevezetett iranyitott grafokat tgy lehetett jol
kezelni, itt pedig hamarosan latni fogjuk, miért kényelmesebb a komplementerrel
dolgozni.

A G grafot is az el6z6ekben bevezetett hatvany komplementereként definialjuk:

Most G™-ben cstucsok vektorai akkor vannak osszekotve, ha minden koordindtéaban
vagy megegyeznek, vagy 0sszekotott csticsok szerepelnek benniik.

Ezzel a komplementer definicioval dolgozva tjra definialjuk a Cayp(G, P) kapacités-
értéket.

(Az elnevezés onnan szarmazik, hogy ennél a grafthatvanyozasnal minden koordinatéa-
ban teljesiilnie kell valaminek, mig a korabbi grathatvanyozasi definicioban az kellett,
hogy legalabb egy helyen teljesiiljén valami. Igy a korabbi C(G) fogalmat Cog(G)-vel
is jelolhettiik volna.)
5.1. Definici6. )

Canp(G, P) = lim lim sup — log a(G" [P, §])

6=0 posco T

ahol a a graf fiiggetlenségi szamat jeloli. Mivel egy graf fiiggetlenségi szdma a ma-
ximalis klikk mérete a komplementerében, ez a kapacitas fogalom ugyanaz, mint az
eddigi, csak az 0j grafthatvanyozési definicio mellett.

Most definidlhatjuk egzaktul egy graf Witsenhausen-ratajat:
5.2. Definicié. [15]
Egy G egyszerii graf Witsenhausen-rataja

R(G) = lim llogx(G").

n—oo M
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Ez azt fejezi ki, hogy ha az adénak meg kell ismertetnie a vevével X-et, és a kette-
jiukhoz tartozo Osszekeverhetdségi graf G, akkor m hosszu szavak kiildésekor V™ két
eleme pontosan akkor kaphatja ugyanazt a kodszot, ha a vevs szdmara nem lehetnek
OsszetéveszthetGek, vagyis ha a G™ grafban nem 0Osszekotottek. Ha a kodszavakat
szineknek feleltetjiik meg, akkor a minimélisan sziikséges kodszavak szama éppen

x(G").
(Ezért hasznaljuk ebben a részben a komplementer grafot, a kromatikus szdmnak
megfelel§ klikk-lefedési szam egy kevésbé természetes fogalom.)

5.3. Definicié. Ha k vevs van, és a hozzajuk tartozo G; grafok halmazat G-vel
jeloljiik, akkor a G gréaf-csalad Witsenhausen-rataja

1
R(G) = lim —log x(UgegG").

n—oo M

Ugyanis ha az ad6 azt akarja, hogy minden vevs dekddolni tudja az iizenetet, ak-
kor két V"-beli sz6 csak akkor kaphatja ugyanazt a kodot, ha semelyik G} szerint
nincsenek 0sszekotve, azaz a kodszavak U;G} egy szinezését adjak.

A koradbban bevezetett C(G, P) és C(G, P) fogalmakkal analog modon egy V-n értel-
mezett P valoszintiségi eloszlas esetén bevezetjiik a tipuson beliili ratédkat:

5.4. Definicié. .
R(G,P) = (lsim lim sup — log x(G"[P, d])
—

0 poco E
és
- 1
R(G, P) = lim lim sup — log x(UgegG" [P, 9])
=0 pooo M

A Witsenhausen-ratarol szolo f6 tételiink Marton Katalin egy tételének altaldnosab-
ban kimondott verzidjan alapul:

5.5. Lemma (Marton lemmaja). [§/

R(G,P)=H(P)— Canp(G, P)

Ennek egy egyszerii kvetkezménye G = {G}-re az alabbi &lltas:

5.6. Kovetkezmény.
R(G,P) = H(P) - CAND(G,P)
Eredetileg csak ezt a kovetkezményt mondta ki Marton Katalin, de mivel a bizonyitas

megyegyezik, a grafcsalados Lemméra is Marton lemmaéjaként hivatkozunk.
Az Lemma bizonyitashoz be kell vezetniink a tort-kromatikus szam fogalmat.
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5.7. Definici6. A G graf minden fiiggetlen S csticshalmazasadhoz hozzarendeliink egy
f(S) sulyt ugy, hogy tetszéleges z csticsra

Y ofS) =1

S>x

Az ilyen f stlyozasokat nevezziik tort-szinezésnek, és G tort-kromatikus szama
X(G) =min_ f(S),
s
ahol S az Osszes fliggetlen csticshalmazon fut végig, f pedig a lehetséges tort-szinezéseken.

Eszrevehetjiik, hogy egy x(G) szinbél allo szinezés esetén helyes tort-szinezés az, ha
minden ¢ szin esetén a ¢ szind csticsok halmaza (ami egy fiiggetlen csticshalmaz) 1
silyt kap, és minden mas fiiggetlen csticshalmaz 0 suyt kap. Ekkor ugyanis minden
x cstcs pontosan egy szinhez tartozik, igy pontosan egy olyan S halmazban van,
aminek 1 a stlya, tehat o f(S) = 1.

Erre a tort-szinezésre Y f(S) = x(G), ebbdl az kovetkezik, hogy
S

X' (G) < x(G).
Lovasz egy tétele masik iranyu becslést is ad:

5.8. Lemma. [0

; X(G)
X (G> > H—T&(G)

Megfigyelhetd tovabba az alabbi Gsszefiiggés:

5.9. Lemma. Egy csicstranzitiv G grifra

Bizonyitds. Altalanos G grafra teljesiil, hogy

VG <DY DY (8 =D ISIF(S) < a(G) Y f(S) = a(G)X(G),

veV Ssv S S

tehat
V(G|

X' (G) > o)

Ha a G graf csucs-tranzitiv, akkor vehetjiik azt a silyozést, amiben minden a(G)
méret( fiiggetlen halmaz c stlyt kap, a tébbi fliggetlen halmaz 0-t.
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Mivel a graf cstucs-tranzitiv, minden csticsot ugyanannyi, k& darab «(G) méretd fiig-
getlen halmaz tartalmaz. Ekkor legyen ¢ = 1. Igy valoban minden csiicsra az 6t

k
tartalmazo6 halmazok Gssz-sulya legalabb 1.

Az o(G) elemszamu fiiggetlen halmazok szama legyen M, ekkor az ilyen halmazok
és csucsok illeszkedéseinek szama egyrészt Mo (G), masrészt k|V(G)|, mert minden
cstcsot k ilyen halmaz fed le.

Tehét k|V(G)| = Ma(G), azaz 4 = 'Zf§§‘~

A megadott stlyozas Ossz-sulya M % = %, tehat egy csdcstranzitiv G grafra
« V(G
(@) < TG

Ebbdl egyiitt megkapjuk a Lemma allitasat, miszerint egy csicstranzitiv G grafra

V(@)
olG)

X' (G)

Most ratérhetiink a Witsenhausen-ratarol szolo Lemma bizonyitasara:

Bizonyitds. Legyen P, eloszldsok egy sorozata V-n, amik tartanak P-hez abban az
értelemben, hogy

li P(v)— P, = 0.
R IP) = Pl =0
Ekkor a Lemméahoz nagyon hasonlé bizonyitas adhato arra, hogy

1
R(G,P) = lim ElogX(UGEQGn[PmO])

n—oo

A UgegG™ [Py, 0] grafot a kényelem kedvéért elnevezziik F,-nek.
Lovasz lemmaéja szerint

X*(Fn) < X(Fn) < X*(Fn)(l + anz(Fn)).

1 1
lim —log(l+ Ina(F,)) < lim —log(l+nln|V|) =0,

n—oo N n—oo 1
ezért
.1 .1
R(G,P) = lim —logx(F,) = lim —logx"(F,)
n—oo N n—oo N

Mivel F;, cstcsai, azaz a Tp,-ben 1év6 vektorok egymasbol permutacioval megkapha-
tok, és egy permutacioé a vektorok elemein nem valtoztatja meg a szomszédsagukat,
ezért az F,, graf csucs-tranzitiv.
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Tehat az 5.9 Lemma szerint

) V()| _ |Th.|
F — n
U= T3E) T alR)
Vagyis
o &, |
R(G,P) = nlggo ~log s o(F)

A .3 Lemmabol tudjuk, hogy

1
lim —log|Tp,| = H(P)

n—oo N,
és definici6 szerint
. 1
Canp(G, P) = lim —loga(F,).
n—oo N,

Ezzel valoban azt kaptuk, hogy

T
R(G,P) = lim ~ log [T,

Jim log s = H(P) = Cavp (G, P)

]
Fontos még az alabbi allitast kimondanunk:
5.10. Lemma.
R(G) = max R(G, P)
Bizonyitds. A bizonyitas sz6 szerint megegyezik a [£.7] Tétel bizonyitasaval.
]

Ezekbdl a lemmakbol és a [4.§ Gargano-Korner-Vaccaro-tételbdl megkaphatunk egy,
a grafcsaladok Witsenhausen-ratdjara vonatkozo alapvetd tételt:

5.11. Tétel (Simonyi). [11)
Ha G grdafok eqy véges csalddja eqy kozos V' csicshalmazon, akkor

R(9) = max R(G)

Bizonyitds. Az[5.10] Lemma szerint

R(G) = max R(G, P).
Az 5.5 Marton-lemma szerint
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max R(G,P) = m}gx(H(P) — Canp(G, P)).

A 1§ Gargano-Korner-Vaccaro-tétel szerint

mgx(H(P)—CAND(g, P)) = mgx(H(P)—gleig Canp(G, P)) = max Iggé((H(P)—CAND(G, P))

Az [5.6] Marton-lemma Kévetkezmény szerint

mgxrggé((H(P) — Cunp(G, P)) = max max R(G, P).

Az Lemmét alakalmazva G = {G}-re pedig azt kapjuk, hogy

max max R(G, P) = max R(G)
P GeG GeG

Ezeket a lépéseket egymas utan fiizve megkapjuk a kivant allitast, miszerint

R(G) = max R(G)
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