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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Neogrady-Kiss Méartonnak a tdmoga-

tasat, a rendszeres konzultaciokat és a szakdolgozat dtnézését.



Bevezetés

A kdoszelmélet olyan dinamikai rendszerekkel foglalkozik, amelyek viselkedése
hosszitavon nem jelezhetd el6re, egy id6 utdan bonyolult képet mutat. Ko6zos jel-
lemzGjiik az érzékeny fiiggés a kezdeti feltételektsl, vagyis mér a kezdeti értékek
egészen apré megvaltoztatdsa nagymeértéki valtozast eredményezhet a rendszer vi-
selkedésében. A kaotikus viselkedés tanulmanyozasa nagy hatassal volt az emberek
gondolkoddsmoddjara. Példaul az idGjaras-elérejelzésnél sokaig azt gondoltak, hogy a
modellek nem elég pontosak, vagyis az elérejelzés hatékonysdganak kulcsa kizarolag
a modellek pontosabba tételében rejlik. A kdoszelmélet ramutatott arra, hogy hiaba
pontositjuk a modelljeinket, ha mar a kezdeti értékek nagyon kicsi pontatlansaga is
hatalmas eltéréseket eredményezhet. A kaotikus viselkedést elGszor diszkrét idej,
majd folytonos dinamikai rendszerek esetében vizsgaljuk meg. Az els§ fejezetben a
diszkrét idejd dinamikai rendszereken beliil elGszor a logisztikus leképezést mutat-
juk be, amelyrd6l belatjuk, hogy megszamlalhatoan sok kivételtdl eltekintve az Gsszes
pélyaja kaotikus viselkedést mutat.[3] Ezutéan bevezetjiik a kétdimenzios Smale-féle
patko leképezést és mutatunk egy olyan pélyat, amely az invarians halmaz min-
den pontjahoz tetszdlegesen kozel keriil.[2] A méasodik fejezetben folytonos dinami-
kai rendszerekkel foglalkozunk. A Poincaré-Bendixson tétel bizonyitasaval igazoljuk,
hogy kétdimenzios esetben nincs kaosz.[l] Ezutan Edward Lorenz amerikai mate-
matikus haromdimenzi6s rendszerét vizsgaljuk meg, ami leegyszeriisitve modellezi
egy alulrol fitott, feliilrl hiitott folyadék viselkedését. Meghatarozzuk a rendszer
egyensilyi pontjait, megvizsgaljuk azok stabilitdsat. Adott paraméterek mellett ez
a rendszer rendkiviil latvanyos példat szolgaltat a kaotikus viselkedésre folytonos
esetben.[I] [3] [4]



1. fejezet

Diszkrét dinamikal rendszerek

1.1. Bevezetd

A diszkrét dinamikai rendszerek kaotikus viselkedésének tanulményozasa eldtt
bevezetiink néhany fontos fogalmat.

1.1. Definicié. A ¢:ZxR"—R" leképezést diszkrét dinamikai rendszernek nevezziik,
ha

1. ¢(0,p) =p minden p € R"

2. p(m+k,p) =p(m,p(k,p)) minden m,k € Z és p € R" esetén.

1.2. Definicié. Egy p € R™ pont fizpontja a dinamikai rendszernek, ha ¢(k,p) =p
minden k € Z.

1.3. Definicidé. Eqy p € R™ fixpont stabil, ha minden € >0 esetén létezik 6 >0, hogy
ha ||[p—ql| <9, akkor ||o(k,p) —(k,q)|| < € teljesil minden k € N esetén.

A p fizpont aszimptotikusan stabil, ha stabil és limy_,o. o(k,p) = p.

A p fixpont instabil, ha nem stabil.

1.4. Definicié. Egy q € R™ pont periodikus, ha nem fixpont és létezik k > 1 egész
szdm, amelyre o(k,q) = q.

1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy p € R™ pont aszimptotikusan periodikus, ha
eqy periodikus pdlydhoz tart, azaz ha létezik g € R™ periodikus pont, amelyre

—00

1.6. Tétel. Legyen f: R — R folytonosan differencidlhato fiigguény és vegyiik az
dltala generdlt v diszkrét dinamikai rendszert (¢ : ZxR = R, (n,z) = f"(x)).
Tegytik fel, hogy p ¥ fixpontja, vagyis f(p) = p.

1. Ha |f'(p)| < 1, akkor p aszimptotikusan stabil.

2. Ha |f'(p)| > 1, akkor p instabil.



1.7. Definicié. Legyenek M, N CR"™ halmazok. A h: M — N leképezést homeomor-

fizmusnak nevezzik, ha folytonos, bijekcio és az inverze is folytonos.

1.8. Definicid. Legyenek M, N C R" dsszefiiggd, nyilt halmazok, valamint ¢ : Z x
XN = N ésp:ZxM— M diszkrét dinamikai rendszerek. Azt mondjuk, hogy
¢ €és 1 topologikusan konjugdltak, ha létezik h : N — M homeomorfizmus, amelyre
h(¢(t,p)) =1(t, h(p)) minden t € Z és p € N esetén.

1.9. Allitas. Legyenek ¢:Zx N — N, 1 Z x M — M diszkrét dinamikai rendszerek
és f: N — N, f(p)=0o(1,p), valamint g: M — M, g(p) = (1,p). Ekkor az aldbbi
allitdsok ekvivalensek :

1. A ¢ és Y dinamikai rendszerek topologikusan konjugdltak.

2. Létezik h : N — M homeomorfizmus, amelyre ho f = goh.

Bizonyitas: (1)=-(2): Ekkor a definici6 szerint létezik h: N — M homeomorfizmus,
amelyre h(o(t,p)) =¥ (t, h(p)) minden ¢t € Z és p € N esetén. Legyen ¢ = 1, ekkor:

h(f(p)) = h(o(1,p)) = (1, h(p)) = g(h(p))

minden p € N esetén, vagyis ho f = goh és h homeomorfizmus.
(2) = (1) : A feltétel szerint ho f = goh, ahol h: N — M homeomorfizmus. Ezt

felhasznalva:
ho(t,p)) =h(f'(p)) = (ho fo f1)(p) = (gohofo f7?)(p) =
=(g°cho fof?)(p)=...=(¢")(p) = g"(h(p)) = ¥(t, h(p)),

vagyis minden t € Z és p € N esetén h(¢p(t,p)) =1 (t, h(p)), ahol h homeomorfizmus.
Tehat belattuk, hogy ¢ és ¢ topologikusan konjugaltak.[]

1.2. Lyapunov-exponens diszkrét esetben

A kaotikus viselkedés egyik fontos eleme a kezdeti feltételre valo érzékenység,
amelynek mérésére szolgal a Lyapunov-exponens.
Legyen f:R™ — R™ folytonosan differencialhato fiiggvény és tekintsiik az f altal

definialt diszkrét dinamikai rendszert:

o(k.p) = "),

ahol k€N, pcR" és f¥ = fofo..of a k tagt kompozicié. Az egyszertiség kedvéért

jeloljiik a rendszert a kévetkezdképpen:

w(k+1) = f(x(k)) 2(0) = po

Szeretnénk megvizsgalni, hogy ha a kezdeti értéket egy infinitezimalis vektorral meg-
valtoztatjuk hogyan viselkedik az 1 palya az eredetihez képest. Tekintsiik az x(0)+

+wq pontbdl induld palyat, ahol wy € R™ nagyon kicsi vektor. Jelolje ezt a megoldast

7



y, azaz y(0)=x(0)+wp és y(k+1)= f(y(k)). Legyen wy, az x és y megoldasok kozotti
eltérés a k. idgpillanatban. Ezek alapjan y(k) felithato z(k)+wy, alakban. A palyak

eltavolodasanak mértékét egy pont kornyezetében a fiiggvény derivaltja méri:

f(@(k) +wi) = f(x) + [ (2(k))wy +o(wy)

A linearis kozelitést alkalmazva

Ezekbél kovetkezik, hogy
v(k+1) fwpr =y(k+1) = fy(k)) = f(z(k)) + [ (z(k))wp = 2(k+ 1)+ f'(x(k))w.
Ebb6l wy1-re a kévetkezd becslést kapjuk:

weer & f'(2(k))wy

Ezen becslés tobbszori alkalmazasaval kapjuk a kovetkezét :

Wi & (f'(@(k))- f'(2(k=1)) .- f'(2(0))) wo

Az egyszertibb jelolés érdekében legyen Ji = f'(x(k))- f'(x(k—1))-...- f'(z(0)). Mivel
z(k) = f*(p) &s x(0) =p, igy Jr = f'(f*(p))- f'(f**(p))-... f'(p) alakban irhato.

1.10. Definicié. Legyen f:R™—R" folytonosan differencidlhato fligguény, peR™ és
tekintsik az f dltal definidlt diszkrét dinamikai rendszert. A p pontbol indulé pdlydhoz

és eqy v € R™ wvektorhoz tartozé Lyapunov-exponensnek az

) 1
Xp(v) = limsup z In(||Jxv]|)

k—4o0
értéket nevezziik, ahol In a természetes alapi logaritmust jeldli.

Vizsgaljuk meg, hogy mit mond a definicié egydimenzios esetben. Ha f: R — R
és p,v € R, akkor

1 1 1 1

Xp(v) =limsup — In(| Jyv]) = limsup (= In(|Jx]) + = In(Jv])) = lim sup — In(|.J;|)
k—+o0 k k—+o00 k k k—+o00 k

Tehat v €R esetén y,(v) értéke fliggetlen v valasztasatol. Ezek alapjan egydimenzios

esetben definialhatjuk a Lyapunov-szam fogalmat:

1.11. Definicié. Legyen f:R — R folytonosan differencidlhato fligguény és p € R.

A p pontbol indulo pdlydhoz tartozo Lyapunov-szdm:

L(p) = limsup(| ' (f*(p)) - £'(f*"1(p)) oo /(D))

k—+4o0

A Lyapunov-exponens a Lyapunov-szamnak természetes alapu logaritmusa.
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1.3. Kaosz definicioja diszkrét esetben

Bevezetiink egy definiciot a kaotikus viselkedésre egydimenziés diszkrét ideji
esetben. Legyen f:R— R folytonosan differencialhato fiiggvény és jelolje ¢ az altala
generalt diszkrét dinamikai rendszert, azaz p: Z xR — R és o(k,p) = f*(p).

1.12. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy p € R pont pdlydja kaotikus, ha
1. korldtos, azaz ha {¢(t,p) : t € N} korldtos halmaz
2. érzékenyen fiigg a kezdeti feltételtdl, vagyis L(p) > 1

3. nem aszimptotikusan periodikus

1.4. Logisztikus leképezés

Az egydimenzidés diszkrét dinamikai rendszerek kiindulépontot jelentenek a ka-
otikus viselkedés tanulméanyozasaban, mivel itt talaljuk a legegyszertibb példakat.
Els6ként a logisztikus leképezést fogjuk attekinteni, majd az a=4 paraméterhez tar-
toz6 logisztikus leképezéssel konjugalt satorleképezést vezetjiik be a kaotikus palyak

hatékonyabb tanulmanyozasahoz.

1.13. Definicié. Az f:[0,1] =R, f(x)=azx(1—2) figguényt logisztikus leképezésnek

nevezziik, ahol a € (0,4] régzitett paraméter.

A leképezés fixpontjai a 0 és az 1 — %, természetesen az 1 —i csak akkor fixpont,
ha a > 1 is teljesiil. Ha a € (0,1), akkor |f'(0)| < 1, amibdl kovetkezik a tétel
alapjan, hogy a 0 pont aszimptotikusan stabilis és belathat6, hogy minden [0,1]-beli
pontbol indulé palya a 0 ponthoz tart. Ha 1 < a < 3, akkor |f'(1—1)| =|2—a| <
< 1, vagyis az 1 —% aszimptotikusan stabilis fixpont és minden [0,1]-beli pontbol
indul6 palya az 1 —% ponthoz tart. Tovabb névelve a értékét az 1 —% pont elveszti
a stabilitasat és egy 2-periodikus palya veszi 4t a helyét. Ha 3 < a < 1++/6, akkor

a 2-periodikus palya aszimptotikusan stabilis.

1.14. Definicié. A g: [0,1] = R, g(z) =1 — |22 — 1| figgvényt sdtorleképezésnek
nevezzik.

2

A leképezés a [0,1] intervallumot dnmagéba képezi. Két fixpontja van a 0 és a 3

1.15. Allitas. A sdtorleképezés (g: [0,1] = R, g(z) = 1—|2x—1|) és a logisztikus
leképezés a=4 paraméterrel (f:[0,1] = R, f(x) =4x(1—1x)) C°-konjugdltak, vagyis
létezik h: [0,1] — [0,1] homeomorfizmus, amelyre ho f = goh.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy a h: [0,1] — [0,1], h = sin*(%£) homeomorfizmus
megfelel a feltételeknek.

(foh)(x)=4 sinz(L;) (1 —sinQ(%)) =4 sinz(%) COS2(7T2—x) = sin®(7x)



Ha z €(0,3):
(hog)(z) = sinQ(%zx) = sin®(7x)

Ha z € (1,1]:

7(2—2x)

5 ) = sin?(m — 7x) = sin?(7x)

(hog)(x) = sin*(

Tehat h-ra teljesiil ho f = goh, ezzel az allitast belattuk.[]

Igazolni fogjuk, hogy a satorleképezésnek a [0,1] intervallumbél kiindulo palyéi
megszamlalhatoan sok kivételével kaotikus péalya. Ehhez el6szor bevezetiink par fon-
tos definiciot és jelolést.

Legyen g a satorleképezés és H a [0,1] intervallum azon pontjainak halmaza

amelyekbdl indulo palya nem lép az % pontba, vagyis H = {z € [0,1] : ¢"(x) # %
Vn € N}. Tovabba legyen I" az R és az L betlikbdl allo sorozatok halmaza, vagyis
I'={(an)nen: an € {R, L}}. Definidljuk a 7: H — I" leképezést a kovetkezSképpen:
7(2) = (an)nen, ahol a, = R, ha ¢g"(z) € (3,1] és a, = L, ha ¢g"(z) € [0, 3).
Tehat a 7 leképezés a H halmaz pontjaihoz sorozatokat rendel az alapjan, hogy az
adott pontbdl inditott palya n. eleme a [0,1] intervallum jobb vagy bal felében van.
Példaul az % ponthoz tartozo sorozat az (L, R, R, R, ...), mivel az % pontbdl indulé
palya egy lépés utan % fixpontba kertiil és igy ott is marad. A 7 fliggvény bijekcio6 H
és ' kozott. Ehhez belatjuk, hogy 7 injektiv és sziirjektiv.

1.16. Allitas. A 7: H — T leképezés injektiv.

Bizonyitas: Legyen x,y € H, x #y és tegyiik fel indirekt, hogy 7(z) =7(y). Ez azt
g () —g" " (y)
g™ (x)—g"(y)
[0,1] intervallum ugyanazon oldalan van, valamint a satorleképezés meredeksége a

jelenti, hogy minden n € N esetén | =2, mivel ¢g"*(z) és ¢g"(y) a

[0, 1) intervallumon 2, a (3,1]-n pedig -2. Teljes indukcioval belathato, hogy g™ (2)—
—g"(y)| = 2"|x —y|. Ekkor lim,,_, |¢"(z) — ¢"(y)| = oo, ami ellentmondés, hiszen

lg"(2) —¢"(y)| <1 minden n € N esetén. Ezekbdl kovetkezik, hogy 7 injektiv.(]
1.17. Allitas. A 7: H — T leképezés sziirjektiv.

Bizonyitas: Vegyiink egy tetszéleges (a,)nen elemet I'-bol és keressiink olyan x-et,
amelyre 7(z)=(an)nen- Ha (ay)nex=(L, L, L, ...), akkor =0 jo lesz és az injektivités
miatt egyértelmi is. Hasonloan, ha (a,)nen = (R, L, L, ...), akkor x = 1 az egyetlen
megfelels pont. Vizsgaljuk meg a tobbi esetet. a; meghatarozza, hogy z € (0, 1)
vagy T € (%,1). Minden tovabbi tag felére csokkenti a lehetséges intervallum hosszéat.
Példaul, ha a; = R, akkor z € (3,1), tovabba ha ay = R, akkor z € (2, 3). Tehdt
lehetséges értékeit egy egymaéasba skatulyazott intervallumsorozat adja meg, ahol az

intervallumok hossza mindig a felére csokken. A Cantor-féle kozospont tétel szerint
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az intervallumsorozatnak egyetlen kozos pontja van és ehhez a ponthoz 7 az (a4, )nen
sorozatot rendeli.[]

Tehat 7 egy bijektiv megfeleltetés H és I' pontjai kozott. Vegyiikk az n: ' = T,
n((ag, ay, as, ...)) = (a1, as, ...) leképezést. Belatjuk, hogy az n leképezés konjugalt a
satorleképezéssel, ehhez pedig elegendé belatni, hogy 7: H — I egy olyan homeomor-
fizmus, amelyre nor=7og. El§szor igazolnunk kell, hogy 7 valoban homeomorfizmus,
vagyis folytonos, bijekcié és az inverze is folytonos. Azt, hogy 7 bijekcid6 méar belat-
tuk, a folytonossag igazolasdhoz elGszor definidlunk egy d: ' x I' — R, metrikat.

Legyen d tetszéleges (an)nen, (bn)nen € I' esetén a kovetkezs:

d((an)nENa an neN Z(sakbk2 k

ahol

0 ha Qp = bk
5akbk =
1 ha ag 7é bk

1.18. Allitas. 7 folytonos és az inverze is folytonos.

Bizonyitas: ElGszor 7 folytonossagat igazoljuk. Legyen x € H és € > 0 valos szam.

Belatjuk, hogy létezik ¢ > 0, hogy minden y € H esetén, ha |z —y[ < 6, akkor

d(t(z),7(y)) <e. Legyen k € N, amelyre 5 <e és legyen j €N, hogy 54+ <z < 2]]:11

Ha |z—y| <min{x— 213;1, 21:111 —x}, akkor z,y € (2k+1, zktl) amibdl pedig kovetkezik,

hogy 7(x) és 7(y) els6 k+1 karaktere megegyezik, vagyis d(7(z), 7(y)) < 3 < &.
Tehat § = min{z — 5+, 255 — 2} esetén ha |v—y| <4, akkor d(7(z), 7(y)) <e. Ezzel
belattuk, hogy 7 folytonos.
77! folytonossaga hasonloan bizonyithato. Legyen (a,)neny € T', € > 0 valés szam,
% < e és legyen § = 2% Ha (by)neny € I' és d((an)nen, (bn)nen) <
< 9§, akkor (an)nen €S (bp)nen €ls6 k+1 eleme megegyezik, vagyis létezik j € N, hogy
(@) T (b )nen) € (e, 455 Tehit |7 ((@n)ne) =7 (bu)er)| < 5 <
< ¢, amibdl kovetkezik, hogy 77! folytonos. [

Az [1.16] [1.17] és [1.18] allitasokbol kdvetkezik, hogy 7 homeomorfizmus. Ezt fel-

hasznaljuk a kovetkez¢ allitashoz.

k € N, amelyre

1.19. Allitas. not = Tog|y, ahol g|lir a H-ra megszoritolt sdtorleképezés.

Bizonyitas: Legyen 7(x) = (ag, a1, as, ...), ahol x € H.
(not)(z) =n((ao, a1, as, ...)) = (a1, as, ...)

(Tog)(z) =7(9(x)) = (a1, az, ...)
Ezzel az allitast belattuk..d

A kovetkez6kben a g satorleképezés H-beli pontbol induléd palyéit fogjuk vizs-
galni kaotikussag szempontjabol. Mivel minden p € H esetén a p-bdl induld palya
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korlatos és |¢'(p)| = 2, igy egy palya pontosan akkor lesz kaotikus, ha nem aszimp-
totikusan periodikus. Egy p pont csak akkor lehet aszimptotikusan periodikus, ha
periodikus vagy a bel6le indul6 palya véges sok 1épést kovetGen ralép egy periodikus
palyara, ezeket végiil-periodikusnak nevezziik. A periodikus vagy végiil-periodikus
pontokat elég az n leképezésnél vizsgalnunk a [1.19] allitas miatt. Példaul az n leké-
pezés 3-periodikus pontjai a kovetkezék: (R, L,L,R,L,L,...), (R,R,L,R,R,L,...),
(R,L,R,R,L,R,...),(L,R,R,L,R,R,...),(L,L,R,L, L, R, ...) és (L,R, L, L, R, L, ...).
Minden k€Z, esetén véges sok k-periodikus palya van, hiszen 2* azon palyak szama,
amelyek periodusanak hossza legfeljebb k. Ebb6l kévetkezik, hogy megszamlalhato-
an sok periodikus palya van. Végiil-periodikus palyat pedig tgy kapunk, hogy egy
tetszbleges véges sorozatot illesztiink egy periodikus palya elé, vagyis ezen palyak
szamossaga is megszamlalhato. Tehat megszamlalhatoan sok H-beli pontbol indu-
16 aszimptotikusan periodikus palyaja van a satorleképezésnek. Mivel a [0,1] — H
halmaznak is megszamlalhatéoan sok eleme van elmondhato, hogy a ¢ :[0,1] — [0,1],
g(x) =1—|2x—1] satorleképezésnek megszamlalhato sok kivétellel az Gsszes palyaja
kaotikus. A [[.T9] allitasbol kovetkezik a kovetkezo allitas.

1.20. Allitas. Az a = 4 paraméterhez tartozo logisztikus leképezés esetén a [0,1]

intervallum pontjaibol indulo pdlydk megszdmldlhato sok kivétellel mind kaotikusak.
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1.5. Patké leképezés

A kétdimenzi6s dinamikai rendszerek koziil érdekes példat szolgaltat a kaotikus

viselkedésre a patkoleképezés. A leképezést geometriai tton fogjuk definidlni. Ve-
gyiink egy ABC'D négyzetet a sikon. Huzzuk &ssze vizszintes iranyban és nyujtsuk
meg fliggdleges irdnyban. Ezutan hajtsuk dssze kdzépen és helyezziik az eredeti négy-
zetre ugy, hogy a metszetiik két fiiggsleges sav legyen. Igy kapunk egy f: R? — R?
leképezést. A négyzet képe hasonlit egy patkora, ezért hivjuk patko leképezésnek.
A kép pontos formaja nem lényeges, de feltessziik az egyszertiség kedvéért, hogy a
nyljtas és az Osszehizas linedris, valamint a metszetként kapott fliggéleges savok
téglalapok. Ertelmezhetjiik a leképezés inverzét is, ekkor a metszetként elallitott
savok vizszintesek. A leképezést a abra szemlélteti.
Jelolje a kiindul6 négyzetet T. Az el6zéek alapjan f(T)NT két fiiggbleges sav,
fYT)NT pedig két vizszintes sav, ahogy az abra mutatja. Az iteraciot folytat-
va a két fiiggSleges sav atalakul két vékony patkova és a négyzettel valé metszetiik,
vagyis f2(T)N f(T)NT két-két vékonyabb fiiggdleges sav lesz. Hasonloan f=2(T)N
Nf~YT)NT négy vékonyabb vizszintes sdv, ahogyan azt a aAbra mutatja.

B C
= ; ,
o A
e A
B __.(' /{' : / / VI
| / 1
\ /
/ ,f/ /
] Iff! " jj...
il |
.- I{
A D :" If [
[ A D C B
f |
[ ]
A D
— -1
A D <f:

1.1. &dbra. patkoleképezés

Konnyen lathato, hogy N, f/(T) 2* darab fiiggsleges sav unioja és (. f'(T)
2F vizszintes sav unidja, ahol fO az identitds. A logisztikus leképezéshez hasonléan
a szimbolikus dinamika eszkdzét fogjuk felhasznalni a patkoleképezés vizsgalatahoz.
Jelolje H a dinamikai rendszer invaridns halmazat, azaz H = {z € T : f*(z) € T
VE € Z} = N2y (N, FAT)). Az f=Y(T)NT N f(T) metszet négy négyzet unioja,
2N f~YT)NT N f(T)N f2(T) pedig tizenhat kisebb négyzet unioja, ahogyan
az abra szemlélteti, azaz egy Cantor-halmazhoz jutunk.
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Vi Vr

TNf(T) f(rnT

1.2. 4dbra. elsd iteracio

TOfMNAT) TN HT)NT

1.3. 4bra. masodik iteraci6

Legyen 2 az R és L betiikb6l allo, mindkét irdnyban végtelen sorozatok halmaza,
azaz Q = {(an)nez : an € {R, L}}. Belatjuk, hogy H és Q bijektiv. Legyen V7, és Vi
az. f(T)NT metszet két fiiggbleges savja, vagyis f(T)NT =V, UVg.

1.21. Allitas. o : H — Q, p(z) := (ap)nez bijekcid, ahol

B L ha fk(l‘) eVy
“TY R ha i) eV

Bizonyitas: A ¢ leképezés jol definialt, mivel minden x € H-hoz egyértelmiien rendel
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egy sorozatot. Belatjuk, hogy ¢ invertalhat6. Legyen w € Q és m € N. Jelolje Uy
azon x € T pontok halmazat, amelyekre ¢(x), =wy minden —(m—1) <k <m esetén.
Példaul m=1 esetén U* az f~1(T)NTN f(T) metszet négy négyzete koziil az egyik,
mivel wy meghatarozza, hogy Uy CVy, vagy Uy C Vg, wy pedig megmutatja, hogy a két
vizszintes sav koziil melyik tartalmazza U¥-t. Altalanossigban elmondhaté, hogy U
egy fiiggbleges sav és egy vizszintes sav metszete. Fzek a savok egyre vékonyabbak
lesznek, ahogy m-mel végtelenhez tartunk, vagyis a metszetként kapott négyzeteknek
egy kozos pontjuk lesz. Tehat ¢ bijekcio.[]

Vegyiik T'CR?-en a sztenderd metrikat, Q-n pedig a kovetkezs p metrikat. Legyen
(an)nezs (bn)nez € S

+o0
p<<an)n627 (bn)nEZ) = Z 5akbk2_‘k‘,

k=—o0

0 ha ap = bk
6akbk -
1 ha ag 7é bk

ahol

Belathato, hogy ¢: H —Q homeomorfizmus. Vegyiik a 7:Q—Q, n((ay)nez) = (a},)rez
eltolasoperatort, ahol a) = ay41. Igazolhato, hogy ¢(f(x)) =n(p(z)) minden z € H
esetén, azaz f és 7 topologikusan konjugaltak. Az 2-n definialt szimbolikus dinamika

vizsgalataval a kovetkezSket mondhatjuk el a patkoleképezésrol.

1.22. Allitas. A patkéleképezés invaridns halmaza megszdmldlhaté sok pontot tar-
talmaz, amelynek periodikus pdlydja van és a nem periodikus palydk kézott van olyan,

amely az invaridns halmaz minden pontjihoz tetszdlegesen kézel keriil.
Vegyiik a kovetkez6 H-beli pontot:
a=(.,R, L, R/ R, R,L, LR, L,L, R R,R, R,R,L, R, LR, L R R,..),

azaz vessziik minden n pozitiv egész szdmra az Osszes n hosszi R, L sorozatot és
egymas utan felsoroljuk. Kénnyen lathato, hogy a palyaja minden 2-beli ponthoz

tetszblegesen kozel keriil a d metrika szerint.
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fUTNTOT) AN HT)NTOF(T)NfA(T)

1.4. 4bra. invarians halmaz
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2. fejezet

Folytonos dinamikai rendszerek

Ebben az alfejezetben definidljuk folytonos esetben a Lyapunov-exponenst, vala-
mint az omega és alfa hatarhalmazt, amelyek segitségével bevezetiink egy definiciot
a kaotikus viselkedésre.

Legyen f:R™ — R" és jelolje ¢(t, po) az ©(t) = f(z(t)) autoném differencidlegyenlet
z(0) = po feltételt kielégité megoldasat.

2.1. Hatarhalmazok

Legyen f:R™—R" folytonosan differencialhato és jelolje (¢, po) az @(t)= f(x(t))

autonom differencidlegyenlet x(0) = pq feltételt kielégitd megoldasat.

2.1. Definicid. A py ponthoz tartozo omega hatdrhalmaz azon v € R™ pontokbdl dll,
amelyekhez létezik egy (tn)nen nemkorldtos, monoton ndvekvd valds szamsorozat,
amelyre

lim @(t,,po) = v.
n—oo

A po pont omega hatdrhalmazdt jeldlje w(po). Az alfa hatdrhalmaz pontjai pedig
azon v € R"™ pontok, amelyekhez létezik eqy (t,)nen nemkorldtos, monoton csékkend

sorozat, amelyre lim, o ©(t,,po) =v. A po pont alfa hatdrhalmazdt jelélje o(po).

<0,

p egy egyensilyi pont, akkor w(p) = p. Ha p palydja periodikus, akkor p omega
hatarhalmaza p egész palyaja. A kovetkezd allitasban megfogalmazzuk az omega
hatarhalmaz par tulajdonsagat.

2.2. Allitas. Az omega hatdrhalmaz néhdny fontos tulajdonsdga:

1. Ha a {¢(t,po) : t > 0} pdlya korldtos, akkor az w,, nem ires.

2. Zart, azaz minden (v,)nen W(po)-beli konvergens sorozatra lim,, . v, € w(po)
3. Ha v ew(py), akkor a {o(t,v):t € R} pdlya dsszes pontja eleme w(po)-nak.
4. Ha a {o(t,po) : t > 0} pdlya korldtos, akkor w(py) dsszefiiggd.

5. Havew(py) ésuecwv), akkor u e w(py) is teljesiil.
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Bizonyitas: (1) : Legyen v, = ¢(n, py) minden n € N esetén. Mivel {o(t,pg) :t >0}
korlatos, igy a (v,)nen sorozat korlatos. A Bolzano-Weierstrass tétel miatt létezik
konvergens részsorozata, jelolje (v, )ren és legyen ¢ = limg_,o0 vy, . A ¢ pont ele-
me w(pp)-nak, mert (ny)reny nemkorlatos, monoton névekvs szamsorozat, amelyre
limy o0 0(nk, Po) = limy o0 Uy, = q.

(2) : Vegyiink egy (vn)nen w(po)-beli konvergens sorozatot, legyen u = lim,,_, o 0y,.
Mivel v, €w(po), igy létezik egy (¢, x)ren nemkorlatos, monoton névekvs valos szam-
sorozat, hogy limy_,« t,, . =0,. Megadunk egy (¢;) jen nemkorlatos, monoton névekve
sorozatot, amelyre lim; .., p(t;, po) = u. Legyen to =ty . Tegyiik fel, hogy j > 0 és
az els6 j—1 tagot mér definidltuk. Legyen N € N, amelyre |[|v, —ul| < 55, tovabba
K €N olyan, hogy ||¢(tn,x) —vn|| < 55 € tnx —tj—1 > 1. Legyen t; =ty , akkor
elmondhato, hogy (¢;)jen nemkorlatos, monoton novekvs valos szamsorozat, amire
lim; o (5, p0) = u, azaz u € w(po).

(3) : Tegyiik fel, hogy v € w(py), azaz létezik (t,),en nemkorlatos, monoton névekvs
valos szamsorozat, hogy lim,, ., ¢ (t,, po) =v. Legyen w egy tetszdleges pont a v-bdl
indul6 palyan, azaz w = ¢(s, po) egy megfelels s valos szamra. Definidljuk a (¢)),en
sorozatot ugy, hogy ¢/ =t,+s minden n €N esetén. Kénnyen lathato, hogy a (t)),en
sorozat is nemkorlatos, monoton névekvs valds szamsorozat. ¢ csoporttulajdonsa-

gabol kovetkezik, hogy w(s+t,, po) = ©(s, ©(tn, po)) minden n esetén. Tehat
lim o(t),, po) = Im @(s+t,,po) = lim ©(s, p(tn, po)) = ¢(s,v) = w,
n—o0 n—oo n—oo

vagyis w € w(po). Ezzel belattuk, hogy {¢(t,v) : t € R} részhalmaza w(p)-nak.

(4): Tegyiik fel indirekt, hogy {¢(t,v):t >0} korlatos, de w(py) nem Gsszefiiggs, azaz
léteznek A és B diszjunkt halmazok, hogy w(py) = AUB, valamint A és B tavolsaga
d > 0. Mivel {p(t,po) : t > 0} korlatos, igy w(po) is korlatos, amibdl kovetkezik A
korlatossaga. Vegyiik azon pontok H halmazét, amelyek tavolsdga A-t6l %l, azaz H=
={reR™inf,ea ||z—7||=2}, ez korlatos hiszen A korldtos. Mivel A és B részhalmaza
w(po)-nak, igy po palyaja végtelen sokszor metszi H-t. Ha a V.=HN{p(t,po):t >0}
halmaznak végtelen sok eleme van, akkor van torlodasi pontja, mivel korlatos és
ezt a torlodasi pontot jelolje v. Ha V' véges sok pontot tartalmaz, akkor van olyan
pont, amiben végtelen sokszor metszi py palyaja H-t, ebben az esetben v ezt a pontot
jelolje. Mindkét esetben létezik egy (¢(tn, Po))nen CV sorozat, hogy lim,, ., ¢ (t,, po)=
=, vagyis v € w(pg). Ez ellentmondas, mivel v tavolsaga A-tol és B-t6l is legalabb
4 tehat v ¢ AUB =w(py).

(5) : Tegyiik fel indirekt, hogy v € w(py) és u€w(v), de u ¢ w(py). Ekkor létezik € >0
és T > 0, hogy B(u,e)N{p(t,po) :t >T} =10, ahol B(u,e) az u pont € sugari nyilt
kérnyezetét jeloli. Mivel u € w(v) létezik s, >0, hogy ¢(s1,v) € B(u, §). Ugyanakkor
vEw(py), vagyis a 3. tulajdonsag alapjan v egész palyaja w(pg)-ban van, specialisan
¢(s1,v) Ew(po). Ebbdl kévetkezik, hogy 1étezik so>T', hogy ¢(s2, po) € B(¢(s1,v), 5).
Osszefoglalva ¢(s1,v) € B(u, §) és (s, p0) € B(ip(s1,v), £), vagyis ¢(s2, po) € B(u, £),
ami ellentmond annak, hogy B(u,e)N{p(t,po):t>T}=0. Tehat ucw(py) teljesiil.c]
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Az omega hatarhalmazra vonatkozo allitasok az alfa hatarhalmazra is teljesiilnek

a feltételek minimalis megvaltoztatasaval.

2.3. Allitas. 1. Ha a {¢(t,po) : t <0} pdlya korldtos, akkor az av,, nem ires.
2. Zart, azaz minden (v,)nen apo)-beli konvergens sorozatra lim, o v, € a(po)
3. Hav e alpy), akkor a {¢(t,v):t € R} pdlya dsszes pontja eleme a(py)-nak.
4. Ha a {p(t,po) : t <0} pdlya korldtos, akkor a(py) dsszefiiggd.

5. Hav e a(py) ésuealv), akkor u € a(py) is teljesiil.

Az allitasok bizonyitasa hasonléan miikodik, mint az omega hatarhalmaz esetén.

2.2. Lyapunov-exponens folytonos esetben

Legyen f:R™ — R"™ folytonosan differencialhaté fiiggvény és tekintsiik az &(t) =
=f(z(t)) autonom differencidlegyenletet. Jelolje p(t, v) a differencidlegyenlet z(0)=v
kezdeti feltételhez tartozd megoldasanak ¢-beli értékét. Tehat ¢ : R x R — R”, és

at@(t, U) - f(QO(t, U))
A kezdeti feltételre vald érzékenységet szeretnénk megvizsgalni egy v € R™ pont
kérnyezetében, ehhez pedig a v és a v+ w pontokbdl indulo palyak ¢ idé milva

fellépd eltérését becsiiljiik meg, ahol w € R™ egy nagyon kicsi vektor.
o(t,v+w) = @(t,v) +0yp(t, v)w+o(w)
Ebbdl kévetkezik, hogy
o(t,v+w) == p(t,v)+ 0pp(t, v)w.
Az egyszertiség kedvéért vezessiik be a kovetkez§ jellést:
J(t) = dup(t, v)

2.4. Definicié. Legyen f:R™ — R"™ folytonosan differencidlhato fiigguény, v € R™
és tekintsik az ©(t) = f(x(t)) differencidlegyenletet. A v pontbdl induld pdlydhoz és

egy w € R™ vektorhoz tartozé Lyapunov exponens:
. 1
Xo(w) = limsup — In([[.J ()w]]),
t—o00 t

ahol J(t) = 0yp(t,v).

2.5. Allitas.

Oup(t,v)- f(v) = flp(t,v)) (2.1)
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Bizonyitas: A feltétel szerint:

Oup(t,v) = f(p(t,v)) (2.2)
Ezt a v valtozo szerint derivalva kapjuk a kdvetkezs egyenletet:
A (0vp(t,v)) = f'((t,v)) - Oup(t, v) (2.3)

Vezessiik be az A(t) = f'(p(t,v)) jelolest és az egyenletet szorozzuk meg f(v)-vel:

0i(Dvp(t, v)) - f(v) = A(t) - Ovp(t, v) - f(v)

Ebbdl az u(t) = 0,0(t,v) - f(v) jelolést bevezetve a kovetkezs differencidlegyenletet
kapjuk:

Derivaljuk le a egyenletet ¢ szerint:

0(Orp(t,v)) = f'(sp(t,v)) - Orp(t, v)

Felhasznalva, hogy Oip(t,v) = f(@(t,v)) és bevezetve a w(t) = f(p(t,v)) jelolést a

kovetkezd egyenlethez jutunk:

Az u és w megoldéasok kezdeti értéke megegyezik:

u(0) = 9up(0,v)-f(v) =1-f(v) = f(v)
w(0) = f(e(0,v)) = f(v)

Tehat u és w ugyanannak a differencidlegyenletnek a megoldasai ugyanazzal a kezdeti
feltétellel. Ebbgl kovetkezik, hogy u(t) = w(t), azaz

8ng(t, U) f(v) = f(QO(t, U))

2.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy az i(t) = f(x(t)) autondm differencidlegyenletnek a
v € R™ pontbdl induld pdlydja korldtos, azaz {¢(t,v) :t € R} korldtos halmaz. Ekkor
a kovetkezd két allitas kozil legaldabb az egyik teljesiil:

1. Létezik w € R™ vektor, hogy x,(w) nem nulla.

2. v omega-hatdarhalmazdban van egyensiulyi pont.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy (2) nem teljesiil, vagyis v omega-hatarhalmazaban
nincs egyensulyi pont. Emiatt létezik ¢; > 0 valos szam, amelyre ||f(p(t,v))]| > ¢
minden t > 0 esetén. Mivel {p(t,v) : t € R} korlatos és f folytonos létezik egy ¢y
valos szam, amelyre || f(¢(t,v))|| < c2 minden t-re. Felhasznalva a 2.1| egyenletet az
f(v)-hez tartoz6 Lyapunov-exponens:

Xel (1) = Timsup & (|17 (1) (o)) = Tnsup & In(|L£(o(5, ) )

t—o00 t—o00
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A o <||f(p(t,v))]|| < co feltételbdl kovetkezik, hogy

1 1 1
0 <limsup e <limsup = In(|| f((t,v))||) < limsup ¢ <0
t—o0

t—o00 t—o00 t

Tehét x,(f(v)) =0, vagyis (1) teljesiil.C]
A 2.3 egyenlet a J(t) = Oyp(t,v) és az A(t) = f'(¢(t,v)) jelolésekkel felirva:

Jelolje a g : R — R fiiggvény az J(t) matrix determinansat, azaz g(t) := det(J(t)).

2.7. Allitas. A g(t) =det(J(t)) figguény kielégiti a kévetkezd differencidlegyenletel
a g(0) =1 kezdeti feltétellel:

g(t) = tr(A(t)) - g(t),
ahol tr(A(t)) az A(t) mdtriz nyoma.
Bizonyitas: Jelolje S, az {1,2,...,n} permutécidit és sg(o) egy o permutécio inver-

710szamat.

g(t) = (det(J(1)) = D (=1 (J100) (1) Tao) () Tnom (t) =

gESy
= D DY o)) T iy () Ty () =
oES, =1
Jia(t) Jia(t) .o Jia(t)
- Zdet T T L T
=1 . . .
Jna(t) Jna2(t) .. Jun(t)

A J(t) = A(t)J(t) feltétel szerint

Jii(t) =) Air(t) Jr;(t).
k=1

21



Ebbdl koévetkezik, hogy

Jia(t) .. Jialt) Jia(t) Jin(t)
det J;,;(t) J{%(t) :idet Az-,k<t):Jk,1(t) Ai,ka):Jk,n(t)
Jn,;(t) Jnﬂ;@) Jn,;(t) Jnﬂ;@)
Jia(t) Jia(t) .o Jia(t)
= Aig(t)-det | Jia(t)  Jia(t) Ji,;(w = A (t)-det(J(1))
Jni(t) Jn,;(w Jnn(t)
Tehéat

9’(t)=zdet T Ja(t) o T ) | =D Av(t)-det(J (1) = tr(A(t) - g ().

Jrlt) Juslt) - Tunlt)

A kezdeti feltétel konnyen ellenérizhetd, g(0) = det(J(0)) =det(I) =1. O

2.3. Kaosz definici6ja folytonos esetben

Legyen f:R™—R" folytonosan differencialhaté és jelolje o (¢, po) az @(t) = f(x(t))
differencialegyenlet z(0) = py kezdeti feltételt kielégité megoldasat.

2.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy a ¢(t, po) megoldds pdlydja kaotikus, ha a kévet-
kezdk teljesiilnek :

1. {o(t,po) : t > 0} korldtos

2. o(t, po)-nak van pozitiv Lyapunov-ezponense, azaz létezik v € R™, hogy xp,(v) >0

3. w(po) nem periodikus, nem csak eqyensilyi pontokbdl dll és nem igaz, hogy minden
q € w(po)-ra w(q) és a(q) egyensilyi pont

A kédosz egzakt definidlasa nem egyszeri feladat. Az el6bb bevezetett definicio
is inkabb sziikséges, mint elégséges feltétel. A dimenzidk szamanak novekedésével
mind a palyak, mind azok hatidrhalmazai egyre bonyolultabb alakzatokat vehetnek
fel. Mar 3-dimenzi6s esetben taladlunk olyan példat, amely kielégiti a fent emlitett
kaosz definicio feltételeit, de mégsem tekinthet6 kaotikusnak.

Vegyiink egy egységnégyzetet és rajta egy vektormezGt a abranak megfelels-
en, ahol minden ponthoz ugyanaz a vektor van rendelve. A vektorok meredeksége
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2.1. abra.

egy ¢ irracionélis szam. A négyzet also és felsG szélét Gsszeragasztva, majd az igy ka-
pott henger két szélét ragasztva Gssze egy toruszhoz jutunk, amin vehetjiik a négyzet
altal meghatarozott vektormez6t. Vegyiik a toruszon definialt vektormezé egy meg-
oldasanak palyajat. Mivel g irracionalis a palya biztosan nem periodikus. Belatjuk,
hogy a palya omega hatarhalmaza az egész torusz. Ehhez elegend6 belatni, hogy
minden x¢ € [0,1) esetén az {(zg,y):y€[0,1)} kdrvonal dbra (c)) részhalmaza az
omega hatarhalmaznak. Vegyiik a palya és kérvonal egy metszéspontjat, ez legyen
(x0,%0). A palya és a korvonal egymast kovets metszéspontjai (xg, {yo + kq}), ahol
k€N és {} a tortrészt jeloli. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik a kdrvonalon olyan
pont, ami nem eleme az omega hatarhalmaznak, azaz létezik z € [0,1) és € > 0, hogy
(xo,{yo+kq})¢{(v0,y):2—e<y<z+e} minden k€N esetén. Legyen N €N, amelyre
~ <e és vegyiik az (o, {yo+4}), (zo, {yo+24}),-.. ,(x0, {yo+(N+1)q}) metszéspon-
tokat. A skatulyaelv miatt létezik 1 <i<j < N+1, hogy {yo+iq} —{vo+ig}| < -
Ebbdl kivetkezik, hogy {(j—i)q} < + vagy {(j —i)q} > . Meggondolhato6, hogy
ekkor létezik k € N, amelyre (zo, {yo+k(j —i)q}) € {(x0,y) : 2—e <y < z+¢€},
ami ellentmondas. Tehat {(xg,y):y €[0,1)} részhalmaza az omega hatarhalmaznak.
Ezzel belattuk, hogy az omega hatarhalmaz a torusz. A vektormezs pedig kiter-
jeszthetd R3-ra, hogy a pélyanak legyen pozitiv Lyapunov-exponense. Tehat ez a
példa megfelel a megadott kdosz definicionak, de maga a péalya mégsem tekinthetd
kaotikusnak.
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2.4. Poincaré-Bendixson tétel

A Poincaré-Bendixson tétel egyik fontos kivetkezménye, hogy kétdimenzios eset-

ben nincs kiosz.

2.9. Tétel. (Poincaré-Bendizson) Legyen f :R?* — R? folytonosan differencidlhato
és po € R2. Jelilje ¢(t,po) az ©(t) = f(z(t)) autondm differencidlegyenlet x(0) = py
feltételt kielégité megolddsdt. Tegyik fel, hogy az @(t) = f(x(t)) differencidlegyenlet
egyensilyi pontjai izoldltak és a {p(t,po) : t > 0} pdlya korldtos. Ekkor a kovetkezdk
kozil pontosan az eqyik teljestil.

1. w(po) egy egyensilyi pont

2. w(po) egy periodikus pdlya

3. minden q € w(py)-re q omega és alfa hatdarhalmaza is egy-eqy egyensilyi pont

El6szor bevezetiink néhany fontos jelolést, definiciot és néhany hasznos lemmat

a bizonyitashoz.

2.10. Definici6. Legyen q €R?, ami nem egyensilyi pont. Egy kelléen rovid S, CR?
szakaszt q transzverzdlisanak nevezzik, ha a kovetkezdk teljesiilnek :

1.qe 8§

2. S, merdleges az f(q) vektorra

3. Sq nem tartalmaz egyensilyi pontot

4. minden s € S, pontra f(s) nem érinti S,-t

5. ha egy megoldds pdlydja metszi Sy-t, akkor ugyanarrol az oldalrol metszi, mint a

q pdlydja.

Minden nemegyensilyi ponthoz létezik ilyen transzverzalis. Az els6 két tulajdon-
sag meghatarozza a szakasz helyzetét. Mivel az @(t) = f(x(t)) differencialegyenlet
egyensilyi pontjai izolaltak, azaz minden korlatos halmazban csak véges sok egyen-
silyi pont van, igy az 3. tulajdonsig konnyedén teljesithetd a szakasz hosszanak
megvélasztasaval. f folytonossiga miatt a 4. szintén teljesiil, ha S, kell6en révid. Az

5. tulajdonsag pedig 1ényegében kovetkezik az elsG négybdl.

2.11. Definici6. Legyen q € R? és S, q egy transzverzdlisa. q egy 6-négyzet kirnye-
zetén eqy olyan négyzetet értink, amelynek a kézéppontja q, dtloinak hossza 20 és az
egyik dtldja illeszkedik Sy-re. Jelolés Ts(q).

2.12. Lemma. Legyen q € R? eqy nemegyensilyi pont és Sy egy transzverzdlisa.
Ekkor létezik 6 > 0, hogy minden v € Ts(q) pont esetén megadhatd egy pdlyaszakasz,
ami illeszkedik v-re, T5(q) teljes egészében tartalmazza és metszi Sy-t, azaz létezik
t,t2 € R, hogy {(t,v) 1ty <t <to} CTi(q) és {(t,v) 1ty <t <ta} NS, #0.

Bizonyitas: Elészor vilasszuk meg tgy a koordinata rendszert, hogy ¢ legyen az

origoban és f(q) = (c,0) alaku legyen. Ekkor az S, szakasz az y-tengelyre illeszkedik,
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vagyis egy o-négyzet kdrnyezet két atloja az x- és y-tengelyeken fekszik. Legyenek
f1:R?—=Rés fo:R* =R f koordinatafiiggvényei, azaz f(z)=(f1(z), f2(z)), valamint
r1:R—R? és 75 : R — R? az z koordinatafiiggvényei, z(t) = (z1(t), z2(t)). Vélasszuk
meg 6-t gy, hogy minden u € T5(q) esetén fi(u)> 5 és ﬁ ; (—1,1) teljestiljon. Ez
megvalosithato, mivel f folytonos és ﬂqg 0. A % € (—1,1) feltételbsl kovetkezik,
hogy egy megoldas pélyaja Ts(q) kornyezet bal oldalan léphet be ebbe az elforgatott
négyzetbe és a jobb oldalan léphet ki. Ha ¢ >0 olyan, hogy {¢(s,v):0<s<t} CTj(q),

akkor
She / e 1(t) = 1(0) < 26,

ahol most x konkretan az x(0) = v kezdeti feltételt kielégité megoldast jeldli. Ebbdl
kovetkezik, hogy t < —, vagyis a megoldas palyaja v-bdl indulva legfeljebb 4_(:5 id6én
beliil metszi a d-négyzet jobb oldalat. Legyen ¢5 > 0 a legels6 idépillanat, amikor
a v-bdl indulé palya elhagyja T5(q)-t. Hasonloan legyen —4—05 < t1 <0 a legnagyobb
érték, amelyre a megoldas palydja metszi a d-négyzet bal oldalat. Ekkor az L =
= {o(t,v) : t; <t <ty} palyaszakasz megfelels, hiszen L C Tj5(q) és L metszi S, -et.
O

2.13. Lemma. Legyen q € R? nemegyensilyi pont és S, egy transzverzdlisa, tovdbbd
legyen p € R? és s1 < s valds szamok. Tegyiik fel, hogy p pdlydja ezekben az idépon-
tokban metszi Sy-t és ezek a metszéspontok kilonbézok. Ekkor a sy és sy iddpontok

kozott csak véges sokszor metszheti p pdlydja Sy-t.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy léteznek tg,%q, %o, ... s;-nél nagyobb, so-nél
kisebb id6pontok, amelyekben p palyaja metszi S,-t. (¢,)nen egy korlatos sorozat,
igy kivalaszthato egy konvergens részsorozata, legyen ez (t,, )ren, amelynek a hatar-
értékét jelolje s. Ekkor (¢(t,,,p))ken €S, sorozat is konvergens és limy_, ¢(t,,,p)=
= ¢(s,p). Az egyszeriiség kedvéért ¢(s,p)-t jelolje u. u eleme S, lezartjanak. Mivel
u nemegyenstlyi pont vegyiink hozza egy Ts(u) kornyezetet a lemma alapjan.
Ekkor 1étezik Iy, > € R, hogy {o(t,u) : [y <t <Ily} C Ts(u). Legyen ¢ = min{|l4], |l2| }.
¢ csoporttulajdonsaga miatt {p(t,u) : I} <t <lp} ={d(s+t,p): 11 <t <ly}. Mivel
a (tn, )ken sorozat hatarértéke s, igy létezik K > 0 kiisz6bindex, hogy k > K esetén
tn, € (s—¢,s+¢), vagyis ¢(s+t,,,p) € L,. Ha S, parhuzamos S,-val, akkor L, t6bb-
szOr is metszi S,-t, ami csak gy lehetséges, hogy két kiilénboz6 iranybdl metszi,
ami ellentmond a definicié 5.pontjanak. Ha S, nem parhuzamos S,-val, akkor
Sy az S, altal két részre osztott T5(u) egyik felében van benne. Ekkor L, csak ugy
metszheti S;-t tobbszor is, hogy mindkét irémyb()l metszi, ami ellentmond a transz-

.0,

sokszor metszheti Sq—t egy véges idGintervallumon belul.

2.14. Lemma. Legyen q € R* nemegyensilyi pont és S, egy transzverzdlisa, tovdbbd
legyen pER? és t) <ty <t3 valds szdmok. Tegyiik fel, hogy ¢(t1,p), d(ta, p), d(ts,p) €S,
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kiilonbozd pontok. Ekkor ¢(ta,p) a ¢(t1,p) és ¢(ts, p) pontok kozitt helyezkedik el az

Sy szakaszon.

Bizonyitas: Mivel a lemma alapjan a t; és t3 id6pont kozott p palyaja csak
véges sokszor metszi S-t elegend§ azt az esetet bizonyitani, amikor ¢y, s, t3 harom
egymast kovets metszési idépont. Legyen S” az S, szakasznak a ¢(t1,p) és ¢(t2, p)
pontokat 0sszekots része, tovabba legyen G={(t,p):t; <t <t2}US’. G egy egyszeri
zart gorbe, ami két részre osztja a sikot, egy bels6 korlatos és egy kiils6 nemkorlétos
részre. p palydja a to idépont utan nem hagyja el a bels6 korlatos tartomanyt, mivel
ha a pélya S;-t metszené, akkor az ellentmondana a transzverzalis 2. 10| definiciojaban
szereplé 5. tulajdonsagnak, ha pedig {¢(t,p) : t1 <t < ty}-t metszené, akkor az
ellentmondana a megoldas egyértelmiiségének. Teh4t a palya a tovabbiakban csak
G belsejében metszheti S,-t, amibdl kovetkezik, hogy ¢(t1,p), ¢(t2, p), ¢(t3,p) € S,

harom egymast kévets pont ebben a sorrendben. [

2.15. Lemma. Legyen p,q € R2. Tegyiik fel, hogy q nemegyensilyi pont és q € w(p).
FEkkor létezik Ts(q) kérnyezet, hogy Ts(q) Nw(p) q pdlydjinak egy szakasza.

Bizonyitas: Az lemma alapjan valasszuk meg 6-t gy, hogy minden v € Ts(q)
pont esetén megadhatd legyen egy palyaszakasz, ami illeszkedik v-re, Ts5(q) teljes
egészében tartalmazza és metszi S;-t. Legyen v = ¢-ra ez a pélyaszakasz L,. Legyen
u€Ts(q)Nw(p) tetszbleges pont és v=u esetén jelolje ezt a palyaszakaszt L, és legyen
u' L,-nak és S,-nak metszete. Az [2.2]4llit4s alapjan L, Cw(p), mivel u€w(p). Ebbdl
kivetkezik, hogy v’ is eleme w(p)-nek. Legyenek ¢y <t; <... azon idépontok, amelyekre
o(t; €§,NT5(q)). A Lemmabol kovetkezik, hogy a {¢(t;, p) : i € N} halmaznak
csak egy hatarpontja lehet. Mivel ¢ és u is hatarpont, igy «' = q. Ebbdl kiovetkezik,
hogy u € L, a megoldas egyértelmiisége miatt. Tehat T5(q) Nw(p) ¢ palydjanak egy

szakasza.

2.16. Lemma. Legyen p,q,u € R? és tegyiik fel, hogy q € w(p), u € w(q) és u nem-
egyensulys pont. Ekkor q eqy periodikus pdlydn van.

Bizonyitas: Mivel u € w(q) és ¢ € w(p), igy a allitas 5.pontja miatt u € w(p).
u egy nemegyensilyi pont és u € w(p), vagyis a lemma alapjan létezik 6 > 0,
hogy Ts(u) Nw(p) w palydjanak egy szakasza, legyen ez L,. Az u € w(q) feltétel-
b6l és az omega hatarhalmaz definiciojabol kdévetkezik, hogy létezik s € R, hogy
o(s,q) € Ts(u). Mivel ¢ € w(p) a allitas 3.pontja miatt {p(t,q) : t € R} € w(p).
Ebbdl kovetkezik, hogy ¢(s, q) eleme w(p)-nek. Ugyanakkor ¢(s, q) eleme Ts(u)-nak
is, vagyis ¢(s,q) € , = Ts(u) Nw(p). A megoldas egyértelmiiségébdl kivetkezik, hogy
u és ¢ ugyanazon palyan vannak. Tehat g € {4(t,u) : t € R}, ugyanakkor a u € w(q)
feltételbdl a allitas 3.pontja alapjan kovetkezik, hogy u egész palyaja w(q)-ban
van. Ezekbdl kivetkezik, hogy ¢ € w(q).

Be fogjuk latni, hogy ebben az esetben q egy periodikus péalyan van. Mivel ¢ eleme
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a sajat omega hatarhalmazanak a [2.2| dllitdas 3.pontja szerint q palyaja teljes egé-
szében részhalmaza w(q)-nak. ¢ nemegyensilyi pont, mivel ellenkez§ esetben w(q)
csak a ¢ pontbol allna, de tudjuk, hogy u € w(q) és u nemegyenstlyi pont. A
lemmaét felhasznalva kapjuk, hogy létezik ¢’ > 0, amelyre Ty (q) Nw(q) ¢ palyajanak
L, szakasza. Tegyiik fel indirekt, hogy ¢ palyaja nem periodikus. Ekkor ebbdl és az
me Ty (g)-nak, de nem eleme L,-nak. Ugyanakkor g egész péalydja w(q)-ban, vagyis
é(r,q) eleme Ty (q) és w(q) metszetének. Ez viszont ellentmondas, hiszen Ty (q) N
Nw(q) =L, és q ¢ L,. Tehat ¢ egy periodikus palyan van.[]

2.17. Lemma. Legyen p € R? és tegyiik fel, hogy {¢(t,p) : t > 0} korldtos és w(p)
tartalmaz eqy W periodikus pdlydt. Ekkor w(p)=W .

Bizonyitas: Mivel {¢(¢,p):t >0} korlatos a 2.2 allitas 4.pontja alapjan kovetkezik,
hogy w(p) Osszefiiggs. Tegyiik fel indirekt, hogy w(p)#W, vagyis létezik egy go€w(p)
pont, ami nem eleme W-nek. go és W tavolséga legyen d. Mivel w(p) Osszefiiggd 1éte-
zik egy ¢; € w(p) pont, ami nem eleme W-nek, valamint ¢; és W tavolsaga legfeljebb
%. Hasonloan létezik egy ¢o € w(p) pont, amelynek a tavolsaga W-t6l kisebb, mint
512, de nem eleme W-nek. Vegyiik az igy definidlt (¢,)nen sorozatot, vagyis g, ta-
volsdga W-t6l kisebb, mint % és nem eleme W-nek. Mivel W d-sugari kornyezete
tartalmazza a (g, )nen sorozat minden elemét, igy korlatos és létezik torlodasi pont-
ja, legyen ez u. Mivel u € W, igy u € w(p). u nemegyenstlyi pont, hiszen a palyaja
W. A lemma alapjan létezik T5(u) kornyezet, hogy Ts(u) Nw(p) u palyajanak,
vagyis W-nek egy szakasza. Ugyanakkor u a (g, )nen sorozat torlodasi pontja, vagyis
letezik egy gy pont, hogy qy € Ts(u). Ezek szerint gy € Ts(u)Nw(p), de gy ¢ W,
ami ellentmondas. Tehat w(p) nem més, mint W. O

Bizonyitas:(Poincaré-Bendixson)

Foglaljuk ossze az eddigi eredményeket. Mivel a {¢(t,po) : t > 0} palya korlatos,
igy a allitas 1.pontja alapjan w(py) nem iires. Ugyanakkor py palyajanak korla-
tossagabol w(pg) korlatossaga is kovetkezik. Vagyis minden g € w(po) pont palyaja
korlatos, hiszen w(py) q egész palyajat tartalmazza a allitds 3.pontja alapjan.
Ebbdl kovetkezik, hogy a(q) és w(q) sem iires.

El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor w(py) csak egyensilyi pontokat tartalmaz.
A llités 4.pontja miatt w(pg) Osszefiiggs. Ugyanakkor a tétel feltétele szerint
az egyenstlyi pontok izolaltak. Ezekbdl kovetkezik, hogy w(pg) egyetlen egyenstlyi
pontbol allhat ebben az esetben.

Tegyiik fel, hogy w(pg) tartalmaz nemegyensilyi pontot. Ha van olyan ¢ nem-
egyensilyi pontja w(pg)-nak, amelyre w(q) tartalmaz nemegyensilyi pontot, akkor
a 2.16Lemma alapjan ¢ egy periodikus péalyan van. Mivel ¢ € w(py) a allitas
3.pontja miatt ¢ egész palyaja benne van w(pg)-ban, vagyis w(pg) tartalmaz perio-
dikus palyat. Ekkor a lemma alapjan w(pg) egy periodikus pélya.
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Tegyiik fel, hogy w(py) tartalmaz nemegyensilyi pontot és minden ¢ € w(py) nem-
egyenstlyi pontra w(q) csak egyenstlyi pontokbol all. Mivel {4(t, po):t >0} korlatos,
igy w(po) is korlatos. Ekkor a allitas 3.pontja alapjan minden w(pg)-beli pont
egész palyajat tartalmazza w(pg), azaz minden w(pg)-beli pont palyaja korlatos. Te-
hat minden ¢ € w(py) nemegyensilyi pontra teljesiilnek a allitas 4. pontjanak
feltételei, vagyis w(q) Osszefliggs. Mivel az egyenstlyi pontok izolaltak kovetkezik,
hogy minden ¢ € w(py) nemegyenstlyi pontra w(q) pontosan egy egyenstlyi ponthol
all. Szeretnénk belatni, hogy «a(q) is egy egyenstlyi pontbol &ll minden ¢ € w(py)
nemegyensilyi pontra. Ha a(q) csak egyensilyi pontokat tartalmaz, akkor csak egy
egyensilyi pontbol all, mivel az egyensilyi pontok izolaltak és «(q) Osszefiiges a
allitas 4. pontja alapjan. Tegyiik fel indirekt, hogy «(q) tartalmaz egy nemegyensi-
lyi pontot. Ekkor w(pg) egy periodikus péalya lenne, ami ellentmondés, hiszen w(py)
tartalmazza w(q)-t, ami egy egyensilyi pont. Tehat a(q) is egy egyenstlyi pont min-
den g € w(py) nemegyensilyi pontra. Ha pedig u € w(py) egyensilyi pont, akkor a(u)
és w(u) is {u}, vagyis egy egyenstlyi pont. [J
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2.5. Lorenz rendszer

Az 1950-es évek végén a szamitogépek fejlédése és elterjedése megfelels koriilmé-
nyeket teremtett a kaotikus viselkedés megismerésére, tanulméanyozasara. Edward
Lorenz, az MIT meteorologusa szamitogép segitségével kozelité megoldasokat sza-
mitott ki a 12 differencidlegyenletbdl allo6 rendszerére, ami a légkort modellezte.
Egyik alkalommal, hogy id6t sporoljon atallitotta a gépet, hogy csak harom jegy
pontossiggal nyomtassa ki az eredményeket, de a szamitogép tovabbra is az eredeti
pontossaggal szamolt, azaz haromnal néhény jeggyel pontosabban. Egy érdekesnek
mutatkoz6 megoldas utan tgy dontott, hogy megismétli a szamitasokat, hogy részle-
tesebben tanulmanyozni tudja. A kezdeti értékeket a kinyomtatott kimenetrdl adta
meg a szamitoégépnek, amelyen csak harom jegy pontossiggal szerepeltek az adatok.
Azt tapasztalta, hogy az Gjrainditott és az eredeti palya nagy mértékben eltér egy-
mastol, annak ellenére, hogy a kezdeti értékek harom jegy pontossagig megegyeztek.
Ezzel bizonyitékot talalt a kezdeti értékektdl vald érzékeny fiiggésre. Meggy&zidése
volt, hogy ez a tulajdonsidg nem csak erre a 12 egyenletbdl allo rendszerre teljesiilhet,
hanem a kezdeti értékektsl valo érzékeny fliggés ennél altalanosabb jelenség. Ezért
megprobalta csokkenteni a rendszer méretét és igy sziiletett meg a kovetkezd, harom
differencidlegyenletbdl allo rendszer, amely egy alulrol fiitott, feliilr6l pedig hiitétt

folyadék viselkedését modellezte:

r = —ox+oy (2.4)
y = —xz4re—y (2.5)
2 = zy—bz (2.6)

A meleg folyadék alulrol felemelkedik, a hideg folyadék pedig feliilrél lesiillyed,
ezzel kialakitva egy aramlast. o, r és b a rendszer paraméterei, o a Prandtl-szam,. Az
x valtoz6 aranyos a keringd folyadék aramlasi sebességével, ha x>0, akkor az 6ramu-
tato jarasaval megegyezd iranyban aramlik a folyadék, ha x <0, akkor az 6ramutatod
jarasaval ellentétes irdnyban. Az aramlasi palyak szélességének a b paraméter felel
meg. A felemelkedd és a lesiillyedd folyadékelemek hémérsékleti kiilonbségével ara-
nyos az y valtozo. A z valtozo pedig aranyos a fligg6leges egyensilyi hémérséklettol
valo eltéréssel.

A tovabbiakban legyen o =10, b= % és r > 0. Az egyensilyi pontok megkereséséhez

a kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

0 = —ox+oy
0 = —xz+rrz—y
0 = zy—>z

Ezek alapjan a (0,0,0) pont egyenstlyi pont tetszéleges r > 0 esetén, ha pedig r > 1,
akkor (1/b(r—1),4/b(r—1),r—1) és (—/b(r—1), —\/b(r—1),r — 1) is egyensilyi
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pont.
A kovetkezs tételt fogjuk felhasznalni a (0,0,0) egyensilyi pont stabilitasanak vizs-

galatahoz.

2.18. Tétel. Legyen f:R"—R"™ differencidlhato figgvény és peR™ az &(t)= f(x(t))
differencidlegyenlet egyensilyi pontja.

1. Ha f'(p), azaz az f figguény p pontbeli Jacobi-mdtrizdnak minden \ sajdtértékére
ReX <0, akkor p aszimptotikusan stabil.

2. Ha f'(p)-nek létezik olyan \ sajatértéke, amelyre ReX > 0, akkor p instabil.

Legyen [:R®*—R3, f(z,y,2)=(—0cx+oy, —xz+rz—y,zy—bz). Ekkor f Jacobi-

matrixa:

—0 o 0
f,($7y,z): —z4+r -1 —z
Yy xr —b

A (0,0,0) egyensulyi pont stabilitdsdhoz elegend$ meghatarozni az

- o 0
1'(0,0,0) = r —1 0
0 0 —b

matrix sajatértékeit. A sajatértékek a (—5—A)((—=10—A)(—=1—X)—10r) =0 egyenlet
megoldésai, amelyek a kovetkezok: —%, _11“28”4(" és _11_”281+4OT. Ha r <1, akkor
minden sajatérték valos része kisebb, mint 0, vagyis a tételbdl kovetkezik, hogy

ekkor az origd aszimptotikusan stabil. Ha r> 1, akkor a —HHv8l+a0r V281+40T sajatérték valos

része nagyobb, mint 0, vagyis ekkor (0,0,0) instabil egyenstlyi pont.

A (V/b(r—1),4/b(r—1),r—1) és (—+/b(r—1), —/b(r —1),7—1) egyensilyi pontok
stabilitasanak vizsgalatahoz a kévetkezo tételt hasznaljuk fel.

2.19. Tétel (Routh-Hurwitz). Legyen f :R"™ — R" differencidlhato és p € R az
z(t) = f(x(t)) differencidlegyenlet egyensilyi pontja. A p egyensilyi pont pontosan
akkor aszimptotikusan stabil, ha az f'(p) mdtriz P(A\)=X"+a, 1 A" +.. . +a; A +ag

karakterisztikus polinomjdnak eqyiitthatoibol allo n x n-es

Ap—1 1 0 0 ... 0
Ap—3 QAp—2 QAp—1 1 ... 0
0 g ap G
0 0 Qo

mdtrixz fominorjai pozitivak.
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—0 o 0
f'(WV/b(r=1),/b(r—1),r—1) = 1 —1 —/b(r—1)
Vo(r—1) +/b(r—1) —b

Konnyen ellendrizhets, hogy az f'(1/b(r—1), /b(r —1),7r—1) és f'(—/b(r—1), —
—+/b(r—1),7—1) métrixok karakterisztikus polinomja P(\) = A3+ (o +b+1)\?+
+b(c+71)\+20b(r —1) = 0. Ebben az esetben a tételben az egyiitthatokbol
képzett matrix a kovetkezs:

o+b+1 1 0
200(r—1) blo+r) o+b+1
0 0 20b(r—1)

Ennek alapjan a kovetkez6 egyenlGtlenség-rendszernek kell teljesiilnie a két egyen-

silyi pont stabilitasahoz:

o+b+1 > 0
(c+b+1)(b(oc+1))—20b(r—1) > 0
(20b(r—1))((c+b+1)(b(c+7))—20b(r—1)) > 0

Az egyenl6tlenség-rendszer pontonosan akkor teljesiil a 0=10 és bz% értékek mellett,

ha r < 47 Tehat a (\/g(r—l), \/g(r— 1),r—1) és (—\/g(r—l), —\/g(r— 1),r—
—1) egyensilyi pontok r < % esetén aszimptotikusan stabilak, r > % esetén pedig

instabilak.

2.20. Allitas. Tekintsik a Lorenz-rendszert pozitiv paraméterekkel. Ekkor létezik
korldtos tartomdny a hdromdimenzids térben, hogy minden megoldds pdlydja kellGen

sok 1dd elteltével belép ebbe a tartomdnyba és tobbé nem hagyja el.

Bizonyitas: Legyen V(z,y, z) =1 (22 +y*+ (2 —o—r)?). Ekkor V lényegében a p=
= (0,0, 0+71) ponttol valo tavolsag négyzetének felét irja le. Vegyiink egy tetszGleges
u(t) = (z(t),y(t), z(t)) megoldast és vizsgaljuk meg, hogyan véltozik V értéke a
palyan haladva. Ehhez vezessiik be a V*(t) = V' (u(t)) fiiggvényt.

V* = <V,<I,y72),u> = <($ay’2—0—7”), (_O'.T—FO'y’ —I'Z+T$—y7$y—bz)> =
2
= 02" —y’ =b"+b(o+7)z = —ach—.vf—b(z——J;T)QM—(JZT)

Konnyen ellenérizhetd, hogy ha a kévetkezd harom egyenlétlenség koziil legalabb az

egyik teljesiil, akkor V* biztosan negativ:

2 b(o+1)?

v 4o
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2> b(a;li—r)z

(z—o—7)>2(0+r)?
Legyen R = b(ULT)Q + b(air)z +2(oc+7r)? = Wz—jabwa). Ha V(J:Zy, z) > & aklfor a
hérom egyenlGtlenségbdl az egyik biztosan teljesiil, vagyis ekkor V* < 0. Tehat V*(¢)
negativ, ha ||u(t) —p|| > &, ami azt jelenti, hogy ekkor u(t) palyaja kozeledik a p
ponthoz. Ebbdél kévetkezik, hogy kellGen sok id6 elteltével minden megoldas palyaja

belép a p pont R sugard nyilt kérnyezetébe és ott is marad. [

2.21. Definicio. A fazistér eqy A részhalmazdt attraktornak nevezzik a kovetkezdk
teljestilése eselén:

1. hap € A, akkor {p(t,p):t>0}C A

2. létezik A-nak egy olyan V' kirnyezete, amely tartalmazza a fdzistér dsszes olyan
q pontjdat, amelyre teljesil, hogy A minden U nyilt kirnyezete esetén létezik T > 0,
hogy {¢(t,q):t>T}CU

3. nem létezik A-nak olyan valddi részhalmaza, ami az el6z6 két tulajdonsdgot teljesiti

2.2. abra. Lorenz attraktor

A abra egy numerikusan meghatirozott megoldas palyajanak egy szakaszat
mutatja a o=10, bz%, r=28 paraméterek esetén. Ahogy az abran lathato, a megoldas
palyaja egy ideig spiralis palyan halad az egyik egyenstlyi pont koériil, majd elérve
egy kritikus tdvolsagot az egyensiilyi ponttol a masik egyensilyi pont koriil folytatja

keringését. Mivel a kezdeti értékek kis megvaltoztatasa hasonlo palyékat eredményez

32



arra kovetkeztethetiink, hogy van attraktor és az alakja is hasonlo.

32 34 36 38 40 42 44 46 32 34 36 38 40 42 a4 46
z(n) z(n)

2.3. dbra. z maximumok

A abrak azt a leképezést abrazoljak, amely a z koordinatafiiggvény n. lokalis
maximumahoz hozzarendeli az n+ 1. lokalis maximumat a vizsgalt palyaszakaszon.
Mindkét abra a [2.2] abran lathato megoldashoz tartozik, annyi eltéréssel. hogy a
masodik esetben a vizsgalt idGintervallum 3-szor akkora. Jol megfigyelhetd, hogy
az abrazolt pontok szama a vizsgalt idGintervallummal egyiitt névekszik. Konnyen
lathato, hogy periodikus palya esetén elég nagy idSintervallumot vizsgalva nem 1at-
nank kiilénbséget. A leképezés hasonlosagot mutat a satorleképezéssel, a meredekség
abszolut értéke nagyobb, mint 1. Ebbd6] arra lehet kovetkeztetni, hogy az attraktor

nem periodikus.

2.4, dbra. Atmeneti kiosz
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A abra szintén egy megoldas palyajanak szakaszat abrazolja, viszont ebben
az esetben r értéke 23. Megfigyelhets, hogy a palya atmenetileg a abrahoz ha-

sonlo kaotikus viselkedést mutat, majd hirtelen az egyik egyensulyi ponthoz kezd

el kozeliteni, ami aszimptotikusan stabil, mivel r < 41—?. Ezt a jelenséget atmeneti
kdosznak nevezziik.

A [2.7] 4llitas alapjan a Lorenz rendszer esetén
det J(t) = exp~ (e H1H0)1,

mivel tr(A(t)) =—(c+1+4b). Ez azt jelenti 0 =10 és b=3 esetén, hogy egységnyi id6
alatt a palya mentén haladva a térfogat koriilbeliil exp_?1 ~ 0.00000116- szeresére
csokken, vagyis a Lorenz rendszer disszipativ. A abran lathato palydhoz nagyon
hasonl6 pélya esetén numerikusan kiszamolt Lyapunov-exponensek: 0.905, 0, -14.57.
Ezekbdl rajzolodik ki az a kovetkeztetés, hogy az attraktor alakja rendkiviil lapos

és az altala vonzott palyak kaotikusak.
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