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1. Bevezetés

Az American Mathematical Monthly lapban 1967-ben Fred Richman és John Thomas
tette fel azt a kérdést, hogy egy négyzetet fel lehet-e bontani paratlan sok azonos terii-
letd haromszogre. Thomas egy évvel kés6bb megmutatta, hogy ez nem lehetséges, ha
a négyzet a [0,1] x [0,1] és a haromszogelésben el6fordulé haromszogek csicsai racio-
nalis koordinatajuak paratlan nevezével. Végiil 1970-ben Paul Monsky valaszolta meg
a kérdést az altaldnos esetben is. Lényegében azzal egészitette ki Thomas bizonyitasat,
hogy felhasznalta, hogy létezik nemarkhimédeszi, egészen pontosan 2-adikus abszolut-
érték R-en. Ez fontos része a bizonyitasnak, de mint latni fogjuk, ehhez hasznélni kell
a Zorn lemméat. Amikor a feladatot kittizték, akkor azt gondoltak, hogy létezik ra egy-
szert megoldas, azonban ma sem ismert ennél elemibb. A bizonyitas mésik fontos része
a Sperner lemma egy alakja. Ebben a szakdolgozatban az algebrai részére fogunk kon-
centralni. Bevezetjiik az abszolutértékek fogalmat és megvizsgéaljuk a tulajdonsagaikat
kiilonos tekintettel a nemarkhimédeszi abszolutértékre. Természetes a p-adikus szamok
bevezetése, amikkel bizonyithatjuk, hogy létezik R-en nemarkhimédeszi abszolutérték.
Sziikségilink lesz analizisbél és topologiabol ismert fogalmakra is, hogy le tudjuk irni a
p-adikus szamokat és tulajdonsagaikat. Ezutan megnézziik a p-adikus szamok bévitéseit.
Végiil elérjiik a C, testet, ami a komplex szamok testére mar hasonlit abban az érte-
lemben, hogy teljes és algebrailag is zart, ezért nem tudjuk béviteni Cauchy sorozatok
limeszeivel és polinomok gyokeinek hozzavételével. Idaig kovetjiik Gouvéa konyvét [1].
Az 5. fejezetben bebizonyitjuk, hogy létezik R-en is p-adikus abszolutérték, ehhez Lang
Algebra [3] és Hungerford ugyancsak Algebra [2] cimi konyvét hasznaljuk a transzcen-
dens béazis definicidjahoz és alapvets tulajdonsagaihoz. Ehhez a fejezethez sziikség van
az eddigieknél tobb halmazelmélet ismeretre, de még béven elég a BSc-s tudas. Vé-
giil az utolso fejezetben bebizonyitjuk Monsky tételét [5], ami egy szép példaja annak,
hogy a p-adikus szamok varatlanul, sokféle problémanal hasznosak tudnak lenni. Mon-
sky tételének altalanositasat n-dimenzios hiperkockara Mead bizonyitotta be [4], ezt is
megnézziik. Itt mar nem csak a 2-adikus abszolutértékre lesz sziikség, hanem a p-adikus
abszolutértékre is minden primszamra. Végil sikbeli tovabbi altalanositdsokat mondunk
ki és néhanyat bizonyitunk. Jelenleg is tobb megvalaszolatlan kérdés van a témaban,
ezek és az altalanositasok Stein cikkében talalhatoak [6].

2. Abszolutértékek

2.1. Definiciok

Legyen K test és legyen R, = {x € R: z > 0} a nemnegativ valés szamok halmaza.

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy |-| : K — R, fiiggvény abszolutérték, ha teljesiti
a kovetkezd tulajdonsigokat:

(i) |z| = 0 pontosan akkor, ha z = 0;
(ii) |zy] = |zlly] minden 2,y € K;
(iii) |z +y| < |z|+ |y| minden z,y € K.

Ha a (4)-nal erésebb



(v) |x+y| < max{|z|, |y|} minden z,y € K

feltételt is teljesiti, akkor azt mondjuk, hogy az abszolutérték nemarkhimédeszi, ha nem
teljesiti, akkor pedig azt, hogy arkhimédesz:i.

0 ,haz=0
2.2. Példa. Ha K tetszoleges test, akkor |z| = e egy nemarkhimédeszi
1 ,haz+#0

abszolutérték és trividlis abszoliutértéknek hivjak.

2.3. Példa. Legyen K = Q. Arkhimédeszi abszolutérték a szokdsos

2] T ,hax >0
Tloo =
—r ,haxz <0

abszolutérték.
Egy masik érdekesebb példa a kovetkezd:

2.4. Definici6. Legyen p € Z egy primszam. Definialjuk a v, : Q — RU{+o0} fiiggvényt
a kévetkez6 moédon: ha n nemnulla egész szam, akkor v,(n) legyen az a természetes szam,
amire p™ | n, de pM+! § n. (Ez egyértelmtien létezik.) Ha adottak r, s nemnulla
relativ prim egészek és © = r/s € Q* racionalis szam, akkor v,(x) := v,(r) — v,(s).
lletve v,(0) := 400. (400 szimbolumot a szokasos modon értelmezziik)

2.5. Allitas. Minden x,y € Q szdmpdrra teljestilnek az aldbbiak:
a) vp(xy) = vp(x) + vy(y);
b) vp(x +y) = min{v,(z), v,(y)}-

Bizonyitds. 1. eset: Tegyiik fel, hogy = # 0 # y. Ekkor x = p*»® . 7, ahol a,b € Z,
p1ab, illetve y = p»®) . ¢, ahol ¢,d € Z, p 1 cd.

a) zy = pr@FrW . 8 ahol p f abed, tehat vy(zy) = vy(z) + vy(y).

b) Tegyiik fel az altalanossag rovasa nélkiil, hogy v,(z) < v,(y). Ekkor

) ad + bc . pvp(y)_vp(x)

— (@) (2 vp<y>—vp<x>.f> _ (@) |
T+y=p ;D ) =» >

A szamléloban és a nevezdében is egész szam van és a nevez6 nem oszthato p-vel, igy
vp(x +y) 2 vp(z) = min{vp(z), vp(y) }-

2. eset: Valamelyik 0, példaul y = 0.

a) +o0o0 = v,(x) + oo,

b) vp(x) = min{vp(z), +-00} = v,(x)

mindketts egyszertien adodott. O]

2.6. Definici6. Tetszoleges x € Q racionalis szamra legyen |z, = p~**®) ahol termé-
szetesen 0], = 0 a +00 szimbolumot értelemszertien hasznalva. Ezt nevezziik a p-adikus
abszolutértéknek.

2.7. Kévetkezmény. |- |, : Q — Ry valdban abszolutérték és nemarkhimédeszi.

Bizonyitds. Az el6z6 Allitasbol egyszertien kovetkezik. m



2.2. Alapvet6 tulajdonsagok

2.8. Allitas. Legyen K tetszbleges test és |- | : K — R, tetszdleges abszolitérték. Ekkor
teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) N[ =1

(1)) hax € K, n €N és 2" =1, akkor |z| = 1;
(1ii) | — 1] =1;

(iv) minden x € K-ra | — x| = |x|;

(v) ha K véges, akkor | - | trividlis.

Bizonyitds. (i) |1| = |12| = |1]%, ezért |1| = 1, mert |1| pozitiv valos szam.
(ii) 1= |x"| = |x|™, tehat itt is |x| = 1, mert |z| nemnegativ valos szam.
(1ii) 1= 1] =|(=1)}| = | — 1), innen is | — 1| = 1 adodik.

() | =z = |(=Dz| = | = 1z] = 1|z[ = |z|

(v) Legyen |K| = q € N (¢ > 2), ekkor minden x # 0 elemre teljesiil 277! = 1. Az (7)
miatt |27t =1 és a (i7) miatt |z| = 1, tehat | - | trividlis.
O]

Tekintsiik az ¢ : Z — K beagyazast, azaz

(14 +1 chan>0
—_—
1:n— <0 ,han=0.
—(14---+1) ,han<0
|
\ —n

Legyen i képe A C K. Ha K karakterisztikdja 0, akkor A ~ Z, ha pedig char(K) = p
prim, akkor A ~ [F, a K primteste.

2.9. Tétel. Legyen A C K az el626 halmaz. Egy |- | abszolitérték K-n pontosan akkor
nemarkhimédeszi, ha |a] < 1 minden a € A szdmra. Specidlisan egy abszolitérték Q-n
pontosan akkor nemarkhimédeszi, ha |n| < 1 minden n egész szimra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy | - | nemarkhimédeszi, indukcioval bizonyitunk. Mivel
|+ 1] = 1 (2.8. Allitas (i), (444)), ezért |a &+ 1| < max{|al,1}. Ha a € A-ra tudjuk,
hogy |a| < 1, akkor az egyenl6tlenség miatt |a + 1| < 1, ezért minden a € A-ra igaz,
mert példaul [0] =0 < 1.

A masik irdanyhoz tegyiik fel, hogy minden a € A-ra |a| < 1. Azt akarjuk megmutatni,
hogy |z + y| < max{|z|,|y|}. Ha y = 0, akkor trividlisan teljesiil, ha y # 0, akkor |y|-
nal elosztva ekvivalens allitast kapunk és latjuk, hogy elegendd |z + 1| < max{|z|,1}
egyenlGtlenséget megmutatni minden = € K-ra. Vegyiink egy tetszéleges m pozitiv



egészt, ekkor (Tg) egész minden k = 0,1,...,m szimra, azaz a feltétel miatt |(Tg)‘ <1
Felirhatjuk a kovetkezd egyenlGtlenségeket:

> (i)
()
= bl

Ha |z| > 1, akkor |z|% |z|', ..., |z|™ koziil |z|™ a legnagyobb, ha pedig |z| < 1, akkor
|z|* <1 minden k =0, 1,...,m szamra. A két esetet egyszerre felirhatjuk:

|lx 4+ 1™ =

< "] <

IN

m
k=0
m
2|
k=0

S feff < (m 4 1) max{]a]™, 1}.
k=0

Tehat m-edik gyckvonés utén
|z + 1] < ¥Ym + 1max{|z|,1}.

Most vehetjiik az m — oo hatéarértéket, és lim %/m + 1 = 1 miatt teljesiil a bizonyi-

m—ro0

tando |z + 1| < max{|z|,1}. O
Az arkhimédeszi és a nemarkhimédeszi elnevezések a kovetkezs definicioboél jonnek.

2.10. Definici6. Azt mondjuk, hogy | - | teljesiti az Arkhimédeszi tulajdonsdgot, ha
minden z,y € K, x # 0 esetén létezik n pozitiv egész, amire |nz| > |y|.

2.11. Allitas. Legyen K test. A |-| abszolitérték pontosan akkor akhimédeszi, ha teljesiti
az Arkhimédeszi tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Ha teljesiil az Arkhimédeszi tulajdonsag, akkor x = 1, y = 1 valasztéssal
létezik n pozitiv egész, amire [n| > 1, és ez a 2.9. Tétel alapjan éppen azt jelenti, hogy
| - | arkhimédeszi. Tegyiik fel, hogy | - | arkhimédeszi, ekkor létezik a € A, hogy |a| > 1.
Ekkor |a*| = |a|® tetsz6legesen nagy lehet. Legyen x,y € K, x # 0 és ehhez n = a*
olyan, hogy |n| > |y/z|. Ekkor latjuk, hogy teljesiil az Arkhimédeszi tulajdonsag, mert
Inx| > |y| <= |n| > |y/z]. O

2.12. Kovetkezmény. Legyen K test és |- | abszolitérték K-n. Ekkor
1) |- | arkhimédeszi <= sup{|n|:n € Z} = +o0;
2) |- | nemarkhimédeszi <= sup{|n| :n € Z} = 1;
3) ha sup{|n| :n € Z} = C < +o0, akkor |- | nemarkhimédeszi és C = 1.

Bizonyitds. Ha | - | arkhimédeszi, akkor 2.9. Tétel miatt létezik n € Z, hogy |n| > 1,
tehat |n*| = |n|F miatt sup{|n| : n € Z} nem lehet korlatos. Ha nemarkhimédeszi, akkor
minden n € Z-re |n| <1, illetve |1| = 1 miatt sup{|n|: n € Z} = 1. Ezzel 1)-et és 2)-t,
illetve 3)-ban azt a kévetkeztetést, hogy |- | nemarkhimédeszi belattuk. Két lépésben 3)
masik kovetkeztetése is latszik, mert ha mar tudjuk, hogy | - | nemarkhimédeszi, akkor
2) miatt C' = 1. O



2.3. Topologia
Definialhatunk K-n egy metrikat a szokésos modon: d(z,y) = |z — y|, z,y € K.
2.13. Allitas. A d: K x K — R fiigguény valéban metrika.

Bizonyitds. d(z,y) = |z —y| >0
dlx,y)=|lr—y|l=02r—y=0&zc=y
dz,y)=lz—yl=|-(z -yl =y — [ =d(y,z)
dlz,y) +d(y,z) = |lv —yl+ly —2[ = [(z —y) + (y — 2)| = [z — 2| = d(x, 2) O

2.14. Allitas. Legyen | - | egy abszolitérték K-n és d a beldle szirmaztatott metrika.
Ekkor | - | pontosan akkor nemarkhimédeszi, ha minden x,y,z € K-ra

d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)}.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy |- | nemarkhimédeszi. Ekkor
d(z,y) = |z —y| < max{|z — 2, |z — y[} = max{d(z, 2),d(z,y)}.
A mésik iranyhoz helyettesitsiik be a kovetkezdket: x =z, y := —y, 2z := 0.
|z +y| = d(z, —y) < max{d(z,0),d(0, —y} = max{|z], [y}
O

Az Allitasban 1év6 egyenlétlenséget teljesité metrikat ultrametrikdinak szokéas hivni. Ha
egy téren adott egy ultrametrika, akkor azt a teret ultrametrikus térnek hivjuk.

2.15. Allitas. Legyen adott egy | - | nemarkhimédeszi abszolitérték K-n. Ha z,y € K,
|z # |yl, akkor
|z + y| = max{]z], [y|}.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy || > |y|. Ekkor teljesiil, hogy
|+ y| < max{[z], [y|} = ||
Maésrészt x = (v + y) — y, ezért
|z < max{|z +y|,| — y|} = max{|z + y|, |y[}.

Ez csak akkor teljesiilhet, ha max{|z + y|,|y|} = |x + y|, mert feltettiik, hogy |z| > |y|.
Visszairva az egyenl6tlenségbe, |z| < |z + y|. Mindkét irdnyt egyenlStlenséget megmu-
tattuk, azaz |z| = |z + y|. O

2.16. Kovetkezmény. Ultrametrikus térben minden hdaromszéog egyenldszari.

Bizonyitds. Legyen a haromszog harom cstcsa x,y, z, ekkor a haromszog oldalainak
hosszai d(z,y) = |x — y|, d(y,2) = |y — 2|, d(z, 2) = |z — z|. Ha |z — y| = |y — z|, akkor
a haromszog egyenlészari. Ha |z — y| # |y — 2|, akkor viszont az el6z6 Allitas alapjan
|(x —y) + (y — 2)| = |z — 2] megegyezik a hosszabbik oldallal. O

Tehat azt kaptuk, hogy ha K testen adott egy nemarkhimédeszi abszolutérték, akkor
|z], ly| és |z + y| koziil legalabb ketts megegyezik.
Nézziik meg a p-adikus abszolutérték esetén:

8



2.17. Példa. Legyen p € Z prim, z,y € Z egész szamok. Ekkor x = p™z’ és y = p™y’ va-
lamilyen n, m egészekre és p 1 2’y egészekre. Tegyiik fel, hogy p™" = |z|, > |y, =p™™,
azaz n < m. Ekkor x +y = p*(a’ +p" ™) és p 1 2’ + p" ™y, mert p 1 2/, igy
lz +yl, = p" = |z|,. Ha pedig p7" = |z|, = |y, = p™™, akkkor n = m és
x4y = p"(« +y'). Mivel lehetséges, hogy p osztja (2’ + ¢/)-t, igy annyit tudunk
mondani, hogy |z +y|, < p™™ = |z|, = |y|,. Tehat |z|,, |y|, és |z + yl|, koziil legalabb
ketté megegyezik.

2.18. Definicid. Legyen K testen adott |- | abszolutérték, tovabba a € K, r € R,. Az
a kozéppontu r sugari nyilt gomb

B(a,r)={zx € K:d(z,a) <r}={z € K:|rx—a|<r}.

Az a kozéppontu r sugara zdrt gomb

B(a,r)={x € K :d(z,a) <r}={zx e K:|r—a| <r}.
2.19. Allitas. Legyen a K testen adott | - | nemarkhimédeszi abszolitérték.
(i) Hao b € B(a,r), akkor B(a,r) = B(b,r); azaz egy nyilt gémb minden pontja a
kézéppontja.
(ii) Ha b € B(a,r), akkor B(a,r) = B(b,7); azaz eqy zdrt gémb minden pontja a
kézéppontja.
(11i) B(a,r) nyilt és zdrt halmaz.
(iv) Har # 0, akkor B(a,r) nyilt és zdrt halmaz.
(v) Har # 0 # s, akkor B(a,r)NB(b,s) # 0 pontosan akkor, ha B(a,r) C B(b, s) vagy
B(a,r) D B(b,s); azaz két nyilt gomb vagy diszjunkt vagy tartalmazzdik egymdst.
(vi) Har # 0 # s, akkor B(a,r)NB(b, s) # 0 pontosan akkor, ha B(a,r) C B(b, s) vagy
B(a,r) D B(b, s); azaz két zdrt gomb vagy diszjunkt vagy tartalmazzdk egymdst.
Bizonyitds. (i) Definici6 szerint b € B(a,r) < |b — a| < r. Vegylink egy = € B(a,r)
pontot, azaz |z — a| < r. Ekkor
|z — b < max{|z —al|,|b—a|} <,

azaz © € B(b,r). Vagyis azt kaptuk, hogy B(a,r) C B(b,r). Ha z € B(b,r), akkor
|z — b <rés

|z — a] < max{|z —b|,|b—a|} <,
tehat « € B(a,r). Azaz B(b,r) C B(a,r), és igy B(a,r) = B(b, 7).

(i1) Az (i) rész bizonyitdsa megismételhets ha <-t mindenhol <-re cseréljiik.

(#i) B(a,r) minden metrikus térben nyilt halmaz, de most egyszertibb dolgunk van:
legyen x € B(a,r), ekkor meg kell mutatni, hogy = belsé pont. Ezt bizonyitja,
hogy B(z,r) C B(a,r), mivel az (i) miatt B(z,r) = B(a,r).

B(a,r) zart: vegylink egy = pontot B(a,r) hataran. Legyen s < r. Ekkor létezik
y € B(a,r)NB(z,s) pont, mert x a B(a,r) hataran van, {gy minden kornyezetében
tartalmaz B(a,r)-beli pontot. Tehat |y —a| <7, |y — x| < s. Igy

v — a] < max{Jy —al, |y — o]} < max{r, s} <,

tehat © € B(a,r), azaz B(a,r) tartalmazza a hatarat, vagyis zart.
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(iv) B(a,r) nyilt: vegyiink egy x € B(a,r) pontot. Ez a pont belsé pont, mivel

B(z,r) © B(a,r) C B(a,r). (Az r # 0 feltétel azért kell, hogy B(x,r) ne le-

gyen iires halmaz. Ez a (i) részben nem okoz gondot, mivel ott B(a,r) is iires
halmaz, de itt B(a,r) egy pont.)

Bla,r) zért: a (i) részhez hasonloan. Legyen x a B(a,r) hatéran és s < r. Ekkor
legyen y € B(a,r) N B(x,s), azaz |y —a|l <7, |y — x| < s.

|z —af <max{ly —al, [y — x|} <7
Tehét x € B(a,r), azaz B(a,r) tartalmazza a hatarat, vagyis zart.

(v) Ha valamelyik tartalmazas fennall, akkor természetesen nem lehetnek diszjunktak.
Tegytik fel, hogy r < s. Ha B(a,r)NB(b, s) # 0, akkor létezik ¢ € B(a,r)NB(b, s).
Azonban (i) miatt B(a,r) = B(c,7) és B(b,s) = B(c, s), tehat

B(a,r) = B(c,r) C B(e,s) = B(b, s).
(vi) Az (v) rész bizonyitasdban a nyilt gomboket zartakra kell cserélni és a (ii)-t hasz-

nalni.
O

2.20. Allitas. Legyen K testen adott | - | nemarkhimédeszi abszolitérték. Ekkor K
osszefliggdségi komponenser az eqy elemid pontok.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy x,y € K kiilonb6z6 pontok és S C K halmaz tartalmazza
mindkettét. Legyen r = |z —y| # 0 és U = B(x,7/2), V = K\ U. U nyilt-zart halmaz,

P

nyiltak, diszjunktak és nem iiresek, mert xt € SNU ésye SNV. n

3. p-adikus szamok

3.1. Abszolutértékek Q-n

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy két abszolutérték K-n ekvivalens, ha ugyanazt a
topologiat generéljdk K-n.

3.2. Allitas. Legyen |- |, és |- |y két abszolitérték K-n. A kivetkezdk ekvivalensek:
i) |1 és |- |2 ekvivalensek;
it) |z|1 <1 <= x|z < 1 minden x € K;
ii1) létezik eqy o > 0 wvalds szdm, hogy minden x € K esetén |z|, = |x|§.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk i) = ii)-t. Ha ugyanazt a topologiat generaljak, ak-
kor ha egy sorozat konvergens az egyik szerint, akkor konvergens a masik szerint is és

ugyanoda konvergalnak. Tovabba az is igaz, hogy x € K-ra lim 2" = 0 pontosan ak-
n—oo

kor teljesiil egy | - | abszolutérték altal generalt topologiaban, ha |z| < 1. Ebbd&l méar
kovetkezik i1).

10



i1) = 1i1) Vegyink egy z¢g € K, z¢ # 0 szamot, amire |zo|; < 1. (Ha |zol; > 1,
akkor z,' jo valasztas, ha pedig minden x # 0 szamra |z|; = 1, akkor |- |; trivilis.
lz)i > 1 e 27y <1 & o7l <1 & |z]p > 1, tehét | - |p is trividlis és o = 1.) Mivel
|zol1 < 1, ezért |zola < 1 és legyen « az a pozitiv valos szam, amire |xo|; = |zo]g, tehat

o — log |zo |1

log |zol2 *
Vegyiink egy masik © € K, z # 0 szamot. Ha |z|; = |xo|1, akkor |x/zgly = 1 és
|z/xola = 1, killonben |x/zols < 1 esetén |z/zol1 < 1, |z/x0l2 > 1 esetén pedig
|z/xoly > 1. Tehét |z|y = |xgle, és ekkor |z|; = |z]3. Ha pedig |z|; = 1, akkor az
el6z6hoz hasonloan |x|e = 1, és itt is igaz |z|; = |z|5. Feltehetjik, hogy |x|; # |xo|s

és |z|; # 1. Ugyanigy feltehetjiik | - [o-re is. Legyen  az a pozitiv ( i) miatt ) valos
szam, amire |x|; = |x|J. Feltehet6 |z|; < 1, mert ha |z|; < 1 esetén megmutatjuk, hogy
|z|; = |z|, akkor |x|; > l-re |[z7!]; < 1, ekkor |zt = 2719, azaz |z]; = |z|5. |z <1
és i) miatt |x|y < 1.

Legyenek n és m pozitiv egész szamok, ekkor

n n

<1<
1

0

2]} < [xol!" <=
Ly

<1 <= |z|5 < |zol3"
2

(Ilyen n és m talalhato, példaul m = 1 és n kell6en nagy.) Innen
nlog|z|y < mlog|xg|1 <= nlog|x|s < mlog|zola,

ami log |z]|; < 0, log |z|2 < 0 miatt

n log |zo |1 n log |zo|2
m Toglels —m Togltly
Tehat ugyanazok a racionalis szamok nagyobbak M-nél, mint M-nél, de ez csak

log |z|1
akkor lehetséges, ha ez a két valos szdm megegyezik, azaz

log |z|2

log |zo|1 _ log |02
log |z]; log |x]s

amit atrendezve
log |zo|y  log ||y

log |zolz  log x|y’

azaz o = [3.
Végiil megmutatjuk iii) = i)-t.

z—ay <r <= |z —als <r <= |z —aly <r/®

Tehét Bi(a,r) = Ba(a,rY/?), azaz pontosan ugyanazok a nyilt gdmbok |-|; és |- |, szerint,
vagyis a topologia is, mert a nyilt gdmbdk a topoldgia egy bazisat adjak. O]

3.3. Tétel (Ostrowski). Minden nemtrividlis abszolitérték Q-n ekvivalens vagy a | - |
szokdsos abszolutértékkel vagy valamilyen p primszdmra a |- |, p-adikus abszolutértékkel.

Bizonyitds. Legyen | - | nemtrivialis abszolutérték Q-n. A lehetséges két esetet kiilon
vizsgaljuk:

a) Tegyiik fel, hogy | - | arkhimédeszi. Legyen ng a legkisebb pozitiv egész, amire
[no| > 1 (2.9. Tétel). Legyen « az a pozitiv valos szam, amire |ng| = n§. Megmutatjuk,
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hogy |z| = |z|%, teljestil minden racionalis x-re, mert ekkor |- | és |- | ekvivalens. Ehhez
elég bebizonyitani, hogy |n| = n® teljesiil minden n pozitiv egészre (|z| = | — z| és
|r/s| = |r|/|s| miatt).

Irjuk fel n-et ng-s szamrendszerben, azaz

2 k
n = ag+ a1ng + asng + - - - + agng,

ahol 0 < a; <mg—1ésay #0. Akszdm aznf <n < nkt! egyenlétlenség altal van
meghatéarozva és |a;| < 1 az ny valasztasa miatt.

In| = |ap + aing +a2n8+~--+aknlg| <

<laol + |ar|ng + lag|ng® + - - - + |axlng® <
<1+ng+ni®+ - +nf=
=ng® (1 +n9% +ng?* + -+ +ny*) <
[ee]
S nlgoz naia —
=0
ko 1 nkoz n8

e
0 —a 0 a
1 —mn, ng — 1

Legyen C' =n§/(ny — 1) > 0 szam (n§ = |ng| > 1). Azt kaptuk, hogy
In| < C’nlga < COn”.
Ez minden n-re teljesiil, igy az n”V alakt szamokra is, azaz
In™| < On™e.

Ahonnan

In| < ¥VCn®.

Ez minden N-re teljesiil, tehat N — oo hatarértéket véve |n| < n®.
Ismét nézziik n-nek az ng-s szdmrendszerbeli felirasat, és hasznaljuk ugyanazokat a

jeloléseket.

ny TV = nkH = |0+ bt - n| < [n| + [nktE —
[n| > ng™ = |ng ™t —n| > ng = (nfT =),

ahol felhasznaltuk az el6z6 részben kijott |n| < n® egyenl6tlenséget pozitiv egész sza-
mokra, mivel nitt > n. Azt is tudjuk, hogy n > nk, ezért

ngk—kl)a . (ng_;,_l . n)a Z nék—&-l)a . (nlg_H . ng)a,
igy (k+1)a k+1 k\&
In| > ng - (n0+ _”0) =
a 1\
= n(()kH) (1 - <1 - —) ) =
no
— Cl (k+1 Cl oe
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ha bevezetjiik ¢’ = 1 — (1 — 1/ng)* > 0 szamot. Ugyantigy, mint az elébb, n’¥ alakt
szamokra felirva, 1/N hatvanyra emelve, majd N — oo hatéarértéket véve kapjuk az
In| > n® egyenldtlenséget. Tehat teljesiil |n| =n®, ésigy |- | és |- | ekvivalensek.

b) Tegyiik fel, hogy |-| nemarkhimédeszi. Most is elegend6 egészekre belatni [n| = [n[7
egyenldséget belatni valamilyen a-ra. Ekkor |n| < 1 minden n egészre (2.9. Tétel). Mivel
|-] nemtrivialis, ezért létezik egy legkisebb pozitiv egész ng, amire |ng| < 1, és ez az ng # 1,
mert |1| = 1 minden abszolutértékre. Tegyiik fel, hogy ng = ab valamilyen a, b pozitiv
egész szamra, amik kisebbek, mint ng. Tehat n definicidja miatt |a| = |b] = 1, mivel 1-
nél nagyobbak nem lehetnek. Ez persze nem lehetséges, mert 1 > |ng| = |ab| = |a||b] = 1,
tehat ng primszam, nevezziik at p-re. Megmutatjuk, hogy | - | ekvivalens | - |,-vel.

Vegyiink egy p 1 n egész szamot. Ekkor n = rp + s valamilyen r egész szamra
¢s 0 < s < p egész szamra. Definicio miatt |s| = 1 és |r|] < 1 (2.9. Tétel), tehat
Irp| = |r||p| < 1. Igy 2.15. Allitds miatt

In| = |rp + s| = max{|rp|,[s[} = 1.

Vegytink most egy tetszéleges n egészt. Ekkor n = p’n’, ahol v természetes szam, p { n’
egész szam. Ekkor

[n| = Ip"n'| = [pl"|n'| = [p" = ¢,
ahol ¢ = |p|~!. Masrészt |n|, = p~, tehat a = log,(c)-re |n| = |n|3, azaz | - | és |- |,
ekvivalensek. (a =log,(c) >0 c>1« |p| <1) O

3.4. Allitas. Minden x € Q% szdmra

H |z], =1,

p<oo

ahol p < 0o azt jelenti, hogy p primszim €és a p-adikus abszolitértéket vesszik vagy a
$20kdso0s | - |« abszoliitértéket.

Bizonyitas. Legyen x = £pi" - - pi* az = primfelbontasa, ahol «; lehet negativ is.

|zl =1, ha q # p;
x|, = p; hai=1,...,k

|#]oo = pi" - - 1"

Innen pedig latszik az egyenl@ség. [
Ez a tétel indokolja, hogy a p-adikus abszolutérték alapja p legyen, hiszen |z| = ¢~ (®)

(c > 1) is ekvivalens abszolutérték lenne.

3.2. Teljessé tétel

Rogzitsiink le egy | - | = | - |, p-adikus abszolutértéket Q-n valamilyen p primszémra.

3.5. Allitas. Legyen adott K-n eqy nemarkhimédeszi abszohitérték. Egy (x,) C K
sorozat pontosan akkor Cauchy, ha

lim |2, — 2, =0.
n—oo
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Bizonyitds. Az egyik iranyhoz tegyiik fel, hogy (z,) Cauchy. Legyen € > 0, ekkor létezik
N € N, hogy minden n,m > N-re |z, — z,,| < €, specidlisan |r,41 — x,| < €, tehat
lim |z, — 2, =0.

n—oo

Masik irdny: legyen € > 0, ekkor létezik N € N, hogy minden n > N-re teljesiil
|Zpi1 — 2| <e. Haom=n+r >n> N, akkor

|mm - xn| = |(mn+r - xn—&-r—l) + (xn-l—r—l - xn—&-r—?) ++ (:En—‘rl - xn)| <
S maX{|mn+7‘ - xn+r—1|a |wn+r—1 - xn+7‘—2|7 SRR |5L‘n+1 - xn|} <e.
Tehét (z,,) Cauchy. O

3.6. Tétel. A raciondlis szamok Q teste nem teljes semmilyen nemtrividlis abszolutérték
szerint sem.

Bizonyitds. Ostrowski tétele miatt (3.3. Tétel) elegendd | - |,-re belatni, ahol p < co. A
szokasos abszolutérték szerint ismert, hogy Q nem teljes, példaul /2 kozelithets racio-

nalis szamokbol all6 Cauchy sorozattal, de v/2 ¢ Q.
Tegyiik fel, hogy p # 2 prim. Vélasszunk a € Z egész szamot, amire:

e a semminek sem a négyzete Q-ban;

°pfa;
e X?=a (mod p)-nek van megoldasa.

(Ilyen a lehet p 4+ 1, ha p # 3, vagy a = 7, ha p = 3.) Gyéartunk egy (z,) Cauchy
sorozatot | - |, szerint:

e 1 legyen X2 = a (mod p) valamilyen megoldésa,;
e 1, (n > 1) legyen olyan, hogy z,, = z,_; (mod p"), 22 = a (mod p"T!).

Megmutatjuk, hogy (x,) sorozat létezik: x, definicio szerint létezik. Tegyiik fel, hogy
X, X1, ...,Ty_1 létezik. Ekkor keressik z,-t x, = x,_1 + tp" alakban.

xi = (xnil _'_ tpn>2 — xi,l + 2xn71tpn + t2p2n

Mivel 22 | = a (mod p"), ezért 22 | = a + sp™.

2 =a+sp" + 2r, 1tp" +?p™ =a (mod p"T)

sp™ + 22, 1tp" +t*p* =0 (mod p"T)

Feltettiik, hogy n > 1, ezért 2n > n+1, tehat az utolso tagot elhagyhatjuk és oszthatunk
p"-nel.
s+ 2x, 1t =0 (mod p)

Vegyiik észre, hogy w1 = Tn 2 + @y 1p" ' = -+ = 20 + a1p + agp® + - -+ + ap1p" 7,
tehat z,_1 = o (mod p), és zy Z 0 (mod p), mert kiilonben a oszthaté lenne p-vel.
llletve a p # 2 feltétel miatt oszthatunk 2-vel, ezért

t=—s(2x,_1)"" (mod p),

14



ahol (2z,_1)"! a 2z, inverze mod p. Tehat

Ty = Ty — 5(20,_1) " = 2y — (22p_1) (22, — a)
rekurzioval megadva a sorozatot teljesiilnek a feltételek. Igy teljes indukcioval megadtuk
az (x,) sorozatot.

A 3.5. Allitast hasznalva megmutatjuk, hogy (z,,) Cauchy:

Tni1 — Tplp = [Ap" T, < p T = 0.
| b =1Ap"" ], <p
Ugyanakkor az is teljesiil,hogy

[} — aly = [wp"* ), <p Y =0,
tehat ha létezik limz, = x € Q, akkor 2% = a, ami nem lehet, mert a-t igy definidltuk.

Ha p = 2, akkor az el6z6 modszer nem miikodik, de valami nagyon hasonlo6 igen:
o V3¢Q;

e 213;

e X? =3 (mod 2)-nek van megoldésa, példaul X = 1.
Definialjuk a kovetkezs (x,,) sorozatot:

e 79 az X? =3 (mod 2) megoldésa;

e z, (n > 1) legyen olyan, hogy z,, = z,,_; (mod 2"), 2 =3 (mod 2"*1).
Indukcié: zg, z1,

.y Tp_1 létezik. Keressiik x,-t x, = x,,_1 + t2" alakban.

28 = (2po1 + 1278 = 28, + 322 12" + 3w, 12270 + £325"
Tudjuk, hogy 3, =3 (mod 2"), ezért a3 _, = 3 + 2.

23 =34 52" + 322 12" + 3w, 11727 + 2" =3 (mod 2"")

s2" + 322 12" =0 (mod 2"™)
Ismét elhagyhattuk az utols6 két tagot n > 1 miatt. Osszunk le 2™-nel.

s+322_t=0 (mod 2)

s+x2 t=0 (mod 2)

Megint észrevehetjiik, hogy z, 1 = 19 + @12 + -+ + a,_12"!, tehat z,_; = 1 (mod 2),
mert g =3 =1 (mod 2). Tehat

t=—s

(mod 2),
vagyis

Tp = Tp-1 — 52" = Tn—1 — (I?L—l - 3)
Ebben az esetben is létezik az (x,) sorozat.

A kapott sorozat Cauchy (3.5. Allitas):

‘xn+1 — l‘n‘g = |)\2n+1’2 < 27(n+1) —0
Illetve mint az elébb

5 = Bla = [p2" ]y < 27 0,
tehat ha létezik limx, = x € Q, akkor 2% = 3, ami nem lehet.
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3.7. Definici6. Legyen |- | = | - |, nemarkhimédeszi abszolutérték Q-n. Jeldlje C vagy
C,(Q) a Cauchy sorozatok halmazdt Q-ban.

C =C,(Q) ={(z,) C Q: (x,) Cauchy sorozat | - |, szerint}

3.8. Allitas. Legyen
(Tn) + (Yn) = (Tn + Yn)
(xn) : (yn) = (xnyn)

Ezekkel a miveletekkel elldtva C-t, kommutativ eqységelemes gyidrit kapunk.

Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy a miiveletek nem vezetnek ki a halmazbol, a
tobbi konnyen latszik.

limsup [(Zp11 + Ynt1) — (Tn + yn)| < limsup (max{\xnﬂ — T, [Ynt1 — yn]}) =0

n—o0 n—o0

A 3.5. Allitas miatt tudjuk, hogy (z, + y,) Cauchy.

lim sup |$n+1yn+1 - xnyn| = lim sup |xn+1yn+1 — Tpt1Yn + Tnt1Yn — xnyn| <

< limsup (max{|zn 1| |[yr1 = Yal, [Yal[wnr1 — 20]}) =0
n—oo

Az (z,) és (y,) sorozatok Cauchy sorozatok, tehat konvergensek, tehat korlatosak. A
kiilonbségsorozatok 0-hoz tartanak, ezért a max-ban 1évé mindkét sorozat nullsorozat.
Szintén a 3.5. Allitas miatt (z,y,) Cauchy. O

3.9. Definicié. Ha = € Q, akkor legyen

(x) = (x,z,2,...)
az x-hez tartozo konstans sorozat.
3.10. Allitas. Az x — (z) fiigguény egy bedgyazdsa Q-nak C-be.

Bizonyitds. Egyszertien latszik, hogy (x) Cauchy, akar 3.5. Allitasbol, akar a definiciobol.
]

3.11. Definicié. Legyen
N={(x,)cC:2, — 0} ={(x,) CC: lim |zn], =0}

a nullsorozatok halmaza.
3.12. Allitas. N egy mazimdlis idedl C-ben.

Bizonyitds. Legyen N C J < C ideal. Azt latjuk be, hogy ekkor J = C. Legyen
(x,) € J\N, és [ az N és (x,,) altal generalt ideal. Ekkor I = C teljestil, tehat J = C
is. Ehhez elegend6 megmutatni, hogy (1) (csupa 1 sorozat), a C egységeleme benne van
I-ben.

El6szor vegyiik észre, hogy létezik egy ¢ > 0 valos szam és egy N € N természetes
szam, amire |z,| > ¢ > 0 minden n > N-re:
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(z,) ¢ N, tehat z,, /A 0, azaz Je > 0VN € NIn > N : |x,|, > ¢, rogzitsiink egy
ilyen e-t;

(xn) € C, ezért £/2-héz AN € NVn,m > N : |z, — x|, < €/2, rgzitsiink egy ilyen
N-t. A rogzitett € és N megfelels lesz.

Az els6 megallapitas miatt létezik n > N, hogy |z,|, > €. Legyen m > N, ekkor
|2p — Tplp < €/2, tehat

€ < |wnlp < max{|z, — 2 lp, [Tmlp}

miatt max{|z, — Tm|p, |Tmlp} = [Tmlp, mert |z, — x|, < /2, igy |Tm|, > €.
Definialjuk az (y,) sorozatot:

)0, n<N
Yn 1/2,, n>N~
Ez a sorozat Cauchy lesz 3.5. Allitas miatt, mert n > N-re
1 1 T —x T —x
|yn+1 . yn| _ I | n+1 n| S | n+1 . n| N 0,
Tp+1 T, |xnmn+1| &

felhasznalva, hogy (x,) Cauchy. Kénnyen latszik, hogy

1, n<N

(1) = (@) 1) = {O "

ami nullsorozat. Tehat (1) — (x,)(yn) € N, azaz (1) el6all egy N-beli és (z,) egy
tobbszorosének osszegeként, tehat (1) € 1. O

3.13. Definici6. Definialhatjuk a p-adikus szamok testét:
Qp = C/N

Ez valéban egy test, mivel egy maximalis idedllal faktorizaltunk ki. Két kiilonbozs
konstans sorozat nem esik ugyanabba az ekvivalenciaosztalyba, igy tovabbra is adott
egy Q — Q, beagyazas, ami x € Q racionalis szamot (x) ekvivalenciaosztalyaba viszi.
Ki tudjuk terjeszteni a p-adikus abszolatértéket Q,-re:

3.14. Allitas. Legyen (v,) € C, de (v,) ¢ N. Az |x,|, sorozat egy idd utdn dllands,
azaz létezik N, hogy minden n,m > N esetén |z,|, = |Tmlp.

Bizonyitds. Ahogy a 3.12. Allitasban megmutattuk, létezik N; € N és ¢ > 0 valos szam,
amire |r,| > ¢ minden n > Nj-re. Ugyanakkor mivel (x,) Cauchy, ezért létezik egy
Ny € N is, amire |z, — x,,| < ¢ minden n,m > Ny-re. Legyen N = max{Ny, Ny}, ekkor
mindkettd feltétel teljesiil. Legyenek n,m > N, ekkor |z,,| > ¢ > |z, — x,,|, specidlisan
|Zm| # |Zn — Tm|. Hasznalhatjuk a 2.15. Allitast, tehat

20| = max{|z, — 2|, [Tm]} = |20,
vagyis n,m > N esetén teljesil |z, | = |z,]. ]

3.15. Definicid. Legyen \ € Q, és legyen (z,) € C egy sorozat, ami reprezentéalja A-t.
Ekkor legyen
Al = nlggo |0 p-
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3.16. Allitas. Az elébb definidlt |- |, : Q, — R, fiigguény joldefinidlt, nemarkhimédeszi
abszolitérték, ami kiterjeszti a Q-n lévd p-adikus abszolutértéket.

Bizonyitds. Ha X\ = 0, akkor (x,) € N, tehat definicié szerint z,, — 0, vagyis a limesz
létezik és 0. Ha A # 0, akkor (z,,) ¢ N és a 3.14. Allitas miatt |z, |, sorozat egy id6 utéan
konstans, tehat a limesz létezik.

Tegytik fel, hogy a A € Q, szamot az (z,,) ¢s az (I,,) sorozat is reprezentéalja. Ekkor
meg kell mutatni, hogy ugyanazt a limeszt kapjuk. (z,) és (Z,) ugyanabban az ekvi-
valenciaosztalyban vannak, tehat (z,) — (Z,) = (v, — ¥,) € N, azaz x, — &, — 0,

lim |z, — Z,|, = 0. A szokasos abszolutértéket és haromszogegyenlStlenséget hasznalva
n—oo

|0 — Zalp = [|Zalp — [Znlp|, ahonnan ||z, |, — [Za],| — 0, azaz lim |z,[, = lim |Z,],.
Ha A € Q,, akkor A =0 < (z,) e N & lim |z,], =0< |\, =0.
n—oo

Legyen A, i € Q, és reprezentalja Sket (x,,) és (y,). Ekkor Ap-t (x,,) - (yn) = (2nyn)
reprezentalja, igy

Al =l [2pynly = M [anfp|ynlp = Hm faaf, Hm ], = [Al]u),.

Legyen A, u € Q, és reprezentélja Sket (z,) és (yn). Ekkor (A + p)-t (z,) + (yn) =
= (@, + yn) reprezentélja, tehat

A+ :“|p = 7}1_{20 |z + yn|p < limsup max{|xn|p, |yn|p} =

n— 00
= max{ lim [z,p, I |y,[p} = max{|Alp, [pp}-
n—00 n— 00

Ezzel belattuk, hogy nemarkhimédeszi abszolutértéket kaptunk. Mar csak azt kell
megmutatni, hogy ha vesziink egy x € Q szamot és egy ezt reprezentéild sorozatot, pél-
daul (z)-t, akkor a két p-adikus abszolutérték definici6 ugyanazt adja, azaz |z|, = |(x)],,
ami nyilvanvalo. [l

3.17. Allitas. Minden 0 # \ € Q, szdmra létezik n € Z, hogy |\, = p~™.

Bizonyitds. Legyen (z,) € C sorozat, ami A-t reprezentalja, azaz (x,) ¢ N, mert A # 0.

A 3.14. Allitas szerint létezik N, hogy n,m > N esetén |x,|, = ||,. Definici6 szerint

A, = lim |z,|, = |zn]|y, azaz xy € Q p-adikus abszolutértéke, tehat p egy egész
n—oo

hatvanya. O]
3.18. Allitas. A Q — Q, beagyzdsndl vett képe Q-nak sird Q,-ben.

Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy minden Q,-beli szim minden kornyezete tartal-
maz pontot Q képébdl. Tehat legyen A € Q, és € > 0, ekkor elegend6 belatni, hogy
létezik konstans sorozat B(\, ¢) nyilt gémbben.

Legyen (z,) Cauchy sorozat, ami -t reprezentalja és ¢/ < . Létezik N € N szam,
amire n,m > N esetén |z, — x,,| < €. Legyen y = xy és tekintsiik az (y) konstans
sorozatot. Ekkor teljesill (y) € B(\ ) ((y)-t és (y) ekvivalenciaosztalyat ugyantgy
jeloljiik, de a szovegkornyezetbdl kidertil, hogy mikor melyik), azaz |A — (y)| < e:

A X — (y) € Q, szamot reprezentalja (x,) — (y) = (2, —y) = (¢, — xn). Definicio
szerint

A= ()| = lim [z, —2x],

n—o0
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de mivel n > N-re |z, — xy| < €', ezért

lim |z, —2zy| <& <e.
n—oo

Tehat belattuk, hogy (y) € B(\,¢). O
3.19. Allitas. Q, teljes metrikus tér.

Bizonyitds. 1) Legyen Ai, Aa, ... Qp-beli Cauchy sorozat. (Vagyis Q-beli Cauchy soroza-
tok ekvivalenciaosztalyaibol allo Cauchy sorozat.) Mivel Q képe stirti Q,-ben (3.18. Al-
litas), ezért létezik 4™ € Q racionalis szam, amire (y™) € B(\,,1/n) (most is (y™) és
(y™) ekvivalenciaosztalyat ugyantgy jeldljiik), azaz |\, — (y™)| < 1/n.

2) yM, @ ... sorozat Cauchy Q-ban: reprezentalja A szamot (a:ﬁl‘“)) Azt kell belat-
ni, hogy minden & > 0-hoz létezik N € N, hogy minden n, m > N esetén |y —y™)| < ¢.
Legyen ¢ > 0. Mivel a (\;) sorozat Cauchy, ezért létezik Ny € N, amire minden
n,m > Nj esetén |\, — \,| < ¢, azaz Jim. 2" — 2| < . Legyen N = max{N,, [11}.
Ez bizonyitja, hogy y* Cauchy. Legyenck n,m > N, ekkor |\, — (y™)| < 1/n és
A — (™) < 1/m, azaz ]€11_>I£10|a7§€n) —y™| < 1/n és k:11_>1210|x,(€m) —y™| < 1/m, illet-
ve kh_}lrgo |x,(€") - x,(gm)] < e. Létezik egy megfeleléen nagy k, amire ]x,(cn) —y™| < 1/n,

2™ — )| < 1/m és |2\ — 2™)| < £ egyszerre teljesiil. N valasztasa miatt

nmzNz |t 22,
9 9

azaz € > 1/n,1/m, tehat az el6bb kivalasztott k-t hasznalva
™ =y < max{ly™ — a7 o = 2 ™ =y} < e

Tehat valoban Cauchy sorozat. Legyen A\ € Q, az y . y@ . Q-beli Cauchy sorozat
képe a C/N faktorleképezésnél.
3) lim A, = \: azt kell megmutatni, hogy lim |\, — A| =0.
n—oo n—oo

A = Al < max{|A, — (y™)]. [(y™) = A}

Az y™ szamok valasztasa miatt |\, — (y™)| < 1/n, tehat |\, — (y™)| — 0. Elég belatni,
hogy |(y™) — A| = 0, azaz lim lim |y — y(™| = 0. Legyen ¢ > 0, ehhez N € N,

n—o0 Mm—r0o0
hogy n,m > N esetén |y — y™| < . Elébb m-ben, majd n-ben hatarértéket véve
lim lim |y™ — y(™| < e. Tehat megmutattuk, hogy lim A, = .
n—oo

n—o0 mMm—0oo

4) Tetszbleges Q,-beli Cauchy sorozatra megmutattuk, hogy konvergens Q,-ben, te-
hat Q, teljes. O]

3.20. Tétel. Minden p € Z primszdmra létezik egy Q, test és azon egy | - |, nemarkhi-
médeszi abszolutérték, amire:

(1) létezik eqy Q — Q, bedgyazds, és Q-nak a bedgyazdsndl vett képén | - |, éppen a
p-adikus abszolutérték;

(11) Q képe a bedgyazdasndl sird Q,-ben;
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(i1i) Q, teljes metrikus tér.

A Q, test egyértelmilen meghatdrozott eqyértelmi abszolitérték tarto izomorfia erejéig az
(1), (i), (ii7) tulajdonsdgok dltal.

Bizonyitds. Az egyetlen bizonyitando az egyértelmiiség. Tegyiik fel, hogy létezik K test
ugyanezekkel a tulajdonsagokkal. Vagyis létezik i : Q — K bedgyazas, ami megtartja
az abszolutértéket. A bedgyazas homomorfizmus és tekinthetjiik agy, mint Q, egy stri
részhalmazan definialt fiiggvény. Ekkor ¢ folytonos fiiggvény, mert ha ¢ > 0, akkor
|z —y| <e=li(z)—i(y)| <e, mert i(z—y) =i(r) —i(y). Egyértelmten terjeszthetjiik
ki i-t a teljes Q, testre folytonosan, legyen ez f : Q, — K.

Ekkor f homomorfizmus: legyen z,y € Q,, ekkor léteznek (x,), (y,) C Q sorozatok,
amikre z,, — x, ¥, — y. Mivel ¢« homomorfizmus, ezért

f(mn + yn) = Z(xn + yn) = Z($N) + Z(yn) = f(:En) + f(yn)a

f(xnyn) = Z<mnyn) = Z($N)Z(yn) = f(xn)f(yn)
Az f fiiggvény folytonos, igy hatarértéket véve mindkét egyenlGséghen

fla+y) = lim f(z, +y,) = lim (f(z) + f(ya)) = f(2) + F(y),

flay) = T f(eara) = lim (F(@) () = F@)f ().

n—oo

Megcserélve K és Q, szerepét legyarthatunk egy g : K — Q, folytonos fiiggvényt,
ami kiterjesztése a Q — Q, bedgyazasnak. Ekkor go f : Q, — Q, folytonos, mert két
folytonos kompozicidja és Q-t, mint Q, részhalmazat tekintve go f az identitas fiiggvény
@Q-n. Mivel stirid részhalmazon folytonos fliggvény egyértelmiien terjed ki folytonosan,
ezért g o f az identitas fliggvény Q,-n is. Ugyanigy megmutathato, hogy f o g pedig az
identitas fliggvény K-n. Tehat f bijekcid, mert van inverze, tehat akkor izomorfizmus.

Legyen = € Q,, ekkor létezik (x,) C Q sorozat, amire z,, — x. Az abszolutérték foly-
tonos fiiggvény, mert tetszéleges abszolutértékre ||x| — |yl| < |z -y, ahol a kiilss abszo-

latérték a szokéasos abszolutérték R-en. Ekkor f(z,) = i(z,) és |f(xn)| = |i(z,)| = |zal,
mert ¢ megtartja az abszolitértéket. Mivel az abszolutérték Q,-n és K-n is folytonos,
illetve f is folytonos, ezért |f(z)| = |z|, tehat f megérzi az abszolutértéket.

Az izomorfia egyértelmiisége azt jelenti, hogy Q,-nek nincs nemtrivialis abszolutérték
tart6 automorfizmusa: ha ¢ : Q, — Q, nemtrivialis abszolatérték tarté6 automorfizmus,
akkor fop:Q, = K egy f-tdl kiilonbo6z6 abszolutérték tarté izomorfia, mert ¢(z) # «
valamilyen z-re, de ekkor f(¢(z)) # f(x), kiilonben f~!-et rdalkalmazva ellentmondasra
jutnank. Ha f,¢g : Q, — K két kiilonboz6 abszolutérték tartoé izomorfizmus, akkor
g~ tof:Q, — Q, nemtrividlis abszolutérték tarté automorfizmus, mert valamilyen z-re
[(x) # g(x) & ekkor g1 (f(x)) # .

Tegyiik fel, hogy ¢ : Q, — Q, nem trivialis abszolutérték tarté automorfizmus. Ekkor
fop:Q, = K f-t6l kiilonboz6 abszolutérték tartéd izomorfizmus. fop a Q-n megegyezik
i-vel, mert ¢ Q-t fixen hagyja: p(1) =1 = ¢(n) =n, han € N, p(—1)? = ¢(1) = 1,
tehat ¢(—1) = —1, mert injektiv = ¢(n) = n, ha n € Z, tehat ¢(x) = z, ha = € Q.
Mivel ¢ abszolutérték tarto, ezért folytonos (|z —y| = |¢(x —y)| = |p(z) —p(y)|). Tehat
f o folytonos fliggvény, mert két folytonos kompozicidja és Q-n megegyezik ¢-vel, tehat
az egyértelmi folytonos kiterjesztésbdl f o p = f, azaz p = id. n
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3.3. Q, tulajdonsagai

A tovabbiakban @, konstrukciojat nem vessziik figyelembe, csak a 3.20. Tételben felsorolt
tulajdonsagok alapjan vizsgaljuk, hiszen ezek a tulajdonsagok egyértelmien meghataroz-
zédk. Q-t azonositjuk Q képével Q,-ben, azaz Ggy tekintjiik, hogy Q C Q,. Megmutattuk
a 3.17. Allitasban, hogy Q-n és Qp 1 a |- |, abszolutérték képe megegyezik, tehat meg-
fogalmazhatjuk a kovetkezs allitast:

3.21. Allitas. Minden v € Q,, x # 0 esetén létezik v,(z) € Z, amire |z, = p~»@ és
vp a hasonlo Q-n lévd v, figguény kiterjesztése.

Az egész Qpre v,(0) = +oo-nel ki tudjuk terjeszteni. Ha z,y € Q,, akkor a kiter-
jesztett v, fiiggvényre is igaz v,(zy) = vy(x) + v,(y), mert |zyl, = |z||ylp, illetve
(e +y) = min{v,(z), v,(y) }, mert [z +yl, < max{fzl,, |ylp}-

3.22. Definici6. A
Zp:{xGQp:’x|p§1}

halmazt p-adikus egészeknek hivjuk.
Z,, megegyezik Q, 0 kdzépponti zart egységgombjével, tehat Z, nyilt-zart halmaz.

3.23. Definici6. Azt mondjuk, hogy az A lokdlis gyird, ha A kommutativ gytrd és
egyetlen maximalis idealja van.

3.24. Allitas. A p-adikus egészek eqy lokdlis gyird, aminek a maximdlis idedlja DLy.
Tovabba:

i) AZ — 7, bedgyazds képe siri, méghozzd minden x € Z, ésn > 1 esetén létezik
a € 7,0 < a< pt—1 egész, amire |x —a| < p". Az « egész ezekkel a
tulagdonsdgokkal egyértelmdi.

ii) Minden x € Z, esetén létezik o, Cauchy sorozat, ami x-hez tart és

e o, c€Z és0< a, <p"—1;

e minden n-re a,, = a1 (mod p*t).
Ez az o, sorozat egyértelmiien meghatdrozott ezekkel a tulajdonsdgokkal.

Bizonyitds. pZ, = {x € Q, : |z| < 1}, mert pZ, = {x € Q, : |z| < p~'} és 3.17. Allitas
miatt || < 1 = |z| < p~'. Z, a Q, test részhalmaza, ezért elég megmutatni, hogy a
miiveletek nem vezetnek ki és akkor Z, gytrt lesz: legyenek z,y € Z,, ekkor

| £ y| < max{fz], [y]} <1,

|zy| = fallyl <1,
tehét x £ y,zy € Z,. pZ, ideal: legyenek z,y € pZ,, ekkor

|z £ y| < max{[z], [y|} <1,
tehat x £y € pZ,, ha pedig x € pZ,, y € Z,, akkor
|zy| = [[ly] < 1,
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tehét zy € pZ,, vagyis pZ, idedl. Maximalis ideal, ehhez elég az, hogy ha x € Z,, de
x ¢ pZ,, akkor x invertalhato. Specidlisan z # 0, tehat létezik x~! € Q,. Ekkor

|:E_1| - |l’|_1 =1,

mert |z| = 1, hiszen z ¢ pZ,, tehat 7! € Z,, azaz invertalhato tetszéleges ilyen elem.
Tegyiik fel, hogy létezik pZ,-t6l kiilonbozé maximaélis ideél, legyen ez I. Ha I C pZ,,
akkor I nem lehet maximalis, mert pZ, egy 6t tartalmazo ideal. Tehét létezik x € Z,,
hogy = € I, de = ¢ pZ,, mert I # pZ,. Ekkor mint ahogy az el6bb megmutattuk,
r7!' € Z,, de ekkor 7'z =1 € I, mert I ideal, viszont ekkor I = Z,, tehat I nem lehet
maximalis.

i) Ha x € Z, akkor vy(x) > 0, tehat |z| < 1, vagyis van értelme Z — Z, beagya-
zésnak. Ha megmutatjuk i) masodik felét, akkor Z képe valoban stird Z,-ben, mert
tetsz6leges © € Z, minden B(x,r) kornyezete tartalmaz Z-beli pontot: p~" < r, ekkor
a € B(x,p™) C B(x,r). Tudjuk, hogy Q stirii Q,-ben, tehat létezik a/b € Q (a,b € Z,
(a,b) = 1) racionalis szam, amire

pl =P
Ekkor
‘2’<max{]x\ )$_9‘}<1
b — ) b — bl

tehéat p 1 b, kiillonben p osztana a-t is, hogy teljesiiljon |a/b| < 1, de akkor a és b nem

lehetne relativ prim. Ha p 1 b, akkor létezik ' € Z, amire b0’ =1 (mod p"). Ekkor
‘% - ab/ S p_n7
mert | |
a a—a —n
7 ab'| = T la —a(tp" + 1) = |at|[p"| = [at[p™",

ahol ¢ valamilyen egész és p 1 b, ezért |b| = 1, illetve |at| < 1, mert at egész. Tovabba az
is igaz, hogy ab’ egész, amit redukalhatunk (mod p"), azaz legyen « az az egész, amire
0<a<p'—1lésa=ab (mod p"). Ez bizonyitja i)-t:

a

|z — «f gmax{‘x—g

%—ab’

9 ,]ab/—oz]} Spina
mert « = abl (mod p") miatt létezik s egész, amire ab/ — a = sp”, |s| < 1, tehat
lall — of = |sp™| = |s|p™ < p~™. Tegyiik fel, hogy létezik § ugyanezekkel a tulajdonsé-
gokkal. Ekkor

o = B] < max{|z —al, |z — B[]} <p™",

ekkor p" | @ — 3, ami csak ugy lehetséges, ha a = f.

it) Legyen o, € Z olyan, amit az i) pontbdl kapunk = € Z, és n > 1l-re. Ekkor
0 < ap, < p" — 1, tehat az els6 pont teljesil. Az |z — a,| < p™" egyenl6tlenséghdl
kovetkezik, hogy a,, z-hez tart és mivel konvergens, ezért Cauchy.

|Oén - O./n_1| S max{|x - an|7 |ZE - Oén_1|} S max{p—n’p—(n—l)} = p—(n—1)7

tehat p" ! | a,—au,_1, azaz teljesiil a masodik pont is. (Ebbdl is kovetkezik, hogy Cauchy,
mert lim |a, — «,,_1| = 0.) Tegyiik fel, hogy létezik (/3,) C Z sorozat ugyanezekkel a

n—oo
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tulajdonsagokkal, ami kiilonbozik az elébb gyartott () sorozattol. Specidlisan ay, # [y
valamilyen k indexre. Ekkor o, #Z £, (mod p*) minden n > k-ra, mert ha a = b
(mod p"), akkor a = b (mod p*), ha k < n, ezért a, = a1 = -+ = ap (mod pF) és
ugyanigy S-val, de oy, Z By (mod p¥). Tehat p* 1 oy, — Bn, iy | — B, > p~FD.

p*(kfl) S ’Oé'n — ﬁn| S maX{|x - an|; |ZZ’ - ﬁn|}

Mivel |2 — | < p™ és p~*=D > p7 ezért max{|r — aul, |z — Bu|} = |z — B, és igy
p~*=Y < |z — B,|. De ekkor (B,) nem tarthat z-hez. O

Ebbdl az allitasbol latszik, hogy a p-adikus egészek az egészek teljessé tétele, mert egy
p-adikus egészhez tudunk tartani egészekbdl allo Cauchy sorozattal, ha pedig adott egy
egészekbol allo Cauchy sorozat, (x,,), akkor |z,| < 1 és mivel | - | folytonos fiiggvény,
ezért ha z,, hatarértéke x € Q,, akkor |z| < 1, tehat = p-adikus egész. Az is igaz, hogy
L, a 7 lezartja Q,-ben, mert Z stird Z,-ben.

3.25. Allitas. Q, = Z,[1/p], azaz minden x € Q,-re létezikn > 0 egész, amire p"x € Z,.
Az x — px képlettel definidlt Q, — Q, fiiggvény homeomorfizmus. A p"Z,, n € Z
halmazok a 0 € Q, egy kornyezetbdzisdat alkotjdk, amik az egész Q,-t fedik.

Bizonyitas. Ha Q, = Z,[1/p], akkor minden = € Q,-re létezik n > 0 egész, illetve
agp, - .., an € Zy p-adikus egészek, hogy = = an% +---4ag. Tehat p"x = a, +-- -+ app™,
vagyis p"x € Z, valoban. Ha minden = € Q,-re p"x € Z,, akkor valamilyen a,, € Z,-re
pPir = ay, T = anp—ln, tehat Q, C Z,[1/p].

Legyen = € Q,, ekkor létezik v,(x) € Z. Ha v,(z) > 0, akkor = € Z,, tehat n = 0
megfelel6. Ha v,(z) < 0, akkor n = —v,(x)-re p"z € Z,,mert

Up(p_vp(m)@ = —v,(z) + vy(x) = 0.

Az x — px bijekci6, az inverze x — x/p. Szammal val6 szorzas mindig folytonos,
mert példaul p-re |px — pyl, = [plplr — ylp = Sz — yl,-

Z, nyilt halmaz, ami tartalmazza a 0-t, tehat kornyezet. Az x — px fiiggvény
homeomorfizmus, ezért indukciéval belathato, hogy p"Z, nyilt halmaz minden n € Z-
re, amik tartalmazzak O-t, tehat kornyezetek. Az els6 allitas szerint minden z € Q,-re
létezik n > 0 egész, amire p"x € Z,, azaz v € p~"Z,, tehat

Q= U P Ly.

Legyen U > 0 nyilt halmaz, ekkor létezik B(0,r) nyilt gémb, hogy 0 € B(0,r) C U.
Legyen n € Z olyan, hogy p™" < r, ekkor p"Z, = B(0,p™") C B(0,r). Tehat teljesiil
0 € p"Z, C U, vagyis valoban kornyezetbazis. O

3.26. Allitas. Ha z € Q,, akkor vegyiik a legkisebb n € Z szamot, amire p"x € 7Z,.
Ekkor v,(z) = —n.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p"z € Z,, de p"'x ¢ Z,, azaz |p"z|, < 1, de [p"'z|, > 1.
Hasznélva v, definiciojat, p~"~@ < 1, p™+1=w@ > 1. Tehat —n — v,(x) < 0,
—n + 1 —vy(x) > 0, ahonnan —n < v,(x) < —n + 1, azaz vy(xr) = —n, mert v,(z)
egész. O
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3.27. Kovetkezmény. Minden n > 1-re
02,57, % 2/p"Z -0

egzakt, ahol f(x) = p"x a p"-nel vald szorzds, g pedig a 3.24. Allitds ii) pontjdnak
megfelelden x-hez a-t rendeli. Specidlisan

Ly[D" Ly ~ L[p"L.
Az f és g fiigguények folytonosak, ha Z/p™Z-re diszkrét topoldgidt rakunk.

Bizonyitds. Kerf = 0, mert QQ, test nullosztémentes, ezért p"z = 0 = o = 0. Ha
g(x) = 0, akkor |z| < p™, azaz x € p"Z,, tehat Kerg = p"Z,. Imf = p"Z,.
Img = Z/p"Z, mert ha x € Z C Z,, akkor g(z) = x. A g fiiggvény homomorfiz-
mus: legyen z,y € Z,, ekkor az kell, hogy g(z + y) = g(x) + g(y) és g(zy) = g(x)g(y),
azaz |(z +y) — (9(x) + g(y))| < p™" és [wy — g(x)g(y)| < p~™.

[(z +y) — (9(z) + 9(y))| < max{|z —g(z)|, [y —g(y)|} <p™"

7y — g(2)g(y)| < max{|zy — zg(y) — yg(z) + g(x)g(y)|, lzg(y) + yg(z) — 29(x)g(y)|} <

< max{|zr — g(z)|ly — gW)l, |(x — g(x))g(y) + (y — 9(y))g(z)|}

Az els6 tag feliilrsl becsiilhetd p~?"-nel, a masodik pedig p~™-nel, mert g(x) és g(y)
egeészek, tehat |g(z)] <1, g(y)] <1 és

(= g(2))g(y) + (y — 9(v))g(z)| < max{|z — g()||g(W)|. ly — gW)||g(x)]} < p™™.

Mivel g homomorfizmus, igy hasznalhatjuk a homomorfizmus tételt, Kerg = p"Z,,
Img = Z/p"Z, igy
Ly [p" Ly = L[P"L.

Az f fiiggvény folytonos, mert szammal vald szorzés folytonos. Z/p"Z minden részhal-
maza nyilt, ezért azt kell belatni, hogy tetszéleges U C Z/p"Z halmazra g~*(U) nyilt
Zy-ben. Ehhez elég, ha az egy elemi halmazok 6seirél belatjuk, hogy nyiltak, mert akkor
g~ (U) nyilt halmazok uni6ja lesz. Legyen o € Z/p"Z, ekkor g~'(a) = B(a, p~™) N Z,,
ami nyflt Z,-ben, mert B(a,p™™) nyilt Q,-ben. O

n

Az a + p"Z, halmazok, ahol a € Q, n € Z az a kdzéppontd, p~" sugart zart gdmbok,
tehéat nyilt-zart halmazok. Mivel Q stird Q,-ben, ezért ezek a gombok lefedik az egész

Qp-t.
3.28. Allitas. Z, kompakt halmaz, Q, lokdlisan kompakt.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy Z, kompakt: legyen x € Q,, ekkor = + Z, kompakt,
mert a kompakt Z, halmaz folytonos képe (z-szel valo eltolas folytonos). Tehat minden
x € Qp-nek létezik kompakt kornyezete, x + Z,,.

7, teljes, mert egy teljes tér zart részhalmaza, tehat elég belatni, hogy teljesen kor-
latos. Legyen € > 0 és ehhez p™ < e. A 3.27. Kovetkezmény szerint

Zp/anp = Z/an,

azaz az a + p"Z, = B(a,p™") gémbdk, ahol a = 0,1,...,p" — 1 lefedik Z,-t. Ekkor
B(a,¢e) gombok is fedik Z,-t, ahol a = 0,1,...,p" — 1, vagyis létezik véges e-halo. [
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Legyen x p-adikus egész. A 3.24.Allitas szerint létezik (y,) € Z z-hez tarté sorozat,
amire

e a1 =, (mod p");
e <, <p"—1.

Irjuk fel az «,, sorozatot p-es szamrendszerben, azaz o = b; valamilyen 0 < b; < p—1
egészre. Ekkor ay = o + sp = by + sp valamilyen s egészre. Ha s > p, akkor ay > p?,
ha pedig s < —1, akkor ay < —1, ami szintén nem lehet, tehat 0 < s < p — 1. Legyen
s = by. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy

ap = b 0<bi<p-—1
ay = by + bap 0<b,<p-—-1
a3 =Db1 +bop+bsp* 0<by<p—1

3.29. Lemma. Ha x € Z,,, akkor az el6z0
bl+b2p+b3p2—|—
sorozat tart az x-hez.

Bizonyitds. Ez a sorozat pontosan akkor tart z-hez, ha by + bop + bsp? + - - - +b,p" ! tart
az x-hez, ez azonban éppen «,,, amirél pedig tudjuk, hogy tart x-hez. O

3.30. Lemma. Minden x p-adikus egész felirhato
x:b1+b2p+b3p2+
alakban, ahol 0 < b; < p—1 és ez a felirds egyértelmi.

Bizonyitds. Az el6z6 Lemma alapjan megkaphato a feliras. Ha ez nem lenne egyértelmii,
akkor két kiilonbozd feliras alapjan kapott részletosszeg-sorozatok kiilonbozé ay, soroza-
tok lennének, amik teljesitik 3.24. Allitas ii) pontjanak feltételeit, ami nem lehet, mert
egyetlen ilyen sorozat van. O

3.31. Kovetkezmény. Minden x p-adikus szam felirhato

€r = b—nop_no + b—n0+1p_n0+1 + = Z bnpn

n>-—ng
alakban, ahol 0 < b; <p—1 és —ny = v,(x). Ez az elddllitds egyértelm.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy p~*@z € Z,, tehat ez felirhato
P~ L = by 0y + buy @) 41P + buy@yr2P® + -
alakban. Szorozva pUr(®)-nel
& = by (@)D" Y + by ()10 A+ by (g2 PO

Ha ez az elallitds nem lenne egyértelmt, akkor p~@z € Z, elallitisa sem lenne
egyértelmt, ami az el6z6 Lemmanak ellentmondana. O]

3.32. Definicio. A p-adikus egységek a Z, gytrd egységei, azaz a Z,-ben invertalhato
elemek. A p-adikus egységek halmazat Z;-tel jeloljiik.

Ha z € Z, invertalhato Z,-ben, akkor |z| <1 és [x7!| = |z|7! < 1, tehét |z| = 1. Ha
|z| =1, akkor [¢7!| =1, azaz 2~ € Z,. Tehat Z) = {z € Z, : |z| = 1}.
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3.4. Hensel Lemma
Z,|p"ZL, ~ Z/p"Z alapjan Z,-ben is értelmezhetjiik a (mod p™) maradékosztéalyokat.
Ha o, 8 € Z,, akkor ugyanazt jelentik o= 5 (mod p”) a = p (mod p"Z,), a—p € p"Zy,

L = Ja—Blpr < 1.

o — B| < p~™, hiszen p" | a — VAV

3.33. Tétel (Hensel Lemma L.). Legyen F(X) = ag+ a1 X +- -+ a, X" € Z,[X], tegyiik
fel, hogy létezik oy € Z,,, amire

F(on) =0 (mod pZ,)
€s
F'(a1) Z0  (mod pZ,),

ahol F'(X) az F(X) polinom formdlis derivdltja. Ekkor egyértelmien létezik o € Zy,
amire o = oy (mod pZ,) és F(a) = 0.

Bizonyitds. Gyéartunk egy oy, s, ... sorozatot a kovetkezd tulajdonsagokkal:
i) F(a,) =0 (mod p"),
ZZ) Qpy1 = Qp (HlOd pn)

minden n > l-re. Az «; a Tétel feltételei szerint létezik, amire F'(a;) = 0 (mod p).
Keressiik as-t a i) feltétel miatt o = oy + byp alakban, ahol by € Z,. Az F polinomot
formalis Taylor sorba fejthetjiik, igy

F(ag) = F(O&l -+ b1p> = F(Ch) + F/(Ofl)blp + ... s
ahol a ... tagok oszthatok p?-tel, ezért
F(az) = F(ar) + F'(a1)bip  (mod p?).

Mivel F(oy) = 0 (mod p), ezért F(oy) = pr valamilyen x € Z,-re és mivel olyan as-t
keresiink, amire F'(ay) =0 (mod p?), ezért

pr 4+ F'(a)bip=0 (mod p?).
Osszunk p-vel
x4+ F'(a1)by =0 (mod p).
Az F'(oy) invertalhato Z,y-ben, mivel p t F'(oy), azaz Flon)

hogy ‘ m)’ IF(Q)lp > 1< [F(a1)| > 1/p. Mivel F'(a) € Z,, ezért |F'(ar)]| = 1,
tehat invertalhato.

¢ Z,. Ez ekvivalens azzal,

by = —2(F'(a1))™"  (mod p)

Egy ilyen bj-re aig = oy + byp teljesiti i)-t és ii)-t. F'(az) Z 0 (mod p), mert F’'(ay + bip)
formalis Taylor sorba fejtésébdl latszik, hogy F'(as) = F'(ay) (mod p).

Tegyiik fel, hogy legyartottuk oy, ao,...,a,-et i) és ii) tulajdonsagokkal, illetve
F'(a,) Z0 (mod p). Csinaljuk ugyanazt, mint ay keresésénél. Legyen o, 11 = v, +b,p",
ekkor

F(any1) = F(ayn +b,p") = Flay) + F'(an)bpp™  (mod p™t),
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mert 2n > n + 1. F(a,) = p"z valamilyen x € Z,re és F(a,+1) =0 (mod p™*t), ezért
p"z + F'(0)bpp” =0 (mod p™*).

Osszunk p™-nel
z+ F'(an)b, =0 (mod p).

Invertalhato F'(a,,) Z,-ben, tehat
by = —2(F'(a,,))”"  (mod p).

Ha F'(an41)-et Taylor sorba fejtjiik, akkor abbol latszik, hogy F'(c,11) = F'(an)
(mod p), tehat F'(ap41) Z 0 (mod p).

Teljes indukcioval elkészitettiik az o, aq,... sorozatot Z,-ben az i) és i) tulaj-
donsagokkal. Ez a sorozat Cauchy a i) miatt, mert |a,41 — ] < p~". Létezik
Qp-ben limesze, legyen ez a. Mivel |a,| < 1 és |- | folytonos, ezért |a| < 1, tehat

a € Z,. Az F(X) polinom folytonos fiiggvény, ezért nh_)rgo F(a,) = F(«). Ugyanakkor
|F(a,)| < p™, tehat F(a,) — 0, azaz F(a) = 0. A sorozat konstrukcidja alapjan
an = +bip+bop® + - -+ b,_1p" !, tehdt oy, — oy € pZ,. Az (o, — ) C pZ,, sorozat
(av — ay)-hez tart, ezért o — oy € pZ,, mert pZ, zart halmaz, tehat o = oy (mod pZ,,).

Tegyiik fel, hogy létezik a # 5 € Z,, = a1 (mod pZ,), F(8) = 0 masik megoldas.
Ekkor av — 8 # 0, tehat 1étezik inverze Q,-ben

Fla) - F(f)
a—p

Ez azonban nem lehetséges, mert a = a; (mod pZ,) és 5 = oy (mod pZ,), tehat

0= =a;+ay(a+B)+ - Fa (@ "B+ Faf R B,

0=a; + 2asa1 + -+ na,on = F'(ay)  (mod pZ,),
ami ellentmond a Tétel feltételeivel. O]

3.34. Definicié. Legyenek ¢(X),h(X) € Z,[X]| polinomok. Ekkor legyenek g(X),

h(X) € F,[X] azok a polinomok, amiket ugy kapunk, hogy redukéaljuk g(X)-et és h(X)-

et modulo p. Azt mondjuk, hogy ¢(X) és h(X) relativ primek modulo p, ha (g,h) = 1
[F,[X]-ben, azaz a legnagyobb kozos osztojuk a konstans 1 polinom.

3.35. Megjegyzés. A g(X) és h(X) relativ primek modulo p pontosan azt jelenti, hogy
leteznek a(X),b(X) € Z,[X] polinomok, amikre

g(X)a(X)+h(X)b(X)=1 (mod p).
(Polinomok kongruenciajat egytitthatonként nézziik.)

3.36. Tétel (Hensel Lemma II.). Legyen f(X) € Z,[X]| polinom és tegyiik fel, hogy
léteznek g1(X), hi(X) € Z,[X] polinomok, amikre

o g1(X) 1-féegyiitthatos;
e g1(X) és hi(X) relativ primek modulo p;
e f(X)=g(X)hi(X) (mod p).
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Ekkor léteznek g(X), h(X) € Z,[X] polinomok, amikre
o g(X) 1-féegyiitthatos;
e 91(X) =g(X) (mod p) és hy(X) = h(X) (mod p);
o f(X)=g(X)h(X).

Bizonyitds. Legyen deg f(X) = d és deggi(X) = m. Ekkor deghy(X) < d — m.
(f(X) f6egyiitthatoja lehet oszthaté p-vel.) Legyartjuk polinomok egy-egy sorozatat,
gn(X) € Z,|X] és h,(X) € Z,]|X] sorozatok tugy, hogy

i) gn 1-fGegyiitthatos és m-edfok;
1) Gni1 = gn (mod p™) és hy,yq1 = h, (mod p");
iii) f = gnhn (mod p™).

(Nem irjuk ki a polinomok argumentuméba X-et, hogy atlathatobb legyen, de p nem
polinomot, hanem a p primet fogja jelolni.)

Keressiik go-t és ho-t i) miatt go = g1 + pr1 és hy = hy + ps; alakban, ahol
r1(X), s1(X) € Z,[X] polinomok. Az i) ponttal késébb foglalkozunk, oldjuk meg ii7)-t:

f = goho = (g1 +pr1)(hy +ps1) =

= g1h1 + p(g1s1 + har1) + pPrisi = gihy + p(gis1 + hary)  (mod p?).

Mivel f = g1hy (mod p), ezért létezik ki (X) € Z,[X] polinom, amire f — g1hy = pk;.
Ezt beirva
pk1 = p(g151 + hyry)  (mod p?),

osszunk p-vel
ki = g151 + hirp (mod p).

Ezt kell megoldani ri-re és si-re. Feltettiik, hogy ¢; és hy relativ primek modulo p,
ezért léteznek a(X),b(X) € Z,[X] polinomok, amikre gia + hib = 1 (mod p). Vegyiik
a kovetkezd két polinomot: 7 = bky, 51 = ak;. Ez a par megoldja a kongruenciét, de
az 1) pontot nem tudjuk biztosan. Osszuk el 71-et gi-gyel, azaz 71 = g¢1q + r1, ahol
q(X),m(X) € Z,[X] polinomok és degr; < degg. Legyen s; = §; + hi1g. Az igy kapott
r1 és s megfeleld lesz:

G151+ hary = g1(351 + hiq) + (7 — g19) = 151 + i = k1 (mod p),

illetve mivel degr; < deg ¢1, ezért g, = g1 + pry foka megegyezik g; fokéval, m-mel és go
fGegyiitthatoja megegyezik g, f6egyiitthatojaval, azaz 1. Hogy folytatni tudjuk, go és hs
relativ primek modulo p, mert go = g; (mod p) és hy = hy (mod p).

Tegyiik fel, hogy g1, 92,...,gn s hi, ha, ..., h, polinomokat legyartottuk i), i), iii)
tulajdonsagokkal és g,, és h,, relativ primek modulo p. Legyen i) miatt g, 11 = g+ p"ra
s hpy1 = hy + p"s,, valamilyen r,(X), s,(X) € Z,[X] polinomokra.

[ = gnsihny = (gn +pnrn)(hn +pn5n) =

= gnhn + 0" (gnSn + hnrn) + P S = Gnhy + P"(gnSn + hnry)  (mod p"“)
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Valamilyen k,(X) € Z,[X] polinomra f — g,h,, = p"k,, ekkor

P"kn = 0" (gnSn + hory)  (mod p™th),

kn = gnSn + by, (mod p).
Relativ primség miatt 1éteznek a(X),b(X) € Z,[X] polinomok, amikre g;a + hib = 1
(mod p), ekkor legyen 7, = bk, §, = ak,. Osszuk el maradékosan 7,-et g1-gyel, azaz
Tn = g1q + Ty, ahol degr, < degg; = m. Legyen s, = s, + h1q, ekkor r,, s,, megfeleld:
InSn + hntn = gn(8n + h1q) + ho (7 — 91q) =
= gnSn + huTn + (gnh1 — hng1)g =k, (mod p),

mert g, = ¢gp—1 (mod p") = g, = g1 (mod p), tehat g, = g1 (mod p) és h, = hyg
(mod p), illetve deg g,+1 = deg(g, + p"r,) = degg, = m és ezért g, fGegyiitthatoja
= g, f6egyiitthatoja, ami 1. A g¢,.1 és h,.1 polinomok relativ primek modulo p, mert
n+1 = gn (mod p") = gni1 = gn (mod p) és ugyanigy h-ra és g, és h, relativ primek
modulo p. Teljes indukcioval legyarthatoak a gy, g, ... és hy, he,... sorozatok az i), i7)
és 1) tulajdonsagokkal.

Mivel g,11 = g, (mod p"), ezért (g,) Cauchy sorozat abban az értelemben, hogy az
egylitthatok sorozatai Cauchy sorozatok. Legyen a limesze ¢g(X) € Z,[X] (mint az el6z6
bizonyitasban Z,-beliek Cauchy sorozata Z,-belihez tart). Ekkor g 1-fGegyiitthatos, m-
edfokt, mert mindegyik g, is ilyen.

A sorozatok legyartasanal val6jaban s,-bdél elhagyhatjuk a p-vel oszthatd tagokat,
mert csak modulo p fontos, tehat feltehetjiik, hogy megegyezik a modulo p fokéval. In-
dukcioval bizonyithatjuk, hogy degh, < d — m. Feltétel szerint hi-re igaz, tegyiik fel,
hogy n-re igaz. Ekkor mivel p"k, = f — g,hn, ezért degk, < d, mert deg f = d,
degg, = m és degh,, < d —m. Viszont ebben az esetben deg(k, — h,r,) < d, mert
degk, < d, degh, < d—m és degr, < degg; = m. lgaz a k, — h,r, = ¢nS, (mod p)
kongruencia, tehat s, modulo p foka < d — m, hiszen degg, = m és a {Gegyiittha-
toja 1. Mivel s, foka megegyezik a modulo p fokaval, ezért degs, < d — m, tehat
degh,1 = deg(h, + p"s,) < d — m. Indukcidval ezért azt kaptuk, hogy a h, poli-
nomok véges fokuak, tehat ugyanigy, mint a g, polinomokra, vehetjiik a limeszt, azaz
lim h,(X) = (X)) € Z,[X].

A i4i) pont miatt g,h, — f, mert minden egyiitthatora az egyiitthatok f megfelels
egyiitthatojahoz tartanak, illetve g,h, — gh, mert a polinomok véges hosszuak, igy ki-
bontva egyesével tartanak a megfelels egyiitthatoé sorozatok a megfelel egyiitthatokhoz.
Vagyis f = gh, mert nem lehet két limesz.

Kijott, hogy ¢, = g1 (mod p), tehat ha g, X* valtozdjanak egyiitthatoja a,., g-nek
pedig ay, akkor |a,, — ai| < p~' és hatérértéket véve |aj, — aix| < p~'. Tehat ap = a
(mod p), azaz g = ¢g; (mod p) és ezt a h,, sorozatra is elmondhatjuk. Masképpen ugy
is latszik, hogy g,-et ugy gyartjuk le g;-bdl kiindulva, hogy p-vel oszthaté polinomokat
adunk hozza. O]

4. Q, bévitései

4.1. Véges bévitések

4.1. Tétel. Legyen K < L szeparabilis véges bovités. FEkkor létezik eqy L < M test,
amire K < M normadlis bovités és M a legkisebb ilyen tulajsonsdgu test, tovdbba M
eqyértelmi izomorfia erejéig.
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Bizonyitds. Mivel L/K szeparabilis véges bovités, ezért létezik a € L, hogy L = K(«).
Legyen m(X) € K[X] az a minimalpolinomja K folott. Legyen L az L algebrai lezartja,
ekkor m(X) minden gydke benne van L-ben. Legyenek ezek a gyokok f3i,. . ., 3,. Legyen
M = L(p1, ..., Bn), ez lesz a megfelels test:

M/K normalis bovités: Mivel o az m gyoke, ezért a a f(-k valamelyike, tehat
L(p1,...,Bn) = K(P1,...,Bn). Vagyis M éppen m polinom felbontéasi teste és m szepa-
rabilis polinom, mert L/K szeparabilis bévités, tehat M /K Galois, de akkor normalis
is.

M legkisebb ilyen tulajdonsagi: Tegyiik fel, hogy M’ egy test, amire L < M’ és
M’/ K normalis. Mivel L < M’ ezért « € M’. M’'/K normaélis, tehat m minimélpolinom
(ami irreducibilis) minden gyoke benne van M’-ben, mert «, ami az egyik gyoke benne
van M’-ben. Ezek a gyokok éppen fy,. .., By, tehat L(5y,...,0,) < M’ azaz M < M.

M egyértelmi izomorfia erejéig: A konstrukcnobol latszik. Legyen M egy masik test,
amire L < M, M/K normélis és ha L < M’ és M’/K normalis, akkor M < M. Az
eddigi jelolésekkel gyartsuk le M '-t, mint az m polinom egy felbontési teste egy esetleg
masik, de izomorf L; algebrai lezart testben és legyen ez a felbontasi test M’. Ekkor a-t
tartalmazza M, ezért minden gyokét m-nek, tehat M-t is, de masrészt M minimalitasa
miatt M < M, azaz M = M'. Az algebrai lezartak izomorfidja miatt M és M is izomorf,
mert a gyokok megfeleltethetok egymasnak. O]

4.2. Definicié. A 4.1. Tételbeli M testet az L/K normaélis lezartjanak hivjuk.

Legyen K test a Q, egy véges bévitése, azaz K végesdimenzios vektortér Q, felett. Sze-
retnénk kiterjeszteni a p-adikus abszolutértéket K-ra, azaz egy |- | : K — R, fliggvényt
szeretnénk konstrualni, amire

(i) |x| = 0 pontosan akkor, ha z = 0;
(ii) |zy| = |z|ly| minden z,y € K;
(111) |z +y| < |z| + |y| minden x,y € K;
() [N =|Alp, ha A € Q,.

Egy ilyen abszolutérték nemarkhimédeszi lesz a 2.9. Tétel miatt, mivel Z C Q, és a
(iv)-es tulajdonsag miatt Q,-n megegyezik egy nemarkhimédeszi abszolutértékkel. Azt
is észrevehetjiik, hogy |- | egy norma lesz a K vektortéren, mert a (7i)-es tulajdonsagban
A€ Qy, z € K-ra |\x| = |\||z].

Ismert a kovetkezd tétel:

4.3. Tétel. Legyen k test, amin adott eqy abszolutérték, amire nézve k teljes metrikus tér.
Legyen tovabbd V' végesdimenzios vektortér k felett. Ekkor barmely két norma ekvivalens
V-n és V' Banach-tér barmely normdra nézve.

4.4. Allitas. Legyen K/Q, véges bovités. Ha létezik egy | - | abszolitérték K-n, ami
kiterjesztése a p-adikus abszolitértéknek Q,-n, akkor

(i) K teljes metrikus tér;

(i1) vehetjiik a limeszét eqy sorozatnak K-ban gy, hogy vesszik a limeszét az egyiittha-
toknak eqy tetszdleges adott {x1,. .., x,} K-beli bazis szerint, mint Q,-vektortér.
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Tehdt K topoldgidja, amit | - | indukdl, az az egyértelmid topologia K -n, mint véges Q,-
vektortér, ezért fiiggetlen az abszolutérték vdlasztdsdtol.

Bizonyitds. A 4.3. Tétel szerint K teljes metrikus tér. Minden K-beli elem egyértelmien
felirhato a;x; + - - - 4+ a,x, alakban, ahol z1, ..., x, a béazis (ii)-ben. Definidlhatunk egy
normat K-n:

a1z + -+ + apx,|| = max ;-

Ekkor (7i) azt jelenti, hogy az |-| abszolutérték ekvivalens a || || normaval, ami a 4.3. Tétel
miatt barmely két norméara igaz. O

4.5. Kovetkezmény. Legfeljebb egy abszolitérték van K-n, ami kiterjesztése a Q,-n
lévd p-adikus abszolutértéknek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy || és || - is abszolutértékek K-n, és mindketts a Q,-n 1évé
p-adikus abszolutérték kiterjesztése. Ekkor |-| és || - || nem csak abszolutértékek, hanem
normék is K-n. @Q, teljes metrikus tér a p-adikus abszolatértékre nézve, ezért 4.3. Tétel
miatt | - | és || - || ekvivalens normak K-n, tehat ugyanazt a topologiat indukaljak. De
ekkor definici6 szerint | - | és || - || mint abszolutértékek is ekvivalensek. (A nyilt gombok
norma és abszolttérték értelemben ugyanazok a halmazok.) A 3.2. Allitds miatt tehat
létezik oo > 0 valos szam, amire |z| = [|z||* minden x € K-ra. Azonban a Q, halmazon
megegyeznek, tehat a = 1 (példaul © = p helyettesitéssel adodik), azaz |- | és || - ||
megegyezik az egész K-n. O

Tegyiik fel, hogy Q, < K < L véges bovitések, amiken adott egy | - [k és | - |, abszo-
latérték, amik a Q, p-adikus abszolutértékének kiterjesztései. A |- |, megszoritasa K-ra
egy abszolutérték K-n, ami Q, p-adikus abszolutértékének kiterjesztése. Ha van ilyen
abszolutérték, akkor belattuk, hogy csak egy ilyen lehet, tehat |z|x = |z|; ha z € K.
Vagyis egy = abszolutértéke nem fiigg attol, hogy milyen nagyobb testben nézziik.
Elegend6 megkonstrualni egy abszolutértéket K-n, ami a p-adikus abszolutérték kiter-
jesztése és akkor mondhatjuk azt, hogy az lesz a p-adikus abszolutérték K-n.

4.6. Definici6. Az
fliggvényt ugy hivjuk, hogy norma K-rdl F-re, ha teljesiti a kovetkezs (kés6bb megmu-
tatjuk, hogy ekvivalens) definiciok valamelyikét:

(i) Legyen a € K, és tekintsiik K-t, mint véges F-vektortér. Az a-val valo szorzas
egy K — K F-linearis leképezés. Ekkor N p(a) legyen az a-val valo szorzés
determinansa.

(i1) Legyen a € K, ekkor F(«a) a K részteste. Legyen r = |K : F(a)| a bovités foka, és
f(X)=X"4+a, 1 X" '+ -+ a1 X +ap € F[X]

az « minimalpolinomja F f6l6tt. Ekkor legyen Nk p(a) = (—1)""ag.

(uii) Tegyiik fel, hogy K/F Galois. Ekkor Nk, p(c) legyen a o(«) szamok szorzata, ahol
o végigfut K/F Osszes automorfizmusan. (Ha F' karakterisztikaja 0, akkor K/F
szeparabilis és ilyenkor elég feltenni, hogy K/F normalis. K/F automorfizmusai
alatt Homp (K, K) elemeit értjik, azaz Gal(K/F') elemeit, amib6l pontosan | K : F|
van.)
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4.7. Megjegyzés. 1. Ha a € F, akkor Ng/p(a) = o™, ahol n = |K : F].

2. NK/F(Oéﬁ) = NK/F(Q)NK/F(B)7 Oé,ﬁ e K

Bizonyitds. 1. Mindharom definiciobol konnyen adodik: (i) Béarmilyen bazisban a
méatrix az al, lesz, ahol I, az n X n-es egységmatrix. det(al,) = o™.

(ii)) F(a) = F,r=n, f(X) =X — a, tehat (—1)"(—a)" = (—=1)""+Da" = ",

(iii) o F-et fixen hagyja, tehat o(a) = a és n darab o van.

2. (i)Ha ¢, : K — K, amikre ¢(v) = ax, Y(x) = Bz, akkor Nk /p(af) = det(¢poq)).
Teljesiil det(¢ o v) = det(¢) det(z)), tehat N p-re is.

(i) 1]o(af) =1l ola)o(8) =11 ola) [1(5)

4.8. Allitas. Ha K = F(a), akkor az (i) és (ii) definiciok ugyanazt adjdk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy K = F(a) és n = |K : F|. Ekkor {1,a,a?,...,a"" '}
bézisa K-nak F' fo6lott. Legyen ¢ az a-val vald szorzas.

o(1) =a, g(a) =a’, gla’) =a’,..., §(a") =a"
Az a f(X) € F[X]| minimalpolinomjara f(«) = 0, ezért
n 1

Q" = —ag — a1 — asa® — - — a,_1a" L

Tehat ¢ matrixa ebben a bazisban

000 —ag
1 00 —aq
010 —Q2
000 ... —an

Az (i)-es definici6 szerint ennck determinénsa Ng,p(a), azaz (—1)""(—ao) = (—1)"ao,
a (11)-es definici6 szerint pedig r = 1 és akkor szintén (—1)"ap. O

4.9. Allitas. Legyenek F < K < L véges bovitések. Ekkor minden o € L-re
NK/F(NL/K(OC)) = NL/F(a>
az (i)-es definicio szerint.

Bizonyitds. Legyen aq, o, ..., a, bazisa K-nak F folott és (i, (o, ..., Br béazisa L-nek
K folott. Ekkor {a;8; : 1 <i<mn, 1 <j <k} béazisa L-nek F {6lott.

e linearisan fliggetlen: Legyenek \;; € I és Z” AijeiBi = 0. Ekkor atrendezve
Zg(Zz )\ijOéi)Bj = 0, ahol Z,L )\ij&i & K, tehéat Zl )\ijai = 0, mert 61, c. ,Bk béazis.
Tehat A\;; = 0 minden i, j-re, mert oy, ..., a, is bazis.

e generatorrendszer: Tetszéleges z € L elem felirhato ) i ;B alakban, ahol p1; € K,
mert (i, ..., [0, bazis. Ekkor pu; = > . Aoy valamilyen \;; € F egyiitthatokkal,
mert o, ..., q, is bazis. Tehat z = Z” Nijei ;.
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Ezekben a bazisokban irjuk fel a norméakat. Legyen M(c) € F™" a ¢ € K-val vald
szorzas matrixa az «aj,...,q, bazisban és ((a;;)) € K"* pedig az a-val valé szorzas
méatrixa a fi,..., 0, bazisban, azaz

afy=anbr+ -+ ajS
Ekkor az a-val val6 szorzas matrixa o;/3; béazisban

M(all) e M(alk’)

Mag) ... Mlaw)

mert szorozzuk be el8szor az els n sort a baziselemekbdl all6 vektorral

ai B
:ﬂ a1 By a1 By
7% . .
(M(an) ... M(aw)) alﬁ; =M(an) | ¢ [+ M) | @ | =
. CVnﬁl O‘nﬁkz
O‘n@k
(03] (03] (03] aq
=pM(an) | |+ BMaw) | P | =Ban | |+ Ban | | =
Oy, 7% (079 (67%
o1 a1 a1
=(anbri+-+ab) | P | =ab| | =« : )
(a7 Oy, a1

éppen az elsé n baziselembdl allo vektor a-szorosa. Ezt természetesen barmelyik n sorra
meg lehet mutatni 1 helyett j indexet irva. Definici6 szerint ennek a métrixnak a deter-
minansa Ny, p(a). Kiszamoljuk Gauss-eliminacioval, de a blokkokat Gauss-eliminaljuk.
Ugy is gondolhatjuk, mint amikor az LU felbontast csinaljuk és balrél egy 1 determi-
nansi matrixszal szorozzuk be a matrixunkat (igy nem valtozik a determinans), példaul
ha a méasodik blokksorbol le akarjuk vonni az els6 sor M (aj;')-szeresét, akkor

métrixszal szorozzuk balrol. Igy példaul a masodik sor elsd blokkjaba M (ag;) — I ke-
riilne. Ha ki akarjuk nullazni, akkor —M (aj]') helyett —M (ag1)M (aji)-et kell irni a
balrol szorzo6 maéatrixba. Ilyen szorzasokkal elérhetd, hogy felsé blokk-haromszogmatrix
maradjon, amit aztan ugy tudunk tovabb eliminalni, ha a balrdl szorz6 matrixokban a
featlo felé rakjuk a nem nulla matrixot. Probléma akkor meriil fel, ha a Gauss-eliminacio
soran sort vagy oszlopot kell cserélni, de ekkor az egyik sort beszorozzuk (—1)-gyel, hogy
a determinans ne valtozzon. (A sor és oszlop blokksort és blokkoszlopot jelent, azaz
minden sort és oszlopot, amit tartalmaz azt cseréljiik vagy szorozzuk (—1)-gyel.) Tehat
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elérhetd, hogy blokkdiagonalis matrixot kapjunk. Az is elérhetd, hogy minden diagonalis
blokk az egységmatrix legyen az utolséd kivételével.

GO=GD-0G -0 o)-0 )

Kivontuk a mésodik sorbol az els6 1/a-szorosat, majd a méasodik oszlopboél kivontuk az
els6 oszlop b-szeresét. Utana megeseréltiik a két sort és szoroztuk a méasodik sort (—1)-
gyel. Végiil hozzaadtuk a masodik sorhoz az els6 sor a-szorosit. Ezzel a modszerrel
sorban eggyel lejjebb tudjuk vinni a blokkokat a nagy matrixunkban, hiszen ezeket a
lépéseket mind meg tudjuk csinalni ott is (oszlopok kivonasa az egy hasonldé matrix
jobbrol szorzésa). Az a probléma nem meriil fel, mint a 2 x 2-es példaban, hogy a
vagy b lehet 0, mert a megfelels M (a) determinansa nem 0, mert ha 0 lenne, akkor a
blokkdiagonélis méatrixunk determinénsa is 0 lenne, azaz az a-val vald szorzas L-ben
nem lenne injektiv, tehat o = 0. Erre az esetre konnyt az Allitas, igy feltehets, hogy
a # 0. Tehat az a-val valo szorzas sem injektiv, tehat a # 0, igy létezik a™! és igy
M(a™') is és ennek sem nulla a determinénsa. Az M miivelettarto leképezés, mert ha o
az o baziselemekbdl allo vektor, akkor

M(a+b)a = (a+b)a = aa +ba = M(a)a + M(b)a,

M(a)M(b)a = M (a)(ba) = b(M(a)a) = b(aa) = (ba)a = (ab)a = M (ab)a.
Kihasznalva, hogy M miivelettart6 és a blokkmétrixon elvégezve az eliminaciot az olyan,
mintha ((a;;)) matrixon végeztiik volna el, azt kapjuk, hogy a blokkméatrix utols6 dia-
gonalis eleme M (det((as;))), hiszen ((a;;))-re elvégezve annak az utols6 eleme det((a;;))
lenne. Ekkor készen vagyunk, mert a blokkmatrix determinansa, azaz Ny, p(a) megegye-
zik az utolsod diagonalis blokk determinansaval, azaz det M (det((aij)))—vel, ami éppen
Ni/p(Nijx(@). O
4.10. Kovetkezmény. Az (i) és (ii) definicick ugyanazt adjik és F < K < L-re
Ni/p o Npjxk = Npjp a (i) definicio szerint is.

Bizonyitds. F < F(a) < K, jeloljiik felss indexben, hogy melyik definicié szerint nézziik
a normat. Az el6z¢ allitas alapjan

(4) (4) _ 7@
NF(a)/F(NK/F(a)(a)) = NK/F(O‘)-
Az els6 megjegyzést hasznalva, mert a € F(«)
Ny @) = N (@),

A masodik megjegyzés miatt N® multiplikativ, tehat

(4) K:F(a)] _ ar(d)
NF(a)/F(a)‘ @l = NK/F(a)'
T A Tlee s (9) N
Koréabbi allitds miatt Ny = Nr@)/r
(i) K:F@)] _ pt0)
NF(a)/F(a)‘ @l — NK/F(a)'
A (i7) definicié szerint Nl(;(izy)/F(a) = (—=1)"ap ¢és |K : F(a)| = r, amit visszairva az

egyenléséghe '

(=1)" a5 = Ni)p(0),
aminek a bal oldala a (ii) definici6 szerinti norma. Az &llitas méasodik fele nyilvanvald
abbol, hogy (i) definiciora igaz és a két definici6 ugyanazt adja. O]
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4.11. Allitas. Mindhdrom definicié ugyanazt adja. Ha F < K < L véges testbévitések,
akkor Nig/p o Npjp = Npjp a (i1i) definicio szerint is.

Bizonyitds. Elég belatni, hogy a (ii) és a (i7i) definici6 ugyanazt adja. Tegytik fel, hogy
K/F Galois bovités és legyen o« € K. Ismert, hogy a 7 — 7(«a) képlettel megadott
Homp(F (o), K) — {8 € K : f(B) = 0} fiiggvény bijekcio, ha f az a F feletti mi-
nimalpolinomja. Egy 7 € Hompg(F(«), K') homomorfizmust ki tudunk terjeszteni egy
o € Homp(K, K) homomorfizmussa. K/F normalis, ezért f minden gyoke benne van
K-ban, mert «, az egyik gyoke benne van. Tehét specidlisan ha § az f egy gyoke, akkor
létezik o € Gal(K/F) homomorfizmus, amire o(«a) = 8. A G = Gal(K/F) csoport hat
az f gyokeinek halmazan, mert tetszéleges o € G-re és [ gyokére f-nek, o(f3) is gyoke
f-nek:

o(B)"+an—10(B)" '+ +ar0(B)+ag = (" +an_18""+- -+ ar1f+ag) = o(0) = 0.

Az « stabilizatora Stabg(a) = {0 € G : o(a) = a}, a palydja pedig Ga az el6z6ek
alapjan f gyokeinek halmaza. Irjuk fel a palya-stabilizator lemmaét:

|G : Stabg(a)| = |Gal.

Ekkor |Ga| = |F(a) : F|, mert f-nek ennyi gyoke van ¢és |G| = |K : F|. Tehat
|Stabg(a)| = |K : F(a)| = r és Stabg(a) minden mellékosztalyanak is r eleme van.
A mellékosztalyok éppen azok az elemei G-nek, amik a-t az f kiilonb6z6 gyokeibe vi-
szik: legyen [ az f egy gydke és 7 € G, amire 7(«) = . Ekkor

T Stabg(a) = {rc € G:0(a) =a} ={o € G : o(a) =To(a) = B}

éppen az a-t f-ba vivé homomorfizmusok. Vagyis o(«), o € G az f gyokeit veszi fel és
mindegyiket pontosan r-szer. Tehat megegyezik a két definicid, mert

(=1)"ag = ((=1)"f(0))" = < I1 5) = [ o(e).

B az f gyoke oeqG

A norma tranzitivitasat csak a (iii) definiciora nem lattuk még be, de mivel mindegyik
definicié ugyanazt irja le, ezért a (ii7) definicié szerint is tranzitiv. O

Tegytik fel, hogy K/Q, normalis ¢s legyen o automorfizmus. (char(Q,) = 0) Tegyiik fel
tovabba, hogy | - | abszolutérték K-n, ami a p-adikus abszolutérték kiterjesztése. Ekkor
x > |o(x)| szintén abszolutérték K-n és kiterjesztése a p-adikus abszolutértéknek:

(i) lo(x)] = 0 "L o () = 022 2 — o,

(ii) 2,y € K : |o(ay)] "2 Jo@)o(y)] "= o(2)]o(y)];

o aut.

(iii) 2,y € K« |o(x+9)| "2 o) + o) < |o(@)] + o)

||-ra (iv

)
Al = A

O'l@p_:id |

(w) A€ Q,: |o(N)]

35



Belattuk, hogy K-n egyetlen ilyen abszolutérték lehet, ezért |z| = |o(x)| minden z € K-
ra. Tudjuk, hogy Gsszesen n = |K : Q,| automorfizmus van, ezért

je[* = [ lo(2)| =[] ()

g
A jobb oldalon éppen a norma (4ii)-as definiciojat kaptuk, azaz

|z[* = [Nk/q, (x)],
ahonnan adodik, hogy
|| = {/ [Nk, ()]

Tehat ezzel belattuk, hogy ez lehet csak a képlete |z|-nek, és ez szamolhat6 is, mert
Nk, (x) Qp-ben van, tehat |Ng/q,(7)| = |Nk/q,(®)|p-

Az abszolutérték nem filigg a testtdl, amiben nézziik, amihez sziikséges a kovetkezd allitas,
ami éppen azt mondja, hogy az el6bbi képlet jo:

4.12. Allitas. Legyen K és L a Q, véges bovitései, amikre teljesil Q, < K < L. Legyen
tovdbbd x € K és legyen m = |K : Q,|, n =|L : Q,|. Ekkor

V| Nrso, (@), = /| NLjg, ()]

Bizonyitds. Egyrészt teljesiil Ny g, (x) = Nk, (Np/x(x)), masrészt Npjx(z) = x!FE

Tehét kihaszndlva a norma multiplikativitédsat Ny g, (r) = N/, (z) 5. Emeljik az
egyenlGséget m = |K : Q,|-dik hatvanyra, és | - |,-t véve adodik

INLyg, (@)l = [Nk o, (#)];,
mert |L: Q,| = |L: K||K : Qp|. Innen atrendezve kapjuk az allitast. O

4.13. Kovetkezmény. Ha létezik abszolutérték K-n, ami kiterjesztése a p-adikus abszo-
litértéknek, akkor azt csak az

|z = {/ Ny, ()l
formula adhatja, ahol n = |K : Q).

Bizonyitds. Normalis bévitésekre megmutattuk, ha viszont nem normalis K/Q,, akkor
vegyiik a normélis lezartjat. Erre tudjuk, hogy csak igy definialhatjuk az abszolutértéket
és az el6z6 allitas miatt K-ra is csak igy definialhatjuk. (Vegyiik észre, hogy a normaélis
lezart is véges bovités.) O

4.14. Tétel. Legyen K/Q, véges bovités, n = |K : Q,|. Ekkora|-|: K — Ry,

2] = {/|Niesa, ()l

figguény egy nemarkhimédeszi abszoliutérték K-n, ami a kiterjesztése Q, p-adikus abszo-
lutértékének.
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Bizonyitds. Ha |z| = 0, akkor Ng/q,(r) = 0, ami az els6 definici6 alapjan azt jelenti,
hogy az x-szel vald szorzas nem injektiv. K test, ezért ez csak akkor lehetséges, ha
r = 0. Ngjg, ¢s | - |, multiplikativitdsa miatt | - | is multiplikativ. Ha 2 € Q,, ak-
kor Ni/q,(x) = ", tehat |z| = {/|z[r = |z[,. Belatjuk az |z + y| < max{|z|,|y|}
egyenlStlenséget. Ha y = 0, akkor teljesiil, ha y # 0, akkor osztas utan elegendd
|z + 1| < max{|z|, 1}-t belatni.

Ehhez elég megmutatni, hogy |z| <1 = |z — 1| < I

Tegyiik fel, hogy ez a kiovetkeztetés igaz. Ekkor

z|<l=|-z|<l=|-z-1<1l=jz+1<1

Ha |z| < 1, akkor max{|z|,1} = 1, illetve |z + 1| < 1 a kovetkeztetés miatt. Tehat

valoban igaz |r + 1| < max{|z|,1}. Ha |z| > 1, akkor |1/z| < 1. A feltevés miatt

|1+ 1/z| <1, tehat |z + 1| < |z|, ami éppen az, amit akartunk, mert max{|z|,1} = |z|.
Tehat elegendd belatni, hogy x € K-ra

lz] <1=|z—1| <1
Ez | - | definicioja alapjan
[Nijo, (@)l < 1= [Nkjg,(z— 1), < 1.
Ezt gy is ki tudjuk fejezni, hogy
Ni,(x) € Zy = Ngjg,(x — 1) € Zy.
Hasznaljuk a norma (i) definiciojat és legyen
fX)=X"+a, 1 X" '+ +ay € QX]
az = minimalpolinomja. Ekkor z — 1 minimalpolinomja g(X) = f(X + 1), mert Q,(z)
(a legkisebb Q,-t és x-t tartalmazo test) és Q,(z — 1) ugyanazok a testek, tehat a két
minimalpolinom foka meg kell, hogy egyezzen, és g(x — 1) = f(x) = 0.
g0)=f(1)=1+an 1+ - +ao
Ekkor ha r = |K : Q,(z)| = |K : Q,(z — 1), akkor a (i¢) definici6 szerint
Ngjg,(x) = (=1)"ag és Ngyg,(x —1) = (=1)"" (1 + ap_1 + -+ + ao)".

Ha A € Q,, r € N akkor A € Z, <= \" € Z,: az "oda" irany latszik, a "vissza"
irdnynal fontos A € @Q,, mert frhatjuk [\"[, = [A]} < 1 és vonhatunk r-dik gydkot.
(A" € Q, # X € Q,) Tehat elegendd megmutatni, hogy

CL0€ZPZ>1+CL”_1+"'+CL0€ZP.

Ez kovetkezik a kovetkezd lemmabol:

4.15. Lemma. Ha f(X) = X" + a, 1 X" ' + - + ay € Q,[X] irreducibilis polinom,
amire ag € Z,, akkor f(X) € Z,[X].
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Bizonyitds. Azt bizonyitjuk, hogy ha valamelyik egyiitthat6é nincs Z,-ben, akkor f(X)
nem irreducibilis. Legyen m a legkisebb olyan egész, amire p™a; € Z, minden i-re.
(m > 1, mert m = O-ra nem lehet minden a; Z,-ben feltétel szerint.) Legyen

G(X) = p"F(X) = bp X" + by X" 4+ + by,

azaz b; = p™a;. b, = p™ és by = p™ay oszthato p-vel (azaz b,/p € Z,, by/p € Z,, mert
m > 1). Minden b; € Z, és legalabb az egyik nem oszthato p-vel, legyen k a legkisebb i
index, amire b; nem oszthat6 p-vel. (n > k > 1, mert b,, és by oszthato.) Ekkor

9(X)= (0, X"+ +b)X*  (mod p),

X* 1-f6egyiitthatos és relativ primek modulo p. Ha a b, X" % + ... 4 b, polinomot redu-
kaljuk modulo p, akkor a konstans tag nem nulla. Legyen X* egy nem konstans osztoja
d(X), ekkor d(0) = 0 (mod p), viszont d(X) nem lehet osztdja a masik polinomnak,
mert akkor az is 0-ban 0-val lenne kongruens, de annak a konstans tagja nem nulla.
Tehat csak konstans kézos osztojuk lehet, azaz relativ primek modulo p. Hasznalhatjuk
a masodik Hensel Lemmat (3.36. Tétel), amibdl azt kapjuk, hogy ¢(X) = p™ f(X) re-
ducibilis (Z,-ben), tehat f(X) is reducibilis (Q,-ben). (Az ott kapott g(X) polinomra
g(X) = X* (mod p) és g(X) 1-féegyiitthatos, tehat degg(X) =k, n >k > 1.) O

Az x minimalpolinomja f(X) € Q,[X] irreducibilis, ezért ha ay € Z,, akkor minden
egyliitthatdja is és azok osszege, 1 + ap—1 + - - - + ag is Z,-ben van. O]

4.2. Q, algebrai lezartja

4.16. Definicié. Q, algebrai lezdrtja Q, Osszes véges bévitésének az unidja, tehat az
osszes Q, egyiitthatos polinom Osszes gyoke. Q,, algebrai lezartjat Q,-vel jeloljiik.

4.17. Megjegyzés. @p algebrailag zart test.
4.18. Tétel. Létezik p-adikus abszolitérték @p-n és ez eqyértelmd.

Bizonyitds. Legyen x € @p, ekkor Q,(z)/Q, véges bovités és ebben a véges bovitésben
egyértelmten létezik p-adikus abszolatértéke x-nek. Ezzel a modszerrel minden x € @p—
re definialhatjuk = abszolutértékét. Ha lenne masik p-adikus abszolatérték @p-n, akkor
valamilyen x € @p—re a két abszolutérték eltér. De ezt az abszolutértéket megszoritva
Qp(z)-re ez az abszolutérték eltér, ami nem lehet, mert véges bévitésen egyértelmd a
p-adikus abszolutérték.

Még azt kell belatni, hogy ez @p—n valoban abszolatérték. Ha x € @p, |z| = 0, akkor
Ng,()/0,(7) = 0, azaz mint kordbban az z-szel valé szorzas nem injektiv, tehat z = 0.
Ha z € Q,, akkor |Q, : Q,| = 1, Ng,/g,(z) = z, tehit |z| = |z[,. Legyen z,y € Q,,
ekkor tekintsiik az abszolutértéket Q,(z,y) = K-ban, amire igy K/Q, véges bovités.
Ahogy 4.14. Tétel bizonyitasaban is volt |zy| = |x||y| és |z + y| < max{|z],|y|}. O

Megmutatjuk, hogy @p nem véges bévités, amihez elég, hogy létezik tetszdlegesen nagy
foka Q, egytitthatos irreducibilis polinom. Ha létezik n-edfokd irreducibilis polinom,
akkor ennek minden gyoke benne van @p—ben, de egy gyoke egy n-edfoku bévitést generél,
tehat @p tartalmaz n-edfoku bévitést minden n-re, vagyis @p /Q, nem lehet véges. (Ha

Q, < K, <Q, és |K, : Q)| =n, akkor |Q, : Q,| > |K, : Q,| =n.)
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4.19. Lemma. Tegyiik fel, hogy f(X) € Z,[X] polinom szorzattd bomlik ugy, hogy

f(X) = g(X)h(X),

ahol g(X),h(X) € Q,[X] és egyik sem konstans. Ekkor léteznek go(X), ho(X) € Z,[X]
nem konstans polinomok, amikre f(X) = go(X)ho(X), azaz Z,, folétt is szorzattd bomlik.

Bizonyitdas. Ha k(X) = a, X" + -+ + a1.X + ap € Q,[X] polinom, akkor legyen

w(k(X)) = min vy(a;).

0<i<n

Ekkor k(X) € Z,[X] & w(k(X)) = 0.

1. lépés: Ha w(f(X)) = 0 esetben igaz a Lemma, akkor igaz mindig.

Bizonyitas: Létezik a € Q,, amire w(f(X)) = —wvy(a), példaul vegyiik annak az
egylitthatonak a reciprokat, ahol w(f(X)) felveszi a minimumot. Ekkor 0 < —wv,(a),
ezért |a~'| <1, tehat a™' € Z,, és

w(af(X)) = vp(a) + w(f(X)) = 0.

Legyen f(X) = af(X), §(X) = ag(X), ekkor f(X) = g(X)h(X), ahol f(X) € Z,[X],
w(f(X)) = 0. kor létezik f(X)-nek felbontésa, azaz letezik Go(X), Ho(X) € Zy[X],

amire .
J(X) = Go(X)Ho(X).
Legyenek go(X) = a 'Go(X), ho(X) = Ho(X) € Z,[X] polinomok, ez bizonyitja az
allitast, mert 3
f(X) =a 7 f(X) = a™ Go(X) Ho(X) = go(X)ho(X).

2. lépés: Igaz a Lemma w(f(X)) = 0 esetben.

Bizonyitéas: Tegytik fel, hogy w(f(X)) = 0. Ugyanazzal az érveléssel megmutathato,
hogy léteznek b, ¢ € Q, szamok, amikre w(bg(X)) = 0, w(ch(X)) = 0, b1, ¢t € Z,.
Legyenek ¢;(X) = bg(X) és hy(X) = ch(X), illetve

SilX) = bef(X) = 1(X)hy (X).

Legyen k(X) € F,[X] a k(X) € Z,[X] polinom redukéalva modulo p. A g;(X) és hy(X)
polinomokat gy gyartottuk le, hogy gi(X) és hi(X) nem nulla polinomok, tehéat f;(X)
sem nulla (két nem nulla polinom szorzata). Ekkor w(f;(X)) = 0, mert van legalabb
egy egyiitthatoja, ami nem oszthato p-vel.

w(f1(X)) =w(bef(X)) = v,(be) + w(f(X)) = v,(be)
Tehat v,(bc) = 0, azaz be p-adikus egység. Tehat
F(X) = (be) ™' fu(X) = (be) ™ g1 (X) I (X).

Legyen go(X) = (be)"1g1(X) és ho(X) = hy(X), ekkor go(X), ho(X) € Z,[X] bizonyitja
a Lemmat. [

4.20. Allitas (Eisenstein Irreducibilitasi Kritérium). Legyen
fX)=a, X"+ -+ a1 X +ap € Zy|X]

polinom, ami teljesiti a kovetkezd feltételeket:
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i) la,| =1;
i) la;| <1, hai < n;
iii) |apl = 1/p.
Ekkor f(X) irreducibilis Q, felett.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f(X) reducibilis Q, felett, ekkor az el6z6, 4.19. Lemma
miatt Z, felett is reducibilis, azaz léteznek g(X), h(X) € Z,[X] nem konstans polinomok,
amikre

Legyenek
és
MX)=c X+ -+ X + ¢,
ahol r + s = n. Mivel |a,| =1, b.¢s = ay, és b, cs € Z,, ezért |b.| = |cs| = 1. Ekkor by és

co is oszthato p-vel: ha egyik sem oszthato p-vel, akkor bycy = ag szintén nem oszthato
p-vel, ami nem lehet, mert |ag| = 1/p. Tegyiik fel, hogy by oszthato p-vel, de ¢y nem és
tegyiik fel, hogy r < s. Kiszorzas utan a; = bicq + bgcy, ahol by és ay oszthatod p-vel,
de ¢y nem, tehat b; oszthato p-vel. X? egyiitthatoja miatt ay = bacy + bicy + boca, ahol
p | bo, b1, az, de p 1 co, tehéat by is oszthato p-vel. Ezt folytatva by, by, ..., b,_1 oszthatok
p-vel. X7 egyiitthatoja a, = b.co + - -+ + byc,, ahol r < n miatt a, is oszthatod p-vel,
tehat b, is. Ez azonban ellentmond azzal, hogy |b.| = 1. Ha r > s, akkor ugyanezt lehet
csinélni, de példaul X*™! egyiitthat6janal nem létezik bycs,; tag, viszont itt is kovetkezik,
hogy bsy1 oszthato p-vel. Az utolso egyiitthato, amit meg kell nézni, X" egyiitthatoja
a, = brcy + -+ + b_scs, ahol p | a,, mert r < n és ezért p | b, megint ellentmondas.
Ha by nem oszthatd p-vel, de ¢y igen, akkor forditva elmondva megint ellentmondéasra
jutunk. Tehat p | by és p | co is teljesiil, azaz p? | bocy = ag, vagyis |ag| < 1/p?, ami nem
lehetséges 7ii) miatt. Tehat f(X) valoban irreducibilis. O

4.21. Kovetkezmény. @p végtelen bovitése Q,-nek.

Bizonyitds. Az eddigiek alapjan elég mutatni egy n-edfoki, Q, egyiitthatos, irreducibilis
polinomot minden n-re. Az Eisenstein kritérium (4.20.Allitas) miatt nagyon konnyt ilyen
polinomot mutatni, példaul f(X) = X™ — p irreducibilis. O

Mivel @p nem véges bévitése Q,-nek, ezért nem teljesiil automatikusan, hogy @p teljes
tér, s6t ez nem is igaz (a bizonyitasatol eltekintiink a hossza miatt, megtalalhato [1]-ben,
5.7.4. Tétel):

4.22. Tétel. @p nem teljes tér.

A Tétel miatt van értelme teljessé tenni, a kovetkezs fejezetben errdl lesz szo.
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4.3. C,

4.23. Definici6. Legyen K < @p. Azt mondjuk, hogy a és a’ @p—beli szamok konjugdltak
K foldtt, ha ugyanannak az irreducibilis K egyiitthatos polinomnak a gyokei.

4.24. Tétel (Krasner Lemma). Legyen K-n adott eqy nemarkhimédeszi abszolitérték,
amire nézve K teljes és char (K) = 0. Legyenck a és b az algebrai lezdrt, K elemei.
Legyenek ay = a, ao, ..., a, a konjugdltjai a-nak K felett. Tegyiik fel, hogy b kozelebb van
a-hoz barmelyik kongultjindl, azaz |b—a| < |a —a;| minden i = 2,3,...,n esetén. Ekkor
K(a) C K(b).

Bizonyitds. Legyen L = K (b) és tegytik fel, hogy az éllitas nem igaz, azaz a ¢ L. Ekkor

|L(a) : L| =m > 1 és mivel Homy(L(a), K) bijekcioban all a L feletti minimélpolinom-
janak K-ba esS gydkeivel, ezért tudjuk, hogy m darab o : L(a) — K homomorfizmus
van, ami L-et fixen hagyja, mert minden gyok benne van az algebrai lezartban. Van leg-
alabb egy o, amire o(a) # a, mert ha o(a) = a, akkor a o fixen hagyja az egész L(a)-t,
tehat az identitas, de tébb, mint egy o van. Legyen oy ilyen. K abszolutértékének az
egyértelmtisége miatt (ugyanigy véges bovitésekre egyértelmi és K a véges bévitések
unidja) |o(z)| = |z| minden o-ra és x-re. Tehat

|o0(b) — ao(a)| = [b— al
és mivel o fixen hagyja L-et és b € L, ezért
|b—oo(a)] = [b—al.

Ekkor
la — oo(a)| < max{|a —b|,|[b—oo(a)|} = [b—al,

ami nem lehet, mert b feltétel szerint kozelebb van a-hoz, mint barmelyik konjugaltja és
oo(a) az a egy konjugaltja. O]

4.25. Kovetkezmény. Legyen K-n adott eqy nemarkhimédeszi abszolutérték, amire néz-
ve K teljes és char (K) = 0. Legyen

f(X)=X"+a, 1 X" '+ + a1 X +a € K[X]

irreducibilis polinom és leqgyen \ az [ eqyik gyoke. Legyen L = K(\). Ekkor létezik egy
e > 0 szdm, amire:

ha g(X) = X" + b, 1 X" '+ - + by X + by € K[X] és |a; — bi] < & minden
i=0,1,...,n—1 esetén, akkor g(X) irreducibilis K folétt és van gyoke L-ben.

Bizonyitds. Legyenek A\; = X\, \g, ..., \, az f(X) gyokei K-ban és legyen

r= rgéljnpxz — Al

Legyenek pi1, ..., u, a g(X) gydkei K-ban, ekkor g(X) = [](X — y;). Legyen

D= HQ(N) = [T = ).

1]
1. lépés: Ha |D| < ™, akkor g(X) irreducibilis K folott és van gydke L-ben.
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Bizonyitas: Ha |D| < 7, akkor van legalabb egy (i, 7) par, amire | \;— ;| < r. Ekkor
w; kozelebb van A;-hez, mint barmelyik konjugéltja, ezért a Krasner Lemma (4.24. Té-
tel) miatt K(\;) C K(p;). Az f(X) a A; minimélpolinomja, mert irreducibilis, ezért
n = |K(\): K| < |K(p;) : K|, de p; gydke egy n-edfoka polinomnak, tehat a po-
linom irreducibilis, |K(p;) : K| = n és ezért K(\;) = K(p;). Ha ¢ = 1, akkor azt
is megmutattuk, hogy g(X)-nek van gycke L-ben. Ha nem, akkor létezik K-nak egy
K-t fixal6 automorfizmusa, ami A\;-t A-ba viszi. Ekkor ez az automorfizmus p;-t egy
p-be viszi, ami szintén ¢g(X) gyoke. Alkalmazva K()\;) = K(u;)-re az automorfizmust
L =K(\) = K(u) adodik, tehat g(X)-nek is van gyoke L-ben, pu.

2. lépés: Létezik € > 0 szam, amire ha |a; — b;| < e, akkor |D| < r.

Bizonyitas: Ha ¢ : (ag,...,a,_1,bo,...,b,_1) +— D folytonos fiiggvény, akkor igaz a 2.

lépés. Tudjuk, hogy (ag, ..., an_1,00,--.,a,-1) — 0. Tehat (ag,...,an_1,a0,...,0,-1)-
nek van egy kis kérnyezete, amin beliil teljesiil |D| < . Ekkor e-t olyan kicsinek kell
valasztani, hogy ha minden i-re |a; — b;| < ¢, akkor (ag,...,an_1,bo,-..,b,_1) benne

legyen ebben a kérnyezetben. Ilyet persze tudunk talalni.

D a A\i-k és p;-k szimmetrikus polinomja, hiszen barmilyen permutaciot alkalmazha-
tok az indexekre, D nem valtozik. A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint minden
szimmetrikus polinom el6all elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Az elemi
szimmetrikus polinomok viszont ebben az esetben a gyokok és egytlitthatok kozti Gssze-
fliggések miatt éppen f és g egyiitthatoi. Tehat D eléall az (aq, ..., a,—1) és (bo, ..., bn_1)
polinomjaként, azaz ¢ valojaban egy polinom, igy természetesen folytonos. O]

A Teljessé tétel fejezetben leirtakkal megegyezGen teljessé tehetjiik @p—t, ez lesz C,:
4.26. Allitas. Létezik egy C, test és azon egy | - | abszolitérték, amire
e Q, CC, és || megszoritisa Q,-re a p-adikus abszolitérték;
o C, teljes metrikus tér;
° @p strid C,-ben.
Tovabb nem kell folytatni, mert ez mar algebrailag zart test.
4.27. Allitas. C, algebrailag zdrt.

Bizonyitds. Legyen f(X) € C,[X] irreducibilis polinom. @p strti C,-ben, ezért tetszo-
legesen kozel vehetiink egy azonos fokt fo(X) € Q,[X] polinom f(X)-hez. A 4.25. K-
vetkezmény szerint, ha elegendGen kozel vettiik a polinomot, akkor fo(X) irreducibilis
C, felett, tehat @p felett is (hiszen egy felbontas @p felett az felbontas lenne C, fe-
lett is). Mivel @p algebrailag zart, igy irreducibilis polinomok csak elséfokuak lehetnek,
ezért f(X) is els6foku. Tehat barmely irreducibilis polinom elséfoki, azaz C, algebrailag
zart. O

5. Nemarkhimédeszi abszolutértékek R-en

Két kiilonb6z6 bizonyitast is adunk arra, hogy létezik nemarkhimédeszi abszolatérték
R-en. Ostrowski tétele miatt (3.3. Tétel) ennek az abszolutértéknek a megszoritasa Q-ra
valamelyik p-adikus abszolatértékkel lesz ekvivalens. Ha a megszoritas Q-ra éppen a p-
adikus abszolatérték, akkor azt mondjuk, hogy ez egy p-adikus abszolutérték R-en. Latni
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fogjuk, hogy nagyon sok p-adikus abszolutérték van R-en. A két bizonyitas kiilonbozo
fontos modszereket hasznél, és kiilonboz8 érdekes eredmények is kijonnek kozben, de
mindkettében kozos, hogy a Zorn-lemma az alapjuk.

5.1. Algebrailag fiiggetlen, transzcendens bazis

Legyen B kommutativ gytri és A egy részgytrije. Legyenek x4,...,x, € B. Minden
(v1,...,0,) = (v) € N" szam n-esre és az (v) = (x1,...,x,) jelolést hasznalva, vezessiik
be az

My(z) =2 -y

jelolést.
Minden f € A[X;,...,X,] = A[X] polinom el6all f = > aw)My)(X) alakban valami-
lyen a(,) € A egyiitthatokkal. Legyen az ev(y) : A[X| — B gytrtthomomorfizmus, amire

[ fz).

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy zi,...,z, € B algebrailag fiiggetlen A félott, ha
az ev(, fliggvény injektiv, azaz ha f € A[X] polinomra f(x) = 0, akkor f minden
egyiitthatoja 0.

Egy S C B halmazt akkor mondunk algebrailag fiiggetlennek A félétt, ha barmilyen
véges részhalmaza algebrailag fiiggetlen.

5.2. Megjegyzés. A két definici6 megegyezik véges halmazokra, hiszen ha xq,...,x,
algebrailag fiiggetlen, akkor ennek egy {z;,,...,z; } C {x1,...,2,} részhalmaza is al-
gebrailag fliggetlen, mert A[X;,,..., X, ] C A[Xq,..., X,].

Legyen L/K testbovités. L azon részhalmazai kozott, melyek algebrailag fliggetlenek K
folott, be tudunk vezetni egy részbenrendezést. Legyenek S, T C L algebrailag fiiggetle-
nek, ekkor

ST SCT.

5.3. Definicié. Egy S C L algebrailag fiiggetlen részhalmazt transzcendens bdzisnak
hivunk, ha a < részbenrendezés szerint maximaélis.

5.4. Megjegyzés. Ha S egy transzcendens bazis, akkor L algebrai K(S) (a legkisebb
test, ami tartalmazza K-t és S-et) f6l6tt. Ha S algebrailag fiiggetlen és L/ K (S) algebrai,
akkor S transzcendens bazis.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy L/K(S) nem algebrai. Ekkor létezik o € L, aminek nincs
minimalpolinomja K (S) f6lott. A T'= S U {a} algebrailag fiiggetlen, ami azt mutatja,
hogy S nem maximalis:

1) Ha {z1,...,2,} C S, akkor zy, ..., z, algebrailag fliggetlen, mert S az.

2) Nézzik az {x1,...,z,,a} C T halmazt. Ez is algebrailag fiiggetlen:

Tegyiik fel, hogy nem az, azaz létezik egy 0 # f(Xq,...,Xn11) € K[X1,..., Xoi1]
polinom, amire f(x1,...,z,,a) =0. Ha f az X, valtozojaban nulladfoku lenne, akkor
x1,...,%, nem lenne algebrailag fliggetlen K f6lott. Tehat

9(X) = f(z1,... 20, X) € K(5)[X]

polinomra g(a) = 0 és g # 0, azaz létezik a-nak minimélpolinomja K (S) folott, g egyik
irreducibilis osztoja.
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Masik irdny: tegyiik fel, hogy nem transzcendens bazis, azaz létezik S C T algebrailag
fiiggetlen halmaz, specidlisan « € T, © ¢ S és S U {x} algebrailag fliggetlen. Mivel
L/K(S) algebrai, ezért létezik K (S) egyiitthatés minimélpolinomja z-nek. Ez azonban
azt jelenti, hogy S U {z} nem lehet alegbrailag fiiggetlen. O

5.5. Allitas. Minden testbévitésnek létezik transzcendens bdzisa. Minden algebrailag
fiiggetlen halmaz kiegészithetd transzcendens bdzissd.

Bizonyitds. Tekintstiik az L/K testbovitést. Zorn lemmaval bizonyitjuk, hogy létezik
transzcendens bazis. Vegyilik L algebrailag fiiggetlen részhalmazainak halmazat. (Nem
tires, mert a () {ires halmazt tartalmazza.) Ez részbenrendezett halmaz a < rendezéssel.
Vegytink egy lancot, azaz egy {S, : r € A} halmazt, ahol S, algebrailag fiiggetlen, A
tetszbleges indexhalmaz és barmely kettd rendezett, azaz egyik halmaz tartalmazza a
masikat. Ekkor S = [J S, algebrailag fiiggetlen K f6l6tt. Legyen {zi,...,2,} C 5,

reA
ekkor létezik ry,...,m, € A, amikre x; € S,,. Mivel barmely két halmaz rendezett,
ezért feltehetjik, hogy S,, € S,, C --- C S, , tehat {xy,...,z,} C S, . S, algebrailag
fiiggetlen, ezért ennek minden részhalmaza is, tehat xq,..., x, algebrailag fliggetlen K

folott. Tehat S is az, mivel minden véges részhalmaza az, vagyis minden lancnak van felsé
korlatja. A Zorn lemma szerint van maximaélis elem, ez definici6 szerint transzcendens
bézis.

Legyen S algebrailag fiiggetlen halmaz. Ugyantugy a Zorn lemméat hasznaljuk. Ve-
gyiik L azon algebrailag fliggetlen részhalmazainak H halmazat, amik tartalmazzak S-et.
(Szintén nem iires, mert S-et tartalmazza.) A lancfeltétel ellenérzése ugyanigy miikodik,
kivéve, hogy azt is ellendrizni kell, hogy a lanc tagjainak az unidja tartalmazza S-et. Ez
pedig nyilvanval6, mert a lanc minden tagja tartalmazza. Vagyis létezik ennek a halmaz-
nak maximalis eleme, legyen ez T'. Ekkor T" transzcendens bazis. Ha lenne 6t tartalmazo
T, algerbrailag fiiggetlen halmaz, akkor Ty benne lenne H-ban, mert Ty D T D S, vagyis
T} is tartalmazza S-et. Ez azonban nem lehet, mert 7" maximalis volt H-ban. n

5.6. Allitas. Minden transzcendens bdzis szdmossdga eqyenld.

Bizonyitds. Legyen L/K testbovités. Tegyiik fel, hogy létezik véges transzcendens bazis,
azaz egy {x1,...,om} C L, m > 1 algebrailag fiiggetlen halmaz, amit nem tartalmaz
masik algebrailag fiiggetlen halmaz. Ekkor elég megmutatni, hogy ha wy,...,w, € L
algebrailag fiiggetlenek, akkor n < m, mert ha transzcendens bazis is, akkor megcserél-
ve a szerepeket n > m is igaz. wy,xq,..., 2, nem algebrailag fiiggetlen, tehat létezik
0 # f1 € K[Xy,..., X1 polinom, amire fi(wq,z1,...,2,) = 0. (Valojaban feltehetd
az is, hogy f; irreducibilis, mert f; valamelyik irreducibilis oszt6ja 0, mivel L test nul-
losztomentes.) Ha f; minden X; véaltozdjaban nulladfoka 2 < i < m + 1 esetén, akkor
valojaban fi 1-valtozos, nemnulla polinom, amire fi(w;) = 0, tehéat wy, ..., w, nem lehet
algebrailag fliggetlen. Feltehetjiik, hogy X, valtozojaban nem nulladfoka fi. (Esetleg
atindexeljik z;-ket.) Tehat

Xy X)) = > g5(X0, X, X)X,
J

ahol legaldbb az egyik gy polinom nemnulla valamelyik N > 1-re. Ekkor gy se-
melyik irreducibilis osztoja sem tiinhet el (wq,zs,...,zy,)-en. Tegyiik fel, hogy van
ilyen, legyen ez h(Xiy, X3,..., X;me1), ekkor h( Xy, @o,. .., xp) € K(z1,...,2,)[X1] és
[(Xy, 2, x) € K(2, ..., xy) [ X3] két irreducibilis polinom, amik kiilonboznek és
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wy gyokiik, ami nem lehetséges. (Relativ prim polinomoknak létezik linearis kombi-

nacioja, ami a konstans 1 polinom.) Tehat x; algebrai K(wy,xs,...,2,,) f6l6tt, mert
fi(wy, Xo, xo, 23, ..., ) € K(wy, g, ..., 2,)[Xz] polinom legalabb elssfoku és z1 gyo-

ke. Ekkor wi,xs,...,x,, algebrailag fiiggetlen K f{olott, mert ha nem, akkor létezik
0 # f(Xy,...,X,,) € K[Xy,...,X,,] polinom, amire f(wy,za,...,2,) = 0 és [ az
X, valtozojaban legalabb elssfokt (zo, ..., x,, algebrailag fiiggetlen). Tehat w; algeb-
rai K(xo,...,x,y,) f0lott, vagyis K(za, ..., Tn) < K(wi, T, ..., xp) < K(wy, 21, ..., 2Tn)
két véges bovités egymésutanja. Azaz K(xa,...,zn) < K(wy,z1,...,2,) véges bovi-
tés, igy K(xo,...,zn) < K(x1,...,2,) is véges, de akkor x; algebrai K(xo,...,2,)
folott. Ez persze nem lehet, mert x4, ..., x,, algebrailag fiiggetlenek. Tehat valéban
kijott, hogy wy, s, ..., x,, algebrailag fliggetlenek K {olott, azaz xi-et lecserélhettiik
wy-re. Ekkor transzcendens bézis is lesz, mert K(wy, 21, ..., Ty)/K(wy, xa,. .., Ty) al-
gebrai és L/K(wy,x1,...,x,) algebrai. Ezzel a modszerrel egyesével lecserélhetjiik az
xri-ket w;-kre. Ha n > m teljesiilne, akkor még maradna w;, viszont mar wy, ..., w,,
is transzcendens bazis lenne, ami nem lehet, ha a w;-k kezdetben algebrailag fiiggetle-
nek voltak. Tehat azt kaptuk, hogy ha létezik véges transzcendens bazis, akkor minden
transzcendens bazis véges és megegyezik az elemszamuk.

Tegyiik fel, hogy létezik végtelen transzcendens bézis, ekkor az el6zGek miatt nem
létezik véges transzcendens bazis. Legyen S egy végtelen transzcendens béazis és T egy
mésik transzcendens bézis. Ekkor minden s € S algebrai K(T') felett a megjegyzés mi-
att. Ha f az s minimalpolinomja K (7T) felett, akkor valamilyen véges T, C T halmazra
f € K(T,)[X] és ekkor s algebrai K(Tj) felett. Vegyiink egy ilyen Ty véges halmazt
minden s € S-re. Ekkor |J, 47 transzcendens bazis lesz. Mivel (J,. 4Ty C T, ezért
algebrailag fiiggetlen. S minden eleme algebrai K (|J, ¢ T) felett, tehat K (U, qT5)(S)
algebrai K (|J,cq75) felett. Ekkor K(S) C K(U,cqT5)(S), tehat K(S) minden eleme
algebrai K (|J,.4 75) felett. S egy transzcendens bézis volt, ezért L/K(S) algebrai, tehat
L a K(U,cgTs) felett is algebrai. De mivel |J, 4 T, algebrailag fiiggetlen, ezért transz-
cendens bézis. Tartalmazza a T, ami algebrailag fiiggetlen, tehat | J,. T = T. Ebbdl
kovetkezik, hogy

UT.

seES

| = <Y I < ISR =151,

sES

ahol kihasznaltuk, hogy |S| végtelen halmaz. Megcserélve S és T szerepét |T| > |S)|
adodik, tehat barmely két transzcendens bazisra |T'| = |S]. O

5.7. Definici6. Egy L/K testb&vités transzcendenciafokdnak nevezzik egy transzcen-
dens béazisanak szamossagat, trdeg(L/K)-val jeloljik.

5.8. Megjegyzés. Ha a K testet nem adjuk meg, akkor az L test primtestét értjik
alatta.

5.2. C, @p és C, izomorf

5.9. Tétel. Minden p > 0 karakterisztikdara és nem megszamolhato k szdmossdgra izo-
morfia erejéig pontosan eqy algebrailag zdrt test létezik, aminek a karakterisztikdja p, a
szamossdga pedig k.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy K; és K, két kiillonbozd algebrailag zéart test, amikre
|K,| = |Ks| = k és char(K,) = char(K,) = p, azaz K, és K, primteste megegyezik,
legyen F' ez a test.
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5.10. Allitas. Legyen L/K algebrai bovités. Ha |K| = oo, akkor |L| = | K|, ha | K| < oo,
akkor |L| < V.

Bizonyitds. Legyen K az algebrai lezartja K-nak, ekkor |K| = |K]|, ha |K | = o0 és
|[K| = R, ha |[K| < oo. Innen kdnnyen latszik az Allitas, mert K < L < K, tehat
|K| < |L] <[K]. O

5.11. Allitas. Ha K algebrailag zdrt test és F a primteste, akkor |K| = trdeg (K/F),
ha K nem megszamolhato.

Bizonyitds. Legyen S a K/F bovités egy transzcendens bazisa. Ekkor K/F(S) algebrai
bévités. Ha F(S) véges lenne, akkor az el6zé Allitas miatt |K| < Ry, ami nem lehet,
mert K nem megszamolhato. Tehat F(S) végtelen halmaz, de ekkor szintén az el6z6
Allitas miatt | K| = |F(S)|. Megmutatjuk, hogy |S| = |F(S)| és ezzel kész lesz az Allitas.
Legyen F[S] a legkisebb gytird, ami tartalmazza F-et és S-et. Ekkor

flxy, ... xy)

g(z1, - 0)

F(S) = { Axy, ..., CS; f,g€ FIXq,..., X0]; glxy, ..., z,) #O}
és

F[S| ={f(z1,...,2n) :{z1,...,x,} CS; fe F[Xy,...,X,]}.
Tehat F[S] C F(S), vagyis |F[S]| < |F(9)], illetve megadhato egy F(S) — F[S] x F[S]
injekci6. Egy x € F(S)-nek vegyiik egy tetszdleges H felirasat és rendeljiik hozza
az (f(z1,...,2,),9(x1,...,x,)) part. (Tobb felirasa is lehet z-nek, valasszuk ki barme-
lyiket. Ha x és y képe megegyezik, akkor a megfelel§ f-ek és g-k is megegyeznek, tehat
a hanyadosuk is, = és y.) Vagyis ebbdl azt kapjuk, hogy |F(S)| < |F[S]|* = |F[S]|, mert
|F[S]| = oo, hiszen ha F[S] véges lenne, akkor |F[S]|? is véges lenne, ami nem lehet,
mert oo = |K| = |F(S)| < |F[S][*

F[S] c U{f(xl,...,xk) Az, oy C Sy feF[Xy, ..., Xi); deg f =n}

n>0

Adjunk fels6 becslést az unioban 1év6é halmaz szédmossagara. Mivel deg f = n, ezért
legfeljebb n valtozoja van és feltehetjiik, hogy pontosan n valtozdja van. S végtelen
halmaz, mert ha S véges lenne, akkor F[S] megszamlalhato, mert ugyantugy szétvalo-
gatjuk f foka szerint és mivel |F| < Wy, ezért < Ng m-edfokd polinom van, és < N,
szamossagu halmazok megszamlalhato unidjat vessziik, ami megszamolhato. Tehat F'[S]
megszamolhato, tehat |F[S]|? < Ny, ami nem lehet, mert K nem megszamolhat6 és mar
belattuk, hogy |K| < |F[S]|>. Vagyis S valoban végtelen halmaz. Mivel |F| < Ny, ezért
tovabbra is < Ny n valtozos, n-edfokt polinom van. Az n valtozoba |S|-féle sok értéket
helyettesithetiink be, tehat legfeljebb |S|™ = |S| sok behelyettesités van, mert S végtelen
halmaz. Vagyis az uni6ban 1év6 halmaz szamossagara felsé becslés Ng|.S|, ami |S|, mert
|S| végtelen szamossag. Az unié megszamolhato, azaz |F'[S]|-re fels6 becslés Ro| S| = |S].
Osszefoglalva
S| < |1F(S)| = |FIS] < IS,

tehat |S| = |F(9)|, amit be akartunk latni. O

Tehét az Allitasokat hasznélva azt kapjuk, hogy trdeg(K,/F) = trdeg(Ky/F) = k.
Legyen Sy a K/F, Sy a Ky/F egy-egy transzcendens bézisa, ekkor |Si| = |Ss| = k.
Tehat létezik egy o : S7 — 99 bijekcié a két halmaz kozott. Legyen 6 : FI(S1) — F(S2),
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ami F-et fixen hagyja, ha pedig = € Sy, akkor &(x) = o(x). Ekkor & egy izomorfizmus.
K, /F(S)) algebrai, ezért K, az F(S;) algebrai lezartja, mert ha x € K, akkor létezik
F(S) egyttthatos polinom, aminek a gyoke, tehat benne van az algebrai lezartjaban,
illetve K algebrailag zart test, ami tartalmazza F'(S;)-et, tehat az algebrai lezartjat is.
K5 hasonloan az F(S,) algebrai lezartja, de F(Sy) és F(S2) izomorfak, igy az elgebrai
lezartjuk, Ky és Ks is izomorf. O

5.12. Kovetkezmény. C, @p és C, izomorf testek.

Bizonyitds. Mindhérom test karakterisztikdja 0. |C| = ¢, tehat azt kell belatni, hogy

a masik kett§ szamossdga is kontinuum. A 3.30. Lemma egy Z, — {0,1,...,p — 1}
hozzarendelést ad, ami injektiv és sziirjektiv is, mivel egy by + bip + bap? + ... feliras a

bo+b1p+- - -+b,p" sorozat limesze, ami egy Z-beli Cauchy sorozat, mert |b,p"| = p~™ — 0,
tehat Z,-ben van és ez a limesz egyértelmd. Azaz minden felirdshoz is tartozik egy egy-
értelmi p-adikus egész. Tehat Z, szamossaga p™° = ¢. Mivel Z,-t mindegyik test tartal-
mazza, ezért csak azt kell belatni, hogy kontinuumnél < a szamossaguk. A 3.25. Allitas
szerint x — px bijekcio, tehat |p"Z,| = |Z,| és

Urz, =q,

nez

tehat |Q,| < Roe =c. @p és Q, szamossaga megegyezik, mert Q, végtelen halmaz, tehat
Q,l =c.

5.13. Lemma. Minden szepardabilis metrikus tér szamossdga < c.

Bizonyitds. Legyen A = (aj,as,...) strd megszamlalhato halmaz X metrikus térben.
Legyen X — RN az a fiiggvény, ami egy # € X ponthoz hozzarendeli (11,7, . ..) soroza-
tot, ahol r; = d(x,a;), azaz x-nek az a;-t6l mért tavolsaga. Ez a fliggvény injektiv. Te-
gyiik fel, hogy nem, azaz léteznek = # y pontok, amik minden A-beli ponttél ugyanolyan
tavolsdgra vannak. Mivel A siird, ezért létezik a € A pont, hogy d(z,a) < d(z,y)/2,
de y ugyanolyan téavolsagra van, azaz d(y,a) < d(x,y)/2 is teljesiil. Ez azonban nem
lehet, mert d(z,y) < d(z,a) + d(y,a) < d(z,y). Mivel a fuggvény injektiv, ezért
1 X| < |RIN = Mo = ¢. O

Tehat elég belatni, hogy C, szeparabilis. A megszamlalhat6 stri részhalmaz Q al-
gebrai lezartja lesz. (Vegyiik észre, hogy az megszamlalhat6.) Legyen z € C,, ehhez
akarunk kozel talalni egy Q-beli elemet. Legyen o € @p, amire o € B(x,¢/2), mert @p
strtd C,-ben. Legyen f(X) € Q,[X]| az @ minimalpolinom. Mivel Q stirii Q,-ben, ezért
letezik egy g(X) € Q[X] polinom, ami 1-fGegyiitthatos, a foka megegyezik f fokaval és
minden egyiitthatoja kozel van f megfelels egyiitthatojahoz. Bontsuk fel g(X)-et gyok-
tényezdkre Q-ban, azaz g(X) = [[(X —\;), ahol \; € Q a g(X) gydkei. Ekkor valamelyik
Ai-re |a — ;| < €/2, mert ha ez nem lenne igaz, akkor a-t behelyettesitve |g(a)| nagy
lenne, ami nem lehet, mert g(X) kozel van a minimalpolinomjahoz. Ekkor azonban
|z — Ni| < Jao— N| + |a — x| < ¢, tehat tetszbleges Cp-belihez talaltunk tetszslegesen
kozel Q-belit. ]

5.14. Kovetkezmény. Létezik p-adikus abszolutérték R-en.

Bizonyitds. Legyen o : C — C,, izomorfizmus, | - |, a p-adikus abszolatérték C,-n. Ek-
kor | -| : C — Ry, |z| = |o(x)|, p-adikus abszolutérték C-n. Ha |z| = 0, akkor
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lo(z)|, = 0, tehat o(z) = 0, 2 = 0. Ha z € Q, akkor o(z) = =z, tehat |z| = |z],.
Legyenek 7,y € C, ekkor |y = o(z)l, = [o(2)o(y)ly = [o(2) ylo(®)l, = Jollyl, illetve
|z +yl = lo(x +y)l, = [o(x) + o(y)l, < max{|o(@)]p, [0(y)]p} = max{|z], [y[} O

5.3. Masik bizonyitas
5.15. Allitas. Minden 0 karakterisztikdji testen létezik p-adikus abszolutérték.

Bizonyitds. Legyen K egy 0 karakterisztikaju test. Vegyiik azon (L,| - |1) rendezett
parok H halmazat, amire Q < L < K test és |- |1, pedig kiterjesztése a Q-n 16vs p-adikus
abszolutértéknek L-re. Definidljuk ezen a halmazon a kovetkezd részbenrendezést:

(L,||2) X (F,||r) < L< Fés|z|p = |z|rhaz € L

Teljesiil a Zorn-lemma feltétele, azaz minden lancnak van kozos fels§ korlatja: vegytink
egy (Ly,|"|r.) (r € A indexhalmaz) lancot. Ekkor felss korlat lesz (U,caL,,|-|), ahol |- |
abszolutértéket tgy definialjuk, hogy |z| = |z|,, ha € L, valamilyen r € A indexre.

® U,cal, test

— Hax,y € UreA L,, akkor x € L,, és y € L,, valamilyen r,,7, € A-ra. Mivel
lancot vettiink, ezért az egyik test tartalmazza a masikat, tehat =,y € L,,
ahol r = r, vagy r = r,. L, test, ezért v +y € L, és xy € L,, illetve
ebben a testben kommutativak a mtveletek, ezért x + y,xy € J,c4 Lr €5
ebben a testben is kommutativak. Ha harom elemet vesziink, akkor hasonl6éan
megmutathatd, hogy asszociativak is és a szorzas disztributiv az Osszeadasra.
Tovibba z € (J, .4 Ly esetén létezik r € A, hogy = € L,, ekkor —x € L, és
l/x € L,, hax #0, tehat —z,1/x € (J,c4 Lr

e |- | joldefinialt

— Minden z € J,c4 L» elemre rendeltiink hozza abszolutértéket. Ha x € L,
és v € L, is teljesiil, akkor mivel lancot vettiink, ezért feltehetjiik, hogy
(Lyy| - |z,) = (Ls,| - |2.). Egyrészt |x| = |z|L,, masrészt |x| = |z|g,, de =<
rendezés miatt © € L, < L, és |x|L, = |z|L,, tehat | - | egyértelmd.

e | - | abszolutérték

— A nulla elem minden testben benne van. Vesziink egy tetszélegeset a lancbol,
ebben a nulla abszolutértéke 0, ezért [0] = 0. Ha z € (U,c4 L, |2] = 0,
akkor x € L, valamilyen r € A indexre és |z| = |z|p,. Tehat |x|,, = 0 és
| - |, abszolutérték, tehat x = 0 teljestil. Egy korabbi ponthoz hasonléan, ha
2,y € U,eq Lr, akkor z,y, 2y, x +y € L, valamilyen indexre és mivel |- |,
abszolutérték, ezért |x|.,|y|lo, = |zylo, és |z + ylo, < |z|r, + |y|L,., tehat
|zllyl = lzyl és [z +y| < [z] + [yl

i (UTGALT‘7 | ' |> €EH

— Minden r € A indexre Q < L, < K, ezért Q < |J, o4 Lr < K, illetve ha
r € Q, akkor |z| = |z|;, akdrmelyik r € A indexre. Mivel |- |, a p-adikus
abszolutérték kiterjesztése, ezért |z| = |z|,.
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Tehat H-ban van maximalis elem, legyen ez (Lo, | - |z,). Megmutatjuk, hogy Lo = K,
azaz K-n valoban létezik | - | p-adikus abszolutérték. Tegyiik fel, hogy Lo # K, az-
az létezik a € K, a ¢ Ly elem. Ekkor az Lo(«a) szigorian nagyobb testen létezik
abszolutérték, ami az | - |1, kiterjesztése, ami ellentmond annak, hogy (Lo, |- |z,) ma-
ximéalis elem H-ban. Definialjuk a | - | abszolutértéket Lo(o)-n: ha « transzcendens,
akkor |a| legyen tetszéleges pozitiv valos szam. Lg(a) elemei f(«)/g(«) alaktak, ahol
f,9 € Lo[X] polinom, g(a) # 0. Legyen f(X) = ap + a1 X + -+ + a, X" € Lo[X]
polinom, ekkor |f(a)| = max;(|a;|r,|a|’). Tortekre pedig |f(a)/g(a)| = |f(a)]/]g(a)|.

Ha x € Ly, akkor az f = z, g = 1 konstans polinomokkal kiszamolva z | - | abszo-
latérteket |f(a)/g(a)l = [f(a)l/lg(@)] = |z]o/[1|L, = |2|zy, tehat |- | valoban |- |,
kiterjesztése. Ha |f(a)| = 0, akkor |a;|z,|a|' = 0 minden i-re. Mivel |a| pozitiv, ezért
ez azt jelenti, hogy |a;] = 0 minden i-re, tehat f az azonosan 0 polinom, f(a) = 0.

Ha |f(«)/g(a)| = 0, akkor szintén f(«) = 0. Multiplikativitas: elég bizonyitani, hogy
ha f(X) = ag + a1 X + -+ a, X" és g(X) = by + 0 X + -+ + b XF Ly egyiitthatos
polinomok, akkor | f(a)||g(a)| = | f(a)g(a)|. Tudjuk, hogy |- |1, a p-adikus abszolutérték
kiterjesztése, ezért 2.9. Tétel miatt nemarkhimédeszi.

f(X)g(X) = aobo + (a0b1 + a,lb())X —+ 4 anka”+k = C + ClX —+ 4 Cn+an+k

Definicio szerint |f(a)g(a)| = maxo<i<nir(|cilo|]?), illetve |¢;|r, < max;(|ajbi—i|L,),
mert | - |z, nemarkhimédeszi, tehat

[f(@)g(e)] < max(laj| ol [bivjlro ol ™) < [f(@)llg(a)],

ahol a masodik egyenlGtlenséget gy kapjuk, hogy max-ban minden tag feliilrél becsiilhe-
t6 a szorzattal. Legyen i a legkisebb index ahol |f(«)| és j a legkisebb index ahol |g(a)]
felveszi a maximumat, azaz | f(a)| = |ailzo|of’, |g()] = [b |1 laf & laulsolol' < lazJal’,
ha [ < i, illetve |b;|,|a)" < |bj]r,|a), ha I < j. Ekkor

|Civj — aibj|z, < max{|aobiyj|ry,-- -, |ai1bj11]Les [@iv1bjvalLe, - - -5 |@irsbolLy }s
lcivj — aibjlrolal ™ < max{|aobisslrg: - - s lai1bjii| Loy @in1bjal o, - - - [airbol e el ™.

(Esetleg a max-ban néhany tag nem létezik, de ez nem fontos.) Bevissziik az max-ba
az o -t és |agbivi—k|ro o™ < |ailpolal'|bj|L,@), mert az egyik <, a masik pedig
szigorian < az ¢ és j minimalitdsa miatt. Tehat

[civj — aibj|rolal™ < |ail L, |bj| o™,
|Civj — aibjlry < lailLolbjlLe = laibj|L,-
Hasznéalhatjuk a 2.15. Allitast és azt kapjuk, hogy
|CivjlLo = [(cinj — aibj) + aibj| Ly = |aibj|L,,
lcitjlnolal™ = faiby| Ly |a]™ = [ f()]lg(a)].

Vagyis talaltunk egy indexet, (i + j)-t, ahol |f(a)g(«)| éppen megegyezik, tehat

[f(e)g(a)l = max (lalulal’) = [cisslnlal™ = [f(e)llg(e)

a forditott iranyu egyenlStlenséget is belattuk, azaz | f(a)g(a)| = | f(@)||g(a)].
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Legyenek f, g € Lo[X] polinomok, ekkor belatjuk, hogy

(@) + g(a)] < max{[f(a)],[g()]}-

Feltehetjiik, hogy azonos a polinomok foka, mert a kisebb fokut kipétoljuk 0-s egytitt-
hatokkal, legyen f(X)=ag+ a1 X + -+ a, X", g(X) =by + b1 X + -+ + b, X" Ekkor

F(@) + g(@)] = mave (i + bilzyaf") < mmasx (mav iz il Hol?) =

~ max {mx (laslol]'), max <|bz-|Lo|a|i>} = max{|f(a)], |g()]}.
Fortelare f@) A f@)| 1he)
9@) " E) Smax{\m ’ m}

(@)
ezt kell belatni, szorozzuk fel |g(a)k(
|[f(@)k(a) + h(a)g(a)] < max{[f(a)k(a)], [h(a)g(@)[}

Ezt pedig polinomokra mér belattuk. Tehat ha « transzcendens, akkor létezik abszolut-
érték Lo(a)-n, ami a kiterjesztése | - |,-nak.

Tegyiik fel, hogy « algebrai, azaz Lo(a)/Lo véges és Lo(a)-ra akarjuk kiterjeszteni
| |0o-t- A Véges bovitések fejezetben leirtak alapjan egyetlen ilyen kiterjesztés van és azt
2] = /| NLo)/o(®)] 1, képlettel kapjuk, ahol n = |Lo(«) : Lo|. Annak a bizonyitésa,
hogy ez valéban abszolutérték a Hensel lemméan mulik, amihez pedig az kellett, hogy Q,
teljes. Tegyiik teljessé Lo-t a | - |1, abszolutérték szerint, legyen ez a test L;. Legyen
f az a minimalpolinomja L, felett. Ekkor f irreducibilisek szorzatara bomlik L f6lott,
legyen ez f = fi... fr. Vegyik f; egy gyokét, legyen ez oy. Ekkor az L;i(a;q) bévitése
Ly-nek véges és Ly teljes, tehat miikodik a Hensel lemma, ezért a bizonyitasunk arra is,
hogy L;(cv)-en létezik abszolutérték, ami a kiterjesztése |-|p,-nek. Az Lo(«) és az Lo(a)
testek izomorfak, mert « és oy konjugéltak. Tehat az Li(«;) testen 1évE abszolutértéket
megszoritva Lo(aq)-re, majd athuzva Lo(«)-ra egy abszolutértéket kapunk Lg(«)-n, ami
trivialisan az | - |, abszolutérték kiterjesztése.

A feltevésiink hibas volt, tehat Ly = K, azaz létezik H-ban (K, |- |x) par. Vagyis
létezik K testen abszolutérték, ami a Q-n 1évé p-adikus abszolutérték kiterjesztése. [

a)|-val és hasznaljuk a multiplikativitast.

5.16. Kovetkezmény. Létezik p-adikus abszolutérték R-en.

6. Monsky tétel

Legyen R egy nem iires, zart, Osszefiiggé halmaz a sikon, aminek a hatara egy zart to-
rottvonal. Bontsuk fel R-et véges sok zart haromszoglap unidjara, ahol barmely ketts
metszete iires, egy pont vagy egy szakasz. Legyenek ezek a haromszoglapok a Tj-k. Ne-
vezziik csicsnak a T; haromszogek csicsait (tehat R cstcsai is cstcsok), illetve oldalnak
az R sokszog és a T; haromszogek oldalait. Konnyen el6fordulhat, hogy egy oldalon tobb
csucs is van. Nevezziink szomszédosnak két cstucsot, ha egy oldalon vannak és ezen az
oldalon nincs koztiik méasik csics. A két szomszédos cstcs kozti szakaszt pedig nevezziik
el egyszerd szakasznak. Igy T, és R hatarai is egyszer( szakaszok unioja, ahol két egymés
melletti egy cstucsban talalkozik. Az Osszes csicsot szinezziik ki az A, B vagy C szinek
valamelyikére. Azt mondjuk, hogy egy oldal vagy egy egyszerd szakasz AB tipusi, ha az
egyik végpontja A-ban, a mésik B-ben van.
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6.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy semelyik oldal sem tartalmaz A, B és C szini csicsot
egyszerre, illetve R hatdra pdratlan sok AB tipusi oldalt tartalmaz. FEkkor létezik T;
hdromszdg, aminek a hdrom csicsa A, B és C szini.

Bizonyitds. Egy AB tipusu oldal Osszesen paratlan sok AB tipust egyszerii szakaszt
tartalmaz:

Mivel C szint cstcs mar nem lehet ezen az oldalon, ezért csak A és B szint lehet. Ha
egymas mellé esik két azonos szini cstcs, akkor a koztiik 1év6 szakasz nem szamit, akar
Ossze is huzhatjuk Sket, az AB tipust egyszerd szakaszok szaméan nem véltoztat. Tehat
feltehetjiik, hogy felvaltva vannak A és B szini csicsok, az els6 A szind, az utols6 B
szind. Ilyenkor nyilvanval6an paratlan sok AB tipust egyszert szakasz van.

Egy nem AB tipust oldalon paros sok AB tipusiu egyszert szakasz van:

Ha van C szind pont az oldalon, akkor nem lehet AB tipusi egyszerd szakasz, mi-
vel mindharom szin nem lehet egyszerre az oldalon. Tehét csak A és B szini cstcsok
lehetnek. Ekkor az oldal két végpontja azonos szind (A vagy B). Az el6z6 bekezdéshez
hasonléan huzzuk Ossze az azonos szind, egymas melletti csiicsokat, igy megint felvalt-
va jonnek a pontok. Szintén latszik, hogy ekkor viszont paros sok AB tipusu egyszert
szakasz van.

Egy haromszog pontosan akkor tartalmaz paratlan sok AB tipusi oldalt, ha a harom
csucsa A, B és C szint:

Ahhoz, hogy legyen AB szint oldal, kell egy A és egy B szind cstiics. Ha a harmadik
csucs A vagy B szintd, akkor 2 AB tipusi oldal lesz, ha pedig C, akkor 1.

Tehat az is igaz, hogy egy haromszog harom oldalan pontosan akkor van paratlan
sok AB tipusu egyszerii szakasz, ha a haromszog harom csucsa A, B és C szint.

Tegyiik fel a Lemma allitasaval ellentétben, hogy nem létezik ilyen haromszog és
szamoljuk az AB tipusu egyszeri szakaszokat. Minden 7T; haromszoghen péros sok AB
tipusu egyszeri szakasz van, tehat haromszogenként Gsszeadva az egyszeri szakaszokat
paros szamot kapunk. Ugyanakkor igy minden bels6 oldalon kétszer szamoltuk az AB
tipusu egyszerid szakaszokat, R hataran viszont egyszer, tehat az Osszeg paritdsa meg-
egyezik az R hataran 1évé AB tipusu egyszerd szakaszok paritaséaval. Tehat R hataran
paros sok AB tipusi egyszerii szakasz van. Ez azonban ellentmond azzal, hogy R hataran
paratlan sok AB tipusu oldal van, mert igy paratlan sok AB tipusu egyszerii szakasznak
is kell lennie. Vagyis létezik T; haromszog, aminek a harom cstcsa A, B és C szini. [

6.2. Tétel (Monsky). Nem lehet felbontani eqy négyzetet pdratlan sok azonos teriletd
hdromszogre.

Bizonyitds. Természetesen elegendé megmutatni, hogy nem lehetséges a felbontas, ha
S = [0,1] x [0,1] a felbontandd négyzet. Tegyiik fel, hogy mégis felbontottuk a négy-
zetet m darab egyenld teriiletd haromszogre. Vegyiink egy 2-adikus | - | abszolutértéket
R-en, azaz teljestl 2] = 1/2 < 1. Szinezziik ki a sik (z,y) koordinataju pontjait a
kovetkezSképpen:

A ha |z| < 1és|y| <1;
B ha |z| > 1 és |z| > |yl;

C haly| >1¢és|y| > |z|.

51



Ez a szinezés particionalja a sikot, mert
ANBC{(z,y) eR?: |z| <1} N {(z,y) € R?* : |z| > 1} = 0,

ANC C{(z,y) eR*: |yl <1} n{(z,y) eR*: [y > 1} =0,
BNCC{(z,y) €R*: fa > [y} n{(z,y) € R*: [y| > |2[} =0,

tehat ANB = ANC = BNC = 0. Tegyiik fel, hogy (z,y) ¢ A, azaz |z| > 1 vagy
ly| > 1. Ekkor az kell, hogy (z,y) € BUC. Tegyiik fel, hogy (z,y) ¢ B, azaz |z| < 1
vagy |z| < |y|. Ha || > 1, akkor |z| < |y| is teljesiil, hogy (x,y) ¢ B is igaz legyen,
de ekkor 1 < |z| < |y| = 1 < |y|, azaz (z,y) € C. Ha viszont |z| < 1, akkor |y| > 1,
hogy (z,y) ¢ A igaz legyen, azonban |z| < 1 < |y| = |z| < |y|, tehat (z,y) € C. Tehat
minden pontot kiszineztiink valamilyen szintire.

Legyen P = (x,y) és P' = (2/,y') két pont, amik egymas eltoltjai egy A szind ponttal
(vektorral), azaz |z — 2’| < 1 ¢és |y —v'| < 1. (|z] = | — z| miatt mindegy, hogy melyik
pontot toljuk el.) Ekkor P és P" azonos szintiek:

Ha P A szind, akkor |2/| < max{|z — 2/|,|2'|} < 1 és ugyanigy az y koordinatara,
tehat P’ is A szind.

Ha P B szint, akkor 2.15. Allitas miatt |2/| = max{|z|, |2’ — 2|} = |z| > 1, illetve
|z| > 1 és || > |y| miatt |x| > max{1, |y|}, ezért

2| = |z > max{1, Jy[} > max{|y' —yl, [y} > /],

tehat P’ is B szin.
Ha P C szini, akkor az el6z6h6z hasonloan |y| = |y| > 1 és

'] = lyl = max{1, [z[} > max{|a’ — [, 2|} > |2'],

ahol egyenlGség nem teljesiilhet, mert akkor mindenhol egyenléség kell hogy legyen. Az
elsénél |y| > |z|, ezért max{1,|z|} =1 (és |y| = 1), de a masodiknél emiatt csak akkor
lehet egyenl6ség, ha max{|z’ — z|, |z|} = |z| = 1, mert 1 > |2’ — z|. Tehat egyszerre kell
teljestiljon az egyenlséghez |x| = 1 és |y| = 1, ami nem lehet, mert |y| > |z|. Vagyis P’
is C szind.

Semelyik egyenes sem tartalmazhat egyszerre A, B és C szinii pontot: legyen e egye-
nes. Ha e-n nincs A szind pont, akkor az allitas igaz. Ha tartalmaz A szind pontot, akkor
tegytik fel, hogy B és C szind pontot is tartalmaz, és toljuk el az egyenest tigy, hogy az
A szind pont a (0,0)-ba menjen. (Ez egy A szind ponttal valo eltolas, mert |z| = | —z|.)
Az elébbiek alapjan igy minden pont szine valtozatlan marad, és ezen az €’ egyenesen,
ami atmegy az origon, lesz B és C szind pont is. Legyen egy B szind pont (z,y), egy C
szind pedig (z',y'). Egyrészt xy' = x'y, mert ¢’ atmegy az origon, masrészt a szinezés
miatt |x| > |y| és |[¢/| > |2'|. Ha y # 0, akkor valamilyen € > 0 szamra |y/| = |2/| + ¢,
és gy |z||ly'| > ly|(|2'| +¢€) = |yl|2| + |yle > |yl|2’|, tehat |xy/| > |2'y|, ami nem lehet.
Ha pedig y = 0, akkor 2’y = 0, de  # 0, mert |z| > 1 és 3/ # 0, mert |y/| > 1, tehat
xy' # 0 = 2'y. (Ebben az esetben is |zy'| > |2'y|.) Vagyis megmutattuk, hogy nem lehet
egyszerre A, B és C szinii pont is semelyik egyenesen sem.

Legyen T egy haromszog A, B és C szind cstucsokkal. Toljuk el a haromszoget,
hogy az A szind pont az origoba keriiljon. A kapott haromszog legyen T". Ismét B
és C szind marad a masik kett§ cstics, amik legyenek az (z,y) és az (2/,y'). Az el6z6
bekezdéshez hasonloan |zy'| > [z'y|. A T" haromszog teriilete t(T") = +1(zy — 2'y),
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ahol + azt jeldli, hogy a teriilet pozitiv, de az elGjelkiilonbség tigysem okoz problémat
amikor abszolutértéket vesziink. A 2.15. Allitds miatt

|y’ — 2yl = max{[zy/|, | — 2"y} = |y,
tehat

1 1
)] = ) = [’ = )| = [ o' 22> 1

Térjiink vissza az S négyzethez. Koénnyen latszik, hogy S hatara egyetlen egy AB
tipusi oldalt tartalmaz, illetve semelyik oldal sem tartalmaz egyszerre A, B és C szini
csuicsot, mivel az egész sikon igaz, hogy egy egyenes legfeljebb két szint tartalmazhat.
Tehéat hasznalhatjuk a 6.1. Lemmat, azaz létezik egy T; haromszog, aminek A, B és C
szind csicsai is vannak. Egyrészt az el6z6 bekezdés szerint [¢(7})| > 1, masrészt mivel
minden haromszdg egyenl6 teriiletd, ezért t(7;) = -, azaz |=| > 1, vagyis m paros. [

_m7

6.3. Megjegyzés. Barmilyen paros m € N szamra felbonthat6 egy négyzet m darab
azonos teriiletd haromszogre.

Bizonyitds. Elég a [0,1] x [0,1] négyzetet felbontani. Legyen m = 2n. Huzzuk be a
% x [0, 1] szakaszokat k = 1,2,...,n — 1-re. A kialakul6 n darab téglalapot bontsuk fel
valamelyik atloja mentén 2 haromszogre. FEz megfelels felbontés. m

6.1. Altalanositasok

Kézenfekvs kérdés, hogy egy n-dimenzios kockit hdny darab szimplexre lehet felbontani.

6.4. Tétel (Mead). Pontosan akkor lehet felbontani eqy n-dimenzids kockdt m darab
azonos térfogati szimplexre, ha n! | m.

Bizonyitds. A bizonyitas nagyon hasonlit a Monsky tétel bizonyitasdhoz. Legyen R egy
n-dimenzioés politop. Nevezziik egyszeri felbontédsnak azt, ha az R politépot tgy bont-
juk fel n-dimenziés szimplexekre, hogy ha a felbontasban szerepls S szimplex hatarara
esik egy masik szimplex csiicsa, akkor az S-nek is csticsa. Tehét nem eshet csiics seme-
lyik szimplex semelyik nem nulla dimenziés lapjanak belsejébe, példaul a két dimenzios
esetben a haromszogelés egy haromszogének az oldalara. Szinezziik ki a felbontés szimp-
lexeinek csucsait n + 1 szinnel pg, p1, ..., pn szinekkel. Egy k-dimenzios S szimplexet
teljes k-asnak nevezziik, ha a cstcsait a pg, p1, . . ., pr szinekkel szineztiik ki.

6.5. Lemma. Legyen R n-dimenzios politop, amit felbontottunk egyszerd felbontdssal
szimplexekre. Teqyiik fel, hogy a szimplexek csicsait a py,p1,...,pn Szinekkel szineztik
ki. Ekkor a teljes n-esek szdama a felbontdsban pontosan akkor pdratlan, ha a teljes
(n — 1)-esek szdma R hatdrdn pdratlan.

Bizonyitds. Egy teljes (n — 1)-es az R hataran egy n-dimenzids szimplexben van benne,
mig minden mas teljes (n — 1)-es kett n-dimenzios szimplexben van benne. Egy teljes
n-es pontosan egy teljes (n — 1)-est tartalmaz, egy n-dimenzios szimplex, ami viszont
nem teljes, az nulla vagy ketts teljes (n — 1)-est tartalmaz. (Ha tartalmaz egy teljes
(n — 1)-est, akkor a kimarado6 csicsot nem p,-re kell szinezni, de akkor kialakul még egy
teljes (n — 1)-es.) Ezekbdl kovetkezik a Lemma allitésa. O
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6.6. Lemma. Legyen R n-dimenzids politop, amit felbontottunk nem feltétleniil egysze-
ri felbontdssal. Teqyiik fel, hogy a szimplex csiucsait ugy szineztik ki a po,pi,...,Pn
szinekkel, hogy bdarmely k-dimenzids affin altér, ami tartalmaz p; szind pontot minden
0 <i < k-ra, az nem tartalmaz p; szinid pontot, aholi > k. Ekkor a teljes n-esek szama a
felbontdsban pontosan akkor pdratlan, ha a teljes (n — 1)-esek szama R hatdrdn pdratlan.

Bizonyitds. Indukcidval bizonyitjuk n-re. Ha n = 0,1, akkor a felbontas mindenképpen
egyszerd és az el6z6 Lemma miatt igaz ez is. Tegyiik fel, hogy minden k < n-re igaz a
Lemma k-dimenzids szimplexekre.

Legyen T egy (n — 1)-dimenzi6s politop, ami R belsejében van és aminek a csicsai
azok csucsai felbontasban szerepls szimplexeknek 7" hipersikjanak mindkét oldalan. (Ha
vesziink egy tetszéleges (n — 1)-dimenzios szimplexet R belsejében a felbontasbol, akkor
az benne lesz egy ilyen (n—1)-dimenziés politopban, tehat talalhato egy ilyen.) Tehat T-
t kétféleképpen is felbontottuk (n—1)-dimenzios szimplexekre ezzel, ezért indukcié miatt
megegyezik a két felbontasban a teljes (n — 1)-esek szama (hiszen mindketts paritésa
megegyezik a 7" hataran 1évé teljes (n — 2)-esek szamaval). Ebbgl az kovetkezik, hogy
azon n-dimenzios szimplexek szama, amik tartalmaznak teljes (n — 1)-est, mint lap és
ez a lap az R belsejében van, az paros. Miikodik az el6z6 Lemma bizonyitasa, mert
ezzel kikiiszoboltiik azt a 1épést az el6z6 bizonyitasban, hogy az R belsejében 1év6 teljes
(n—1)-esek ketts n-dimenziods szimplexben vannak benne. (Nem egyszert felbontasra ez
nem igaz, mert a masik oldalan nem feltétlentil kell legyen szimplex, de egy T politopban
benne van.) O

Legyen |- |, p-adikus abszolutérték R-en. Szinezziik ki az n-dimenzios tér (z1, ..., x,)
pontjait a Fy, Py, ..., P, szinekkel a kovetkezSképpen:

(z1,...,2,) € Py, ha |z, <1V 1 <i <mn;

(X1,...,xn) € Py, ha |z, > 1, |zilp > |2il, Vi < k és x|, > |24,V @ > k.

Ez particionalja a teret. Tegyiik fel, hogy (z1,...,x,) & Py, ekkor (z1,...,2,) € P, ha
|zk|, = max |z}, és k a legkisebb index, ahol felveszi a maximumot. Py-beli ponttal valo
eltolas nem valtoztatja meg egy pont szinét, agy mint a Monsky tétel bizonyitasaban.

Tegyiik fel, hogy egy k-dimenzios affin altér tartalmaz pontokat Fy, Py, ..., Py és egy
ezektdl kiilonboz6 P, szinnel is. Legyenek egy-egy pont koordinatai az adott szinbdl
(215, ...,%n;) (P szind pont). Ha eltoljuk a pontokat, akkor nem valtozik meg se a
sziniik, se a kifeszitett politop térfogata, ami persze 0, mert egy affin altérben vannak.
Tehat feltehetjiik, hogy a F, szini pont az origd. A kifeszitett politép igy mér egy
k-dimenzios linearis altérben van, ennek a politopnak a merdleges vetiilete egy (k + 1)-
dimenzios altérre tovabbra is 0 térfogatu kell legyen ebben a (k + 1)-dimenzios altérben
is. Vegyiik azt, hogy az els6 k és az [-dik koordinatak altal feszitett altérre vetitjiik a
poltitopot. Ez kdnnyen szamolhat6 a kévetkezé matrix determinansaval:

11 21 ... Tp1 Tnn
T12 T22 ... T2 X2
ik X2k .- Tkk Tk
Ty T .. TR Ty

Ha kifejtjiik a determinénst, akkor a f6atlobol kapott x11x9s . . . xxrxy tag abszolutértéke
szigoruan nagyobb, mint barmely mas tagé, mert a szinezés miatt egy sorban a fGatloban
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1évG szam abszolitértéke a legnagyobb és van legaldbb egy olyan sor, ahol egy szigortian
kisebb abszolutértékiit valasztunk ki. A 2.15. Allitas miatt tehat a determinans abszo-
latértéke |x11299 . . . Tprul,, ami nagyobb, mint 0, azaz a determinans nem lehet 0, tehat
a vetitett politop térfogata sem lehet 0. Azaz a feltétel nem igaz. Ez éppen azt jelenti,
hogy a definialt szinezés teljesiti a 6.6. Lemma feltételeit.

Ha adott egy teljes n-es, akkor ugyanigy felirva a pontok koordinatéit és a hasonlo
determinénst, azt kapjuk, hogy a teljes n-es V' ( (($”))) térfogata megegyezik % det((xi5))-
vel és |det((zi;))], = |x11-. - Tunlp > 1. (Most is feltehetjiik, hogy a Py szind pont
az origd, mert az eltolas nem valtoztatja meg a szinezést és a térfogatokat.) Tehat
V(i) > 1/lnll, = pe.

Természetesen elég a Tételt az egységkockara bizonyitani, aminek a hataran pontosan
egy teljes (n — 1)-es van. Tehat a 6.6. Lemma miatt paratlan sok teljes n-es van van
a felbontasban, azaz van legalabb egy. Ennek a térfogata is 1/m, ha az egységkockat
fel tudtuk bontani m darab azonos térfogatt szimplexre. Az el6z6 bekezdés miatt ekkor
|1/m| > pr™) | tehat v,(m) > v,(n!). Mivel ezt minden p primre el tudjuk mondani,
ezért valoban kovetkezik, hogy n! | m.

Ha n! | m, akkor fel tudjuk bontani az egységkockat m egyforma térfogati szimplexre:
legyen m = [ - n!. Bontsuk fel a hiperkockat n! egyenls térfogata részre. A felbontéasban
1évé szimplexeknek vegyiik az egyik 1-dimenzios lapjat, azaz élét és osszuk fel | egyenld
részre. Ezek a szimplexet [ egyenl§ térfogata szimplexre bontjék.

Hiperkocka felbontasa n! szimplexre: legyen 7 az {1,...,n} halmaz permutaci6ja.
Definialjuk az

Sﬂ:{QSERnZOSJZﬂ(l) < ST < 1}

halmazt. Ez egy n dimenzios szimplex, mert n + 1 linearisan fiiggetlen egyenlGtlenség
definidlja, azaz n + 1 féltér metszete. Ezeknek az S, szimplexnek a belsejiik paronként
diszjunkt, mert a belsejiik azok azok a pontok, ahol minden egyenl6tlenség szigoru és
két szigoru egyenl6tlenség nem teljestilhet két irdnyba egyszerre (r > y, © < y). Ha
pedig van egy pont, aminek a koordinatai paronként kiilonboznek, akkor azok valami-
lyen sorrendben vannak, igy valamelyik S, belsejébe esnek. Tehat S, szimplexek, ahol
7 végigfut az {1,...,n} halmaz Gsszes permutaciojan egy felbontésa az egységkockanak
n! szimplexre. Jelolje 7 : (z1,...,2,) = (Tx(1), - - -, Tx(n)) az n-dimenzios tér egy egybe-
vagosagat is. Ekkor m az Siq szimplexet az S;-1 szimplexbe viszi, tehat a két szimplex
térfogata megegyezik. Minden 7-re ezt el lehet mondani, ezért minden szimplex térfogata
megegyezik. Tehat megadtuk az n-dimenziés kocka egy felbontasat n! azonos térfogatu
szimplexre. O

Egy masik lehetGség az altalanositasra, ha két dimenzioban més alakzatokat akarunk
azonos teriiletd haromszogekre bontani. Ha valamit fel lehet bontani paratlan sokra,
akkor azt péaros sokra is lehet, ha minden haromszoget elfeleziink. Az érdekes kérdés,
hogy mik azok az alakzatok, amiket nem lehet paratlan sok haromszoégre bontani. Mon-
sky bebizonyitotta, hogy a négyzet ilyen. Konnyt észrevétel, hogy ha két alakzat affin
transzforméacioval egyméasba vihets, akkor ez a két alakzat ugyanakkor oszthato fel pa-
ratlan sok haromszogre, hiszen egy felbontés képe affin transzformacional szintén egy
haromszogelés. Ebbdl latszik példaul a kévetkezs egyszert allitas:

6.7. Allitas. Egy paralelogramma pontosan akkor oszthaté fel m darab azonos tertletd
hdaromszogre, ha m pdros.
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Az affin transzformaciok mellett az altalanos modszer a Monsky tételbeli szinezés és a
6.1. Lemma hasznalata. Ha meg tudjuk mutatni, hogy egy egységnyi teriiletd alakzat
hatéra paratlan sok AB tipusi oldalt tartalmaz, akkor abbol mar kévetkezik, hogy nem
lehet felbontani paratlan sok azonos teriiletd haromszogre.

6.8. Tétel (Kasimatis, Stein). Legyen adott (0,0); (0,1); (1,0); (a, a) csicsokkal egy négy-
5204.

e Ha vy(a) > 0, akkor nem lehet pdratlan sok azonos teriletd hdaromszdgre bontani.
o Ha —1 < wy(a) <0, akkor szintén nem lehet.
o Ha vy(a) = —1, akkor van olyan a, amire lehet.

Bizonyitds. Ha vy(a) > 0, akkor az (z,y) — (x/a,y) affin transzformaci6 utan egy AB
tipusi oldal lesz. Ha —1 < vy(a) < 0, akkor nem kell transzforméalni, az eredeti négyszog
hatarén egy AB tipust oldal van. Ha a = 3/2, akkor fel lehet osztani, vegyiik a (0,1) és
(1,0)-t Osszekots szakaszt, majd a kialakulo (0,1); (1,0); (3/2,3/2) haromszog (3/2, 3/2)-
bdl induldé magassagat az (1/2,1/2) pontig. Ezzel a két szakasszal 3 darab 1/2 teriilett
haromszogre bontottuk a négyszoget. O

A kovetkezo Tétel bizonyitasaban azt is hasznaltak, hogy a p-adikus abszolutérték kiter-
jeszthet6 a komplex szamokra.

6.9. Tétel (Kasimatis). Ha egy szabdlyos n-széget m egyenld teriletd hdaromszogre bon-
tottunk és n > 5, akkor n | m.

6.10. Tétel (Monsky). Nem lehet pdaratlan sok azonos teriletd hdaromszdgre bontani
semmilyen kozéppontosan szimmetrikus sokszoget.

Barmilyen a tengelyekkel parhuzamos egész koordinataju egység oldalti négyzet pon-
tosan egy AB tipusi oldalt tartalmaz, hiszen egy olyan csticsa van, aminek mindkét
koordinataja paros és mellette az egyik cstucs B szind, a masik C szint.

6.11. Ko6vetkezmény (Stein). Ha egy alakzat pdratlan sok egységnégyzet dsszeragasztd-
sabol dll, akkor nem lehet paratlan sok azonos teriiletd haromszogre felbontani.

Bizonyitds. Az AB tipusu oldalakat jeloljiikk meg az egységnégyzetekben minden egy-
ségnégyzet belsejében. Ha az alakzat belsejében van valamelyik egységnégyzet jelolése,
akkor a hozzaragasztott masik egységnégyzetnek is az alakzat belsejében van. Mivel
Osszesen paratlan sok jelolés van, ezért az alakzat hataran paratlan sok jelolés kell le-
gyen. O

6.12. Tétel (Praton). Akkor se lehet felbontani pdratlan sok azonos teriletd hdaromszig-
re, ha pdros sok egységnégyzetet ragasztunk dssze.

6.13. Kovetkezmény. Nem lehet pdratlan sok azonos teriletd hdromszdgre felbontani
eqy olyan alakzatot, aminek minden éle a hatdrdn pdrhuzamos a megfeleld tengellyel és
az €leinek a hossza raciondlis.

Bizonyitdas. Toljuk el, hogy az egyik cstucsa az origd legyen, majd nagyitsuk egy egész
szammal valé nyujtassal, hogy minden éle egész hosszu legyen. Az igy kapott alakzat
méar egységnégyzetek Osszeragasztasa. O
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Iranyitsuk az alakzat hatarat valahogy és minden élébdl a hatarnak csindljunk egy ennek
megfelels vektort. Nevezziik az alakzatot specidlisnak, ha a parhuzamos élek vektorait
Osszeadva minden parhuzamosséagi osztaly szerint 0-t kapunk. Ilyenek példaul a négyzet,
a paralelogramma a kozéppontosan szimmetrikus sokszogek és az egységnégyzetekbdl
Osszeragasztott alakzatok.

6.14. Tétel (Stein). A < 7 oldali specidlis alakzatokat nem lehet pdratlan sok azonos
tertiletd hdromszogre bontani.

6.15. Kérdés. Van-e olyan speciélis alakzat, amit fel lehet bontani paratlan sok azonos
teriilet haromszogre?
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