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Jelolések

N
N"r

a>b
)‘n()

a természetes szamok halmaza

a pozitiv egész szamok halmaza

az egész szamok halmaza

a valds szamok halmaza

az {1,2,...,n} halmaz, ha n € N*

a H halmaz részhalmazainak halmaza

diszjunkt unio6

az n-edrend( permutaciocsoport (n € NT)

a sokkal nagyobb, mint b (pl. 999999 > 1)

az R" feletti Lebesgue-mérték (n € NT). Ha a kontextusbol kideriil a
dimenzio, akkor néha A(-)

az A-beli Lebesgue-mérheté halmazok halmaza, ahol A C R” vala-
mely alkalmas n € N*-ra

az F esemény valoszintsége (itt P egy valdsziniségi mérték)

az X valdsziniiségi valtoz6 varhato értéke

az X valosziniiségi valtozo szérasnégyzete

eloszlasbeli egyenlGség

az I/ esemény komplementere

az egyenletes eloszlas

az (n,p) € N x [0, 1] paraméterd binomialis eloszlas

az e alapu logaritmusfiiggvény

az f: A — B fiiggvény képhalmaza: ran f = {f(z) |z € A} C B
az f valos fiiggvény pozitiv része, azaz max(f,0)

az f valos fiiggvény negativ része, azaz max(—f,0)

a K test feletti n x n-es matrixok halmaza (n € NT)

a K test feletti n x m-es matrixok halmaza (n,m € N, n # m)
a G graf csticshalmaza

a G graf élhalmaza

a G graf csticsainak szama

a G graf éleinek szama

az A halmaz indikatorfiiggvénye

a G graf automorfizmusainak halmaza



Bevezetés

A bonyolult halézatok tanulmanyozasa egyre fontosabb szerepet jatszik a tudoméany-
ban. Ilyen hélézatokra jo példa lehet az elektromos halozatok, a telekommunikacios
halozatok, a vilaghélod és az internet, a szocidlis kapcsolatok, az agyi neuronok héloza-
ta, de akar a tudosok cikkeinek hivatkozasi haloja is. Sziikség van arra, hogy megértsiik
ezeket a struktirakat és a rajtuk zajlo folyamatokat. Ezek tanulmanyozasaval valaszt
kaphatunk olyan érdekes kérdésekre, mint hogy milyen gyorsan tud egy informécié
vagy virus terjedni egy (kisebb vagy nagyobb) tarsasidgban. Mi a legrosszabb térsa-
dalmi struktira egy jarvanykitorés esetén? Kit oltsunk be elgszor? Mikor tetézik a
jarvany? Mennyi ideig tart? Mennyire sebezhetd a halozat (pl. telekommunikacio) egy
tdmadéas esetén?

A modern szamitogépek fejlédése pedig egyre nagyobb érdeklGdést valtott ki az
ilyen 6ridsi halézatok kutatasa irdnt. A megndvekedett szamitasi kapacitasnak koszon-
hetGen ugyanis sokkal konnyebben tarolhatok és dolgozhatok fel nagy adathalmazok,
ami jelentGs hatéassal volt a kapcsolodd kutatasokra. Egy kozos tulajdonsiga ezeknek
a halozatoknak, hogy hatalmasak. A méretiik és a bonyolultsaguk miatt pedig nagyon
nehéz 6ket globélisan leirni, megérteni. Egy modszer ezen nehézségek lekiizdésére, hogy
a globalis 6sszkép helyett csak lokalis tulajdonsidgokat vizsgalunk. Ehhez pedig a vé-
letlenszeriiség, a valoszinliségszamitas szolgaltat igencsak hatéasos eszkozoket. Példaul
a halozat teljes struktirajanak ismerete helyett vizsgalhatjuk, hogy egy egyenletesen
valasztott csiicsnak hany szomszédja van, mennyi a varhato élstriiség, stb.

Ezek a modszerek vezetnek a véletlen grafok fogalmahoz. Egy n pontu véletlen graf
alatt egy, az n ponti grafok csaladjan vett valoszintiségeloszlast értiink, azaz egy ilyen
graf szerkezete a véletlentdl fiigg. Ilyen grafokrol elGszor Erdds Pal és Rényi Alfréd
magyar matematikusok publikadltak 1959-ben, 4&m a 2000-es évek 6ta a témanak igen
komoly szakirodalma lett.

E dolgozat {6 témai a grafok konvergenciafogalma, illetve a véletlen grafok, és ezek
konvergencidja. Az els6 fejezetben a relevans szakirodalom alapjan felépitjik a grafok

konvergenciaelméletének alapjait: definidljuk a homomorfizmus-sirtség kiilonboz6 faj-



tait, illetve az an. magfiiggvények vagy kernelek elméletének alapjaiba vezetjiik be az
olvasot. Az el6bbi maga a konvergenciafogalom értelmezésénél, utobbi a hatarérték-
objektum legkézenfekv6bb valtozatahoz lesz segitségiinkre.

A maésodik fejezet a véletlen grafokkal foglalkozik részletesebben: a véletlen gra-
fok preciz definicivja utan bemutatasra keriil néhany klasszikus véletlen grafmodell,
megvizsgalva ezek konvergenciajat is.

Végiil a harmadik fejezetben egy két el6z6leg vizsgélt grafmodell, a sztochaszti-
kus blokkmodell és a preferential attachment-modell kombinéaci6jabol adodo véletleniil
nové modell tulajdonsagait kezdjiik el vizsgalni elméleti szamitasok valamint szami-
togépes szimulaciok segitségével. A szimulacidkhoz hasznélt szamitoégépes programok

forraskodjait listazza a dolgozat végén taladlhato fiiggelék.



1. fejezet

Graflimeszek

1.1. Motivacio

Alabb latni fogjuk, hogy sok valodi halozatnak specialis sajatossagai vannak. A halozat-
kutatas célja, hogy megértsiik, szdmos halozat miért osztozik ezeken a tulajdonsagokon,
méasrészt hogy ezek milyen hatassal vannak példaul a kiilonb6z6 betegségek terjedésére,

utvonaltervezésre, stb.

1.1.1. Graftulajdonsagok

Ebben a részben [2I] alapjan nagyrészt informéalisan bemutatunk néhany valodi halo-

zaton megfigyelt tulajdonsagot, hogy ezzel is illusztraljuk ezen kutatasok fontossigat.

Fokszameloszlasok

A véletlen grafok tanulméanyozésaban rendkiviil fontos szerepe van a fokszdmeloszld-
soknak, mivel ezek tébb mas tulajdonsagot is alapvet&en befolyasolnak. Ez nem més,
mint a fokszamok valoszintiség-eloszlasa az egész graf felett, azaz egy n csicsu graf

esetén

m_ 1x
P = n Z X{deg(vi)=Fk}>
=1

ahol {vy,...,v,} a graf cstcshalmaza.



A tapasztalati esetben gyakran grafoknak egy sorozatat vizsgaljuk, és sokszor fel-
tessziik, hogy ez ritka. Ha (G, )nen egy olyan grafsorozat, hogy minden n € N-re
v(G,) = n, akkor ez annyit jelent, hogy Pk(,n) — pr (ha n — o00), ahol (pi)r>0 egy
valoszintiség-eloszlas. Megjegyzendd, hogy ezt a definiciot f6leg un. wvéletlen grafsoro-
zatoknal hasznaljak, igy ezek esetén P,g") egy valoszintiségi valtozo, mig pi. egy deter-
minisztikus mennyiség, tehat a konvergenciat sztochasztikusan szokas érteni. Fontos
még azt is észrevenni, hogy mivel (pg)r>o valoszintség-eloszlas, ezért i pr = 1, te-
hat nagyon nagy n-re a csucsok tobbsége korlatos fokszamu lesz. Inn(fgoered a ritka

elnevezés.

Kisvilag-tulajdonsag

Egy masik érdekes gyakran megfigyelt sajatossiga a tapasztalati hal6zatoknak a kisvildg-
tulajdonsdg, ami nagy vonalakban azt jelenti, hogy a csomoépontok "kozel" vannak
egymashoz. A legjobban a szocialis, ismeretségeket leird halozatokon képzelhetd el ez
a jelenség: példaul a Stanley Milgram pszichologustol szarmazo hires hat lépés tdvolsdg
elmélet azt allitja, hogy a vildgon barki kapcsolatba hozhaté béarkivel egy ismeretségi
lancon keresztiil, amiben a két végpont kozott legtobb 5 elem van. Egyébként téle szar-
mazik a jelenség elnevezése is. 1967-ben Milgram egy érdekes kisérletet hajtott végre: 60
levelet koldott kiilonboz6 onként jelentkezSknek a kansasi Wichitaba. A cimzetteknek
az volt a feladatuk, hogy eljuttassak a kiildeményt egy hittantudomany-hallgato felesé-
gének tgy, csak személyes ismerGseiknek adhatték at a levelet, mas szoval csak a sajat
ismerettségi halojukon keresztiil juttathattak célba a kiildeményt. Bar elGszor csak 3
levél ért célba, ami kb. 5%-os sikerességi arany, késébbi kisérletek soran ezt az aranyt
95%-osra is fel tudta tornaszni kiilonb6z6 triikkok bevetésével (pl. elhitette, hogy a
kiildemény nagy értékd, tobb informaciot adott meg a cimzettrdl, sth.). A kisérletet
Milgram kisvildg-kisérletnek nevezte (small-world experience). A tovabbi részletekért
lasd [19]-t. Az o6tletet Karinthy Frigyes Ldncszemek cimi novelldjaban egyébként mar
1929-ben felvetette.

Maga a kisvilag-tulajdonsag a kovetkezGképpen tehets precizebbé: tekintsiik a (G, )nen
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) Small-world experiment

1.1. abra. A Kisvildg és az Fétvis Lorand Tudomdnyegyetem Wikipédia-oldalak kozotti

legrovidebb utak a hiperhivatkozasokon keresztiil. Az abra [23] segitségével késziilt.

grafsorozatot, és minden n € N-re legyen dist,(u,v) az u,v € V(G,,) csticsok kozotti
legrovidebb tt hossza a G, grafban (lehet oo is, ha az u és v kozott nincs 1at). Ekkor
ha Uy, Us két egyenletesen valasztott csics, akkor legyen H,, = dist, (U, Us) a G, graf
tipikus tdvolsdga. Ekkor a (G,,)nen grafsorozatot kisvildgnak nevezziik, ha létezik olyan
0 < C < oo konstans, hogy nlggoIP(Hn < Clnn) = 1. Ez azt jelenti, hogy a tipikus
tavolsag logaritmikus n-ben, azaz minden egyes lépésben megtobbszoréz6dik az elér-
hetd csicsok szama. Egyes modellekben a tipikus tdvolsag még Inn-nél is kisebb, ami
indokolja az an. ultra-kisvildg tulajdonsdg létjogosultsagat: egy grafsorozat, ha barmely
e > 0-ra lim P(H, <elnn) = 1. S6t, egyes esetekben még olyan 0 < C' < oo konstans

n—oo

is van, amelyre lim P (H, < Clnlnn) =1 teljesiil ([14] 1.4.3.).

n—oo

1.1.2. Informacidkinyerés 6riasi halézatokbol

A "tantermi" problémékkal ellentétben a tapasztalati hidlézatok gyakran nem teljesen
ismertek, s6t néha még csak nem is jol definialtak. Gyakran még a csticsok szamat sem
tudjuk pontosan. Alabb [16] 1.3. alfejezete alapjan leirunk néhany modszert arra, hogy

hogyan lehet ilyen 6ridsi hal6zatokbol informaciét kinyerni.
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Mintavételezés

Egy lehetséges megoldas, hogy egymastol fiiggetleniil, visszatevés nélkiil, egyenlete-
sen kivalasztunk k db. csicsot a grafbol (k € N), és meghatarozzuk a koztiik futo
éleket. Igy egy tgynevezett véletlen indukdlt részgrdfot kapunk. (Persze mindez felté-
telezi, hogy van eszkoziink arra, hogy az elgbbi véletlen kivalasztast megvalositsuk.)
Adott £ € N-re minden k csticst grafra megvan annak a valészintisége, hogy a k
csics mintavételezése soran el6fordul mint véletlen indukalt részgraf, ez meghatéaroz
egy valosziniiség-eloszlast. Ez a minta mar elég informaciot tartalmaz sok tulajdonsag
eldontésére, persze bizonyos foku hibaval. A hiba csokkenthetd k ndvelésével.

Ha G és G’ két graf, akkor minden rogzitett k-ra Osszehasonlithatjuk a & cstcsi
véletlen indukalt részgrafjaik eloszlasat az igynevezett szordstdvolsdg segitségével ([16]
1.5). Két azonos halmazon értelmezett o, 5: A — R eloszlas esetén:

dyar (v, B) = )S(gm(X) — B(X)] (1.1)

Ekkor a két graf mintavételi tavolsdga ([16] (1.2)):
! - 1
5samp G G = —d ar UG ks 0G, ) (12)

2k
k=1

ahol ogy és og a G illetve G grafok k cstcst véletlen indukalt részgrafjainak az

eloszléasai.

Globalis megfigyelések

Véletlenszertien osszuk a csticsokat osztalyokra, azaz vegyiik a csticsok egy véletlen par-
ticiojat. A kapott osztalyokat "olvasszuk egybe", tekintsiink rajuk gy, mintha egyet-
len csticsot alkotnanak. Igy olyan globalis tulajdonsagokrol nyerhetiink informaciokat,
mint példaul a maximalis vagés, a fiiggetlen csticshalmazok szama, stb. Megjegyzendd,

hogy ezek a globélis megfigyelések ugyanannyi informéciét hordoznak, mint a lokalis

mintavételezés ([16] 12.3., 20.2.).
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Homomorfizmusok

Elméleti kutatasokban gyakran hasznaljak a grafhomomorfizmusokat (illeszkedéstarto

leképezések) a véletlen mintavételezések helyett. Ennek szamos el6nye van, példaul:

e Az Gn. homomorfizmusszaémok (lasd késébb) algebrailag sokkal jobban kezelhe-

tok.

e Egy oriasi G graf tanulmanyozasakor vizsgalhatjuk a lokalis tulajdonsagokat ugy,
hogy t6bb kisebb L grafot probalunk meg beleképezni a G-be. Ugyanigy, globalis
tulajdonsagokat vizsgalhatunk azzal, hogy a G-t képezziik tobb kisebb J grafba.

B—-G—=J

1.2. Grafthomomorfizmusok

Amint azt mar kordbban emlitettiik, az ilyen hal6zatok tanulmanyozasakor sokszor
célszerd a globéalis struktura vizsgilata mellett lokalis tulajdonsagokat keresni. Ehhez
egy hasznos eszkoz a grdfhomomorfizmusok fogalma, amellyel ez az alfejezet foglalkozik
([1€] 5. fejezete alapjan).

Legyen G = (V(G), E(GQ)) ¢és H = (V(H), E(H)) két egyszert graf. Ekkor G — H
azt jeloli, hogy létezik egy f: V(G) — V(H) homomorfizmus. A homomorfizmus léte-
zése korantsem egy trivialis probléma, de ebben a dolgozatban ezzel nem foglalkozunk
(részletekeért lasd: [I6] 5.1.).

Legyen a G és H kozotti grafhomomorfizmusok halmaza
Hom(G, H) = {f: V(G) = V(H) [{f(x), f(y)} € E(H) Ve={z,y} € E(G)}

és legyen hom(G, H) = |[Hom(G, H)| homomorfizmusok szama.
Ezenkiviil jelolje inj(G, H) = |Inj(G, H)|, ahol

Inj(G,H) ={f € Hom(G, H) | f injektiv}

13



az injektiv homomorfizmusok szamat, ind(G, H) = |Ind(G, H)| pedig a G graf bedgya-

zdsainak a szamat H-ba, ahol
Ind(G, H) = {f € Hom(G, H) | f injektiv és {f(x), f(y)} ¢ E(H) Ve ={x,y} ¢ E(G)}

Néha a surj(G, H) = |Surj(G, H)| (ahol Surj(G, H) = {f € Hom(G, H) | f sziirjektiv})
jelolés is hasznos lesz. FEz Ggy értendd, hogy a csicsokra és az élekre nézve is ki kell
tenni a sziirjektivitast.

Ezeket a homomorfizmusszamokat gyakran norméljuk, igy eljutva a homomorfizmus-

stiriség fogalméhoz.

1.2.1. Definicié (homomorfizmus-stiriiségek). A G és H egyszerii grafok kozotti ho-

momorfizmus-stirtiség:

hom(G, H)

WG, H) = = ey

(1.3)

Tehat ha f: V(G) — V(H) egy egyenletesen véletlenszertien kivalasztott fiiggvény,
akkor t(G, H) = P(f € Hom(G, H)). Hasonlban,

N _ inj(G, H)

fus (O H) = SOt — (@) (14)
azaz tin;(G, H) = P(f € Inj(G, H)), illetve

ba (G, H) = —— G ) (1.5)

(H)!/(v(H) = v(G))!
vagyis tina(G, H) = P(f € Ind(G, H)).

Ritka grafok

Az definicio jol miikodik, ha sdrid grafokrol van szo, azaz ha a fokszdmokra nin-
csen felsé korlat. Azonban, ha a fokszamok korlatosak, azaz a graf ritka, akkor az igy
értelmezett homomorfizmus-stirtiségek lényegében semmitmondok. (Itt a ritka fogalom
— a korabbiakkal ellentétben — azt jelenti, hogy minden cstcs korlatos fokszamu.) Ezért
a ritka esetben méasképp értelmezziik ezeket, ami az eredetitél lényegében annyiban kii-

16nbo6zik, hogy mésképp van normalva. Ezeket homomorfizmus-gyakorisignak hivjuk:

14



1.2.2. Definicié (homomorfizmus-gyakorisagok). Legyenek G és H egyszeri grafok,

G Osszefiiggd. Ekkor a homomorfizmus-gyakorisagok:

hom(G, H)
v(H)

inj(G,H)
v(H)

ind(G, H)

(G, H) = Y6

# (G H) =

inj

t;knd(G> H) =

Ezt a kovetkezGképpen lehet értelmezni: cimkézziik fel a G graf egy tetszéleges
cstcsat 1-el. Igy megkapjuk a G grafot. Tetszéleges v € V(H)-ra hom, (G, H) jeldlje
az olyan f: V(G,) — V(H) grafhomomorfizmusok szamat, melyre f(1) = v teljesiil.

Ekkor, ha v egy egyenletesen véletlenszertien kivalasztott csticsa H-nak, akkor

(G, H) = E[hom, (G, H)]

Homomorfizmusszamok és a mintavételezés

Alapvet&en a mintavételezést szokas hasznalni arra, hogy informaciét nyerjiink ki egy
oriadsi grafbol. A siiri esetben a homomorfizmus-strtségek ugyanazt az informéaciot
hordozzak magukban, mint a részgraf-mintavételezés altal meghatarozott valoszintiség-

eloszlas. Ezt az alabbi, konnyen lathato allitas mutatja:

1.2.1. Allitas. Legyen G és H két egyszerd grdf. Ekkor ting(G, H) annak a valdszi-
niisége, hogy ha a H grafbol v(G) csicsot mintavételeziink, akkor a véletlen indukdlt

részgrdf izomorf lesz G-vel.

A ritka esetben is felirhato hasonlé allitas, ennek bizonyitasa viszont bonyolultabb,

ebben a dolgozatban vele nem foglalkozunk.

1.3. Magfiiggvények és grafonok

Ebben az alfejezetben [16] 7. fejezete alapjan bevezetjiik magfiiggvények és a grafonok
fogalmat. Erre azért van sziikség, mert a késGbbiekben ezek hatarérték-objektumokként
fognak szolgélni stirt grafsorozatok limeszének vizsgalatakor. Ezek az analitikus objek-
tumok a graffogalom egyfajta kiterjesztéséiil szolgalnak, és tobb eredmény bizonyitasat

egyszerlibb az altalanos esetben, ezekkel elvégezni.
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1.3.1. Definicié. Ertelmezziik a kévetkezé halmazt:
W ={W:[0,1> = R | W korlatos, Lebesgue-mérheté és W (z,y) = W(y,z) Vz,y € [0,1]}

Ekkor W elemeit magfiigguvényeknek vagy mas szoval kerneleknek nevezziik. Amennyi-
ben egy W € W-reran W C [0, 1], akkor W-t grafonnak nevezziik. A grafonok halmazat
W jeloli. Hasznalatos még a Wy = {WW € W: ran W € [—1, 1]} jelolés.

Az el6bbi definicibban a mérhetGség a Lebesgue-mértékre nézve értendd. Mivel
jellemzGen nem tesziink kiilonbséget a Lebesgue-mértékre nézve majdnem mindeniitt
egyenl fiiggvények kozott, ezért W nem mas, mint az L™ ([0, 1]?)-beli szimmetrikus
fiiggvények tere.

Megjegyezziik, hogy a [0, 1] intervallum helyett vehettiink volna barmilyen (2, A, P)
Kolmogorov-féle valosziniiségi mezdt is, és tekinthettiik volna ezen a W: Q xQ — [0, 1]
szimmetrikus fiiggvényeket is, de ettél nem lenne sokkal nagyobb az altalanossag ([16]
116. oldal).

A grafon elnevezés a graf-fliggvény szavak angol verzidinak dsszeolvadésabol ered
(graph-function). A grafonokra tényleg tekinthetiink tgy, mint a grafok fogalmanak
egy altalanositasara: ha egy W € Wy-ra ranW = {0; 1}, akkor W-r6l beszélhetiink
tgy, mint egy [0, 1] csucshalmazi grafrol.

A magfigguények a siulyozott grafok egyfajta altalanositasai.

1.3.2. Definicié. Egy W € W kernelt lépcsdsnek neveziink, ha léteznek olyan Hy, ..., H,
(n € N) Lebesgue-mérhetd halmazok, melyekre |J Hy = [0,1] és W barmely 1 <i,j <
k=0

n egészre konstans a H; x H; halmazon. A Hj, (1 < k < n) halmazokat a W kernel

lépcsdinek nevezziik.

Legyen G egy sulyozott graf, melyre V(G) = [n] (n € N), és egy v € V(G) cstcs
stlya a(v), egy e € E(G) él silya pedig ((e). Ehhez hozzarendelhetiink egy Wg € W

lépesds fiiggvényt: bontsuk fel a [0; 1] intervallumot I; U. ..U I, intervallumok diszjunkt
unidjara, melyeknek Lebesgue-mérték szerinti hossza \(1;) = f&, és x € I; x Ij-re
> o))

j=1

legyen W(x) = S({i,7}) (ez 0, ha i és j kozott nem fut él a_gréfban). Megforditva,
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minden W € W lépcsGs fiiggvényhez rendelhets egy sulyozott graf. Ha W lépcs6i
Hi, ..., H,, akkor legyen V(G) = [n], és az {i,j} él stulya legyen S({i,j}) = W(x),
ahol x € H; x H; tetszGleges (ha a stly 0 lenne, akkor i és j kézott ne is fusson él a
grafban).

Ha G egy egyszeri (stlyozatlan) graf, akkor tekinthetiink ra gy, mintha minden
él és cstcs stlya 1 lenne. Ekkor Wi egy olyan grafon, amelyre ran W¢ C {0;1}. Wq
valamilyen értelemben a szomszédsagi matrix kiterjesztése fiiggvénnyé.

Ezek a megfeleltetések lehet6vé teszik, hogy a grafokkal kapcsolatos mennyisége-

degg (z)

ket grafonokra (magfiiggvényekre) is kiterjessziik. Példaul a grafokra vonatkozo =G

mennyiségnek a grafonokra vonatkoz6 fokszdmfiigguény felel meg:

:jW@w@

Ezutan a homomorfizmus-siirtiség fogalméat terjesztjiik ki magfiiggvényekre. Ez ké-

s6bb nagyon fontos lesz a konvergenciafogalom szempontjabol.

1.3.3. Definicid. Legyen G egy véges egyszerii graf, és legyen W € W. Ekkor

t(G,W):/---/ 11 W(mu,mv 1 dn

[0,1]7(&) {uvleB(@ veV(G)
tina (G, W) :// H W(:Uu,xv) H (1= W(zy,zy)) H dz,
o,10(c)  {uwveB(G {uv}gE(G) VeV (G

Itt érdemes a magfiiggvényre gy gondolni, mint egy [0, 1] csticshalmazi stlyozott
grafra, ahol az {x,y} él silya W (x,y). Vegyiik észre, hogy az injektiv homomorfizmus-
stirtiséget nincs értelme definialni, mivel egy i — x; € [0, 1] véletlen hozzarendelés 1
valoszintiséggel injektiv.

Az alabbi allitas (|16] 7.2.) mutatja, hogy ez valéban a grafok homomorfizmus-

stirtiségeinek egy altalanositasa.
1.3.1. Allitas. Legyen G és H két véges eqyszert graf. Ekkor fenndll, hogy
t(G,H) =t(G,Wg).

17



Bizonyitds. Legyen V(G) = [m — 1] U {0} és V(H) = [n — 1] U {0} (ahol m és n
pozitiv egész szamok). Egy x = (x1;...;2,) € [0,1]™ pontnak feleltessiik meg azt
az. fx: V(G) — V(H) leképezést, amelyre fy(v) = |nxz,| barmely v € V(G) esetén
teljesiil. Igy egy Ujp, = egyenletes eloszlas megfelel a V(G) — V(H) fiiggvények koziili
egyenletes kivalasztasnak.

Masrészt, Wy (z,y) = 1 akkor és csakis akkor teljesiil, ha {|nz|, |ny]} € E(H) is
) € [0,1]™re [  Wg(zy,z,) = 1, akkor és

{u,w}eE(G)
csakis akkor all fenn, ha f, grathomomorfizmus. Tehéat:

(G.Wi)= [« [ TI Watews) [] doo-

= / Xttom(G,H) (fx) dx =

[0,1]™

fennall. Emiatt egy x = (z1;...

:/X{ferom(G,H)}d]P):
)

=P(fx € Hom(G,H)) =
=t(G,H)

ahol X ~ Ujgyym és (2 = [0,1]™; A = L([0,1]™),P = A |jo1ym) a valoszintiségi mezd. O

Kés6bb hasznos lesz szamunkra a t(-, -) egy tovabbi altalanositasa, amelynek [16]

«,e .

1.3.4. Definicié. Legyen A C W. Egy A-cimkézett graf alatt olyan véges egyszeri G
grafot értiink, amelyben minden e € F(G) él fel van cimkézve egy W, € A magfiigg-
vénnyel. A felhasznalt cimkéket w = (W,: e € E(G)) jeloli. Ekkor minden A-cimkézett

(G, w) graf esetén

(G = [ [ T Wonlows) H dz,

[0,1]2(6) {uv}eE(G)
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Ez a definici6 jol hasznalhato arra, hogy magfiiggvények 6sszegére vonatkozd homomorfizmus-

stirtiségeket kifejezziink. Példaul Wy, ..., W, € W (n € N) esetén fennall, hogy

t (G, i Wz) = UG, w),

w

ahol a jobb oldali &sszegzés soran w befutja a G Osszes lehetséges {Wy,..., W, }-

cimkézését.

Kernel-operatorok

A magfiiggvények elnevezése onnan szarmazik, hogy tgynevezett kernel-operdtorokat

lehet veliik meghatarozni:

1.3.5. Definici6. Egy W € W kernel meghatérozza a Ty : L*([0,1]) — L*([0,1])

kernel-operdtort, amire

1

<mwm=/wmmmmy

0

barmely f € L*([0,1]) esetén.

1.3.1. Megjegyzés. Ty -t lehetséges L' ([0,1]) — L>=([0, 1]) vagy L>=([0,1]) — L'([0,1])
operdtorként is értelmezni. Ha gy definidljuk, mint [1.3.5-ban, akkor Ty egy Hilbert-

Schmadt operdtor lesz barmely W € VW esetén.

1.3.2. Allitas. Tetszdleges W € W esetén Ty : L2([0,1]) — L?([0, 1)) Hilbert-Schmidt

operdtor.

Bizonyitds. Csak annyit bizonyitunk, hogy Ty korlatos operator[] A Cauchy-Bunyakovszkij-

Schwarz egyenl6tlenség alapjan:

IMMMWS/MWMWM/WM%x

IB6vebb targyalas olvashato [2] 2.8.5. példajaban.
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Integralassal:

1

1w \2dy</ /\nyr2d:v/|f P da | dy
- / / W (2, y)? do dy / f()[ dz,

aZaz
1
1 1 2
Twsle< | [ [ WapPdedy ) 17]e
0 O
11 2
(] W pParay) = W< Wl <o s
00

Ez nagyon jo, hiszen igy hasznalhaté szamos eredmény a Hilbert-Schmidt operato-
rok elméletébdl. Példaul, mint minden Hilbert-Schmidt operator, Ty, kompakt, sajat-
értékeinek multihalmaza megszamlalhato, sajatértékei pedig nem nulla valosakbol allo

zérussorozatot alkotnak. S6t, érvényesek a
(T ) = S /f Jou(y) dy | én()

kifejtések, ahol {¢,} a Ty operator A, # 0 sajatértékeihez tartozo sajatfiiggvények

alkotta ortonormalt rendszer. Emellett U, W € W esetén

(UW) = / / Uz, y)W (z,y) dedy =
[0,1]2
N // Ulw,y) (Z )‘nﬁbn(l’)%(y)) dedy =

_Z)\ // (2, 9) () dn(y dxdy—ZA (On, Udpn)

[0,1]2

is fennall.

20



Gyenge izomorfia

Egyik hatranya a grafokrol grafonokra vald attérésnek, hogy az izomorfidnak nincsen
olyan nyilvanvalé definicioja grafonok kozott. Egy lehetdség azokat a grafonokat izo-
morfnak tekinteni, amelyek majdnem mindeniitt egyenlSk, de ez til erés feltétel arra,
hogy két grafon "lényegében ugyanaz". Ehelyett a gyenge izomorfia fogalmat vezetjiik

be altalanosan, kernelekre:

1.3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a W és W’ kernelek egymaéssal gyengén izomor-
fak, ha barmely véges egyszerti F' grafra t(F,W) = t(F, W) teljesiil.

A gyenge izomorfia ezzel a definicioval nyilvan ekvivalenciarelacio. Az ekvivalencia-

osztalyok elemeinek egyesitése késGbb fontos szerepet fog jatszani.

1.4. Tavolsagfogalmak

PAmikor a gyakorlatban nagyon nagy hélézatokat vizsgalunk, gyakran célszerti azok-
nak egy lekicsinyitett valtozatat tanulmanyozni, amelynek a strukturaja hasonlit az
eredetihez. Ahhoz, hogy ezt precizzé tegyiik, sziikséges definidlni, hogy mit értiink az
alatt, hogy két graf kdzel van egymashoz. Ez a konvergenciafogalom bevezetéséhez is
fontos.

Azonos cstucshalmazi grafoknal egy lehetGség a grafok dgynevezett szerkesztési td-
volsdgat tekinteni, ami gyakorlatilag azt méri, hogy hany élt kell kicserélni, hogy az
egyik grafbol megkapjuk a masikat. Ezzel tobb gond is van: egyrészt csak a megegyezs
csticshalmazt grafokon értelmezett, masrészt nem is igazan tiikrozi a strukturalis ha-
sonlosagokat. Egy lehetséges megoldasi otlet ezekre a problémakra, hogy a grafokbol
val6 mintavételezésbdl (lasd szarmazdé eloszlasok tavolsdgat mérjiik valamilyen
moédon. Ennek a tavolsagfogalomnak a formalizaldsaba most nem megyiink bele, mert
bar a csticshalmazokkal kapcsolatos gondot kikiiszéboli, sajnos a strukturalis jellemzo-

ket ez sem tudja jol elkapni.

2Rovid motivacio [16] 1.5. alapjén
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Ami igazan hatékony lesz szamunkra, az az ugynevezett vdgdstdvolsdg. Ezt a fogal-

mat t6bb lépésben fogjuk bevezetni, [16] 8. fejezete alapjan.

1.4.1. Grafok vagastavolsaga
Matrixnormak

A mar jol ismert matrixnormak mellett (¢1—, ¢o—, {,c—norma), nekiink egy kevésbé

kézismert, igynevezett vdgdsnormdraf|lesz sziikségiink.

1.4.1. Definicid. Legyen n € Nt és A = (a;5)1<ij<n € Myn(K) (ahol K = C vagy R).

Az A métrix vdgdsnormdja:

1
| Ao = — max

n? S, TC[n]

(1.6)

E aij

i€S,jE€T

1.4.1. Allitas. A fent definidlt || - ||o vdgdsnorma valdban norma.

Bizonyitds. Tetsz6leges n € Nt és A = (a;5)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n € M, (K) (ahol

K = C vagy R) esetén:
(1) Nyilvanvalo, hogy ||Al|o > 0.

2) [Alo=0 <= | > ay

1€S,j€T

=0 VS, TCnl < A=0,

(3) Irhatjuk, hogy

1
|A+ B||p = — max Z (aij + bi;)

2
n< s,1rc
] 1€5,jeT

1
:ﬁs%g)[;] Z aij—l— Z bij

i€S,jE€T i€S,j€T

Z Q5 Z bij

i€S,jeT i€S,jeT

<

+

1
< 1 max ( ) ~ lAllo + 1Bl
n< S,Ic(n]

(4) [[MNlo = |M||Al|o is teljesiil barmely A € K esetén.

3El6szor Frieze és Kannan vezette be 1999-ben ([11])
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Tehat || - [|o: M, (K) — R valoban norma. O

1.4.1. Megjegyzés. Nyilvinvald, hogy || Alln < ||Al|1, tehdt tudjuk, hogy

Ao < [[Allr < [[All2 < [|A]ls-

Azonos csicshalmazti grafok

Ahogy azt fent mar leirtuk, vizsgalhatjuk a megegyez6 csicshalmazi grafok szerkesztési

tavolsdgdt. Ez az (1-normara vezetGdik vissza.

1.4.2. Definicié. Legyen F illetve G két egyszeri graf, melyekre V(F) = V(G) = [n]

(n € NT). E két graf szerkesztési tdvolsaga

[E(F)AEG)

n2

d(F,G) = = [[Ar — Acll1,

ahol A két halmaz szimmetrikus differencidjat, Ag pedig a G graf szomszédsagi méat-

rixat jeloli.
Ennél fontosabb lesz szamunkra a vdgdstdvolsdg.

1.4.3. Definici6. Legyen F illetve G két egyszeri graf, melyekre V(F) = V(G) = [n]

(n € NT). E két graf vdgdstdvolsiga

do(F,G) = max ler(5T) = ea (S, T)| = |[[Ar — Aglo,

S,TC[n] n?

ahol eq(S,T) = [{{u,v} € E(G): u e S,v €T}

Azonnal adodik, hogy dn(F,G) < dy(F,G). S6t, altalaban is kiilonbozik a két ta-

volsag. Példaul ha F és G is két véletlen graf az [n] csicshalmazon, melyekben bér-

mely u,v € [n] kiilénb6z6 cstcsra P({u,v} € E) = %, akkor nagy valoszintiséggel
di(F,G) = %, mig viszont dp(F,G) = O (%)
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Ugyanannyi csiicstu grafok

Abban az esetben, ha ugyanannyi csticsa van a grafoknak, annyit tesziink, hogy meg-
szamozzuk a csticsokat az [n] halmaz elemeivel, és a legjobb szamozassal vessziik az

el6z6 értelemben vett tavolsagukat.

1.4.4. Definicié. Legyen F' és G két egyszert graf, melyekre v(F) = v(G) =n € N*.
Ekkor a két graf tavolsadga

on(F,G) = min d; (F.G),

ahol a minimalizalas soran F és G rendre végigfut az F' és G grafok Osszes lehetséges

[n]-cimkézésén. Ekkor tgy tekintjiik, hogy V/ (ﬁ) =V (6’) = [n].

Végiil ratériink az altaldnos esetre.

Tetsz6leges grafok

Sziikségilink van arra, hogy "azonos cstucsszamra hozzuk" a két grafot. Ehhez bevezetjiik

egy graf egy felrobbantottjanak fogalmat:

1.4.5. Definici6. Legyen G egy graf, és k € NT. Ekkor a G graf egy G(k) felrob-
bantottjdn azt a grafot értjiik, amelyet tgy kapunk, hogy a G graf minden csiicsat k
db. cstucsra cseréljiik, és két j csiucs akkor és csakis akkor szomszédos, ha az Gseik is

szomszédosak voltak.

Ezzel az operacioval mar tudunk azonos cstuicsszamu grafokat gyartani az eredeti-
ekbdl: ha v(F) = n és v(G) = m (n,m € NT), akkor barmely k£ € NT-ra v(F(km)) =
v(G(kn)) teljesiil. Igy mar definialhatjuk a vdgdstdvolsdgot két tetszéleges graf esetén:

1.4.6. Definici6. Legyen F' és G két véges egyszert graf. Ekkor e két graf vdgdstavol-

s$aga

5o(F, G) = lim o5(F(nv(G)), G(nv(F)))

n—o0
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Megadhat6 ugyanerre egy hatdrérték nélkiili definicio is[| Az F és G grafok egy

tértrészes dtfedése legyen az a nemmegativ X = (z;;) € R matrix, amelyre
v(G) v(l)
T = —= 65 T = —=. Jeldlje x(F,G) az 6sszes ilyen matrix halmazat. Ekkor
J v(F) J v(G)
= i=1

on(F,G) = min max Z TiyLjy — Z Tin Ly

Xex(F,G)Y,ZCE
{i,u}ey {i,u}ey

{jv}ez {jv}ez
{i,j}EE(F) {u,w}EE(G)

ahol E = {{i,v} | i € V(F),v € V(G)}.

1.4.2. Magfiiggvények tavolsagai

Graftavolsagok utan most attériink az altalanosabb fogalomra, azaz a magfiiggvények
kozott szeretnénk tavolsdgfogalmat definidlni. Ez az altaldnossag ellenére még egysze-

riibb is lesz, mint a grafok esetében.

Vagasnorma

1.4.7. Definici6. A W € W magfiiggvény vdgdsnormdja

Wlo=  sup /W(x)dx,
S, TeL([0,1]) -

ahol £([0;1]) a [0;1] intervallum Lebesgue-mérhets részhalmazainak halmaza. A va-

gasnorma altal indukalt metrika:

do(V,W) = [V = Wlo
1.4.2. Allitas. A || - ||g vdgdsnorma valdban norma (és igy do(-,-) valdban metrika)
Bizonyitds. Tetszbleges V, W € W magfiiggvények és A € R esetén:

(1) Nyilvanvalo, hogy ||W||o > 0.

4Az alabbi rész [15] 4.3. részén alapszik.
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@) [Wllo =0 < [ Wx)dx=0 VS,T € £(0,1]) <= W(x) =0 ¥x €
SxT
[0, 1]

(3) Irhatjuk, hogy

IV +Wlo= sup / (V(x) + W(x)) dx| =
s, reL([0,1]) o

= s | [ Veodxr [ Wi <

STeL(o.1) SxT SxT
<  sup / V(x)dx| + / W(x)dx| | = |IVlo+ [|W]o
S,TeL([0,1]) T T
X X

(4) [[MW o = [M[[W]|o is mindig teljesiil.

Tehat || - [|o: W — R valoban norma. O

1.4.2. Megjegyzés. Tetszileges W € W esetén fenndll, hogy
Wle < [[Wh < W]z < Wl

Egy hatranya annak, hogy grafonokkal dolgozunk grafok helyett, hogy amikor egy
fliggvény maximumat szeretnénk egy bizonyos halmaz felett megkapni, ez nem feltétle-
niil lesz mazimum, hanem sokszor csak szuprémum. [16] 8.9. lemmaja, amelyet ebben a
dolgozatban nem bizonyitunk, azt allitja, hogy a[l.4.7] definicioban szerepl szuprémum

valojaban egy maximum:

1.4.1. Lemma. Bdrmely W € W kernelre a

S,TeL([0,1))

sup / W (x) dx
xT

€s
[,g9: 10,1]—[0,1]

sup / / f(@)g(y)W (z,y) dzedy
0,1]2

szuprémumok felvétetnek, és mindkettd egyenld a ||W o értékkel.
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1.4.3. Megjegyzés. |1.4.1-ben a mdasodik szuprémum gy értendd, hogy f és g a
Lebesgue-mérhetd [0,1] — [0, 1] fiigguényeket futjik be.

Vagastavolsag

A [0,1]%en értelmezett kernelek cimkézett (él- és cstcsstlyozott) grafoknak feleltet-
hetSk meg (lasd: alfejezet). Bevezethetjiik ezen fogalom cimkézetlen valtozatat az
alabbiak szerint. Jeldlje Sp1) a (Lebesgue-)mértéktarto [0,1] — [0,1] leképezések hal-
mazat, illetve Sjg ;) tartalmazza E[O,l] elemei koziil az invertalhatokat. (Nyilvan, ekkor

S, csoport a fiiggvények kompoziciojara mint miveletre nézve.)

1.4.8. Definici6. Két V, W € W kernel vdgdstdvolsdga alatt a

(SD(V, W> = inf d|]<v, W@)

PES|0,1]

mennyiséget értjiik, ahol W%(x,y) = W(p(z), ¢(y)).
Az persze konnyen lathato, hogy a

so(V,W) = inf do(V?, W)= inf do(V,W?) = inf dg(V¥, WY)

#ES[0,1] PES0,1] ERVISIIIRY

egyenldségek mindenike teljesiil.

Fontos megjegyezni, hogy 6o: W x W — R csak egy félmetrika, hiszen kiilénb6z6
magfiiggvényeknek lehet 0 a tavolsaga. Példaul ha ¢: [0,1] — [0, 1] olyan fiiggvény,
melyre p(z) = 2x mod 1 barmely = € [0, 1] esetén, akkor Wi(z,y) = zy mellett
legyen Wy = WY (mindkét fiiggvény [0, 1] — R). Ekkor Wi, Wy € W, kiilonbozéek,
de og(Wy, Ws) = 0.

Hogyha az egymastol vagastavolsaghan 0 tavol 16v6 elemeket azonositjuk, akkor a
cimkézetlen magfiggvények W halmazét kapjuk. Hasonléan definialjuk a W() és Wl
halmazokat is. Kés6ébb meg fogjuk latni, hogy az ezen terek elemei pontosan a gyenge
izomorfia mint ekvivalenciarelicié szerinti ekvivalenciaosztélyok lesznek.

Amikor grafokrol a megfelel§ grafonokra tériink at, felmeriil a kérdés, hogy mennyi

informaciot veszitiink el az eredeti graf struktirajarol, azaz mekkora a hiba. Néhény
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esetben ez a hiba 0, példaul az allitds arra vonatkozott, hogy a G — W megfe-
leltetés altal nem vétiink hibat, ha a homomorfizmus-stirtiség érdekel benniinket, az az
4ttérés soran véltozatlan marad. Ki lehet mutatni’] hogy a helyzet a vagastavolsaggal

is ugyanez:

1.4.2. Lemma. Bdrmely két véges eqyszeri G és H grdfra
on(G, H) = oo(Wg, Wg)

Ez a komplikalt attérés grafokrol grafonokra, a vigastavolsdg bonyolult definiala-
sa a vagasnorma altal indukalt metrika mérheté fliggvényeken valé minimalizalasaval
azért sziikséges, mert az kovetkezd alfejezetben targyalt igen fontos tétel szerint a va-

gastévolsag kompakt metrikus teret definial a cimkézetlen grafonokon.

1.5. A grafontér kompaktsaga

Ennek a résznek a {6 célja az lesz, hogy bebizonyitsuk a ()7\//0,55) metrikus tér kom-
paktsagat. [16] 9. fejezete alapjan haladva, el6bb néhany regularitési lemmat irunk le.

El6szor azonban bevezetjiik a [éptetd operdtor fogalmét.

1.5.1. Definicié. Legyen W € W és P = {H;,...,H,} a [0,1] intervallum egy par-
ticioja (ahol ¢ € N*, és Hy,..., H; Lebesgue-mérhet6k — amikor particiérol beszé-
liink, mindig mérhet§ particionaléo halmazokra fogunk gondolni). Ekkor definidljuk a

Wp: [0,1]* — R fiiggvényt, amelyre

q
XH¢><H'(X) /
W = A A A Wi(v)d
P = 2 A (HAH,) (v)dv
17]21 HiXH]'
Ekkor a Wp fliggvényt W léptetésének, valamint a pp: VW — VW operatort, amelyre

op(W) = Wp, léptetd operdtornak nevezziik.

Ekkor tehat egy P particiora Wp egy lépcsés fiiggvény lesz, amit a W magfiiggvény
H; x H; halmazokon (i, € [|P|]) valo kiatlagolasabol kapunk. Ezért agy is lehet erre

gondolni, mint a P altal generalt o-algebra szerint vett feltételes varhato érték.

>A lemmét itt nem bizonyitjuk, egy bizonyitas olvashat6 [16] 8.9. lemmajanal.
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1.5.1. Allitas ([I6] 9.17. feladat). A [0,1] tetszdleges P = {H,,...,H,} (¢ € NT)

particidja esetén a pp léptetd operdtor kontrakeid a || - |o vdgdsnormdra nézve.

Bizonyitds. Csupan nemnegativ értéki kernelek esetén bizonyitunk. TetszGleges W &

Wh-re valamint f, g: [0, 1] — [0, 1] mérhet§ fiiggvényekre irhatjuk, hogy

J

J[ s vwxymm%-/%@wwgz %%%%%U/Mmmw ddy =

[U 1]2 [U 1]2 HiXHj
= // f(x)g(y) / W(v)dvdzdy =
i’j H ><H HiXHj

:%m /W(V>d" //f y) dzdy

HiXH]' HXH

Tehat miatt, és mivel f, g > 0, fennall, hogy

lepWlo = [Wallo = sup // J(2)g(y)Wp(z, y) dady| =
19 0,12
1 1
= _ W d d d
W\ D S EIN) / (v)dv // f(z)g(y) dedy
O H;x H;
1 1
< d dyl =
S DL SN / wiv // J(@)gly) dudy
7ohg=l ¢><Hj 7,><I‘I
q
= W(v)dv|.
ijil 1‘><H]

Azaz W > 0 esetén

lepWl < [[ Winpdsdy < sup /Inyww—mwm
S, TeL([0;1])
[0,1]2
vagyis az operatornorma

lerWlio
lppll = sup <1
wo Wl
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tehat pp kontrakcio. ([l

Most térjiink r4 a gyenge regularitidsi lemmara, amit elGszor Frieze és Kannan bi-
zonyitottﬂ A lemma arrél szol, hogy minden kernel vagasnorméban tetszélegesen jol

kozelithetd elég sok lépcsdji lépesds fiiggvénnyel:

1.5.1. Lemma (Gyenge regularitasi lemma). Tetszdleges W € W kernelre és k € N*-
ra létezik olyan U € W k lépcsdyd lépesds fligguény, melyre

2
W =Ullo < ——==IIW|2

\/1og, k

Ha egy el6re rogzitett € > 0 hiba a cél, akkor a sziikséges particidosztalyok szama
252, azaz 8% > 0-ban még mindig exponencidlis. Az kozelités egy alabbi finomitott
verzidja, amivel a kozelit6 1épcsés fliggvény mérete mar polinomialisra csokken, szintén

Frieze és Kannantdl szarmagzik.

1.5.2. Lemma. Tetszbleges W € W kernelre és k € N*t-ra léteznek olyan S;, T; C [0, 1]

mérhetd halmazok és a; € R szamok (i € [k]), melyekre

k
1
W - Z aiXSiXTi < —=
H i=1 0 vk
n k
Mivel > a;xs, <1, egy lépcesss fiiggvény, ez szimmetrikussa tehetd, ha a > a; 7 xs;-
i=1 i=1

vel vett atlagat tekintjiik (ez Osszesen 2k tagi). Az igy kapott szimmetrikus lépcsés
fiiggvénynek legtobb 22% 1épeséje van, tehat az lemma kovetkezik az lemmé-
bol (ha k helyett 22* szerepel). Ahhoz, hogy a lemmat belassuk, sziikségiink van

a kovetkez6 lemmara ([16] 9.11a)

1.5.3. Lemma. Tetszileges W € W kernelre vannak olyan S, T C [0,1] mérhetd

halmazok és a € [0, |[W||s] szdm, melyekre

W = axsxrll; < W5 = [[WII5

61asd [16] 9.2.2-t, és az ottani hivatkozasokat
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Bizonyitds. A lemma szerint létezik olyan S, T € L([0,1]) halmazok, melyekre

[Wio = | [ W(x)dx| teljesiil, és feltehetjiik, hogy [ W (x)dx > 0, hiszen ha W-t
SxT SxT

pozitiv illetve negativ részre bontjuk, akkor ennek a kettének a szorzata 0, ezért a

négyzetosszegben |[W+ + W3 = [|[WT2 + ||W— |3

Wl Ekkor

Legyen a = W

W = axsrll? = / W/(x) — aysr ()2 dx —

[0,1)2
= / W (x)]> dx — 2a / W(x) dx + a*A(S)\NT) =
0.1]2 SXT

e - VI
= W3 - <

NONT) = W15 = IWIIE

Most mar ratérhetiink bizonyitasara.
Bizonyitds. W-re alkalmazva ot, kapjuk az S;, Ty € L£([0,1]) halmazokat és az
ay valos szamot. Legyen W, = W — axs, x1,. Ekkor fennéll, hogy

W3 < W1z = IWIIE

Most WW;-re alkalmazva ot, adodnak az Sy, Ty € L£([0, 1]) halmazok, és az ay valos

szam, melyekre a Wy = W — asxs, <1, jeloléssel fennall, hogy
IWalls < [IWa 13 — [WAll3 < W15 — W12 — WAl

J
Ezt folytatva matematikai indukci6val igazolhato, hogy ha W, = W — > a;xs, <1,
=1

barmely j € N esetén, illetve Wy = W, akkor barmely n € N*-ra teljesiil, hogy

n—1

IWall3 < (IWI5 = > IWill3

i=1
Mivel a baloldal nemnegativ, igy a jobboldal is nemnegativ kell maradjon, ezért barmely
k € Nt-ra letezik olyan 0 < iy < k egész, amelyre igaz, hogy |[W;, |3 < . Tehat

teljesiil, hogy

k
HW - Z QXS xT;

1=

1
<—
o VE
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ahol «; = a;, ha i € [ig], és a; = 0, ha i > iy. Ezzel a lemmat bebizonyitottuk. O

Felvetodik a kérdés, hogy egy W € W kernel altali 1épcsés fiiggvénnyel valo
kozelitése a W léptetése-e. Bar ez nincs mindig igy, Frieze és Kannan megmutattak,

hogy a léptetések elég kozel vannak a jo becsléshez:

1.5.4. Lemma. Tetszdleges W € W kernelre, U € W lépcsds fiigguényre, ha P a

[0, 1]-nek U lépcsdi szerinti particidja, akkor fenndll, hogy
W = Wpllo <2([W =Ulo

Bizonyitds. Mivel U = Up és a lépteté operator kontrakciéo a vigasnorméra nézve

(1.5.1), ezért irhatjuk, hogy

W =Wpllo=[W-U+U-Wpl|o <
<|W =Ulg+[[U =Wp|o =
=W =Ullg+ |[Up = Wpllo =
=W =Ullg+ (U =W)pla <
<S|W=Ulpg+[lU—-=W|a=
=2[|[W = Ullg,

ami bizonyitja a lemmaét. 0

1.5.5. Lemma. Tetszdleges W € W kernelre, és 1 < m < k egészekre

(a) bdrmely m-osztdlyu Q particidjdra a [0, 1]-nek van olyan Q-t finomits k-osztdlyu
P particidja [0, 1]-nek, melyekre fenndll, hogy
2

\/log, %

(b) bdarmely m-osztalyu Q particidjdra a [0, 1]-nek van olyan egyenld mértékid osztd-

W = Wpllo <

lyokbol dllo k-osztdlyu P particidja (ekviparticidja) a [0, 1]-nek, hogy

2m
W —Wp|lo <2|W — Wello + -
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Bizonyitds. Az (a) rész hasonl6[1.5.1thoz, most nem bizonyitjuk. A (b) részben osszuk

fel Q osztélyait % mértékid részekre gy, hogy legfeljebb egy rész lehet kisebb. Tekintsiik
ezeknek a kisebb osztalyoknak az unidjat, és particionaljuk ezt gy, hogy szintén %
mértékl osztalyok legyenek, igy megkapjuk a P particiot. Tekintsiik a két particio
kozos finomitésat, azaz R = P A Q-t. Ekkor W és Wp egy legfeljebb 2 - 22 mértéki
halmazban térnek el egymastol, tehat

2m
W = Wp|o < W = Wg|o+ e

Masrészt szerint |W — Wg||02 < ||W — Wy||o, ami bizonyitja a lemmat. O

Most mar megvannak az eszkdzeink ahhoz, hogy bebizonyitsuk a grafontér kom-
paktsagat. A tétel Lovasztol és Szegedytdl szarmazik [18], és gyakorlatilag a gyenge

regularitasi lemma kdvetkezménye.
1.5.1. Tétel. A (Wg,ég) metrikus tér kompakt.

Bizonyitds. Mivel metrikus térben vagyunk, elég annyit bizonyitani, hogy minden
VNVO—beli sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

Legyen (W,)pen C W, egy sorozat. szerint barmely n € N-re és k € N*-

ra léteznek a [0, 1] intervallumnak olyan P, , particioi, amelyekre teljesiil, hogy ha a

megfelels léptetések W, . = (Wy)p,, € Wo (Vn € N,k € N¥), akkor
(8) [[Wy = Wisllo < % Wn e N, ke N*
(b) Pri+1 & Py finomitasa (Yn € N,k € NT)
(¢) |Pnx| = my csak k-tol fiigg.

Ezek utan egy mértéktartd bijekcioval atrendezheték [0, 1] pontjai oly modon, hogy

minden particié osztalyai egy-egy intervallumot alkossanak.

1.5.2. Allitas. (W),),en-nek létezik olyan (W, )men részsorozata, melyre alkalmas

Uk € Wy (k € NT) lépesds fiigguényekre

lim W,

Nm,
m—0o0

k:Uk
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minden k € NT-re Lebesque-majdnem mindenditt teljesiil.

Bizonyitds. Kivalaszthato olyan (W, )men részsorozata (W,,)nen-nek, amire a P, 1

partici6 i. intervalluméanak hossza minden i € [m4]-re konvergens, és emellett W,,  ;
értéke az 0. és a j. intervallum Descartes-szorzatan is konvergal, minden i,j € [m;]-re
(midén m — oo) Tehat ez a W, | részsorozat Lebesgue-majdnem mindeniitt tart egy
Uy 1épesos fliggvénybe, aminek my 1épcsGje van.

Ugyanezt az eljarast megismételve k = 2,3, .. .-ra is, olyan részsorozatokat kapunk,
aminek a léptetései majdnem mindeniitt Uy-ba konvergalnak, ahol Uy, 1épcsés fiiggvény,

aminek my, 1épcsGje van. Vegyiik azt a sorozatot, amelynek 7. eleme az 7. részsorozat 7.

eleme (i € N). Ez megfelel az llitasnak. O

Tehéat (W, )nen-t kicserélhetjiik erre a részsorozatra, azaz feltehetjiik, hogy teljesiti
az el6bbi allitas részsorozatra vonatkozo feltételeit. Legyen Py az igy kapott Uy, limesz-
fiiggvények lépes6i szerinti particioja a [0, 1]-nek. Ha k < [ pozitiv egészek, akkor P,
a P finomitasa, tehat W, = (W, )p, .. Nem nehéz meggondolni, hogy ez a relacio
hatarérték-szamitas utan is megmarad, azaz frhatjuk, hogy ilyenkor U; = (Uy)p,.

Legyen X, Y ~ U 1) két fliggetlen valoszintiségi valtozo. Ekkor az el6z6 miatt
(U1(X,Y),Ux(X,Y),...)

martingal lesz. Mivel tetsz6leges k € NT-ra az Up(X,Y) valoszintiségi valtozo korla-
tos marad, ezért a martingal-konvergencia tétel miatt ez a sorozat majdnem biztosan
konvergens. Mas szoval az (Uy)ren+ C W fiiggvénysorozat majdnem mindeniitt kon-
vergens. Legyen U € W, a hatarértéke, és legyen ¢ > 0 tetszé6leges pozitiv valos szam.
Ekkor elég nagy k € Ntra [|[U — Uiy < § és og(Whr — Wy) < § is teljesiil. Erre a

k-ra van olyan N(e) € N, hogy ||[W,, — Uil < § valamennyi n > N(e)-ra teljesiil.

Ennélfogva irhatjuk, hogy valamennyi n > N(¢)-ra
(U, W) < on(U, Uy) + 60(Uk, Wa i) + 00 (Wi g, Wi,) <
< U = Uklly + Uk = Waklls + 00(Wap — Wn) <

<€+€+€—5
3 3 3 7
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Tehat W,, — U, ami bizonyitja a tételt. ([l

A tétel igaz marad akkor is, ha 17\70 helyett W maés egyenletesen korlatos részhal-
mazara mondjuk ki. Példaul a (17\//1, 5D> metrikus tér is kompakt. Ezt abbdl is lehet
latni, hogy a W — 2W — 1 leképezés folytonos és sziirjektiv Wg és Wl kozott, az ilyen
leképezések pedig megérzik a kompaktsagot.

1.6. Grafsorozatok konvergenciaja

A dolgozat egyik f6 témaéaja a grafsorozatok konvergenciajanak térgyalésaﬂ Egy gra-
fokbol allo sorozatot akkor mondunk konvergensnek, ha a késGbbi és késGbbi tagok
valamilyen értelemben egyre jobban kezdenek szerkezetileg hasonlitani egymaésra. Ezt

formalizalja az alabbi definicio.

1.6.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy (G, )nen grafsorozat, melyre lim v(G,) = oo
n—oo

konvergens, ha barmely F' véges grafra a (tinq(F, Gy))nen C R szamsorozat konvergens.

Két tetszéleges F, G grafra teljesiil, hogy inj(F,G) = > ind(F’,G) (ahol F' az

F'DF

Osszes F-bol él hozzdadasa altal megkaphato grafokat futja be). Masrészt, a szitaformu-
la szerint fennall, hogy ind(F,G) = > (=1)¢F) =M inj(F’, G), ezért a megfelels
V(FF’)E‘F/(F)

homomorfizmus-siirtiségekre is igaz, hogy

tinj(Fa G) = Z tind(Fla G) illetve tind(Fa G) = Z (—1)6(Fl)_e(F)tinj (F/7 G)
FIOF F'OF
V(F)=V(F)
Ezekbol kovetkezik, hogy tetszGleges F' véges graf esetén tyq(F,G,) akkor és csak-
is akkor konvergal, ha t,;(F,G,) is (midén n — oo), tehat a definiciéban ti,q
helyett irhatnank tiyj-et is, a konvergenciafogalom nem valtozna. A kovetkezd lemma

(bizonyitas [17] szerint) gyakorlatilag azt mondja, hogy ¢ is ugyantgy hasznalhaté a

konvergencia értelmezésénél.

TAz alfejezet javarészt [16] 11. fejezetén alapszik.

35



1.6.1. Lemma. Bdrmely F' és G véges egyszerd grifra fenndll, hogy

1 (v(F)
|tinj(F=G>_t<F7G)|§m< 2 >

Bizonyitds. Trivialis, hogy hom(F, G) > inj(F, G), és ezért

hom(E,G) _ ini(F.G) _, -y oy G/(0(G) —v(F))

HF.G) = < 2 yigr =

Mivel
o(F)—1

, )
).

HF,G) > ty(F, G) (1 . ( 2

Masrészt, a szitaformula elejébél adodik, hogy

inj(F,G) = hom(F,G) — Zhom F'.G

ahol F’ az olyan grafokat futja be, amik F-bdl két csics egybeolvasztasaval megkap-

hatok (ilyen grafbol Gsszesen (”(5)) van). Tehat mindezt Gsszegezve irhatjuk, hogy

B inj(F,G) inj(F,G) _ hom(F,G) hom(F',G)
nilF26) = L@@ — o(F) 2 oG 2 oG 2 oGy
_HF.G) - U(l .6 =
v(F)
=10 5(" )
ami bizonyitja a lemmaét. O

Szeretnénk ezt a definiciot Osszekapcsolni valamilyen metrikus térrel, valamilyen
metrikdval, normaval. Természetesen erre a dp vagastavolsag lesz a legalkalmasabb.
A Lovésztol és Szegedytsl szarmazod [17] szdmldldsi lemmdk megallapitjak, hogy a
homomorfizmus-siirtiségek és a vagastavolsidgok milyen szoros kapcsolatban allnak egy-

massal.
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1.6.2. Lemma (Szamlalasi lemma grafokra). Bdarmely F, G és Gy véges eqyszerd grif

esetén fenndll, hogy
[H(F,Gy) — H(F, Ga)| < e(F)0n(Gr, Go)
A lemma grafonokra is kiterjeszthetd.

1.6.3. Lemma (Szamlalasi lemma grafonokra). Bdrmely F véges egyszerd grifra és

Wi, Wo € Wy grafonra fenndll, hogy
[t(F, W) — t(F,Ws)| < e(F)én(Wi, Ws)

Igazabol az az allitas, hogy ha adott egy véges egyszeri F' graf, akkor a W +—
t(F, W) fiiggvény Lipschitz-tulajdonsagt a W, térben.

A szamlélasi lemmat a Wy-cimkézett grafok sokkal altalanosabb esetében bizonyit-
juk be (emlékeztetsiil 1lasd a definiciot), de a bizonyitas igy joval egyszertibb lesz
(méar t6bbszor emlitettiik, hogy ezeket a latszolag bonyolult dltalanositasokat pontosan

a bizonyitasok leegyszeriisitése érdekében vezettiik be).

1.6.4. Lemma (Szamlalasi lemma Wy-cimkézett grafokra). Legyen (G,w) és (G, w')
két Wy-cimkézett grif (ugyanazzal az alapgrdffal), ahol w = (W,: e € E(G)) valamint
w' = (W!: e € E(Q)). Fkkor teljesiil, hogy
H(G,w) —H(Gw)| < > [We = W/||o
e€E(G)
Bizonyitis. Ha E(G) = @, akkor az egyenlétlenség trividlisan teljesiil. Feltehetd tehat,
hogy E(G) # @.

Elegendé arra az esetre bizonyitani az allitast, amikor a cimkézé grafonok egy él ki-
vételével minden élen megegyeznek. Ugyanis ha képeziink w-t6l w'-ig egy wy, we, . . ., wy
sorozatot (k € N*) tgy, hogy minden i € [k]U{0}-ra w; csak egyetlen élen tér el w;, -
t6l, ahol wy = w ileltve w1 = w' (azaz w-t addig modositjuk élenként, amig w'-et

nem kapunk), akkor fennéall, hogy

(G w) —4(Gw')] < Y UG, W) = UG win)].

=0
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Legyen e = {u,v} € E(G) olyan, hogy Wi, # Wi,y lletve legyen B = E(G)\
{e}. Ekkor irhatjuk, hogy

tH(G,w) —t(G,w') = // H Wisny (25, 1) (W{w}(xu,xv) — qu,v}(xu,%)) H dx;

0,10 st iEV(G)
/ / W{u v} (l'ua .Z'U) - W{/uﬂ;} (l'ua xv)) H dl’i,
[0 1 v(G) lGV(G)
ahol x = (z;: ¢ € V(G)) a csucsok valamilyen sorba rendezése szerint, tovabba
px)= [  Wealzea) illetve w(x)= I el
{s:t}eV(u)\{e} {s,t}eE(G)\V(u)

Ezekre igaz, hogy o: [0,1](¢) — R illetve ¢: [0,1]() — R nem fiigg z,-t6l, illetve
x,~t0l, tovabba ran ¢ C [0, 1] D ran . Ekkor t alkalmazva adodik, hogy

// W{u v} (l’u, mv) W{fu,v} (QJu; xv)) dxu dxv < HW{u,v} - W{{u,v}”D
0,1]2
Ezt integralva a tobbi valtoz6 szerint a bizonyitand6 egyenlGtlenséget kapjuk. U

Ebbél mar nyilvan kovetkezik és is.
A szamlalasi lemma forditott valtozata [7] (amit most nem bizonyitunk) arrol szol,
hogy ha két nagy meéretd graf lokdlisan (pl. homomorfizmus-siiriiséghen) kozel van,

akkor globdlisan (vagastavolsagban) is kozel van egyméshoz.

1.6.5. Lemma (Forditott szamlalasi lemma). Legyen k € Nt és legyen U, W € W,
két grafon. Tegyiik fel, hogy tetszdleges k csiucsi G eqyszerd grdaf esetén igaz, hogy

1
[t(G,U) —t(G,W)| < o

Ekkor teljesiil, hogy
50

\/log, k

Az eddigiek kovetkezménye az alabbi tételf}

o(U, W) <

*[16], [7]
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1.6.1. Tétel. Az egyszerd grafokbdl dllo (G, )nen grifsorozat, amelyre lim v(G,) = oo,

n—oo

akkor és csak akkor konvergens, ha o szerint Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Ha (G),)nen Cauchy-sorozat, akkor az szamlalasi lemma szerint kon-
vergens is.

Megforditva, ha (G, )nen konvergens, akkor az[1.6.5|forditott szamlaldsi lemma sze-
rint elég nagy n,m € N-re W5 és W, =~ vagastavolsiagban tetszélegesen kozel vannak

egymashoz, amibdl szerint kovetkezik, hogy (G, )neny Cauchy-sorozat. O

altalanosithaté grafonokra. A bizonyitas hasonléan torténik, csak a grafonokra

kimondott szamlalasi lemmat kell alkalmazni.

1.6.2. Tétel. Legyen (W,)nen C Wy egy grafonokbol dllo sorozat, és legyen W € W.
Ekkor a (t(G,Wy,))neny C R szdmsorozat akkor és csak akkor lesz bdarmely véges egy-
szerti G grdf esetén konvergens, ha (W, )nen Cauchy-sorozat Wy-ban. Sét, t(G,W,,) —
t(G, W) (middn n — oo) akkor és csak akkor teljesil barmely véges egyszerd G graf

esetén, ha op(W,,, W) — 0 (middn n — o).

1.6.1. Megjegyzés. Az[1.6.3 szamldldsi lemmabdl, valamint az[1.6.5 forditott szamld-
ldsi lemmdbdl kévetkezik, hogy két W, W' grafon akkor és csakis akkor gyengén izomorf
egymdssal, ha op(W, W') = 0. Valamivel hosszabban [16)] az is beldthatd, hogy két kernel

pontosan akkor lesz gyengén izomorf eqgymdssal, ha a vdgdstdvolsdguk 0.

1.6.1. Grafonok mint grafsorozatok hatarértéke

Felvet6dik a kérdés, hogy jo, hogy bizonyos grafsorozatok konvergalnak, de hova? Bar
ezt a problémét tobbféleképpen is meg lehet kozeliteni, az deriil ki, hogy célszeri a
grafonokat hasznélni limeszobjektumnak (az egyéb megkozelitésekrdl a kovetkezd feje-
zetben majd még szot ejtiink).

Intuitive, képzeljiik el egy (G, )nen grafsorozat elemeinek szomszédsagi matrixainak
pixelképét. Amennyiben a sorozat konvergal, azaz valamilyen értelemben a nagyobb és

nagyobb indexii elemek egyre jobban kezdenek hasonlitani egymésra, akkor a pixelké-
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pekben is egy bizonyos mintazat lesz egyre jobban kivehets. Mindez persze nagyban

fiigg a csiicsok szamozasatol. Erre az [1.2] abraf| egy jo példa.

1.2. 4bra. Egy sakktablaminta, és a sorok és oszlopok atrendezésével kapott pixelkép.

Ha n — oo, akkor a pixelek "végteleniil bestiriisodnek", és gyakorlatilag pontosan

egy grafon sziirkearnyalatos képét fogjak adni. Példaul az . ébra@] illusztralja azt,

1.3. abra. Egy félgraf, a pixelképe és a limeszgrafon

hogy egy félgrafokbol allo (névekvs cstcsszamu) sorozat konvergens. A hatéarértéke
pedig nem lesz més, mint a W: [0,1]> — [0,1], W(z,y) = X{yzﬁ%}u{xzw%}@’y)
fiiggvény.

Azért is célszeri ezt a hatarérték-objektumot hasznélni, mert a grafonok jol meg-
oroklik a grafsorozat fontos tulajdonsagait, masrészt analitikusan kénnyebb veliik dol-
gozni, mint magukkal a grafokkal.

Az intuicié utan jojjon az egzakt tétel [17].

1.6.3. Tétel. Minden (G,)nen konvergens grdafsorozat esetén létezik eqy W grafon,

amelyre bdrmely véges eqyszerd F grdf esetén teljesiil, hogy

lim ¢(F, Gy) = t(F, W)

n—oo

°I16] 1.5. abra
10[16] 1.7. abra
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Ilyenkor azt mondjuk, hogy ez a grafon a grafsorozat hatdrértéke, és ezt G,, — W-vel
jeloljiik. Felvetsdik a kérdés, hogy miért van sziikség az dsszes [0,1]% — [0, 1] mérhetd
fiiggvényre, miért nem elég példaul a monoton vagy a folytonos fiiggvényeket tekinteni.
Egy kés6bbi allitasbol majd kévetkezni fog, hogy minden grafon elGall mint egy bizonyos
grafsorozat hatarértéke.

A tétel bizonyitasa kovetkezik, [16] alapjan.

Bizonyitds. |1.5.1|szerint <W0, 5D> kompakt metrikus tér, tehat sorozatkompakt, ezért

a (Wa, Jnen C Wo sorozatnak létezik egy (WG"k)keN konvergens részsorozata. Azaz
létezik egy W € WD grafon, amelyre klim 0 (Wgnk, W) = 0.
—00
szerint minden véges egyszerd F' grafra és minden k € N-re fennall, hogy

|t (F, W, ) —t(F,W)| < e(G)dn (We,, ,W) — 0 (k — o0)

tehat ]}Lrilot(F, Gn,) = klgg}t(F, Wa,, ) = t(F, W) barmely véges egyszer I’ grafra. De
mivel (G,,)nen konvergens, ezért az definicio szerint a (¢(F, G,,))nen C R sorozat
minden véges egyszert F graf mellett konvergens, igy minden részsorozata is konvergens
ugyanazzal a hatarértékkel, amibdl kovetkezik, hogy barmely véges egyszert F' gréafra

lim ¢(F,G,) =t(F,W)

n—oo

O

Gond lehetne, hogy sehol sincs kizarva, hogy egy konvergens sorozatnak két kiilon-
b6z6 hatarértéke legyen. Példaul a limeszfiiggvényt nullmértékii helyen megvéltoztatva,
még mindig teljesiil a konvergencia. Viszont beldthato, hogy ezek a kiilonbozé fiiggve-

nyek nem [ényegesen kiilonbozok:

1.6.1. Allitas. Legyen (Gp)nooo egy konvergens grafsorozat, és W, W' € W két grafon.
Ha G,, — W, akkor G,, — W' akkor és csakis akkor teljesil, ha W és W' egymdssal

gyengén izomorfak.

Bizonyitdas. <= :Ha W és W’ egymassal gyengén izomorfak, akkor a gyenge izomorfia

definicidja szerint barmely véges egyszeri F' grafra t(F, W) = t(F,W'), azaz G,, — W'.
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— : Ha G,, = W és G,, = W’ akkor barmely véges egyszert F' grafra

t(F,W) = lim t(F,Wg,) = t(F,W'),

n—oo

igy W és W’ gyengén izomorfak. O

Ez azt jelenti, hogy VNVO felett egyértelmi a graflimesz fogalma.
Egy grafsorozat valamely grafonhoz valo konvergenciaja a vagastavolsaggal is jelle-

mezhetd [16]:

1.6.4. Tétel. Legyen (G, )nen véges egyszerd grifoknak eqy olyan sorozata, amelyre
lim v(G,) = oo, és legyen W egy grafon. Ekkor G, — W akkor és csakis akkor, ha

n—oo

5D<WGna W) — 0.
Bizonyitds. <= : Ha on(Wg,, W) — 0, akkor az [1.6.3 szamlalasi lemmabol kovetke-
zik, hogy G,, — W, mint az tétel bizonyitasaban.

— : Ha G,, — W, akkor az forditott szamlalasi lemma alapjan barmely k& € N*-
ra elég nagy (k-tol fiigg) n € N esetén irhatjuk, hogy

50
ooWe,, W) < —,
\/log, k
ami k — oo mellett igazolja a tételt. 0

1.6.2. Megjegyzés. A tételt az aldbbi érveléssel is be lehetni bizonyitani:
Bizonyitds. Mivel a <W0,5D> tér kompakt, és a W — (t(F,W): F € F) leképezés

folytonos és injektiv, ezért az inverze is folytonos, ami bizonyitja a tételt. O

Ez az érvelés azonban nem mutatja az ban definidlt konvergencia és a vagds-

metrikaban valo konvergencia kizotti kapcsolat mélységét.
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2. fejezet

Véletlen grafok. Klasszikus modellek

A véletlen grafokkal elészor Erdds és Rényi kezdett el onéalléan foglalkozni az 1900-as
évek kozepén, miutdn Erdés rajott, hogy a valoszintiségi modszerek gyakran nagyon
hasznosak bizonyos extremaélis grafelméleti problémak megoldasaban. Erdés ilyen esz-
kozokkel megmutatta példaul, hogy barmely m > 3 és n > 3 egész szam esetén létezik
olyan graf, melynek kromatikus szama m, a benne taldlhat6 legrévidebb kor pedig n
hosszt. [4]
Erdds és Rényi publikacioja [9] volt az elsé olyan tanulmany, amely bemutatta a véletlen
grafok témajara jellemzd alapvetd jelenségeket.

Az, hogy mit értink véletlen grdf alatt, nem teljesen egyértelmti, mondhatni szerzéje

valogatja. Egy viszonylag altalanos definicié az alabbi:

2.0.1. Definicié. Han € NT, akkor egy n cstcsu véletlen graf alatt egy o valoszintség-
eloszlast értiink az n cstucsu grafokon, ami invarians a csticsok atrendezésére. Mas szoval,
ez egy G valoszintiségi valtozo, aminek az értékei n csticst grafok, és izomorf grafokat

egyenld valoszintiséggel vesz fel.

Az elkovetkez6kben bemutatunk néhanyat a legalapvetébb véletlen grafok koziil.

Latni fogjuk, hogy ezek a graflimeszek téméjahoz is szorosan kapcsolédnak.
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2.1. Az Erdés-Rényi-féle véletlen graf

A modellt Erdés és Rényi [9] alkotta meg 1960-ban. Ez az egyik legegyszeriibb véletlen

graf, melyet kétféleképpen is szokas definialni:

2.1.1. Definicié (G(n, M)-modell). Legyen n,M € N. A G(n,M)-modell szerinti
(3)

M

Erddés-Rényi-graf egy [n] csticshalmazi, M el véletlen graf, amely a lehetséges
graf koziil egyenletes eloszlas szerint van kivalasztva. Jelolése: ER() (M)

2.1.2. Definici6 (G(n, p)-modell). Legyenn € Nésp € [0,1]. A G(n, p)-modell szerinti
Erdés-Rényi-graf egy [n] cstcshalmaza véletlen graf, melyben minden lehetséges élt

egyméstol fiiggetleniil p valoszintiséggel hizunk be. Jelolése: ER,, (p) [[

A fenti két valtozat szoros Osszefiiggésben &ll egyméassal. Ha n € N és p € [0, 1]
esetén G ~ ER,,(p), akkor ¢(G) ~ Bin((g),p), igy ER;S)(M) esetén M nagyjabol (g)p—
nek felel meg. Tovabba, ha ER,,(p) és ER' (M) eloszlasainak valosziniség-fiiggvényei

rendre [P, és [Py, akkor ezek kozott tetszéleges E eseményre fenndll a

P,(E) = :i)llP’M(E) P (Bin ( (Z) : p> - m)

osszefiiggés P| Az alabbi allitds is egy egyszerii észrevétel a két véltozat kozotti kapceso-

latrol:

2.1.1. Allitas ([12] 1.1. lemma). Ha n € NT és p € [0,1], akkor egy ER,(p) véletlen

G 4
M

graf, feltéve, hogy éleinek szdma M € N, egyenld valdsziniséggel egyike a

M é€ld grafnak.

'Ez a definici6 eredetileg Edgar Nelson Gilberttél [13] szdrmazik, Erdés és Rényi [9] az
definiciot adtak meg. A véletlen grafok elméletében elért attoréseikért, tiszteletbdl nevezték el mindkét

— szorosan kapcsol6dé — modellt a magyar matematikuspérosrol. [14]
2|14] (4.6.1)

44



Bizonyitds. Legyen G ~ ER,,(p) egy Erdés-Rényi véletlen graf, és Gy = ([n], E) egy
egyszerd graf, amelyre e(Gy) = |E| = M. Ekkor, mivel {G = Gy} C {e(G) = M}, igy

P,(G =Gy | e(G) = M) = Py(G = Go,e(G) = M) _

Py(e(G) = M)
Py(e(G) = M) (n) ] Y,
2 pM(1 —p)<2) M
M

Tehat
ER,,(p)]e—rr < ER (M)

A kbvetkezé megfigyelés a ER,,(p) és ER (M) valtozatok kdzotti altalanos kapcso-
latot mutatja annak a valoszintségére nézve, hogy egy grafnak megvan-e egy bizonyos

‘P tulajdonsaga.

2.1.2. Allitas ([12] 1.2. lemma). Legyen P egy grdftulajdonsdg (azaz az [n] csics-

halmazi grifok halmazdnak egy részhalmaza), és p = %, ahol M = M(n) — oo és
2

(g) — M — oo, amint n — oo. Ekkor elég nagy n € NT-rq
P,(ER (M) € P) < 10V M P, (ER,(p) € P)

Bizonyitds. Legyen G,, ~ ER,(p) és H, ~ ER (M) két véletlen graf (n € N). A
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teljes valosziniiség tétele alapjén irhatjuk, hogy

_ (G — p(1-p)
e(G)=k
v(G)=n
8 o
= P.(e(Gn) = k) =
k=0 C;D ( )
e(G)=k
v(G)=n
(2)

P,(e(G,) = k)P, (ERff)(k) € 73) >

> P,(e(G,) = M)P, (H, € P)

Tovabba e(Gy) ~ Bin((}),p), igy a Stirling-formula szerint

k= (1+0(1)) (é)k ork,

ezért az N := (g) jeloléssel élve

Pu(e(Go) = 30) = (3 )= )

NN /27TNp ( )N M _
MM(N — M)YN-M27x /M(N — M)

= 0(1>>\/27TM(x — M)

amibgl kovetkezik, hogy elég nagy n-re P,(e(Gy) = M) > 10\1/M’ ami mar bizonyitja

= (1+0(1))

az allitast. 0

Mivel fiiggetlen élekkel gyakran konnyebb dolgozni, f6leg az ER,,(p) valtozatot fog-
juk hasznalni. Ez az egyik legegyszeriibb véletlen graf, mégis érdekes jelenségek figyel-
het6k meg rajta, ha n elég nagy [21]. Ha p,, = % (A > 0), akkor ER,,(p,) egy csucs, pl.
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az 1 fokszdma Bin(n — 1, p) binomialis eloszlasa. Ismert, hogy tetszéleges k € N esetén

k
lim P (Bin (n, é) = ) = e*’\/\—

és itt e ’\% pontosan a A paramétert Poisson-eloszlas valoszintiség-fiiggvénye a k he-

lyen. Bizonyitas nélkiil kimondjuk az alabbi tételt, amely szerint ennél tobb is igaz:

2.1.1. Tétel ([14] 5.12 tétel). Legyen A > 0, p, = e‘A% barmely k € N-re. Ekkor ha

(€n)nen C R olyan sorozat, amelyre lim ne? = oo, akkor
n—oo

lim P, (max ]p,gm _ pk‘ > gn) ~0,
keN

n—oo

ahol P,gn) egy ER, (%) Erdds-Rényi véletlen grdf fokszameloszldsa (ldsd:|1.1.1) alfejezet).

A modell leghiresebb tulajdonsaga azonban az, hogy fazisdtmenetet mutat — van
egy éles paraméterkiiszob, ahol a graf tulajdonsagai drasztikusan megvaltoznak: a leg-
nagyobb Gsszefligg6 komponensben 16v6 csticsok szaméara, amelyet |Cpay(n, p)|-vel jelo-

liink, a kévetkezd klasszikus eredményt kapjuk:

2.1.2. Tétel (|21] 1. tétel). Legyen A > 0 és p, = 2 bdrmely n € NT esetén.

|Cmax(napn)| p
Inn A—1—1InA

(a) Ha X <1, akkor sztochasztikusan, amint n — 0.

(b) Ha X\ > 1, akkor

C x\T, ; )
M Ly ¢ sztochasztikusan, amint n — oo, ahol ¢ a
n

paraméteri Poisson-folyamat tulélési valoszinisége.

A kritikus eset, azaz ha A = 1, is érdekes. Ekkor belathato ([14] 5.1.), hogy kozel 1

valoszintséggel |Cuax(n, pr)| = O <n§>

Rényi-féle véletlen graf konvergdini fog[]

2.1.3. Allitas. Legyen p € [0,1], és W: (0,12 = [0,1], W = p az azonosan p grafon.

FEkkor 1 valdsziniiséggel ER,,(p) — W, amint n — oo.

3[6] 5. példa
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Bizonyitds. Legyen F egy rogzitett véges egyszerd graf (melyre v(F) > 2), illetve
minden n € N*t-ra G,, ~ ER,,(p). Ekkor

ind(F, G,) ZIH,

ahol H a K, teljes graf osszes F-részgrafjan fut végig, mig 15 annak az indikatora, hogy
H megtaldlhato-e G,-ben bedgyazott részgrafként. Ekkor minden ilyen H-ra teljesiil,
hogy E[1] = p*®)(1 — p)( w)- ) igy egyszer( leszamlalasok miatt

Bind(F,Go)l = ( ) ) (P 1 = )0 — (0,
vagyis
Eflind(F,G,)] = © (n*"). (2.1)
Masrészt,

D*(ind(F, G,)) = E [ind(F, G,)*] — E[ind(F, G,,)]* =

— Z (Elply] —E[1y|Ely]) =

= > (Elply] -E1gEly) + Y (E[lyly] —E1g]E1y]) <
H=H' H#H'

<> E[lgl+ Y (Elduly]—E1yEly]) =
H H#AH'

= E[ind(F, G,) Z Elxly] — E[1g] E[1q])
H#AH'

Ha H és H' nem egyeznek meg legalabb két csticsban, akkor az utolso 6sszeg 0, hiszen

ekkor 1y és 1y fiiggetlenek, igy E[1y1y/] = E[15]|E[1y/]. Ezért

DX(ind(F,G,) < Efind(F, G+ Y (E[lgly] - E[14]Ellx]) <

HAH'
|V (H)NV (H')|>2

<E[ind(F,G,)]+ >  Ellyly]=
H+#H'
\V(H)NV (H')|>2

=0 ( ) +0 ( v(F)+v(F)— ) -0 (/n/Q’U(F)—Q)
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Ha X,, = ind(F, G,,), akkor mivel tj,q(F, G,) = W, igy alkalmazva a Csebisev-

egyenl6tlenséget, kapjuk, hogy tetszdleges pozitiv e,-ek (n € N*1) esetén
IED(|tind(Fv Gn) - E[tind(F7 Gn)” > EnE[tind<F7 Gn)]) = IP)(|)(n - ]E[Xn” > 5nE[Xn]) <
2
_ D) (LY
~ 2 E[X,]? £2n?

en-t valasszuk %—nek (n € NT). Ekkor 5 = #ﬁ, igy (példaul az integralkritérium

D?(Xn)
en E[Xn]?

miatt) a ) 8%% sor konvergens, ezért a > sor is konvergens lesz. Igy a

neN+ neN+
Borel-Cantelli lemma szerint

P (ﬂ (U {[tina(F, Gi) = Eltina (F, Gi)]| > & Eftina (F, Gk:)]}) =0,
n=1k=n

vagyis 1 valosziniséggel |ting(F, G,) — Eltma(F, Gn)]| > &, Eltina(F, G,,)] csak véges

sok n € Nt-re teljesiil. Mivel (2.1) miatt e, Eltpq(F, G,)] — 0, amint n — oo, ez

azt jelenti, hogy 1 valoszintiséggel tina(F, G,) — Eltina(F, G,)] = tina(F, W), amint

n — 0o, azaz 1 valészintséggel
G, — W =p,

amint n — oo. ]

2.1.1. Megjegyzés. Ha p, = % valamely A\ > 0 mellett, akkor 1 valdsziniséggel telje-
stl, hogy ERy(pn) — 0, amint n — 0o (azaz az igy képzett Erdds-Rényi grifsorozat 1

valdszinidséggel az azonosan 0 grafonhoz tart).

2.1.2. Megjegyzés. Késobb ldtni fogjuk, hogy ER,,(p) sajdtos esete az in. sztochaszti-
kus blokkmodellnek, ami pedig a kévetkezd szakaszban tdrgyalt grafonbdl sorsolt véletlen
grafoknak egy sajdtos esete. Emiatt az utobbiak dltaldnos konvergenciatulajdonsdga mi-

att is azonnal adodik az Erdds-Rényi grafok konvergencidja.

ARIJabran jol lathato, F' = K illetve F' = K teljes grafok esetén, hogy amint n — oo,
t(F,ER,(p)) — p**)
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p=015 p=015

154 x107! 3Bx1077

153 x107t 37x10°3
152 %107t EXE

151 =107t 35x 1073

fi—, ERa(p))
th, ERAip))

-1 i ,
15x= 10 34x 107 { =P

149 x 107t
33x 107

148 x107!
32x10°3

2.1. abra. Erd6s-Rényi-modell szerint sorsolt grafok él- illetve haromszogstirtiségének

alakulésa, amint n novekszik (3.1}

2.2. Grafonbol sorsolt véletlen graf

Grafonokkal az Erdés-Rényi grafokndl joval altalanosabb véletlen grafokat is gyartha-
tunk. A konstrukciot Lovasz és Szegedy 2006-ban vezette be [17], de tdliik fiiggetleniil
masok is megfogalmaztak. ([16] 10.1).

2.2.1. Definici6. Legyen W egy grafon, n € Nt S = (z1,...,2,) € [0,1]". Ekkor:

o a G(S,W) egyszerii véletlen grafot, melyre V(G(S,W)) = [n], és minden u,v €
[n],u # v-re, egymastol fiiggetleniil, {u,v} € E(G(S,W))-nek W(x,,x,) a va-
loszintisége, a W-bdl sorsolt véletlen grdfnak, vagy roviden W-random grdfnak

nevezzik.

e Roviden G(n, W)-vel azt a G(S, W) W-random grafot jeloljiik, ahol S = (X1, ..., X,,),

és X1,...X, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valosziniségi valtozok.

o G(W)-vel azt a megszamlalhato egyszert véletlen grafot jeloljiik, melynek cstcs-
halmaza N, élhalmaza FE, és két kiilonb6z6 u,v € N esetén {u,v} € E valo-
szintisége W (X, X,), ahol (X;);en egy fliggetlen, [0, 1] intervallumon egyenletes

eloszlasu valoszintiségi valtozokbol allo sorozat.

Peéeldaul egy véges egyszerti G graf esetén, ha feltessziik, hogy az xq,...xz. (k < v(G)
pozitiv egész) szamok a W kiilonb6z6 1épes6ibal valok, akkor (G)(k, W) a G grafnak
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egy k cstcsi véletlen indukalt részgrafja (lasd: [1.1.2)), amit G(k, G)-vel jelolink. Ez
a feltétel pontosan azokat az xq,...,x, szdm k-asokat zarjak ki, amelyek tartalmaz-

(5)

v(@)?

nak ismétlgdést, és ezeknek a (valosziniségi) mértéke ezért a két véletlen graf

eloszlasainak (1.1) szorastavolsagara fennall, hogy

dvar(G(k’ G)? G(kv WG)) S

2.2.1. Megjegyzés. Iit — taldn helyesebben — irhattunk volna dvay (oG K, owg k)-t is, de
a definicio szerint magdt a véletlen grdf fogalmdt eloszldsként is lehet haszndlna.
Az utobbi jelolést inkdabb akkor fogjuk haszndlni, amikor az eloszlds (mint valdszinidség-

fiigguény) értékére hivatkozunk egy bizonyos helyen.

Vizsgaljuk meg a modell konvergencidjdt. Legyen W egy grafon, és tetszéleges F
véges egyszeri graf esetén tekintsiik a (fing(F, G(n, W))),en+ sorozatot. n > wv(F)
mellett hez hasonl6an beldthato, hogy

tind (F, G(n, W)) = tina(F, Wen,w)),
igy varhato értékre térve konnyen adodik, hogy
]E[tind<F, G(n, W))] == tind<F7 W)

Maésrészt, bizonyitasabol latni fogjuk, hogy ting(F, G(n,W)) erésen koncentralt a

varhato értéke koriil, azaz tetszéleges € > 0 esetén 1 valdszintiséggel
[tina(F, G(n, W)) = Eltina(F, G(n, W))]| > &

csak véges sok n-re teljesiil. Ennélfogva 1 valoszintséggel tina (F, G(n, W)) — tina(F, W)

(amint n — 00), vagyis igaz az alabbi allitas:

2.2.1. Allitas. Legyen W egy tetszdleges grafon. Ekkor G(n, W) — W (amintn — oo)

1 waldszintséggel teljesiil.
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2.2.1. Véletlen grafmodellek mint grafsorozatok hatarértéke

Az el6z6 fejezet részében sz6 esett arrol, hogy a grafsorozatok konvergencidjanak
tanulmanyozésa soran nem csak a grafonok hasznalhatok hatarérték-objektumkeént.
Most b6vebben kifejtjiik azt a lehetdséget, amikor a grafsorozatok limeszének véletlen
grafmodelleket hasznélunk. Ezt a konstrukciot fogjuk gyenge hatdrértéknek nevezni.

Egy egyszeri G graf és egy k < v(G) pozitiv egész szam esetén jelolje a G(k,G)
véletlen indukalt részgraf eloszlasat o¢ . Ekkor barmely véges egyszerd F' graf esetén
fennall, hogy ogi(F) = tima(F,G). Amennyiben egy konvergens (G, ),en sorozatot
tekintiink, akkor latni fogjuk, hogy a o¢,  eloszlasok minden k-ra tartani fognak egy
oy eloszlashoz, és forditva, ha a véletlen indukalt részgrafok eloszlasa konvergal, akkor

a grafsorozat is konvergélni fog.

2.2.2. Definicid. Véletlen grafmodelinek egy olyan oy valoszintiségeloszlast neveziink
a [k] csucshalmaza grafokon, minden k£ € NT-ra, ami invaridns a csucsok atrendezésére
nézve. Mas szoval, ez valoszintiségi valtozoknak egy olyan (Gy)ren+ sorozata, amely
minden Gy, tagjanak a lehetséges értékei minden k € Nt-ra [k] csicshalmazi grafok,

és izomorf grafokat azonos valoszintiséggel vesz fel.

2.2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy véletlen grafmodell konzisztens, ha barmely
k — 1 csticsu H grafra

o1 (H) = Y ox(H),

F: F'=H

ahol F" az I gratbol a k csucs kitorlésével keletkezd graf.
Mas szoval, a véletlen grafmodell konzisztens, ha Gg-bol kitorolve a k csiicsot, a kelet-

kez6 grafnak ugyanaz az eloszlasa, mint G;_i-nek.

2.2.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy véletlen grafmodell lokdlis, ha barmely két
S, T C [k] diszjunkt halmazra Gy-nak az S és a T altal kifeszitett részgrafjai mint

valoszintiségi valtozok fiiggetlenek.

Trivialis példa a fenti tulajdonsdgokra a W-random graf. Tetszéleges W grafon

esetén a Gy = G(k, W) (k € NT) véletlen grafmodell konzisztens és lokdlis is egyben
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2.2.2. Megjegyzés. A konzisztencidabdl és a csiicsok dtrendezésére vald invariancidbol

eqyiitt kovetkezik, hogy ha n > k, akkor tetszdleges véges egqyszerid k csucsi F grifra az
Eltina(F, G)| = o (F)
vdrhato érték figgetlen n-tol.
A fontosabb tétel elGtt sziikséges az alabbi lemma:

2.2.1. Lemma ([I6] 11.8. lemma). Legyen (0y,)nen+ egy lokdlis és konzisztens vélet-
len grafmodell, és legyen G,, a o, eloszlds szerint kilénbozd n-ekre fiiggetlendl sorsolt

véletlen grdf. Ekkor (Gy)nen+ 1 valdszinidséggel konvergens.

Bizonyitds. El6szér megmutatjuk, hogy ha k € N, akkor barmely [k] cstcshalmaza F

egyszeri grafra és n > k egészre
Eltina(F, G,)] = o(F) (2.2)

Valoban, tekintsiink egy f: [k] — v(G,,) leképezést. o, izomorfia-invariancidja miatt
annak valosziniisége, hogy f € Ind(F,G,) minden f-re ugyanaz, tehat elegendd ezt
a valészintiséget arra az esetre kiszamolni, amikor f az identikus fiiggvény. A véletlen
grafmodell konzisztencidja miatt ez a valészinitiség nem méas, mint P(Gy = F') = oy (F).

A tovabbiakban legyen k < \/n és Si,Ss, 53,5, C [n] egyméastol fiiggetlen véletlen
rendezett k-asok. Legyen emellett minden 1 <14 < 4 indexre X; = x(g.[s,]=F} — Ok(F).
Ekkor 2.2] miatt E[X;] = 0 minden 1 < i < 4-re. S6t, még E[X; | S;] = 0 is teljesiil,
mivel G,,[S] eloszlasa barmely S C [n] rendezett k-as esetén ugyanaz.

Mivel ha G,, adott, akkor az X;-k egymastol fiiggetlenek, igy

E[X1 X2 X3X4] = E[E[X1 X2 X3X4 | Gn]] =
4

[TEX: |G,

i=1

=E = E [(tima(F, Gy) — ow(F))*]

Legyen £ = {S;NS; # @ V1 < i < j <4} egy esemény. Ha az S;-k olyanok, hogy
mondjuk S; diszjunkt a tobbitdl, akkor X fiiggetlen {Xs, X3, X4 }-t6l, és — mint ahogy

53



azt mar megjegyeztiilk — a varhato értéke 0 (itt hasznaljuk, hogy a modell lokalis!).

Ennélfogva E [X1X2X3X4 | E] = 0, tehét a teljes varhato érték tétele szerint

E[X) X5 X5Xy] = E [X, X0 X3 X, | E] P (E) + E[X, X, X3 X, | E|P(E) <
s
< 7

<P(E)< -

ahol az utolsé egyenlétlenség egyszerii kombinatorikai okokbol igaz. Igy a Markov-

egyenlGtlenséget hasznalva irhatjuk, hogy tetszéleges € > 0 mellett

P(|tina(F, Gp) — 0x(F)| > €) = P((twma(F, G,) — o (F))* > %) <
_ El(twa(F.Gn) —ox(F))"] _ 7k

4 = Cip2
Az el6z6t minden n € NT-ra osszeadva kapjuk, hogy a > P(|tina(F, G,)—ox(F)| > ¢)

neNt
sor konvergens, igy a Borel-Cantelli lemma alapjan

P (ﬂ U {[tina(F. G;) = ou(F)| > g}> =0,

n=1j=n
vagyis 1 valoszintséggel |ting(F, G,) — ox(F)| > € csak véges sok n-re teljesiil, vagyis 1
valoszintséggel tina(F,G) — op(F), amint n — oo. Tehat (G, ),en+ 1 valoszintiséggel

konvergens. U

Ezek utan, egy kis lokalitasra és konzisztenciara vonatkozo iigyeskedéssel mar be-

bizonyithaté az alabbi tétel:

2.2.1. Tétel ([16] 11.7. tétel). Ha egy (Gp)nen+ grifsorozat konvergens, akkor a oy =
lim oy, eloszldsok lokdlis és konzisztens véletlen grafmodellt hatdroznak meg. S6t,
n—oo

minden lokdlis és konzisztens véletlen grdafmodell elddll eqy konvergens grdafsorozat vé-

letlen indukdlt részgrifjainak eloszldsainak hatdrértékeként.

Bizonyitds. Adott G véges egyszerti grafra legyen oy o(F) = tina(F, Wg) barmely véges
egyszerii I grafra. Ekkor a (0}, ¢)ren+ modell lokilis és konzisztens is, az ezekbdl az

eloszlasokbol rendre sorsolt véletlen grafok a (G(k, Wg))gen+ sorozatot alkotjak.
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Masrészt, ha G(k, W )-bol tigy vesziink mintat (lasd: [1.1.2), hogy csak akkor tartjuk
meg az eredményt, ha a kapott pontok megfelelnek a G graf kilonbozd cstcsainak

(ellenben 1jbol mintat vesziink), akkor a G(k, G) eloszlast mintat kapunk, és

, v(G)! 1 [k
dyar (0}, 5 Ok,g) <1 — 0(G) —(k‘))!v(G)k < o(C) <2> — 0 (v(G) — 0)

Ebbdl a oy ¢,,-ek n — oo melletti hatarértékeinek lokalitdsa és konzisztencidja kovet-
kezik.

Forditva, tekintsiik a (0,,),en+ lokalis és konzisztens véletlen grafmodellt, és az en-
nek elemei szerint kiillonb6z6 n-ekre fiiggetleniil sorsolt G,, (n € NT) véletlen grafokbol
allo sorozatot. szerint ez a grafsorozat 1 valoszintiséggel konvergens, —bc’ﬂ pe-
dig kovetkezik, hogy ez a megfelels grafmodellt reprodukélja. 0

2.3. Preferential attachment-grafok

Az el6z6 modellek statikusak voltak, azaz a graf mérete mindkét esetben rogzitve volt.
A valodi héalozatoknak jo része viszont dinamikus, ami azt jelenti, hogy a graf (mérete)
az id6ben valtozik. Jo példa lehet erre a vilaghalo (WWW), biologiai halozatok vagy
a tudomanyos cikkek hivatkozasainak halozata.

Egy masik példa a szocialis halozatok modellezése. Ezt akar az Erdés-Rényi-graf dina-
mikus megfogalmazasaval (minden pillanatban az 4j csticsnak a mar meglévék koziil
azonos valoszintiséggel valasztunk szomszédot [9]) is megtehetnénk, de ez nem biztos,
hogy jol tiikrozi a valosagot: abban az esetben, ha egy adott tarsasdgba egy j ember
keriil be, inkdbb azt varjuk, hogy az Gj személy egy olyan emberrel kit ismeretséget,
akinek méar tobb ismerdse van. Ezért az aldbbiakban definidlasra keriﬂ(’ﬁ an. preferential
attachment-grdfok valamivel jobban leirjak egy béviils szocialis halozat tulajdonsagait.

Ezt a modellt elGszor Barabasi és Albert vezették be.

4[14] 8. fejezete alapjan
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A modell egy grafsorozatot fog képezni, amelyet (PAgm’5)> +—ve1 fogunk jelolni. E
teN
sorozat minden ¢. tagjanak (t € NT) ¢ db. csticsa és mt db. éle lesz valamilyen m € N*

esetén.

Elgszor az m = 1 esetet irjuk le, amikor a grafsorozatunk fakbol fog allni. PAgl’a)

alljon egyetlen csticsbodl és egy hurokélbdl. PAIEM) cstcsait jeloljiik vgl), e ,'Ut(l)—el, a

(1)

v, csics PAEl’é)—beli fokszamat jelolje D;(t) (az a konvencio, hogy egy hurokél kettdvel

noveli az adott cstics fokszamat).

Ezutan minden ¢ € NT-ra, feltéve, hogy a PA%LJ) graf ismert, a PA&? graf a kovetke-

z6képpen képzddik: PAgl’é)—hoz hozzavessziik a Uﬁ)l csucsot, és egy élet, ami illeszkedik

erre az 1j csdcsra. A masik végpontot ugy valasztjuk, hogy annak valésziniisége, hogy

ez maga v,fi)l (vagyis az 1j él hurokeél) T L+9

TS annak valoszintisége, hogy ez (va-

lamely i € [t]-re) v\ pedig %, ahol 6 € [—1,00) a modell egy paramétere.
(1)

Ha (valamely ¢ € [t + 1] esetén) a v

valasztasdt mint eseményt vt(i)l — vfl) jeloli, akkor

csicsnak az 1j él mésodik végpontjanak valo

146 .
O ) | o) t2+0)+1+0 hai=1t+1
1 1 1,
]P’(th o ‘PAt ): b
. ha i € [{]

t2+6) +1+06

Az m > 1 esetet az m = 1 eset alapjan értelmezziik, a kovetkez6képpen. Tekintsiik

L2 e s
az elézek szerint generalt PAfnt w) grafot, melynek csicsait jel6lje rendre UP, o »ng-
Vegyiik ebben a grafban a v%l), e ,'U,(;) csticsokat, és olvasszuk Gket egybe a PAgm’é)

(1.5%)

b
mt

) (1) (1)

-beli élre, amelyre a v;"/,... v

csucsava gy, hogy minden olyan PA s Upnt

graf o™

csticsok valamelyike illeszkedett, ezek helyett illeszkedjen PA™"-ben v\™. Ugyanigy

olvasszuk Ossze a v,(ill, e ,’UST)Z csicsokat a PAgm’é) graf vém) cslcsava, stb., altala-

M o'V csticsokat a PA™® graf Uj(-m) csticsava minden j € [t] esetén.

ban a Vi 1yma1s 0 Vim

Eredményiil egy olyan PAﬁm’é) multigrafot kapunk, aminek pontosan ¢ csicsa és mt éle
van.
Meggondolhato ([I4] 8.2.), hogy annak valosziniisége, hogy PAgm’é)—ben valamely
(m) (m)

v; " cstcsra €l illesztiink, ardnyos a v; cstics PAgm"s)—beli fokszamanal d-val nagyobb

mennyiséggel. Azt is érdemes megjegyezni, hogy a fenti konstrukcidoban a fokszamokat
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minden ¢l bekdtése utan frissitjiik. Ezt a fokszamok iddkozi frissitésének nevezziik.
Kulcstulajdonsiga ennek a modellnek az, hogy az tijonnan megjelend élek nagy va-
loszintiséggel a mar nagy fokszamu csticsokhoz fognak csatlakozni, ezek fokszamat ezzel
még nagyobba téve. Ezt a jelenséget nevezik preferential attachment-nek. A modellt
néha még Rich-get-Richer modellnek (a gazdagok gazdagabbak lesznek) modellnek is

nevezik.

Az m > 2 esteket direkt modon is definidlhatjuk a kdvetkezé moédon: legyen PA§’“’5)
egy egycsucsu graf, m darab hurokéllel. Ezutan minden ¢ € N*-ra konstrualjuk PAEm’J)—
bol PAETf)—t ugy, hogy az el6bbihez hozzavesziink egy 1j csiicsot, m darab ehhez csat-

lakozo éllel. Az éleket sorban, a fokszamok id6kozi frissitésével huzzuk be ugy, hogy az
(m)

e. éla v, cstcshoz i € [t] esetén a D;(e —1,t) 4+ § mennyiséggel aranyos valoszintiség-

™) cstics fokszama az e. 0\7) cstcshoz kapesolodo él

gel csatlakozzon (itt D;(e,t) a v
behtzdsa utdn), mig i = ¢ + 1 esetén ez a valészintiség legyen a Dyyq(e — 1,¢) +1+ £

mennyiséggel aranyos.

2.3.1. Megjegyzés. Ha 6 = 0, akkor az alabbi modellt kapjuk: a kimnduldsi grdf egy
0sszefiiggd mo € NT csicsi grdf. Minden lépésben egy 1ij csicsot adunk a mdr meglévd
grafhoz, minden 1j csics a mdr meglévdk kozil m < mg-hoz csatlakozik éllel 1igy, hogy

annak valdosziniisége, hogy az 1j csucs az 1. csucshoz csatlakozik p; = Z‘:iil, , ahol d; az 1.
_ a5

J
csucs fokszdma, a nevezdbeli dsszegzés pedig az dsszes mdr eddig is létezd csics szerint

értendd. Ezt a modellt nevezzik Barabdsi-Albert-modellnek.

A preferential attachment-modellben egy rogzitett csics fokszamarol az alabbi tétel

mondhaté ki:

2.3.1. Tétel ([14] 8.2. tétel). Legyen m = 1 és 6 € (—1,00). Ekkor a Di(t)f?*ié
valdszindségi vdltozd 1 valdszintdséggel konvergdl egy & valdszindségi vdltozdhoz (amint
t — o00), tovdbbd

L+ 1 (i — 535)

L (t+5£5) ()

E[D;(t) + 6] = (1 +6) (2.3)

57



Bizonyitds. Legyen t > 1. Ekkor irhatjuk, hogy

EDi(t+ 1)+ 6 | Di(t)] = Di(t) + 6 + E[Di(t + 1) — Di() | Dilt)] = (2.4)
= Dz(t) +0+E |:XU(<1F)I_>U’L(1) Dl(t)} = (2.5)
Dt 04 D E0 (2.6)

t2+6)+1+6
(24 6)(1+1)

= (Dit) +5)t(2+6) F1+490 (27)
Mésrészt,
1+9
EID) + 0 =140+ v s v 158
i(2+9)

= (1+9)

(i—1)24+0)+1+40
Ebbdl a kett6bdl mar matematikai indukeioval kovetkezik (2.3]).
(2.7)-et ajra felhasznalva kapjuk, hogy az az (M;(t)):>; sorozat, amelyre

t—

2+6 )1+ )

M;i(t) =

Vt > 1 egészre

egy 1 varhato értéki nemnegativ martingal, tehat a martingal konvergencia-tétel szerint

M;(t) 1 valoszintséggel konvergal egy M; valoszintiségi valtozohoz, amint ¢ — oco. Mivel

Hj +1+06 ﬁjﬂ%_ L(t+55) T0)
HNE2+6) L oj+1 D+ (i—55)]

Jj=i—1 j=i—1 246

ezért

Di(t)+o T (t+353)T0)

M) = =775 T(t+ 1) (i —

715)

A Stirling-formulaval kénnyen megmutathaté, hogy (t(+ )a ) = ¢a (1 +0 (%)), amint t —

00. Ezek szerint

(Dy(t) + 8)t~ 75 = My(1) 2+ (i~ 53) (1 +0 G)) o 5{ (- 73) _ &)

I'(4) (¢)
1 valoszintiséggel, amint ¢ — oco. Mivel 2_+5 > 0, ezért ot~ EI2 SN 0, amint £ — oo, 1
valosziniiséggel Di(t)fm — & (amint t — 00) is teljesiil. O
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2.3.2. Megjegyzés. Az eldzdekben felhaszndltuk a T'(x ft’” Le=t dt gammafiigguény
I'(z)=(z—1)I'(z — 1) Vo € (1,00) tulajdonsdgdt.

2.3.3. Megjegyzés. PA(m %) PA( ) kapcsolata alapjin (lisd fennebb) az m > 1

esetre az

Z E m i—1)+j (mtﬂ
dsszefiiggés irhato fol, ahol m also zlletve 0 felsd index a modell paramétereit jeldlik.

Egy masik f6 eredmény [14] a preferential attachment-grafok P fokszameloszlasara
vonatkozik (lasd: [1.1.1] - Ehhez vezessiink be el6bb egy jelolést: legyen m € N*T, § €
(—m, 00) és definiéljuk a (pi)ren sorozatot ugy, hogy py = 0 barmely k € [m — 1] U {0}

esetén, illetve ha k > m egész, akkor

I'(k+0)l <m+2+5+%)

Py = (2 " a) n (2.5)
I'(m+0)l (k:—|—3+5+%>
2.3.1. Allitas ([14]). Az igy definidlt (pi)ren egy valdszintségeloszlds.
Bizonyitds. A megjegyzés miatt fennall, hogy
L(k+a) 1 F%+a)_+mk+1+@ (2.9)
L(k+b) b—a—1\I(k—1+0b) T(k +b) '

—ba a=0tésb=34+09+ %—et helyettesitve kapjuk, hogy k£ > m esetén

 T(m+2+6+2) I'(k+0) T(k+1+9)
Pr = F( -

I'(m +9) k+2+6+2) T(k+3+0+2)

Eszerint a lenti 6sszeg teleszkopikus lesz, mégpedig

> I'(m+2+6+2) I'(m+ ) B
;%Mﬁ E:pk T(m + 9) 'F0n+2+5+%)_1’

és mivel p, > 0 minden k € N-re teljesiil, ezért (py)ren egy valosziniiség-eloszlas. O

Hogy talan kevésbé légbdl kapottnak tiinjon py definicidja, gondoljuk meg az alab-

biakat. Legyen X ~ NB(r,p) egy negativ binomidlis eloszlasu valosziniiségi valtozo,
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r € (0,00) és p € [0, 1] paraméterekkel. Ekkor, ha r € Z, akkor valamely k € N-re

pec=0) = (§ )t (2.10)

r
annak valoszintisége, hogy egy olyan kisérletet, ami p valoszintiséggel sikeres, egymas
utan tobbszor elvégezve, a k. kisérlet lesz az r. sikeres. A megjegyzés alapjan

(2.10) igy is frhato:
C(r+k)
IP) X et ]{j = — " 1 — r

Ha r = m + 0, és a p paramétert ugy véletlenitjiik, hogy p = Z*+# , ahol Z ~ Upo 1

akkor azt kaphatjul’] hogy

ahol a varhato érték Z szerint értendé.
Az alabbi tétel mutatja, hogy adott k € N mellett a PAgm’é) preferential attachment-

grafok Pk(t) fokszameloszlasa sztochasztikusan tart pg-hoz:

2.3.2. Tétel (|14] 8.3. tétel). Legyen m € Nt és § € (—m, 00). Ekkor létezik egy m-tdl

és 0-tol fliggo C > 0, melyre t — oo mellett

Int
P (%X’Pf) |20y T) =o(1)

Emiatt (pg)ren-t a PAY”"” graf aszimptotikus fokszdmeloszldsinak nevezzik.

Ha jobban megvizsgéljuk p, aszimptotikajat, akkor 1} illetve F(I'f;tr)“) =t (1 +0 (%))

(amint t — oo) miatt & — oo mellett

Pr = Cmsk ™" (1 +0 (%)) (2.11)

D(m+2+6+2)
I'(m+9)

adodik, ahol 7 =342 > 2,¢és ¢y = 2+ 2) . Ekkor [2.3.2(¢s (2.11) miatt

PAEm"s) fokszameloszlasa kozel van egy 7 = 3 + % kitev6jli hatvdnytorvény tipusta

valoszintiség-eloszlashoz.

A preferential attachment-grafok konvergencidja egy elég bonyolult kérdés, és tobb

cikk is foglalkozik a témaval. [22]-ban a szerz6k a modell sdrd limeszét hatarozzak

°[14] 8.16. feladat
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meg olyan eszkozokkel, mint a graflimeszek és a részben felcserélhets véletlen tombok
elmélete kozti kapcsolat, illetve a véletlen graf egy olyan explicit konstrukci6ja, aminek
az urnamodellekhez is kioze van. A [3] publikaci6 a ritka preferential attachment grafok
hatarértékével foglalkozik, ami tartalmazza az Osszes lokélis informaciot a modellrél,

és szamos olyan szamitéast tesz lehetévé, amelyek egyébként nehezek.

2.4. Sztochasztikus blokkmodell

Szamos halozatban vannak kézdsségek. Egy adott halézatnak tobb kozossége is lehet
ugy, hogy a kozosségen beliili csomopontok striin kapcsolédnak egymaéshoz. A tobb
kozosségben 1évs csomopontok atfedhetik egymést. Gondolhatunk a kozosségi olda-
lakon fenntartott fidkjainkra, és arra, hogy kivel 1épilink kapcsolatba naponta. Lehet,
hogy erdsen interakcioban vagyunk a baratainkkal, kollégainkkal, csaladtagjainkkal és
néhany mas fontos emberrel az életiinkben. Ok egy nagyon siiri kozosséget alkotnak a
k6zosségi halozatunkon beliil.

A kiilénbo6z6 halozatok elemzésekor fontos lehet a benniik 1év6 kozosségek felfedezé-
se. A kozosségfelismerd technikdk hasznosak a kozosségi média algoritmusai szamara,
hogy felfedezzék a kozos érdeklddési korrel rendelkezG embereket, és szoros kapcsolatot
tartsanak fenn kozottiik. A kozosségfelismerés a gépi tanulasban is hasznalhato a ha-
sonlo tulajdonsagokkal rendelkezé csoportok felismerésére. Ez a technika példaul arra
hasznalhato, hogy felfedezzenek manipulativ csoportokat egy kdzosségi halozaton vagy
egy t6zsdén beliil.

A sztochasztikus blokkmodellt (SBM) széles korben hasznaljak a kozosségek felis-
merésének kanonikus modelljeként ff] Vitathatatlanul ez a kozosségeket tartalmazo graf
legegyszertibb modellje (lasd az alabbi definicidkat). Mint minden modell, ez sem feltét-
leniil realis, de tanulsidgos - példaul a vizsgalatabol levezethetd hatékony algoritmusok
alapjan itélve. Az alapmodell a legfontosabb jelenségek némelyikét ragadja meg, és

fejlettebb és realisztikusabb finomitasokkal (pl. élcimkékkel vagy atfeds kozosségekkel)

O[1] 1.1. alfejezet
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bévithets. Itt az alap SBM megértésére fogunk dsszpontositani.

Az altalanos sztochasztikus blokkmodell definicioja az alabbi:

2.4.1. Definicié. Legyen n € NT a csomopontok szama, k € N a kozosségek sza-
ma, p = (p1,...,pr) € [0,1]F egy valoszintiségvektor [k]-n (a k kozosség prioritdsa) és
W = (wi;)ijer) € Mi([0,1]) egy szimmetrikus matrix (a kapcsolodasi valoszintiségek).
Az (X, G) par SBM(n,p, W) modell szerint van sorsolva, ha X = (X1,...,X,,) egy
n dimenzids fiiggetlen azonos p eloszlast valészintiségi valtozokbol allo valdsziniiségi
vektorvaltozo, és G egy n csomoponti egyszeri graf, melyre V(G) = [n] és minden
u,v € [n]-re az u és v csomoépontok wy, x, valosziniséggel fut él. Tovabba a kézosség-
halmazok alatt az Q; = ;(X) = {v € [n] | X, =4} (i € [k]) halmazokat értjiikk. A G

grafot sztochasztikus blokkgrafnak is nevezziik.

Tehéat az (X, G) par eloszlasarol x = (z1,...,2,) € [k]" illetve y = (y. | e € 2I") €
10;1}(5) mellett a kovetkez6k mondhatok:

n k
P(X =x) = [[po, = [ 2"
v=1 i=1

PEG) =y |X=x) = [] wis =

1<u<v<n
_ Nij(x,y) N§; (x,y)
= I wy” (1_wz‘jj )
1<i<j<k
ahol E(G) egy (;) dimenzios 0-1 vektor, amelynek barmely kiilonb6z6 u, v € [n]-re az
{u,v}-edik eleme pontosan akkor 1, ha u és v csomépont kozott fut él G-ben, illetve

Nij(x,y) = Z X{ygu,oy=1}

u<v
Toy=1
Ty=]

.
; Xy guy =0} = |€2(x)[[€2(x)] = Nij(x,y) ha i # j

Ty=1

Nij(xy) = 3 55
Qq;x—l . .
2 Nyguw=0y = UG = Ni(xy) - hai =

\ Ty =Ty =1
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i,j € [k]-ra a kozosségek kozott futo élek és nemélek szama.

Tehat az torténik, hogy adott n-re minden cstcsra a prioritéasi eloszlasbol kisorsol-
juk, hogy melyik kozosséghez (blokkhoz) tartozzon, aztén a kapcsolodasi valoszintiségek
W matrixa alapjan kisorsoljuk a grafunk éleit. Nyilvan tipikusan olyan modelleket fo-
gunk nézni, ahol a kozosségen beliili élek valoszintisége magasabb lesz, a kiilénb6zd
kozosségek kozott futo élek valoszintisége pedig kisebb, de ennek nem feltétleniil kell
igy lennie.

Megjegyezziik, hogy amint az n értékét noveljiik, altalaban gy tekintjiik, hogy p nem
skalazodik, mig W igen. Tehat a kozosségek szama nem valtozik n-nel, és a méretiik
linearis. Azt is vegyiik észre, hogy n — oo mellett a nagy szamok térvénye alapjan

minden ¢ € [k]-ra 1 valosziniséggel
1
— || — pi. (2.12)
n

Eszrevehetjiik, hogy a fenti példaban a matrix szimmetrikus. Szokas az SBM szimmetri-
kus valtozatat is definidlni, noha a matrix szimmetrikussaganal kicsit tobbet koveteliink

meg:

2.4.2. Definici6. Legyenn, k € Nt és A, B € [0, 1]. Az (X, G) par az SSBM(n, k, A, B)
modell szerint van sorsolva, ha az SBM(n, p, W) szerint van sorsolva, feltéve azt, hogy

1 1
p= (E, e E) és W e Mg([0,1]) olyan matrix, melynek fgatlojaban csupa A, mig

k-szor

fatlojan kiviil csupa B helyezkedik el.

Vegyiik észre, hogy az SBM-modell a grafonbol sorsolt véletlen grafok egy saja-
tos esete. Ugyanis ha W olyan lépcsGs grafon, aminek a lépcséméretei a p priori-
tasnak megfelelGen aranylanak egymashoz, a 1épcsGin felvett értékek pedig a ) =
(¢ij)ijew) € Mi([0,1]) matrix elemeinek felelnek meg, akkor a G(n, W) modell ponto-
san az SBM(n, p, Q) modellre redukalodik. Pontosabban, ha 1 : [0,1]*> — [0, 1] olyan,
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hogy

¢ i—1 i j—1 j

qij ha Zopr S T < Zopr és Zopr S y < Zopr (Zaj S [k_ 1])

Gik hazzlpréx<ipréskzlpr§y§1(ie[k—l])
W(z,y) = pt =0 j—1 =0 j

@ ha Y p.<ax<lés Y p<y<d p (Jelk—-1])

& =
@ ha Yop.<az<lés Y p<y<l
\ r=0 r=0

ahol py := 0, akkor G(n, W) < SBM(n,p, Q). Az igy konstrualt grafont W, o-val
jeldljiik.

2.4.1. Koévetkezmény. 1 valdszindséggel SBM(n, p, Q) = Wy o, amint n — oo.

A abran SBM(n, p, W) blokkmodellbél sorsolt grafok haromszogstiriségének ala-
kuldsa van abrazolva, amint n értéke névekszik. Lathato, hogy ¢(A,SBM,,) konvergal,

amint n — oo.

limt{a, SBM,)

1.55% 1073

1.5x% 1073

1.45%x 1073

1.4 x 1073

tla, SBMp)

1.35% 1073

1.3x 1073

1.25x% 1073

1.2 x 1073

T T T
102 10% 104

2.2. abra. A haromszogstriiség alakulasa n = 10% 2 - 10%,5-10%, 2 - 102, 10%,2 - 10,
3-10%,4-103,5-10%,6 - 10%,7-10% 8 - 10,9 - 103, 10* esetén (3.3)
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Itt

20 1 1 1 1

100 1000 1000 200 500

1 3 1 1 1

1000 10 1000 1000 1000

13 241 29 29 97 i . . 0 . .
p=|—, , , , valamint w=|-+L L 9 L 1
1007 1000° 200° 100’ 500 1000 1000 20 500 1000
1 1 1 3

200 1000 500 4 1000

1 1 1 3 2

500 1000 1000 1000 5

A héaromszogsiirtség vdrhatd értékének hatarértékét n — oo mellett (piros egyenes)

kozvetleniil is kiszamoljuk majd a szakaszban.

2.3. abra. Egy, a fenti modellbdl sorsolt graf blokkonként illetve korkdrosen abrazolva

n = 1000 csomépont esetén. (3.4)

2.4.1. Visszanyerési kovetelmények

Bar ennek a dolgozatnak nem célja a kozosségfelismerési algoritmusok bévebb targya-
lasa, azért roviden mégis bemutatunk| néhany alapvets fogalmat az alapfeladatrol.

c sz

visszanyerni a mar kisorsolt GG graf ismeretében.

A abran lathato graf SSBM (1000’572_15>Tloo) modell szerint lett kisorsolva.
Lathatjuk, hogy ha nagyon szerencsétleniil helyezziik el a graf csomopontjait a sik-
ban, akkor korantsem konnyi a kozosségek beazonositésa, van tehat létjogosultsaga a

hamarosan definidlasra keriil6 kozosség-visszanyerési feladat targyalasanak.

"[1] 2.3. szakasz alapjén
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2.4. abra. A fenti két Abran ugyanaz a graf lathato atrendezve. (3.5)

Alapvetd kérdés, hogy hogyan mérjiik a kiilonboz6 kozosségvektorok megegyezisé-

gét.

2.4.3. Definicio. Két x = (x1,...,2,),y = (Y1,...,yn) € [k]" kozosségvektor un.

agreementjén az

A( = max — Z X{wz O'(yz)}

g€SE N
mennyiséget értjiik.

(X,G) ~ SBM(n,p, W) esetén mindig megprobalhatjuk visszanyerni az X-et a
G megfigyelése nélkiil is, tgy, hogy egyszertien a p-b6l mint eloszlasbol sorsoljuk ki
egyméstol fiiggetleniil X elemeit. Ekkor 1 valoszintiséggel A(X,X) — ||p||2, amint

n — Q.

2.4.4. Definici6. Legyen (X,G) ~ SBM(n,p,W). Az alabbi visszanyerési kovetel-
mények teljesittetnek, ha létezik olyan algoritmus, amely inputként a G gréafot kapja,

outputja pedig olyan X = X(G) kozosségvektor, melyre n — oo mellett
e Pontos visszanyerés: P(A(X,X) =1) =1 —o(1)
e Majdnem pontos visszanyerés: P(A(X,X) =1 —o0(1)) =1 — o(1)

e Részleges visszanyerés: P(A(X,X) > a) = 1 — o(1), ahol a € (0,1)
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k kozosségi SSBM modell esetén egy olyan algoritmus, amely egyszertien egymaéastol
fliggetleniil, egyenletes eloszlas szerint sorsolja X elemeit, % pontossagot ér el. A prob-

léma tehat akkor érdekes, amikor o > %:

2.4.5. Definici6 (gyenge visszanyerés). SSBM(n, k, A, B) esetén a gyenge visszanyerési
feladat megoldhato, ha létezik olyan £ > 0 és olyan algoritmus, amelynek inputja a G

graf, outputja pedig pedig olyan X = X (@) kézosségvektor, melyre n — oo mellett

| =

P (A(X,X) > +5> =1—o0(1)

A Kesten-Stigum-kiiszob

Az alabbi sejtés a [8] publikiacioban fogalmazodott meg eldszor, ahol a szerzGk a sta-

tisztikus fizika heurisztikus eszkozeivel motivaltédk elképzelésiiket.

2.4.1. Sejtés. Legyen a,b > 0,n,k € N, illetve SNR = #]5)—)21)5) Tekintsik az
SSBM (n, k<, %) grdafmodellt. Ekkor

(a) Hak > 2, ésSNR > 1 (a Kesten-Stigum(KS)-kiisz6b), polinomidlis idében vissza-

nyerhetdk a kizdsségek.

(b) Ha k > 4, akkor SNR < 1 esetén is visszanyerhetdk informdcidelméletileg a

kizosségek (azaz nem feltétleniil polinomidlis iddben,).

Megjegyezziik, hogy a KS-kiiszob kifejezés a fakra vonatkozo rekonstrukcios problé-
méabol szarmazik [10]. A binaris esetben egy ado egy uniform véalasztott bitet tovabbit
néhany kozvetits felé, amelyek maguk tovabbitjak a kapott biteket mas kozvetitéknek,
sth. A cél a gyokérbit rekonstrukcidja a levélbitekbdl, ahogy a fa mélysége egyre mé-
lyiil. Kiilonosen két kozosség esetében redukcié végezhets a rekonstrukcids probléma
kudarca kozétt fa esetén és a visszanyerésben valo sikertelenség kozott az SBM-ben f| A
KS kiiszobérték elérése érdekes kihivast jelent a kozosségfelismerd algoritmusok szem-

pontjabol, mivel a standard klaszterezési modszerek nem érik el a kiiszobértéket. Ez

8[1] 4.1.
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azért probléma, mert a kdvetkezd tétel szerint ekkor a k = 2 esetben a visszanyerés

lehetetlen:

2.4.1. Tétel ([I] 8. tétel). Ha k = 2, akkor SNR < 1 esetén a gyenge visszanyerési

feladat nem megoldhato.

Az el6z6 eredményt is a fakra vonatkozo rekonstrukeiés problémara valo visszavezetéssel
bizonyitottak [20]-ben.
Abbe és Sandon 2016-ban bizonyitottak a sejtést az alabbi tétellel:

2.4.2. Tétel. (a) Minden k > 2-re, ha SNR > 1, akkor a gyenge visszanyerési fel-
adat O(nlnn) idében megoldhatd.

(b) Minden k > 4-re, SNR < 1 esetén a gyenge visszanyerési feladat informdcidel-

méletileg megoldhatd.

A fenti tétel mindkét allitasara konkrét algoritmus olvashato [I]-ben.

2.4.2. Néhany topologikus tulajdonsag

Fontos megemliteni az SBM gréfok néhany topologikus tulajdonsagat. Ha a W graf
csupa w € [0,1] értékbol all, akkor az SBM(n,p, W) modell gyakorlatilag nem lesz
més, mint egy ER, (p) Erdés-Rényi-modell, aminek alapvet$ tulajdonsagait a [2.1.2]
tétel irja le.

Az SSBM(n, k, A, B) modell esetén ezek a jellemzdk az alabbi forméban &llnak fenn
(1] 2.5.):

e Ha a,b > 0, az SSBM (n,k, %, bl%) modellbél sorsolt graf akkor és csakis

PO . . P a+(k—1)b
akkor lesz 1 — o(1) valoszintiséggel Osszefiiggd, ha =——7—= > 1

e Az SSBM (n, k, 2, b) modellbél sorsolt grafnak akkor és csakis akkor létezik oridsi

+(k—1)b

(n-ben linearis méreti) komponense, ha “=7—= > 1

e Haoo < 1

5, akkor egy SSBM (n, k=, %) modellbél sorsolt graf egy v csomdpont-

. e 1 1 ip s k—1)b
janak r = 0loga+w—1» n mélységii kdrnyezete totalis variacioban tart a at(k—1)b - )
k

paraméteri Poisson-utodeloszlast Galton-Watson folyamathoz.
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Hasonlo6 eredmény igaz az adltalanos SBM-re, bizonyos megkotésekkel: egy SBM (n, p, QIHT”)
modellbdl sorsolt graf 1 — o(1) valoszintiséggel Gsszefiiggs, ha m[llf]l ||(diag(p)@)ill1 > 1,
ic
illetve 1 — o(1) valoszintiséggel nem osszefiiggd, ha m[lg]l I(diag(p)@):llx < 1, ahol (M),
1€

egy M matrix i. oszlopvektorat jeloli.
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3. fejezet

Sztochasztikus blokkmodell bévitése a
preferential attachment-szabaly

szerint

3.1. A modell leirasa

Az alapprobléma a koévetkezSképpen is megfogalmazhato: adott egy n tagi kozosség
(n € NT\ {1}), amin beliil tobb alkézosség alakult ki, azaz a kozosség olyan tagjainak
csoportjai, akik egymast jobban ismerik, mint a k6zosség tobbi tagjat. Gondolhatunk
egy osztalykozosségre, ahol "klikkek" alakultak ki. A kozosségbe 1) tagok érkeznek,
n darab egyesével. Minden 4j tag h—’BJ ismeretséget kot. Ez azért fontos, hogy igy a
régi és 1j ismeretségek szama azonos nagysagrendi legyen (az 1—10—es szorzonak nincs
kiilonosebb jelentGsége, mast is lehetett volna valasztani). Feltessziik tovabba, hogy az
ujonnan érkezék hajlamosabbak el6bb az eredeti kdzosség népszertibb tagjaival megis-
merkedni, azaz azokkal, akiknek mar addig is t6bb ismer@siik volt. Mit mondhatunk
az igy kialakult tarsasag ismeretségi struktirairol nagyon nagy n esetén?

A feladatot véletlen grafmodellekkel is leirhatjuk: az eredeti kozosség ismeretségi
grafja legyen egy SBM(n, p, Q) sztochasztikus blokkmodell szerint sorsolt Gy graf, azaz

egy sztochasztikus blokkgrdf, amelynek cstucsai legyenek vy, ...v,. Az egyszertiség ked-
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véert legyen a kozosségek szama egy rogzitett k € NT szam, és minden ¢ € [k]-ra a
Gy graf csomopontjainak p;-ed része alkossa az i. kozdsséget — igy X rogzitett, nem

fiigg a véletlentSl. Minden ¢ € [n] esetén a G; grafot tigy kapjuk, hogy a G;_; grafhoz

hozzavesziink egy v, y; csucsot, és azt 6sszekotjiik a V;_; := V(G;_1) halmaz HL—OJ elemé-

vel, amelyeket véletlenszerien, preferential attachment-szabdllyal valasztunk, azaz gy,
hogy annak valoszintsége, hogy valamely j € [n + i — 1]-re {v,44,v,;} € E; :== E(G)),
nem mas, mint

deg;_,(v;)

n+i1—1

Z_:l deg; ;(v;)

]P)(Un+i — VU ‘ Gifl) = (31)

ahol deg;(v) a v € V; cstics G-beli fokszamat jeloli (i € [n] U {0}). Ez tulajdonképpen
a preferential attachment-szabaly 6 = 0 esete hurokélek nélkiil, azaz a Barabdsi-Albert-
szabdly.

A modell nagy n érték melletti struktirajarol tobb kérdés is feltehetd, mint példaul,
hogy mennyi az élstirliség, mennyi a haromszogek szamanak varhato értéke, vagy hogy
konvergens-e a modell n — oo mellett. Ezekhez k6t6ds kérdéseket kezdiink el vizsgalni

a kovetkezékben.

3.2. A struktira vizsgilata nagy n érték esetén

Az alabbiakban a definicio jeloléseit fogjuk hasznalni.

3.2.1. Elstirtiség

Tekintsiik el¢szor csak Go-t. Legyen Ay = (ag-])) . a G graf szomszédsigi matrixa.
NI
Ekkor e := e(Gy) nem lesz més, mint az Ay matrix elemei 6sszegének a fele. Mivel Gg

egy sztochasztikus blokkgraf, ezért irhatjuk, hogy ha k a kozosségek szama, akkor

n n n k
2Eleo] = D E |0 | = 3 E [Xnwren] = D axx, = 2 1lI%las,  (3:2)

3,7=1 1,7=1 1,7=1 1,7=1
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igy || = np; (barmely i € [k]-ra) miatt fennall, hogy

k
. E[Qeo]
Jim — = = zpiquij = // Woa(z,y)dedy = t(—, Wpq) (3.3)

"= [0,1]2

(Itt Wp.q az SBM(n, p, @)-hoz rendelt grafon, lasd: [2.4.1])

3.2.1. Megjegyzés. miatt véletlenszerd X esetén is (1 valdszindséggel)

teljestil.

Mivel a modell szerint minden 1épésben \_%J 1j él keletkezik, ezért

+n55)
en=¢€+n|—|,
0 10
igy (3.3) alapjan
k
. E[2e,] 1 1
e (2n)? 4”23119 Pidij + 20 (3.4)

Maga az élstiriiség is jo eséllyel konvergal, amint n — oo, amint azt a [3.1] szimul&cio

abrazolja.
5.25 % 107
5.24 % 1073
Lﬁ__
| 5.23x10°¢
=
N S S —— . J— i S TF S SRR F S—— -
5.22x 10 limm £(—, Gal
5.21 = 1072
10° 10# 10*
n

3.1. dbra. A G, graf élstrtiségének alakulasa, amint n értéke novekszik (3.6))

11
» 257 1000

tikus blokkgraf volt, amint n rendre a 100, 200, 300, 400, 500, 750, 1000, 2000, 3000,

A szimulacié soran a kiinduléasi graf egy SSBM (n, D ) szimmetrikus sztochasz-
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4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 10000 értékeket vette fel. A grafikon alapjan va-
l6szintisithets, hogy az élstirtiség konvergal az 5,22 - 1072 értékhez, ami pontosan az

élstirtiségek vdrhato értékének (3.4) hatarértéke ennek a modellnek az esetén.

3.2.2. Haromszogek

Jelolje G;-ben a haromszogek szamat ¢; (i € [n]U{0}). Kezdjiik megint Gy-al. Aszerint,

hogy a haromszogek cstucsai melyik kozosségbe tartoznak, irhatjuk, hogy

Elto] = E 6 Z X{{Uz'avj}EEo}ﬂ{{vjwz}GEo}ﬂ{{sz}GEo}] =
ijd=1
|Q | Q; Q;11€2;]1€2
Z m Z | |q“qm + Z | || H Z|QZJQJZQI“
i=1 i,j=1 i,5,0=1
oy i A
igy || = np; (barmely ¢ € [k]-ra) miatt fennall, hogy
E[6t y X] i i
. 0
Jim ———— sz 4 +3 Z Pipidids; + 6 Z PiPiPidii 419 = (3.5)
ij=1 ijd=1
oy i Al
_ / / / W o2, Woo(y: 2)Weo(z 2) dedydz = (A, Wo o) (3.6)

(0,1

3.2.2. Megjegyzés. miatt véletlenszerd X esetén is (1 valdszinidséggel)

teljestil.

Vizsgaljuk most ti-et. v,,1 hozzdadasa utdn csak tgy keletkezhet j haromszog a

grafban, ha annak egyik csicsa v, 1, mésik két cstcsa pedig Vy-beli. Tehat
1
tl = t() + 5 Z X{vn+1—wi}ﬂ{vn+1—>vj}ﬂ{{vi,vj}EEo}
ij=1
Ha adva van Gy, akkor az j haromszogek t; — ty szama az (n + 1). csics hozzdadasa

utan:

Z degy (v;) degy(v;) L n J
le‘Xj Th T : E
G Sdem(v) X dey(v)



Ezt agy kozelitjik, hogy minden tényez6 helyett azok vdrhato értékével szamolunk (ez
nem az 0j haromszogek szamanak varhato értéke lesz, csak egy kozelités). Go-ban a

fokszamok varhato értéke: barmely i € [n

E [dego Uz -

J-re
3| -3 o,

Ezért a fent leirt kozelit6 helyette81tessel'

k
Z 4x;X; deg(v;) degy(v;) Z 4x;Xx; (Z [ulgx, l> (Z |Qs\6]st>
s=1

,j=1 ,j=1
i#] i#]

k
Legyen minden i € [k]-ra s; = > |€2;]¢;;. Ekkor
=1

Z qx;x; degy(vi) degg(v;) Z 4X,X;5X,5x; =

i,j=1 i,j=1
i#]j i#j

= ZQXX SX;5X; _ZQXXSX =

,31

= Z €2 HQ ’qws S5 — Z €2 |q“

1,j=1

Igy, figyelembe véve (3.2)-t, az 14j haromszogek szama ezzel az approximacioval kézeli-

tileg:
k k k k
>0 1l gigsis; — 3 [l qus? no> pipiiisis; — > DidiiS:
nooij=1 i=1 1 = i=1 B
10 f 2 10 f 2 N
> 119 g n? | > pipigij
i,j=1 B,j=1
k k
Y. DiDidijSiS; > pigiis?
1 ij=1 i=1

2 2
10 k k
nl >, PiP;qi; n?| > PiDjdi;
i,j=1 6,j=1

k k k k k 2
n Y. PiDidij (Z prqir> <Z psqu> — > Pidii (Z prQir)
r=1 s=1

i,j=1 i=1

10 L 2
Z PiP;iqij;
i,j=1
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Ez a mennyiség (n + 1)3-al osztva jelenik meg a G graf haromszogsiriségének kézeli-

tésében, pontosabban, ha az el6z6 mennyiség z(n), akkor

1 to z(n) n? t(A, Gy) z(n)
—t(A,Gy) =~ = :
6 (4, G1) (n+1)3 + (n+1)3 (n+1)3 6 + (n+1)3
s mivel lathate _0 oot T 2 o
és mivel lathatoan x(n) = O(n), ezér lim m =0, igy

lim (A, Gy) ~ lim t(A, Gy)

n—oo n—oo

26%107° | lpa e AT N ~
o
Hh 25%10°%
=
B3
5
=
B 24x107°
E
S
T
23x 1075 - G
—i— 3
. === limt{A Go) = limtA, Gy)
22%10-
10° 10¢
n

3.2. dbra. A haromszogstirtiség alakulasa SBM és Barabéasi-Albert szabaly szerint 1 db.
csucesal bovitett SBM esetén, amint n értéke novekszik (3.7)

A szimulaciok is alatamasztjak ezt a kovetkeztetést, amint azt a[3.2)abran lathatjuk. Itt
SSBM (1000, 5, %, ﬁ) kiindulasi graf esetén az mutatkozik, hogy a haromszogstiriiség
1 darab cstcs Barabési-Albert-modszerrel valé hozzdadasa utan ugyanoda konvergal,
mint a kiindulasi (SBM) graf haromszogstiriisége. Az abran a két érték alakulasa lathato
egy sorsolds sordn, amint n rendre az 500, 750, 1000, 2500, 5000, 7500, 10000, 12500,
15000 értékeket veszi fel.

Ha a G,, graf haromszogstiriiségét vizsgaljuk szamitogéppel, amint n értéke névek-
szik, azt lathatjuk, hogy elég nagy n-re a ez mintha bestiriisédne egy bizonyos érték

kornyezetébe. A abran a haromszogstiriiség alakulasat lathatjuk, amint n rendre a
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100, 200, 300, 400, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000 értékeket veszi fel. A

kiindulasi graf itt is az SSBM (1000, 5, %, ﬁ) szimmetrikus sztochasztikus blokkgraf

volt.

5Ex 107

5.4x 107

5.2x107%

- Gn

5x107¢

48x107¢

46%107*

10¢ 10°

3.3. dbra. A G,, graf haromszogsiriségének alakulasa, amint n értéke novekszik ([3.8)

A abran lathatd jelenség valamilyen értelemben érthetd, hiszen adott kiindulasi
graf esetén 1j haromszog csak tgy tud keletkezni, ha az Gj cstcs egy olyan él mindkét
csucsdhoz kapcsolodik, ami mar az el6z6 grafban is szerepelt. Azonban, ha az egyik
végponthoz hozza is kotjiik az 10 csicsot, ett6l nem fog néni annak a valoszintisége,
hogy a masikhoz is hozzakotjiik, és igy haromszog keletkezik. Ahhoz, hogy még jobban

megértsiik, mi torténik, bevezetiink egy 1j fogalmat. Egy egyszert G graf klasztere-
s hom(A, G)

" [{{en,e2t C E(G): |er Neg| = 1}

vagyis ez nem mas, mint a G-ben taldlhat6 haromszogek szamanak haromszorosa és

sedési egyttthatdjin a C(G) mennyiséget értjiik,
an. cseresznyék (2 hosszu utak) szdmanak hanyadosa. Bollobas és Riordan 2003-ban

megmutatték [5], hogy a ritka esetben m € N* esetén

B [o (par)] = 5

I
nl—{go (ln n)Q

ami azt jelenti, hogy ha m > 2, akkor E [C (PAE{”’O))] ~ mT’l . %, amint n — o0.
Ez lim % = 0 miatt pedig megmagyarazhatja, hogy miért csokkenti a preferential
n—oo

attachment dinamika a haromszogstriiséget, amint n értéke egyre nagyobb lesz. Persze
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a mi esetiinkben siird grafokrol beszéliink, az elébb leirt eredmény pedig ritka grafokrol
sz0l, tehat az nem alkalmazhato kozvetleniil a mi esetiinkre. Ettdl fiiggetleniil ez az
aszimptotika ramutathat arra, hogy ebben az esetben is valami hasonl6 jelenség mehet
végbe a preferential attachment dinamika altal.

Szintén az ugyanilyen szimmetrikus sztochasztikus blokkgraffal inditva a szimu-
laciot — annyi eltéréssel, hogy most n = 5000 —, 100-szor fiiggetleniil sorsoltunk G,

grafokat. A [3.4] 4bran ezek haromszogstirtiségeibdl készitett hisztogram lathato.

20.0 4
17.5
15.0 A
12.5

8 10,0 4
75 1

5.0 4

25 4

0.0 -
0.000460 0.000465 0000470 0000475 0000480 0.000485
tA, Gn)

3.4. abra. 100 db. fiiggetleniil sorsolt G,, graf haromszogsiirtiségébdl készitett hisztog-
ram n = 5000 esetén ([3.9)

Eszrevehetjiik, hogy a normalis eloszlashoz hasonlo alak jelent meg, ezért azt sejthetjiik,
hogy a varhato értéktsl valo eltérésnek megfelel6 normalizalas utan ennek normalis

eloszlas a hatarértéke.
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Fuggelék

Ebben a fejezetben a szimuldcidkat kivitelez§ szamitogépes programok forraskodjai

vannak. Minden program a Python nyelvben irédott, és a kévetkezd csomagokat hasz-

nalta:

import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

AR

szimulaciokhoz hasznalt programok forraskodjai:

1 #Haromszogsuruseg

X = np.array([100, 250, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000,

y = np.array ([])

5 p=0.1

5

ER_limit = p**3

for i in range(len(x)):
n = x[i]
G = nx.erdos_renyi_graph(n, p)
tri_dens = 2xtri(G) / (len(G)*%*3)
y = np.append(y, tri_dens)
3 #grafikon
fig, ax = plt.subplots()

; ax.plot(x, y, color = ’blue’,marker = ’07)
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plt.axhline(y = ER_limit, linestyle = ’--’, color = "red")

o plt.grid(visible = True, which = ’both’)

ax.loglog ()

> ax.set(xlabel = ’$n$’, ylabel = ’$t(\Delta, $ER$_n(p))$’, title = "$p
=0.15%")
plt.annotate("$y=p~3$", (90, ER_1imit+0.012%10%*(-3)), color = "red")
plt.show ()

Listing 3.1. A haromszogstrtiség szimulilasa Erdgs-Rényi-graf esetén

#elsuruseg
x = np.array([100, 200, 300, 400, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000,
5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 100001])

np.array ([1)

<
I

p=0.15
ER_limit = p
for i in range(len(x)):
n = x[i]
G = nx.erdos_renyi_graph(n, p)
tri_dens = 2xlen(G.edges()) / (len(G)*x2)

y = np.append(y, tri_dens)

#grafikon

5 fig, ax = plt.subplots ()

7 ax.plot(x, y, color = ’blue’,marker = ’07)

o plt.axhline(y = ER_limit, linestyle ’--?, color = "red")

plt.grid(visible = True, which = ’both?’)
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9

10

11

ax.loglog ()

ax.set(xlabel = ’$n$’, ylabel = ’$t(-, $ER$_n(p))$’, title = "$p=0.15$
")
; plt.annotate ("$y=p$", (90, ER_1imit+0.02*10**(-2)), color = "red")
plt.show ()

Listing 3.2. Az élstirtiség szimulalasa Erd&s-Rényi-graf esetén

A 2.2 szimulacio forraskodja:

def SBM(n, scale, probs):
sizes = [int(s*n) for s in scale] #community meretek

return nx.stochastic_block_model(sizes, probs)

def tri(G): #haromszgek szamanak 3-szorosa

return sum(list (nx.triangles (G).values()))

probs = [[0.29, 0.001, 0.001, 0.005, 0.002],
[0.001, 0.3, 0.001, 0.001, 0.001],
[0.001, 0.001, 0.45, 0.002, 0.00017,
[0.005, 0.001, 0.002, 0.25, 0.003],
[0.002, 0.001, 0.0001, 0.003, 0.4]]

scale = [0.13, 0.241, 0.145, 0.29, 0.194]

#limesz

7 1limit = O

s for 1 in range (5):

limit+= scale[i]l**3 * probs[i][i]#**3

for i in range(5):
for j in range(5):
limit += (3% scale[i]#**2 * scale[j] * probs[i][i] * probs[i][j]

**2) * int(bool(i!=3j))
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50

51

ot
)

5 plt.grid(visible

v ax.set (xlabel

25 for i in range(5):

for j in range(5):

for k in range(5):
( 6% scale[il

limit += * scale[j] * scalel[k]

* probs[il[j]

*

probs[jI1[k] * probs[k][i] ) * int(bool(i!=j and j!=k and k!=i))

#szimulacio

X 250, 500,

10000]1)

np.array ([100, 750, 1000, 2000, 3000,

7000, 8000, 9000,

y = np.array ([])

for i in range(len(x)):

x[il]

SBM(n, scale, probs)

_dens 2%xtri(G) / (len(G) *%3)

y np.append(y, tri_dens)

# grafikon

fig, ax plt.subplots ()

ax.plot(x, y, color ’blue’, marker = ’0?’)

plt.axhline(y limit, linestyle = ’--’, color

True, which ’both?)

ax.loglog ()

Y$n$
plt.annotate ("$\1lim_{\inftyl} t (\Delta,

ylabel ’>$t (\Delta,

$SBM$_n) 8",

+0.012%10%%(-3)), color "red")

plt.show ()

4000, 5000,

llredll)

$SBM$_n)$’)

(100, 1limit

Listing 3.3. Az haromszogsiiriiség szimulidlasa SBM esetén
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A [2.3] abra forraskodja:

1 n=1000
scale = [0.13, 0.241, 0.145, 0.29, 0.194]
3 sizes = [int(s*n) for s in scale] #community meretek
probs = [[0.29, 0.001, 0.001, 0.005, 0.002],
[0.001, 0.3, 0.001, 0.001, 0.001],
[0.001, 0.001, 0.45, 0.002, 0.0001]7,
[0.005, 0.001, 0.002, 0.25, 0.003],
[0.002, 0.001, 0.0001, 0.003, 0.4]]
G = nx.stochastic_block_model (sizes, probs)
» options = {

14

16

18

’node_color’: ’red’,
’node_size’: 5,

’width’: 0.1,

nx.draw_spring (G, #**options), nx.draw_circular (G, **options)

Listing 3.4. SBM-graf lerajzolasa kozosségenként és korkordsen

A [2.4] dbra hasonlo inicializaci6 utan késziilt, az alabbi parancsokkal:
nx.draw_random (G, **options), nx.draw_spring(G, **options)

Listing 3.5. SBM-graf lerajzolasa véletlenszertien és kozosségenkeént

A B.1] szimulacio forraskodja:

def SBM(n, scale, probs):
sizes = [int(s*n) for s in scale] #community meretek

return nx.stochastic_block_model(sizes, probs)

5 scale = [1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5]

w = [[1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
[(1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
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[1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/251]

;3 x = np.array([100, 200, 300, 400, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000,

5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 100001)

y = np.array ([])

s for i in range(len(x)):

x[i]
SBM(n, scale, w)

n

G

Gn = nx.barabasi_albert_graph(2*n, n//10, initial_graph = G)
edge_dens = 2xlen(Gn.edges()) / (len(Gn) *x*2)

y = np.append(y, edge_dens)

3 fig, ax = plt.subplots ()

5 ax.plot(x, y, color = ’blue’,marker = ’0’)

plt.grid(visible = True, which = ’both’)
ax.loglog ()

ax.set(xlabel = ’$n$’, ylabel = >$t(-, G_n)$’)

plt.show ()

Listing 3.6. Az élstirtiség szimulalasa a [3.1] szakaszban leirt modelld graf esetén

A szimulacid forraskodja:

def SBM(n, scale, probs):
sizes = [int(s#*n) for s in scale] #community meretek

return nx.stochastic_block_model(sizes, probs)

def tri(G): #haromszgek szamanak 3-szorosa

return sum(list (nx.triangles (G).values()))

scale = [1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5]
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10

11

34

s Extended_tridensities

w = [[1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25]1]

#szimulacio
SBM_tridensities = []
L]

x = np.array([500, 750, 1000, 2500, 5000, 7500, 10000, 12500, 15000])
for i in range(len(x)):

n = x[il]

G = SBM(n, scale, w)

SBM_tridensities.append (2xtri(G) / (len(G) **3))

Gl = nx.barabasi_albert_graph(n+l, n//10, initial_graph = G)

Extended_tridensities.append (2*xtri(G1l) / (len(G1) **3))

y_SBM = np.array(SBM_tridensities)
y_BA1l = np.array(Extended_tridensities)
#limesz

#elvileg ez a limesz: (3.3) a dolgozatban

35 1imit = 0

36

for i in range(5):

limit+= scale[i]**3 x w[i][i]*x3

for i in range(5):
for j in range(5):
limit += ( 3% scale[i]l**2 * scalel[j] * wlil[i] * w[il[jI**2 ) =*
int (bool(il!=3j))
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; for 1 in range (5):

for j in range(5):

for k in range(5):

limit += ( 6% scalel[i] * scale[j] * scalelk] * w[il[j] * w[j][k]

* wlk][i] ) * int(bool(i!=j and j!=k and k!=i))

#grafikon

o fig, ax = plt.subplots ()

ax.plot(x, y_BAl, color = ’blue’, marker = ’0’, label = "$G_1$")
ax.plot(x, y_SBM, color = ’green’, marker = ’o0’, label = "$G_0$")
plt.axhline(y = limit, linestyle = ’--’, color = "red", label = "$\

lim_{\infty} t(\Delta, $G$_0) = \lim_{\inftyl} t(\Delta, $G$_1)$")

plt.grid(visible = True, which = ’both’)
ax.loglog ()
ax.set(xlabel = ’$n$’, ylabel = "Haromszogsuruseg")

ax.legend ()

plt.show ()

Listing 3.7. Barabasi-Albert mo6dszerrel bevett 4j cstcs haromszogstirtiségre gyakorolt

hatas vizsgalata SBM kiindulési graf esetén

A szimulacio forraskodja:

def SBM(n, scale, probs):
sizes = [int(s*n) for s in scale] #community meretek

return nx.stochastic_block_model(sizes, probs)
scale = [1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5]

w = [[1/256, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/10001,
[(1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000],
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[(1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25]]
> x = np.array([100, 200, 300, 400, 500, 750, 1000, 2000, 3000, 4000,
5000, 60001])

3 y = np.array ([])

5 for i in range(len(x)):
n = x[il]

G

SBM(n, scale, w)
Gn = nx.barabasi_albert_graph(2*n, n//10, initial_graph = G)
edge_dens = 2xtri(Gn) / (len(Gn) **3)

y = np.append(y, edge_dens)

> fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(x, y, color = ’blue’,marker = ’07)

5 plt.grid(visible = True, which = ’both?’)

27 ax.loglog ()

28 ax.set(xlabel = ’$n$’, ylabel = >$t(-, G_n)$’)

N

plt.show ()

Listing 3.8. A szakaszban leirt modell haromszogstirtiségének alakulasa

A B.4] szimulacio forraskodja:

n=5000
sizes = [n//5, n//5, n//5, n//5, n//5]

sw = [[1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25, 1/1000],
[1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/1000, 1/25]1]

(]
for i in range (100):

ct

~

.
]

(]
]

nx.stochastic_block_model (sizes, w)
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Gn = nx.barabasi_albert_graph(2*n, n//10, initial_graph = G)
t = sum(nx.triangles (Gn).values())

tri.append(t)

ct
I

[ex2 / ((2*n)**3) for e in tri]

= np.array(t)

o
I

o # hisztogram

fig, ax = plt.subplots()

ax.hist(x, bins=10, linewidth=0.5, edgecolor="white", zorder=2)

23 ax.set(xlabel = ’$t(\Delta, G_n)$’, ylabel = ’db.’)

ax.grid(zorder = 0, linestyle = ’:7)

plt.show ()

Listing 3.9. A szakaszban leirt modell haromszogstiriiségéhbsl készitett hisztogram
100 fiiggetlen sorsolas esetén (n = 5000 mellett)
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