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Bevezetés

A péarhuzamos algoritmusok kiemelt fontossdguak, ha a modern videdkartyak, szamitégép halézatok és szu-
perszamitogépek szamitasi kapacitasait szeretnénk kihasznalni. A dolgozatban a motivacié parhuzamos al-
goritmusok térgyaldsira elméletibb jelentdsségil, a Megiddo &ltal [Meg79] és [Meg83a] cikkeiben bevezetett
paraméteres keresési médszer forméajaban.

A dolgozat els6 felében paraméteres kereséshez és jelen dolgozatban szerepld alkalmazasaihoz sziikséges isme-
reteket mutatunk be parhuzamos és szekvencidlis algoritmusokrol. Tébbek koézott latni fogjuk, hogy a - dolgo-
zatban parhuzamos szamitdsokhoz hasznélt - PRAM modellben hogyan lehet 6sszegezni, minimumot keresni és
minimalis koltségii feszit6fat konstrudlni. A PRAM modell kiilonb6z6 valtozataira és ezek kozti 6sszefliggések-
re is kitériink. Parhuzamos rendezésre rendez6 halés megoldédst fogunk targyalni, hogy lefektessiik a dolgozat
végén ismertetett, Cole [Col87] cikkében publikilt gyorsitdsdhoz sziikséges alapokat.

A szakdolgozatban ismertetett paraméteres kereséssel bizonyos feladatokra - altalaban egy szekvencialis és egy
parhuzamos algoritmust felhasznalva - konstrudlhaté hatékony szekvencidlis algoritmus. Be fogjuk vezetni a
standard alakot, ami egységes keretrendszert ad bizonyos tipust paraméteres keresési algoritmusok bemutata-
sara. Ezt felhasznalva tobbek kozott latni fogunk algoritmust mozgé pontok halmazanak minimalis atmérdjének
kiszamitasara és arra, hogy silyozott csticst fa esetén megtalaljuk a maximalis A* sulyt, hogy k élt elhagyva
minden komponens 6sszstlya legalabb \*. Ezutdan ratériink a standard alak egy kénnyebben kezelhetd specia-
lis esetére, amivel tortlinearis kombinatorikai optimalizélasi feladatokra mutatunk megoldasokat. A dolgozat
végén specifikus gyakori esetekre mutatunk tovabbi technikdkat, amikkel jobb futésidOket lehet elérni.

A paraméteres keresést nehéz hatékonyan implementalni, hiszen mas algoritmusok futdsi médjat manipulélja,
igy az ezzel létrehozott algoritmusok féleg elméleti jelentGsségliek. Sok helyen helyettesitheté példaul a New-
ton modszerrel, vagy randomizalt algoritmussal, viszont van, ahol ezzel valésithaté meg optimalis futasideji
algoritmus. A mddszer gyakorlati alkalmazhat6sagat néveli Oostrup és Veltkamp [OV02] keretrendszere, ami
sok feladatra jelentGsen egyszeriibbé teszi a modszer implementélasat.



1. fejezet

Alapveto definicidk, jelolések és
szekvencialis algoritmusok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a dolgozat tobbi részében hasznalt alapvetd definiciékat és jeloléseket és ismer-
tetiink néhany késébb hasznalt szekvencialis algoritmust.

1.1. Definicidk és jelolések

Algoritmusok futdsidejét konstansoktdl eltekintve vizsgdljuk ebben a szakdolgozatban. Fontos megjegyezni,
hogy az ordd jelolés nagy konstansokat rejthet, mint példdul az AKS rendezd halénal, igy az arra épiild
eredmények inkabb elméleti jelentésségiiek.

Definicié. Adott f,g: N — N fiiggvényekre f € O(g), ha 3¢, M e R: Vo > c: Mg(z) > f(x)
< f(z)

A —beli feladat és az ehhez hasznalt @-ben leirt centroid dekompoziciés eljaras egyszeriibb targyalasa
érdekében vezessiik be a kévetkez6 definiciokat.

Definicié. Adott f,g: N — N fiiggvényekrere f € Q(g), ha 3¢, M e R:Vz > ¢: Mg(x)

Definicié. Egy (F,v) gyOkeres fagraf, egy F fa és vg kijelolt csicsbdl 4ll, amit gyokérnek neveziink.
Definicié. Gyokeres fagrafban egy csics gyerekei azon szomszédjai, amik a gyokértél nala messzebb vannak.

Definicié. Gyokeres fagrafban egy v cstics leszarmazottjai azon csicsok, amikbdl a gydkérbe vezetd Ut
tartalmazza v-t.

Definicié. Gyokeres fagrafban egy v csiics sziilGje a p csiics, aminek v a gyereke.

Jelolés. A dolgozat sordn algoritmusok futdsidejét T-vel, annak alsé indexes valtozataival, illetve T'(n)-el
fogom jelolni. Ez mindenhol fiiggvénye a bemenet méretének, viszont a dolgozat masodik felében nem fogom
kiirni a T fiiggvény paramétereit.

Jelblés. logn := max(log, n, 1) a dolgozatban, hogy a futdsidészamitasok egyszeriibbek legyenek.
Jelolés. @ a binaris kizard vagy-ot jeloli a dolgozatban.

Jelolés. A dolgozat sordn hasznaljuk az n := |V|,m = |E| jeloléseket a G(V, E) graf élei és csiicsainak
szamara.

Megjegyzés. A dolgozatban egyszeriibb futdsidészamitasok kedvéért feltessziik, hogy a targyalt grafok Ossze-
fiiggbek és egyszertiek, igy O(n) < O(m) < O(n?)



1.2. LINEARIS IDEJU MEDIANKERESES

1.2. Linearis idejii mediankeresés

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy n szdm medidnja megtaldlhaté O(n) id8ben, a Cormen, Leiserson,
Rivest és Stein altal irt ,Introduction to Algorithms Third Edition” [Cor+09] §I1.9.3 alapjan. Ezt az algoritmust
a paraméteres keresést targyald fejezetben fogjuk hasznalni.

Az ,Introduction to Algorithms Third Edition” [Cor+09]§I1.9.2-ben is szerepls — legrosszabb esetben O(n?)
futdsideji — quickselect algoritmus kovetkezd véltozataval n szdmnak O(n) idében megtaldljuk a medidnjdt:

Algorithm 1.1: median (x) megtaldlja az z n elem@ tomb elemei koziil az L%J—edik legkisebbet

1 Function median(x):
2 L return select (|(size of x)/2],2);

// akar ()(n2)—es rendezéssel is j6, max b5 elemliek a rendezendd témbok

3 Function select (k,x):
4 if size of x<5 then
5 L return kth element of x after sorting;

medians < empty list;

for i =0 to [%W do
8 | append median of z[5d], - - 2[5i + 4] to medians; // ttlindexelt elemeket ignordlva
9 pivot < median(medians); // %L eleml halmazra ugyanez a medidnkeresés
10 smaller < empty list; '
11 largereq < empty list;
12 for i =0 ton do
13 if z[i] < pivot then
14 ‘ append x[i] to smaller;
15 else if z[i] > pivot then
16 L append z[i] to larger;
17 if n—size of larger < k then
18 L return select (k — (n — size of larger),larger);
19 if size of smaller > k then
20 ‘ return select (k, smaller);
21 else
22 L return pivot;

A medidnok medidnja tranzitivitds miatt nagyobbegyenld a kis csoportok kisebbik medidnja felébol darabon-

ként harom elemnél, tehdt az = elemei koziil legaldbb ?{—’8 — 4-nal nagyobbegyenlé. Tovabba szimmetria miatt

legalabb ugyanennyinél kisebbegynlé. Emiatt a végén legfeljebb %L + 4 méreti feladatra hivjuk meg rekurzivan
a metodust. A futdsidére tehat teljesiil a kovetkezo:

T(n) = 0(1) han < 100
IV + (22 +4) + O(n) haz > 100

1.2.1. Tétel. Az algoritmus futdsideje T'(n) = O(n).

Bizonyitds. Indukciéval megmutatjuk, hogy T(n) < en valamilyen ¢ konstansra:

n < 100 esetén vildgos, hogy ez egy elég nagy c-re teljesiil. Kiilonben pedig az indukciés hipotézis miatt
valamilyen a-ra T'(n) < c¢([2]) + (3¢ +4) + an < (2% +5) + an = cn — ($¢ — 5¢ — an).

Ez legfeljebb cn, amennyiben —({§ —5¢ —an) <0 <= ¢ > 10a;"%;.

n > 100 miatt =5 < 2, tehat ¢ > 20a elégséges, igy ¢ = max(c’,20a) j6 valasztds. O



1.3. CENTROID DEKOMPOZICIO

1.3. Centroid dekompozicié

Ebben a fejezetben a centorid dekompiziciét ismertetem, ami egy kozismert technika fagrafokkal kapcsolatos
algoritmusoknal. Ezt kés6bb E.Z.S;ban fogjuk hasznélni.

Definicié. Egy T = (V, E) fa centroidjanak nevezziik egy v csticsdt, ha v-t elhagyva minden keletkez$
komponens mérete < g

1.3.1. Allitas. Minden fdban van centroid.

Bizonyitds. Keressiink centroidot a kovetkez6 algoritmussal:

1. Valasszuk ki a fanak egy tetszOleges v cstcsat

2. Amennyiben v-t elhagyva minden komponens mérete < 4 centroidot taldltunk

n

3. Kiilénben létezik pontosan 1 komponens, aminek mérete > 5, ennek a komponensnek legyen a v-vel

szomszédos cstcsa az 4j v és térjiink vissza a 2. ponthoz.
Ha az algoritmus nem ér véget, akkor legyen v az els6 csics, ami masodszorra tolti be v szerepét, v; pedig az
a csucs, aki kozvetleniil vy el6tt volt v.
Amikor el0szor voltunk vs-ben, v1-be mentiink tovabb, mert kiilonben vq-be érkezés el6tt elérnénk masodszorra
vo-be. Igy:
o vy-t elhagyva a vi-et tartalmazé K komponensre |Ki| > &

« vi-et elhagyva vy-t tartalmazé Ko komponensre [Kp| > 5

Ez a két komponens viszont diszjunkt, ami ellentmondas, tehat az algoritmus véget ér csticsismétlés nélkil. [J
Megjegyzés. Belathato: egy faban legfeljebb 2 centroid van, és ha kett6 van, szomszédosak.

Az el6bbi bizonyitasbeli eljards egy kis gyakorlati tigyeskedéssel ad egy O(n) futésidejii algoritmust ami meg-
talalja a centroidot:

Valasszunk egy tetszéleges v gyokeret a fanknak, majd mélységi bejarassal szamoljuk meg minden u cstcsra a
¢y, szadmot: ha a sziil6jét elhagyndnk hany csics lenne a komponensében (leszdrmazottjainak szdma +1).

k
Innentdl amikor v-t valtunk vo-rél vi-re ¢, < 1+ > ¢y, ahol vy szomszédjai vy, wy,wa, -+ , Wg.
i=1

~ Xk ~v

Centroid dekompoziciéonal a fentieket alkalmazva megkeressiik az T fa egy c centroidjat, majd az ezt
elhagyva keletkez6 minden komponens gyokerét és centroidjat rendezett parként adjuk hozza a c-hez rendelt
listdhoz. Mivel minden lépésben a keletkezd fak legfeljebb feleakkordk a rekurzié mélysége O(logn), igy a
centroid dekompozicié szamolhaté O(nlogn) idében.

Ez gyakran hasznos, ha olyan 7T tulajdonsagara vagyunk kivancsiak egy fanak, ami gyorsan szamithaté az egy
csuesot elhagyva keletkez6 komponensek 7 tulajdonsigabdl, hiszen igy a gyokér azonositja a részfat ha minden
csucsban eltaroljuk gyerekeinek listajat. Erre @—ben latunk majd alkalmazast.

1.4. Linearis fiiggvények minimumanak kiszamitasa

Aldbb a Megiddo 4ltal [Meg79] appendixében bemutatott mddszert ismertetjiik, amivel O(n) idében kiszamit-
hat6 n linearis fiiggvény pontonkénti minimuma a kovetkez6 feladatban leirt formaban. Ezt a fejezetben
fogjuk hasznalni.

1.1. Feladat. Adottak f1(t), -, fu(t) linedris figgvények: fi(t) = a;t + b;.
Szdamitsuk ki ezek g(t) := {min }fi(t) pontonkénti minimumfiigguényének —oo =to < t; < -+ < tjy; = 00
i€{l,--,n

toréspontjait, illetve ko, - - -, k;-t, hogy g(t) = fr, (t)(Vt € [ts, tixa])(Vi € {1,--- ,j}).



1.4. LINEARIS FUGGVENYEK MINIMUMANAK KISZAMITASA

A megoldds kulcsa, hogy g meredeksége minden toréspontnél csokken. Csokkend sorrendbe rendezziik az (a;, b;)
parokat lexikografikusan, azaz (a;,b;) < (aj,b;) <= a; < a; vagy a; = a;j és b; < b;.

Ezutan az fy,---, fi-re vonatkozé t; és k; értékekbdl ki tudjuk szamitani az fi,---, fiy1-re vonatkozdkat —
az ,Introduction to Algorithms Third Edition” [Cor+09]§VI1.33.3-ban is megtalalhaté Graham’s scan algorit-
musra emlékeztet6 modon — az el6z6 részmegoldast modositva.

Algorithm 1.2: Lineéris fliggvények minimuma

input : (a1,b1), -, (an,bn)
output: k, t tdmbok

1 s « permutation of original indices in [(a1,b1), -, (an,by)] sorted ; // a fenti rendezés
szerint

t[0]« —o0;

k[0]« s[0];

l+0;// az utolsdé téréspont indexe

for j = s[1] to s[n] do

notfound < true;

while [ > 0 and notfound do

bi—b P . . . .
AL—HQ;// a kovetkezo lin fv metszéspontja az utolsdval a
akmfa]

kiszédmitott minimumban

o N o ok~ W N

mp <

9 if mp < t[l] then
10 delete t[I] and k[{];
11 l+—1-1;
12 else
13 t[i+ 1]« mp;
14 k[I+1]« j;
15 l<—1+1;
16 not found + false;

17 ile =0 then

18 if a; = ay[g) then
19 | k[0« 1;

20 else

21 t[1] %,
22 k[1] « I;

23 return k,t;

O(nlogn) a rendezéshez sziikséges id6. Utdna minden egyenes legfeljebb egyszer kertil be a minimum szakaszai
kozé és legfeljebb egyszer keriil ki, tehat O(n) miiveletet végziin. Ez ésszesen O(nlogn).

1.4.1. Tétel. algoritmus futdsideje T'(n) = O(nlogn).



2. fejezet

Parhuzamos algoritmusok

Ebben a fejezetben a parhuzamos algoritmusokat fogjuk targyalni. Ezek 6nmagukban is érdekesek és hasznosak
a GPU-k és szuperszamitdgépek miatt, viszont ebben a dolgozatban a kivetkezo fejezetben targyalt paraméteres
keresés miatt vezetjiikk be. Paraméteres keresésnél szekvencialisan akarunk futtatni parhuzamos algoritmust,
igy az itt targyalt PRAM modell megfelel céljainkra.

A fejezet JAJ4 ,An Introduction to Parallel Algorithms” [J4J92] cimii konyvének részeit dolgozza fel, kivéve a
megjelolt helyeket.

2.1. Altaldnosan a parhuzamos algoritmusokrél

Péarhuzamos szamitégépek modellezésére szakirodalomban sok kiilonb6z6 modell eléfordul, hiszen itt a pro-
cesszorarchitekturak is kevésbé szabvanyosak. Itt nem adodik egyértelmiien természetes és kényelmes model,
ami lényegében ekvivalens minden mésikkal, mint a RAM szekvencidlis szamitdsok esetén.

Ebben a dolgozatban a szinkronizalt PRAM (Parallel Random Access Machine) architektirat fogjuk haszndl-
ni, hiszen az ezekre irt kéd nagyon hasonlé a RAM programokhoz, igy hasznalhatjuk az ottani megszokott
eszkoztarat kevésbé fokuszalva a technikai részletekre.

Ebben a modellben adott p processzor, viszont darabszamuk a bemenet méretének is lehet fiiggvénye. Minden
processzor rendelkezik sajat meméridval, amit gy tud hasznalni, mint egy RAM gép, és a processzorok az
i-edik (konstansidejli) programsort ugyanabban az idépontban végzik el parhuzamosan. Ezenkiviil van egy
globéalis memoria, amibdl mindegyik processzor tud olvasni, és tud bele irni.

A globélis memoriabol torténd adatlekérdezésre (olvasasra) és abba torténd frasra helyezett megkotések szerint
szokas megkiilonboztetni még az alabbi 5 tipusat PRAM-nak:

« EREW (Exclusive Read Exclusive Write) Itt a globélis memoria adott memériaciméhez egy idSegységben
csak egy processzor férhet hozza.

o CREW (Concurrent Read Exclusive Write) Itt a globdlis memoéria egy memériacimérol egyszerre tetszé-
legesen sok processzor olvashat, viszont egy idGegységben csak egy processzor irhat egy globalis memo-
riacimre.

o CRCW (Concurrent Read Concurrent Write) Ebben az esetben egyszerre olvashat be tobb processzor
ugyanarrol a globéalis memoriacimrol, illetve egyszerre irhatnak is ugyanarra a memoriacimre. Ezen beliil
az ugyanarra a memoériacimre torténd egyszerre iras kezelésének megoldasa sem egységes:

— kozonséges CRCW: Csak akkor irhatnak processzorok ugyanarra a memériacimre, ha ugyanazt irjak

— véletlenszerit CRCW: Ha egyszerre irnak ugyanoda processzorok, akkor egy azok koziil véletlensze-
rlien valasztott fog érvényesiilni.

— prioritdas CRCW: Minden processzornak van egy egyedi azonositészdma, és egyszerre torténé irds
esetén a legkisebb azonositészamu fog irni.



2.1. ALTALANOSAN A PARHUZAMOS ALGORITMUSOKROL

Megjegyzés. Az ERCW (Exclusive Read Concurrent Write) modellel nem szokés foglalkozni, hiszen ha parhu-
zamosan tudunk, nem realisztikus megkotés hogy olvasni nem lehet.

Vilagos, hogy ezek fentrdl lefele haladva egyre megenged6bb modellek, viszont be fogjuk latni @—bcn, hogy
a legmegengedébb prioritdas CRCW modellre valé O(T) futédsidejii O(p) processzort hasznalé algoritmus szi-
mulalhaté O(T log P) futdsidével EREW-en O(p) processzorral. A kovetkez6 két allitasbél kovetkezik, hogy ez
éles is. Ezek bizonyitdsai JAJ4 [J4J92] konyvének megjelolt fejezeteiben szerepelnek.

2.1.1. Allitas. (}JdJ92]§10.2.5) CREW modellben Q(n) id6 x1,--- ,x, bindris vdltozéra \/ x; kiszdmitisa
=0
processzorszamitol figgetlendl.

Megjegyzés. Fz EREW-re is teljesiil, hiszen gyengébb modell.

2.1.2. Allitas. (}JdJ92/§10.3.3) EREW modellben p processzorral egy n hosszi monoton bindris sorozatban
a nulldk szdmdnak meghatdrozdsdhoz Q(logn — logp) idd kell.

Létni fogjuk, hogy ezek az eggyel megenged6bb modellben O(1) idében kivitelezhetSek.

Az érdekl6do olvasd kiillonb6z6 CRCW valtozatok kozotti szimuldciordl tébbet talal JaJa konyvének végén
[J4J92)§10.1-ben.

A paraméteres kereséshez (amint @—ben latni fogjuk) megfelel a prioritds CRCW is, tehdt feltételezhetd,
hogy abban a modellben dolgozunk, viszont minden algoritmusnél jelzem, hogy mi a legmegkotottebb modell,
amiben miikodik.

A parhuzamossag teljesen preciz kezelését a kovetkezd utasitdsok haszalatival lehet megtenni:

ez

ez

valtozéba értékként.

Ezeket hasznalva két n hosszi vektor koordindtdnkénti dsszeadasa a kovetkezd mdédon megtehet6 EREW-ben
O(1) idében n processzorral:

Algorithm 2.1: az i-edik processzor kddja vektorosszeaddsnél

input : z,y egyez6 dimenzi6éju vektorok
output: z az inputvektorok Gsszege
global read( z;, a);

global read( y;,b);

c+—a+b;

global write( z;, ¢);

W N

A tovabbiakban viszont a tomorség kedvéért amikor globélis memoridhoz nyl a processzor, ezeket nem fogom
kifrni. Ezzel a fenti kod erre egyszertisddik:

Algorithm 2.2: az i-edik processzor kodja vektorosszeadasnal

input : z,y egyez6 dimenzidju vektorok
output: z az inputvektorok 6sszege
1 2 <= Xy + Ui

Végezetiil hasznalni fogom a parallel for i € S do absztrakciét, ami jelzi, hogy az ezt kovetd ciklusban 1évé
utasitdsok egyszerre |S| processzorral kovetenddek/kovethetSek. A dolgozatban szerepld pszeuddkdd dgy lesz
megirva, hogy parallel for helyére for-t irva kis alakitassal helyessé tehetok, kivéve prioritas CRCW esetén.
Ebben a modellben ugyanis pont az irdsi sorrend manipulécidja a pluszeszkoz, amivel egyes esetekben gyorsabb,
vagy legaldbbis egyszeriibben leirhaté gyors algoritmusokat lehet konstrualni a kétottebb modellekhez képest.
Ezzel tehat utoljara a vektorosszeadas:
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Algorithm 2.3: vektorosszeadas

input : z,y n-dimenziés vektorok
output: z az inputvektorok Gsszege
1 parallel for i =0 to n do
2 | oz ity

3 return z;

Ez az absztrakci6 lehetévé teszi, hogy ilyen mddon megirt p processzoros O(T) futédsidejii parallel for kod-

blokkot p’ < p processzorral futtassunk O(T [51 ) idében azéltal, hogy a rendelkezésre 4116 processzorok kozott

szétosztjuk a végrehajtando feladatokat. Ez prioritds CRCW-vel nem miikddik, viszont a @—ben leirt médszer
erre is adaptalhaté. Ezért viszont valamivel népszeriibb a kézénséges CRCW modell, hiszen nincs tobbletfu-
tasidé abbdl, ha ilyen médon szimuldlunk tobb processzort. Ez a valésagban relevansabbd teszi a modellt, ahol
bar nagyon sok processzorhoz is lehet hozzaférésiink, a feladat méretében polinom sok nem feltétleniil realis.

Pérhuzamos algoritmusoknél szokés T'(n) futésid6 és P(n) processzorszam mellett W (n) Osszlépésszamrol
is beszélni, ami az egyes processzorok altal végzett miiveletek 6sszege. Ekkor vilagos, hogy W < TP, és ezen
keresztiil 6sszehasonlithatébbak parhuzamos algoritmusaink szekvencidlis algoritmusokkal olyan tekintetben,
hogy mennyi ,szamitdas megy karba” ahhoz képest, hogy ha optimaélis szekvencialis algoritmust hasznaltunk
volna. Egy mésik haszna az 0sszlépészdmnak az elébbi p’ processzoros gondolatmenet ltaldnositdsa:

2.1.3. Allitas. p’ processzorral PRAM-on T (n) futdsidejii, W (n) ésszlépészimii algoritmust legfeljebb L%J +
T(n) idbben tudjuk futtatns.

Bizonyitds. Ha az i-edik idSegységben az algoritmus W;(n) szamitdsi 1épést végez, akkor azt p’ processzorral

T(n) T(n)

[W;f(,")—‘ idében tudjuk szimuldlni. Ezt Osszegezve: Tpy(n) = > [W;f(,n)w < > {WT(,TL) + lJ < L@J +
i=0 i=0

T(n) O

Végezetiil hasznélni fogom a parallel call kulcsszét egyszerre végrehajtandd (jellemzéen rekurziv) figgvény-
hivésokra, avagy utasitasokra, ahol igy egyszeriibb jelezni.

parallel call f() and g();

Ez tehat azt jelenti, hogy az eljardasok egymdstdl fiiggetleniil végrehajthatéak és végrehajtanddak. Amikor
befejez6dnek, szinkronizacié miatt var a gyorsabban végz6 processzor a lassabban végzdre.

Ezeket az absztrakcidkat haszndlva az igért O(1) megoldédsok:

Algorithm 2.4: P.1.9 llitasbeli feladat megoldasa CREW-ban O(1) idében

input : xq,---,z, monoton 0 — 1 sorozat
output: a nullik szama
1t+0;// van- e két kulodénbézd x;
2 parallel for i =0 ton—1 do

3 z; < 05

4 if z; Ax;41 then // ez legfeljebb egy processzorra teljesil
5 t+ 1;

6 if z; = 0 then

7 ‘ T4

8 else

9 | ren—i;

10 if t =1 then
11 L return 7;

12 if 1 = 0 then
13 ‘ return n;
14 else

15 L return 0;

10
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Algorithm 2.5: P.1.1] 4llitasbeli feladat megoldasa kozonséges CRCW-ben O(1) id8ben
input :a,---,2, € {0,1}

n
output: \/ z;
i=1
1y« 0;
2 parallel for i € {1,--- ,n} do
3 Lifﬂcizltheny%l;

4 return y;

2.1.4. Tétel. Prioritas CRCW-ben a @ algoritmusra T'(n) = O(1), P(n) = O(n), W(n) = O(n).

2.2. Alapvet6 parhuzamos algoritmusok

Ebben a szekcidoban hiarom alapvet6 feladatra fogunk parhuzamos algoritmusokat latni. Ezekben szerepelnek
parhuzamos algoritmusokban gyakori technikak, illetve hasznalni fogjuk 6ket a paraméteres keresést targyald
fejezetben.

2.2.1. Osszegzés

Gyakori feladat néhény szam Osszegének kiszamitdsa. A @ algoritmus ezt a feladatot oldja meg. Csupan az
osszeadds asszociativitdsat haszndlja ki, igy tetsz6leges ® asszociativ miiveletre is mitkodik, igy min(a, b)-re is.

Algorithm 2.6: O(logn) futasidejii, O(n) 0sszlépésszami EREW osszegz6 algoritmus

input :zy,---,2,

output: > | z;

Function sum(xy, -+ ,2,):

if n =1 then

‘ return zi;

else
parallel call a <—sum(zy1, -, 2|, 2)) and b <—sum(z[, 27, ,Tn);
return a+b; // ide + helyett tetszdéleges ® asszociativ miiveletet irva
mikoédik

[=2 %, B SV I

2.2.1. Tétel. EREW-ben a @ algoritmusra T'(n) = O(logn), P(n) = O(n), W(n) = O(n).

Ez az algoritmus egy binaris fat épit fel, aminek az adatok a levelei, és aszerint Osszegzi 6ket, minden cstcsba
a két gyerekebeli értéket irva. Ez sok parhuzamos algoritmusnal alapveté gondolat.

2.2.2. Prefix Osszegzés

i
n
Definicié. Az x vektornak az | xy1,x1 + 22, -+, E xj .-+, . x; | vektor a prefix Gsszege.
j=1 =t
——

i-edik elem

!
Ez gyakran hasznos, mert ezzel O(1) idében szdmolhaté résztomb Osszege, hiszen > z; = p; — pg.
i=k

2.2.2. Tétel. EREW-ben a @ algoritmusra T'(n) = O(logn), P(n) = O(n), W(n) = O(n).

11



2.2. ALAPVET(O PARHUZAMOS ALGORITMUSOK

Algorithm 2.7: O(logn) futdsidejii, O(n) 6sszlépésszamu prefix 6sszeget kiszam{té EREW algoritmus
input :xzy,---,2,
output: py,--- ,p, az x;-k prefix Osszege

1 Function prefixsum(xq, - - ,2,):

2 parallel for i = 0,7 < {%J do

3 L t; < X2i + X2i41;5

t<prefixsum(ty, - ,t|,/2));
parallel for i = 1,7 < n do
switch ¢ do
case i =1 do s1 + x1;
case 1 is even do s; < t;2;
case i is odd do s; < t|;/2) + xi;

© w0 N o oA

2.2.3. Minimumszamitas

Szamok minimuménak kiszamitdsa elemi feladat, és ez sok algoritmusnak épitékove. Ez a @ Osszegz6 algo-
ritmussal megoldhaté O(logn) id6ben, viszont a kovetkezé technikdkal ennél jobb futasid6 is elérhets. Ezt a
jobb futasid6t B.5-ben hasznalni fogjuk.

Feltehetjiik hogy a kapott szamok kiilonb6z6ek, mert a minimumkeresés elétt hozzajuk rendelhetiink tetszoleges
kiilonb6z6 szamokat, mint parok masodik tagjai. Ezutan lexikografikusan rendezhetjiik a kapott parokat. Igy
a masodik szam csak akkor dont, ha van két azonos.

Algorithm 2.8: Konstans idejii minimumkivélaszt6 algoritmus kézonséges CRCW-ben

input : zy,---,x, Ggy, hogy nincs koztik két egyenld
output: A minimaélis elem értéke
parallel for i,j € {1,--- ,n} do
if x; > x; then ¢; j < 0;
L else ¢; ; + 1;

w N =

4 parallel for i € {1,--- ;n} do
n
5 | dsminimal; < A ¢ij;
Jj=1
6 parallel for i € {1,--- ,n} do // csak egyre fog teljesiilni egyediség miatt

7 L if isminimal; = 1 then ret + x;;

8 return ret;

2.2.3. Tétel. Kozinséges CRCW-ben a @ algoritmusra T(n) = O(1), P(n) = O(n?), W(n) = O(n?).

W (n) = O(n?), viszont ez segitségiinkre lesz egy O(loglogn) futasidejli, O(n) dsszlépésszami algoritmus 1étre-
hozasaban, és gyakran hasznos, ha a feladat méretéhez képest kevés objektumnak kell minimumat szamitani.

Definicié. Egy n levelil {4t iteraltlogaritmus mélységiinek neveziink, ha gyokerének /n gyereke van, és
minden gyereke egy /n levelli iterdltlogaritmus mélységii fa gyokere.

Ha egyszertiség kedvéért feltessziik hogy n = 22k, akkor egyszerii indukciéval latszik, hogy a fa 7. szintje
22°=2""" cqiicsbol all, és k + 1 = loglogn + 1 szintje van.

Ebbdl adodik a @ algoritmus. Az 0sszegzéshez hasonléan a fa minden csicsiaban a gyerekeinek minimumaét a
algoritmussal szamitva.

2.2.4. Tétel. Prioritds CRCW-ben a@ algoritmusra T'(n) = O(loglogn), P(n) = O(n), W(n) = O(nloglogn).

Bizonyitds. A @ algoritmus a rekurzié i-edik szintjén a generdlt iteraltlogaritmus mélységli fanak minden
csticsdban O ((22“171)2) miiveletet végez, {gy az i-edik szinten sszesen O ((22]%171)2 - 22k—2kﬂ) =002%) =

O(n) miiveletet végez. O
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Algorithm 2.9: O(loglogn) minimumkivélasztds CRCW-ben

input :zi,--- Tk
output: A minimaélis elem értéke
1 Function 11min (1, , Toor )
2 | parallel for i € {0,---22"" —1} do
3 L Yi <~ 1lmin(x, gor-1,- - 7$(i+1)_22k—171);
4 ret < min (yi); // az eléz6 O(l) algoritmussal
ie{0,---228 71 1}
5 return ret;

Ezt tovabb lehet optimalizalni azzal, hogy a levelektél [logloglogn] szintig az Osszegzésre 1atott bindris fat
novesztjilk, és ott valtunk az iterdltlogaritmusos rekurzidra, hogy az igy kapott % szam minimumat
kiszdmoljuk. Igy a futdsidé O(loglogn) marad, hiszen az elsd bindris rekurziés fézis O(logloglogn) futdsidejii
és O(n) Osszlépésszami, az iterdltlogaritmus mélységli fdban pedig Toglogn €lem minimumat

n n n
O ———1loglog(———) ) <O ———1ogl =0
<loglogn o8 Og(loglogn)) - <loglogn o8 ogn> ()

Osszlépésszammal szamoljuk ki O(loglogn) idében. Ezzel az 6sszlépésszamot lecsokkentettiik O(n)-re, és a
futésidé O(loglogn) marad.

2.2.5. Tétel. Prioritis CRCW-ben T(n) = O(loglogn), P(n) = n, W(n) = n-nel kiszamithaté n szdm
MINIMUMA.

2.3. Rendezo6 halozatok

Ebben a szekciéban az ,Introduction to Algorithms Second Edition” [Cor401]§27 alapjén mutatom be a
rendezé halézatokat. A rendezési halzatok miikodési médjanak részleteit B.6-ban fogjuk kihasznalni, hogy
gyorsabb algoritmust adjunk bizonyos tipusti paraméteres keresési feladatokra.

A rendez6 halézatok egy, az EREW-nél is er6sebben megkotott szamitasi modell, ami igy konnyen szimulalhaté
tetszéleges PRAM-on. Ennek ellenére ebben a modellben is lehet O(n) processzorral O(logn) idében rendezni.
Ebben a fejezetben bemutatom az alapvetd miikodésiiket, és egy O(log?n) idében futé O(n) processzoros
rendezdbalgoritmust fogunk latni rajtuk.

Definicié. Egy halézat n darab vezetékbél és F' fazisbol all. A vezetékeket fentrdl lefelé szamozzuk 1, -, n-el,
és bal oldalukra keriilnek ra a bemenetként kapott szdmok. A hélézat minden fizisban Gsszehasonlitdsokat
végez: minden vezeték legfeljebb egy Gsszehasonlitdsban szerepelhet, és minden sszehasonlitdsban két vezeték
szerepel. Amikor két vezetéket Gsszehasonlit a hdld, akkor az 0sszehasonlitas utdn az alsé vezetékre keriil a két
vezetéken levé szdm maximuma, a felsére pedig a minimumuk. Igy a nagy szdmok alulra siillyednek”.

x min(z,y)

y max(z, y)
Akkor nevezziink egy héal6ézatot rendez6 halézatnak, ha tetszOleges szamokat a halo elejére a vezetékekre
téve az utolsé fazis lefutdsa utdn a vezetékeken levé kimenet fentrol lefelé né.

Megjegyzés. Mivel a rendezé halézat csak Osszehasonlitdsokat végez, a vezetékekre tetszéleges algoritmiku-
san eldonthet6 rendezéssel biré objektumokat tehetiink, viszont az egyszeriiség kedvéért ebben a szekcidban
feltessziik hogy szamok.

Az aldbbi dbran ldthaté a beszirdsos rendezés altal megadott rendezd halézat, ami egybeesik a buborékos
rendezés altal meghatarozottal.
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Megjegyzés. Ez a a halé O(n) mélységii, és O(n) processzort hasznal O(n?) lépéssel.

2.3.1. Allités. Ha f: R — R monoton névekvd figguény, H hdld kimenete I és bemenete Oy, akkor Oy =
f(Or), ahol f-et koordindtinként alkalmazzuk.

Bizonyitds. Indukciéval szint szerint: k-adik szintig ugyanazt kapjuk ha f-et futtatas el6tt alkalmazzuk I-re,
mint a k-adik szint utan.

f monotonitdsa miatt f(max(z,y)) = max(f(z), f(y)) és f(min(z,y)) = min(f(x), f(y)), tehat tetszbleges
Osszehasonlitasnal mindegy hogy f-et elétte vagy utdna alkalmazzuk, tehat egy egész szintet futtatva is az. [

2.3.2. Lemma. Egy hdldzat rendezd hdlézat < minden I € {0,1}" bemenetet jol rendez.

Bizonyitds. = irany trivialis: ha minden bemenetet rendez, a 0 — 1 sorozatokat is.

<= iranyhoz azt latjuk be, hogy ha egy hal6zat valamilyen bemenetet rosszul rendez, akkor van 0 — 1 sorozat
is, amit rosszul rendez:
Ha z inputot nem rendez a halé, a bemenetnél i. vezetéken v; van, és ez a szam a kimenetnél a 7(4)-edik
0 haz <w;
vezetéken van, akkor Jv; < v; : w(i) > w(j). Az el6z6 &llitds szerint f(x) = 1 h ~ " fiiggvénnyel a
azxr > v
u; = f(v;) bemenetet is rosszul rendezi, hiszen u; < u; és w(i) > n(j) tovabbra is teljestl. O

2.3.1. Odd-Even mergesort

A Lang altal [Lan18J-ban leirtakat feldolgozva ebben az aldbbiakban O(log? n) fézist rendez6 hélézatot fogunk
latni, aminek helyességét a R.3.2 lemma felhasznalasaval be fogjuk latni.

A rekurziv konstrukcié miatt feltessziik, hogy 2" sok szdmot akarunk rendezni. Ez aszimptotikusan nem ront
a futdsidén, hiszen ha 271 < k < 2", akkor ([logk])? = n? < (log2k)? = (logk +1)2 = log> k + 2logk + 1, és
k> 8ralog’k > 2logk + 1, igy log> k + 2logk + 1 < 2log’ k = n < 2log? k.

A kovetkezd eljarassal, ha xo, -« @y, 21 €8 Ty 2, , Tp—1 két monoton noévé sorozat, dssze tudjuk Sket fésiilni:

Algorithm 2.10: merge(zg, - ,Zn—1) ahol z hossza n > 1 kettShatvény

1 if n>2 then

2 parallel call merge (zg, %2, - ,Zp—2) and merge (x1,x3, " ,Tp_1);

3 parallel for i € {1,3,--- ;n—3} do

4 Lcompare(l’i,xi_,_l);// ez Osszehasonlit és cserél ha szikséges
5 else

6 L compare (xg,T1);

2.3.3. Tétel. EREW-ben a algoritmus ésszefésil T'(n) = O(logn), P(n) = O(n), W(n) = O(nlogn).
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Bizonyitds. Indukciéval 1atjuk be, és az el6bbi lemma miatt elég ezt 0-1 sorozatokra megtenniink.
2 hosszu bemenetre viladgos, hogy Osszefésiil, hiszen Osszehasonlitja 6ket, és cserél ha sziikséges.

Indukcié szerint tudjuk, hogy o, - ,%n/2-1 €8 Ty, ,Tp—1 rendezve vannak, igy ezeknek péaros indexti
T, T2, Tpja—2 €8 Ty o, Tnjata, s T2, illetve paratlan indexti x1, 23, -, Tpjo—1 €8 Tpyay1, Tnj243,  * , Tn—1
részsorozai is kiilon-kiilon rendezettek, tehat ezeket a parokat rekurzivan osszefésiilhetjik. Ekkor g, 22, -+ , Xp_o
és x1,x3, - ,x,_1 rendezettek lesznek.

Egy x¢, -+ ,Tm—1 rendezett sorozatnak a paros és paratlan indexii részsorozataiban vagy ugyanannyi 0 van,
vagy a paros részsorozatban van eggyel tobb, és ez az 0-k szdménak paritasatdl fiigg.

Igy a pératlan részsorozatban 0-val, 1-gyel, vagy 2-vel kevesebb 1-es szerepel a parosnal.
Innen 3 lehet6ség van:
1. A paros és paratlan rendezett részsorozatban ugyanannyi 0 szerepel: ekkor az egész is rendezett.

2. A paratlanban eggyel kevesebb van: ekkor is rendezett az egész, hiszen az utolsé paratlan indexii egyes
utdn mar csak egy paros sorszamu szerepel.

3. A paratlanban 2-vel kevesebb van: ekkor nem rendezett még az egész, de a szomszédos elemek 6sszeha-
sonlitasa és cseréje megjavitja, hiszen egy rés van, ahol paratlan indexben 0 szerepel az 6t kdveto paros
indexben 1évé 1 el6tt.

1. eset 2. eset 3. eset

IR

Ezzel tehat lattuk, hogy Osszefésiil.

A rekurzié mélysége O(logn), hiszen minden rekurziv hivdsnél felezdik a feladat mérete, illetve utdna a cserélés
konstans idében torténik, {gy a futdsidé O(logn). O

Innen vildgos, hogy az alabbi algoritmus rendez, hiszen a rekurzié megegyezik a mergesort-éval:

Algorithm 2.11: oesort(xg, - - ,z,—1) ahol x hossza n > 1 kettéhatviny

1 if n>2 then

2 parallel call oesort (zg,  ,%,/2-1) and oesort (T, 2, ,Tn-1);
3 merge (Zg, " ,Tn—1);

4 else

5 L compare (Zg,T1);

2.3.4. Tétel. EREW-ben a algoritmusra T(n) = O(log?n), P(n) = O(n), W(n) = O(nlog?n).

Bizonyitds. Minden rekurziv hivisban felezédik a feladat mérete, tehat O(logn) rekurziv hivéis torténik. Minden
m méret{l rekurziv hivdson beliil pedig a merge futdsideje O(logm) < O(logn), {gy a futdsidd O(log2 n). O
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2.1. abra. merge-ekre bontva a halézatot n = 8-ra:
I TT—I I
I I
I l l ®

I
%Ip'fr

Megjegyzés. Ajtai, Komlds és Szemerédi JAKS83]-ben megkonstrudljak az AKS rendezd halét, ami O(logn)
mélységével optimalis, igy késébbiekben azt haszndlom futdsidészamitdsokndl, mert jobb eredményeket ad.
Fontos emliteni viszont, hogy az expandergrafos konstrukcié miatt a futdsidének nagy konstansszorzdja van,
, . 2 . . . .

igy a algoritmus O(log” n)-es futdsideje minden gyakorlati feladatra gyorsabb.

Tovabbé léteznek EREW-ben O(logn) algoritmusok, mint a parhuzamos ,pipelined mergesort”, ami JaJa
kifejt [J4J92]§4.3-ban szerepel. Emiatt nem sziikséges abban a modellben sem az AKS nagy konstansaival élni
rendezés esetén.

Bizonyithatd, hogy az aldbbi Bekbolatovtdl szarmazé [Bekl15]-6n alapuld iterativ implementécié ekvivalens
a rekurzivval. pair(i, f,m) kiszdmitja az i-edik vezeték parjat az f-edik kiils6 algoritmusbeli fdzis m-edik
Osszefésiilési 1épésében.

Algorithm 2.12: iterativ verzié

input : xg,---Ton_q

// ha az t-edik vezeték nem szerepel &sszehasonlitdasban, énmagdanak lesz a

parja

1 Function pair(i,fm):

2 if p=1 then

3 return n & 21,

4 else

5 scale + 2f=m:

6 box + 2™;

7 div + |n/scale];

8 sn « div — |div/box | - box;

9 if sn =0 or sn = box — 1 then

10 ‘ return n;

11 else if sn is even then

12 ‘ return n — scale;

13 else

14 L return n + scale;
15 for f=1 to n do

16 for m=1 to f do

17 parallel for i=0 to 2" — 1 do

18 compare (x;,pair(x;, f,m)); // figyelve, hogy minden &6sszehasonlités

L egyszer torténjen csak meg
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2.4. BORUVKA/SOLLIN ALGORITMUSA MINIMALIS KOLTSEGU FESZITOFARA

2.4. Boruvka/Sollin algoritmusa minimalis koltségii feszitéfara

Az aldbbi szekcibban minimélis koltségii feszitéfa kivilasztdsara fogunk hatékony parhuzamos algoritmust 14tni.
A kovetkezd dllitasok JaJ4 konyvébdl szarmaznak ([J4J92]§5.2), viszont a pszeuddékéd Wu [Wu90)] cikke alapjin
késziilt. Ezt az algoritmust paraméteres kereséssel egyiitt fogjuk hasznalni —ban tortlinearis optimalizalasi
feladat megoldéasara.

2.1. Feladat. Adott egy G(V, E) grdf éllista formdjdban és eqy s : E — R sdlyfiggvény. Keressiik meg a grdf
legolcsobb feszitdfajat.

Innentol feltessziik, hogy barmely két él koltsége kiilonb6z6, hiszen a minimumkivalasztasnal latott tritkkel élhe-
tiink: minden élhez hozzarendeliink egy masodik egyedi azonositészamot, és amennyiben a silyuk ugyanannyi,
a kisebb azonositdjit nevezziik kisebbnek.

2.4.1. Allitas. Az F minimdlis kéltségl feszitéfa tartalmazza a v csicsbdl kiinduld legolesébb e = (u,v) élt.

Bizonyitds. Ha F' nem tartalmaznd e-t, akkor a feszit6fabeli u-bdl v-be mend it legutolsé élét lecserélve e-re
olcsébb feszitéfat kapnank, hiszen e olcsébb ennél az élnél. O

2.4.2. Allitas. Legyen V = JV; tetszbleges particidja a G(V, E) grif csicsainak. Ekkor Yi-re a V;-bél kimend
legolesébb e; = (ui,v;) (u; & Vi, v; € V) él benne van az F minimdlis feszitéfaban.

Bizonyitds. A fentiekkel analég médon: ha F' nem tartalmaznd e;-t, akkor az u;-b6l a V; komponensbe vezetd
fabeli Ut utolsé éle helyett e;-t hozzavéve F-hez olcsébb feszitofat kapnank. O

Ebbdl a kovetkezd stratégiat kapjuk: kezdetben minden csicsot kiilon komponensbe tesziink. Minden kom-
ponensre a beldle kimend legolcsébb élt hozzavessziik a feszitofahoz, és ezt ismételjitk amig mar csak egy
komponens van. Minden fazisban a komponenseknek legaldbb a fele megsziinik, igy logn fazisban végetér az
eljaras.

Ez O(logn) futdsidével a algoritmusban lathaté médon meg is valdsithaté prioritdas CRCW modellben
O(m) processzorral. Feltessziik, hogy a graf cstcsait 1, -+ ,n szdmokkal azonositjuk, és e; = (u,v) él az ezeket
tartalmazo szampar és sulya altal van reprezentalva.

A komponensbdl kimené minimalis él a @ algoritmushoz hasonlé moédon torténik. Minden él a silyanak
megfelel6 prioritassal a két csticsdnak komponenséhez odairja sorszamat. Arra figyeliink kell, hogy csak akkor
vegyiink be élt, ha valamelyik végén 1évé komponens a hivatkozasfaja csillag (ez az algoritmusban bévebben
ki van fejtve), hogy ne vegyiink be komponensen belill mené éleket.
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2.4. BORUVKA/SOLLIN ALGORITMUSA MINIMALIS KOLTSEGU FESZITOFARA

Algorithm 2.13: Boruvka/Sollin algoritmusa

input :ep, - e, a graf élei, si, - ,s,, ezek silyai
output: selected[1],- - - , selected[m], amik 1, ha az adott él ki van vélasztva, 0 kiilonben
1 parallel for i € {1,--- ,n} do
2 componaﬂﬁk—i;// a komponenst egy benne 1évd cslUcs azonositja, viszont a

component hivatkozdsldncot végigkodvetve kapjuk csak meg az igazi
azonositdt

3 Function isstar(?):

// ezt parhuzamosan futtatva minden cstcsra elddél, hogy a komonensének
hivatkozasstruktirdja csillag-e, ahol csillagnak nevezzik azokat a
komponenseket, ahol minden csucs ugyanazt gondolja a
komponensazonositdnak

4 sti]« 1;

5 if component[i]#component[component[i]] then
6 st[i]« 0;

7 st[component[component[]]]< O;

8 | if stfcomponent[i]]= 0 then st[i]« 0;

9 €1, ,em €1, - ,em sorted; // Ez O(log|E|) < O(log|V|?) = O(log|V]) idé
10 while 35 :component[j] changed last iteration do

11 parallel for i € {1,--- ,n} do
12 totake[i]«+— none; // ebben a 1lépésben az i index(i cstcsnek melyik él1ét
vesszlik be
13 parallel for i € {1,--- ,n} do
// frissitjik, hogy melyik komponensek csillagok
14 isstar(%);
15 parallel for i € {1,--- ,m} with i being the priority of the executing processor do
16 u;, v; < vertices e; connects; // minden élre 2 processzorral, hogy mindkét
rendezése fedve legyen a két csucsnak
17 if st[v;]= 1 and component[u;] # component[v;] then
18 component[component[v;]]<—component[u;];
19 totake[component[v;]]« e;;
20 if totake[component[v;]]= e; then selected[e;]+ 1;

// Mindig csak csillagot csatolunk hozzd madsik komponenshez, és
itt garantaljuk, hogy egy csillagot egyszerre csak egy

komponenshez csatoljunk hozzéa

21 parallel for i € {1,--- ,n} do
22 if ¢ <component[:] and component[component[i]]= i then
23 component[i]< i;

L// a hivatkozéasciklusok megsziintetéséhexz

24 parallel for i € {1,--- ,n} do

// minden cslcs komponensazonosité6jat az azonositdcslcsanak
komponensazonositéjara allitunk, hogy a komponenesek
hivatkozasmélysége csdkkenjen

25 component[i]<—component[component[i]];

Kor nem keletkezhet, hiszen akkor a komponenseket csticsokkd 6sszehizva ez a kor csupa 1j élbol allna, amikre
a rendezésben ez adna egy kort: sr(1) < sm(2) < -+ < Sy < Sx(1), Viszont ez nem lehetséges. (itt hasznaljuk,
hogy az egyenlStlenségek élesek, mivel a stlyok kozott nincs két azonos)

Ennek az algoritmusnak a futésideje O(logn), hiszen ha a kiilonb6z8 komponensekre osszegezziik a hivatkozdsfa
mélységét, akkor az a hozzacsatoldsokkal nem n6, viszont a végén a mélységcsdkkentd 1épésnél komponensen-
ként legfeljebb %—a lesz az eddiginek, és amikor ez a mérészam 1, végetért az algoritmus futasa.

2.4.3. Tétel. Prioritds CRCW-ben a algoritmusra T'(n) = O(logn), P(n) = O(m), W(n) = O(mlogn).
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2.5. PRIORITAS CRCW SZIMULALASA EGY PROCESSZORRAL

Megjegyzés. [CHLO1]-ben Chong, Han és Lam mutatnak egy T'(n) = O(logn), P(n) = O(m), W(n) =
O(mlogn) algoritmust EREW modellben.

2.5. Prioritas CRCW szimulalasa egy processzorral

A kovetkezo tétel hasznos lesz, amikor prioritds CRCW-beli algoritmusokat hasznalunk paraméteres keresésnél
a kovetkezo fejezetben.

2.5.1. Tétel. Prioritds CRCW algoritmus szimuldlhatd 1 processzorral O(W (n)) idében.

Minden valtozéhoz tartsunk szimon egy listat, amibe minden 1épésben beleirjuk az oda irni prébalé processzo-
rok sorszamat, és az azaltal a processzor altal odaszant szamot.

Ezentul egy masik [ listdban tartsuk szamon azokat a mezdéket, ahova ebben a lépésben irni prébaltunk. Minden
parhuzamos lépés szimulalasanal eleinte csak ezekbe a listakba irunk” a processzorokkal, majd miutan ez
megtortént minden processzorral végigmegyiink az 6sszes valtozén, ahova {rni prébaltunk [-en.

Minden valtozéhoz kivalasztjuk a valtozo listdjabol a minimélis azonositdészamu processzort, és annak az irasat
végrehajtjuk. Miutan ezt megtettiik, toroljik a valtozé listajat, illetve a valtozét [-b6l. Ha P processzort szi-
muldlunk, ez O(P) id6ben megtehetd legfeljebb O(P) tébblet tarhely hasznalataval, tehét futdsidébeli romlést
az 0sszlépésszamhoz képest nem eredményez.

2.6. Prioritas CRCW szimulalasa EREW-ben

A kovetkezd szekci6ban JaJ4 konyvébdl [J4J92]§10.1.1-t feldolgozva megmutatjuk, hogy prioritds CRCW szi-
muldlhaté EREW-ben O(log p) szorzdval, ahogyan a fejezet elején emlitettiik.

Legyenek @Q1,---,Q, a prioritdas CRCW algoritmus szimuldland6 processzorai. Ezek szimuladlasara fogjuk
hasznalni a Pj,--- , P EREW processzorainkat. Ezenkiviil globalis memoéridban a szimuldciéra fenntartjuk
az My, --- , M, memoériacgységeket. Az O(logp) szorzdju szimuldcidhoz elég a parhuzamos olvasds miiveletet

és parhuzamos irds miiveletet O(logp) idében szimuldlni. Tegyiik fel, hogy minden olvasandé adat egy egész
szam.

Olvasas

Ha a @Q; processzor a j memoriacimet szeretné olvasni, akkor M; < (j,¢). Ezutdn az M;-kbe irt szdmpérokat
rendezziik lexikografikusan O(logp) id6ben. Ekkor P;, amennyiben i = 1 vagy az M,;_1-beli par els6 szdma
kiilonbozik M; els6 szamatol, (azaz mashonnan akarndnak olvasni az eléz6 M;-beli ,olvasdsparancs” szerint)
akkor R;-be irja a j memdriacimen taldlt szamot, kiilénben 0-t ir oda.

Ezutén az adatok szétosztasahoz egy szegmensenkénti prefix 6sszegzd algoritmust futtatunk. Ennek szegmensei
az olyan R; blokkok, ahol az M;-k els6 szamai megegyeznek. (azaz ugyanahhoz a memériacimhez szerettek volna
hozzéférni az processzorok) Ez O(logp) id8ben ,szétosztja” a beolvasott adatokat.

Utolsésorban M; < (M;, R;), majd ezeket rendezziik az M;-k mésodik koordindtéi szerint (azaz az olvasni akard
processzor indexe szerint) O(logp) id6ben. Ekkor P; megkapja a Q; altal globdlis memoéridbél beolvasandé
szamot, és folytathatja @); szimulalasat.
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2.6. PRIORITAS CRCW SZIMULALASA EREW-BEN

Algorithm 2.14: Egy olvasasi 1épés, ahol @); a j; memériacimrél akar olvasni

1 parallel for i € {1,--- ,p} do

3 sort M lexicographically;

4 parallel for i € {1,--- ,p} do

5 | (ai,b;) < M[i;

6 ifi=1 ora; # a;—1 then

7 | global read( globalmemory[j],r:);
8 M[Z](ﬁ (b“”f‘i),

9 compute segmented prefix sums of M;

10 sort M lexicographically;
11 parallel for i € {1,--- ,p} do
1 L (ai,r;) «M[i];

// itt a @; 41ltal beolvasni véagyott informdcid r;

N

Iras

Az el6z6h6z hasonld gondolatokkal megoldhato ez is:

Algorithm 2.15: Egy irasi 1épés, ahol QQ; a j; memériacimre prébal irni w;-t

1 parallel for i € {1,--- ,p} do

2 [ M (isd, wi);

3 sort M lexicographically;

4 parallel for i € {1,--- ,p} do

5 (ai,bi,ci) <—M[Z],

6 ifi=1 ora; # a;—1 then

7 L global write( globalmemoryla;], ¢;);

Megjegyzés. A szegmensenkénti prefix szumma szamitds megoldhaté a prefix szumma iterativ implementacio-
jahoz hasonlé médon, figyelve arra, hogy szegmenshatarokat ne 1épjilk 4t az 6sszegzésnél.
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3. fejezet

Paraméteres keresés

Ebben a fejezetben a paraméteres keresést fogjuk bemutatni példdkon keresztiil. Bevezeto egyszerti alkalma-
zés utdn bemutatom a Smidtél [Smi02] szdrmazé keretrendszert. A keretrendszert felhaszndlva 14tni fogunk
egy geometriai és két kombinatorikai felhaszndlast a mddszerre. Ezt kovetéen az dltaldnosabb keretrendszer
egy specialis alesetére fogunk latni példakat, és szd lesz tortlinearis kombinatorikai optimalizalasi feladatok
megoldasardl is. A fejezet végén pedig latni fogjuk a Radzik altal [Rad98]-ben formalizalt, mar Megiddo altal
is haszndlt gyorsitdsokat minimumkivilasztdsra és a Cole [Col87)] cikkében szerepld optimalizécidt is, ami az
AKS rendezé hélét felhaszndlva ér el jobb futdsidéket.

3.1. A technika bevezetése

A kovetkez6 Megiddotdl [Meg834]§2-bol szdrmazd egyszerti példan vezetjiik be a paraméteres keresést. A feladat
demonstracios célokat szolgal, hiszen egyszerlisége miatt jol szemléltethetoek rajta a Megiddo technikdjdhoz
sziikséges gondolatok.

3.1. Feladat. Adottak pdratlan n € N-re fi(z) = a12+b1,-- -, fn(x) = anx + b, linedris fiigguények gy, hogy
a; <0Vie{l,---,n}. Legyen a(x) := median{ f1(z), -, fn(x)}. Keressik \*-ot, hogy a(A*) = 0.

Megjegyzés. Teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy ez megoldhaté O(n) idSben is az aldbb latottakndl egysze-
riibben, hiszen A\* a medidnja az fi-k —3* gyokeinek.

Vegyiik észre, hogy mivel Via; < 0 a monoton csokken, hiszen az Gsszes f; is, és szakaszonként valamelyik f
értékét veszi fel, és a valtds akkor torténik ha az éppen mediant felvevd f;-t keresztezi egy maésik.

Adott x értékre ki tudjuk szamitani o(z) értékét O(n) id6ben gy, hogy minden i-re kiértékeljik f;(z)-et, és
ezeknek O(n) idSben kiszamitjuk a medidnjat.

Legyen z;; = ZZ:ZJ fi és f; metszéspontja. A feladatot O(n?logn) id6ben meg tudjuk oldani tgy, hogy

kiszdmoljuk az Osszes x;;-t, rendezziik 6ket, majd bindris kereséssel megkeressiik a nullhelyet hatdrolé két
metszéspontot O(logn)-szer O(n) idS alatt kiértékelve a(x)-et, hiszen « csak metszéspontnél valthat mésik

fi-re.

Ezutan, ha nem esik egybe a két hatarolé metszéspont, egy utolsé medidnkereséssel ki tudnank szamitani,
hogy melyik f; a medidn ezen a szakaszon, és adott \* = —2—1 Ebben a megkozelitésben a metszéspontok
kiszamitasa emészti fel az id6 tilnyomo részét.

A paraméteres keresés elsé fontos gondolata az, hogy futtassuk a medidnkeresd algoritmust szimbolikusan az
ismeretlen A*-ra! Ezt igy tudjuk megvalésitani, hogy a szimbolikus algoritmusfuttatdsban a valtozéink A*-nak
lesznek linedris fiiggvényei (tehdt aA™ + b értékil véltozé esetén az (a,b) szdmpdart taroljuk el). Az egyetlen

nehézség a szimbolikus futtatasban torténd szimbolikus valtozok Gsszehasonlitdsabol szarmazik, viszont ezt is
meg tudjuk csinalni:

Ha f;(X\*) < fj(A*)-re vagyunk kivancsiak feltéve hogy a; < a;, csak azon milik az Gsszehasonlitas igazsagér-
téke, hogy x;;-hez (ha létezik) A* hogy viszonyul. (a; > a; esetben analég médon meg tudjuk tenni)

o ha két linedris fliggvény nem metszi egymast, a nagyobb b; konstans taggal rendelkezé lesz Va-re nagyobb
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 killénben z = z;;-ben f; = f;
o x < xjj-re a; < a; miatt f;(x) > f;(x)
o x> x;5-re pedig fi(z) < f;(x)

Ezt az x;;-t fogjuk az adott szimbolikus 6sszehasonlitds kritikus értékének nevezni a tovdbbiakban.

Megjegyzés. Erre érdemes ugy gondolni, hogy gx(x) := fi(x) — f;(z)-t hasonlitjuk Gssze 0-val. A @ abran is
ez szerepel.

« monoton csokken, igy

o a(zy) >0 = X >ay, tehédt fi(z) < f;(z)

o afz) <0 = M\ <uz, tehat fi(z) > fi(z)

Igy minden osszehasonlitdsnal meg tudjuk hivni a numerikus medidnkeresé algoritmust a(x;;) kiértékelésére.
A szimbolikus medidnkeres6 algoritmus igy kiszdamolja a szimbolikus mediant \*-ben, ami egyrészt egy linearis
kifejezés, masrészt per \* definicidja 0. Ha h(z) a kapott medidn, akkor a h(x) = 0 linedris egyenlet megolddsa
A\*. Ezzel kaptunk egy masodik O(n?) futdsidejii algoritmust. Itt jon be a parhuzamos algoritmusok szerepe.
A parhuzamossagot kihasznalva ezen jelent6sen tudunk gyorsitani.

Ha egyszerre adott m kiértékelendé szimbolikus Osszehasonlitas, ezeket egyszerre hatékonyan ki tudjuk érté-
kelni:

Az 6sszehasonlitasok kritikus értékeit el6szor rendezziik sorba: ¢ < - -+ < ¢p,. Mindig az el nem doltek koziil
a kozépsd ¢ m | kritikus értékére futtatjuk numerikusan kiértékeljiik a medidnt. A sorbarendezés miatt: \* <
clm) = N < (Vi> [F]), ezzel feleztiik azon kritikus pontok szamdt, amiben « el6jele ismeretlen. Dobjuk
ki az eldélt kritikus pontokat és ismételjiik ezt a felezgetést. Igy m 6sszehasonlitést ki tudunk értékelni a logm
darab futtatasiaval a numerikus mediankeres6 algoritmusnak.

Ha egy kritikus érték egybeesik a @ abran szereplé barna intervallum jobb szélével, akkor két eset lehetséges:

e Kiszamoltuk ott a-t és 0. Ebben az esetben megtalaltuk A*-t.

e « ott pozitiv: ebben az esetben az A*-t tartalmaz6 barna intervallum jobbrdl is nyilt, igy elddlt az
Osszehasonlitds.

Megjegyzés. A @ abran a A\*-t tartalmazo6 barna intervallum azért jobbrol zart, hogy a kovetkezé fejezetben
szerepld altalanositast tiikkrozze.

A kiilsé szimbolikus a(A*) kiértékelésre tehat haszndljunk az O(logn) futasidejii AKS rendez6 hélézatot. Ez
T, = O(logn) id6ben rendez P = O(n) processzorral. Mivel rendezési hal6é kénnyen szimuldlhaté szekven-
cidlisan, igy minden szimuldlt padrhuzamos lépésben az O(n) kritikus értéket sorbarendezziik, O(n logn)-idé
alatt majd O(logn)-szer kell futtatni a numerikus medidnkeresést, igy az parhuzamos algoritmus szekvencidlis
szimuldldsanak ideje (Osszehasonlitdsok nélkil) O(nlogn) = T), - P és az Gsszes Osszehasonlitds kiértékelésének
ideje T),-(nlogn+log P-n) = O(nlog® n), tehét az algoritmus Gsszfutasideje O(n logn-+nlog? n) = O(nlog® n).
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3.2. STANDARD ALAK

i bindris keresés

®
®
®

A*
m

'
= .
i ~

g1(A") >0 g2(A") >0 g3(A") <0

3.1. dbra. parhuzamos szimbolikus 1épés kiértékelése

3.2. Standard alak

A kovetkezd tétel Smid [Smi02] jegyzetébdél szarmazik, és ad egy keretrendszert paraméteres keresési algorit-
musok egy tipusdra. Ez a Megiddo &4ltal [Meg83a]-ban bevezetett modszert dltaldnositja legfeljebb negyedfokd
szimbolikus kifejezésekre. Futdsiddre haszndlom a Radziktdl szdrmazé [Rad98]§5.3-beli javitdst. A bizonyités
a Smid 4ltal [Smi02] jegyzetében szerepléhoz hasonld, de némileg egyszeriibb. Az ezt kévetkd részben szerepld
alkalmazasok ilyen alakba irhaték, igy a keretrendszert hasznédlva adunk rajuk algoritmusokat.

. *
3.2.1. Tétel. Adott o : R — {igaz, hamis} figgvény, ami a(x) = {%Lamzs haw <X alakiy (A\* € [—00,00]).
1gaz hax > \*
Adott még P pdrhuzamos algoritmus, ami T, idd alatt kiszdmolja P processzorral a értékét 1igy, hogy minden
vdltozd, ami szerepel éGsszehasonlitdsban, x-nek alacsonyfokd (deg < 4) polinomja, és egy S szekvencidlis
algoritmus, ami Ty idd alatt kiszdmitja o értékét, akkor konstrudlhatd M algoritmus, ami O(T,P +T,Tslog P)
iddben kiszamitja N*-t.

Megjegyzés. Az a fiiggvény tobbnyire valamilyen kombinatorikai vagy geometriai struktiran fog milni, példaul:
wvan-e legfeljebb = koltségli feszitéfa egy adott grafban”, vagy ,le lehet-e fedni egy adott ponthalmazt két x
sugaru korrel”.

Megjegyzés. Ha S éltal haszndlt tarhely O(H,), és P altal hasznélt tarhely O(H,), akkor a kapott algoritmus
O(P + H, + Hy) helyet hasznal.
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3.2. STANDARD ALAK

Megjegyzés. Ha a P 6sszmiiveletszama nem jelent8sen nagyobb, mint S futdsideje, akkor a futdsidé O(T,Ts log P)
lesz.

M futédsa alatt szdmontartunk egy I intervallumot, ami kezdetben [—oo, 00|, futds kézben pedig (a,b], ahol
a a legnagyobb érték, amit S hamisra értékelt ki, b pedig a legkisebb, amit igazra. Vilagos, hogy A* € I
monotonitas miatt.

Function eval(x, I) Gyakorlatban igy néz ki egy kritikus érték kiértékelése S felhasznaldséval

input : x a kritikus érték, I = (a,b] a jelenlegi intervallum
output: (a(z) I), ahol J-re frissiil T

1 if z <athen // Gyakorlati optimalizdcié, ekkor « monotonitds miatt igasz

2 | return (hamis, 1);

3 else if © > b then// Gyakorlati optimalizdcid, ekkor « monotonitéds miatt hamis
4 | return (igaz, I);

5 else

6 oz(—S(x) ;// S meghivdsa mint szubrutin « numerikus kiértékelésre

7 if a = igaz then

8 | return (igaz, (a,z]); // Ha a=—00 ez (igaz, [—oo,z])

9 else

10 L return (hamis, (x,b]);

Feltehetjiik, hogy az 6sszes 6sszehasonlitds ,a < b” alaki a < b <= —(b < a) miatt. Az Gsszehasonlitdsok
ugyanugy azon mulnak, hogy A* a két polinom metszéspontjainak x koordinataihoz hogyan viszonyul. Mivel az
osszehasonlitandé polinomok foka legfeljebb 4, kiilonbségeikre is teljesiil. Igy az ésszehasonlités egy legfeljebb
negyedfoki polinom gyokeinek kiszdmitasara vezethetd vissza.

T ~ A

3.2. 4bra. 0sszehasonlitasok killonbozé esetei

Ha I két gyok kozé esik, mint a @ abra jobboldali részén, akkor vildgos, hogy az egész I-re elddlt az sszeha-
sonlitds eredménye elddlt és ez ugyanaz minden elemére I-nek. Ez akkor is igy van, ha a p polinomra p(b) = 0,
de b egy baloldali (b—e, b] kornyezetében p monoton né mint a abra kozépsé részén. Az egyetlen kellemetlen
eset az, amikor a jobboldali részhez hasonlé médon p(b) = 0 és egy (b — €, b] jobboldali kérnyezeten p csokken.
Ekkor p(b) < 0, viszont tetszbleges x € (a,b)-re p(x) > 0. Emiatt, ha J = (a,b) az algoritmus legvégén fenn-
allo I belseje, akkor minden = € J-re a szimbolikus algoritmus lefutdsa alatt pontosan ugyantgy jol dontiink
minden eldgazasndl, tehat o a J halmazon konstans.

Osszehasonlitdst tehat tudunk kezelni, igy az elézé feladaton bemutatott médszer miikodik: szimuldljuk le
a parhuzamos algoritmust a processzorokon végigiteralva minden 1épésben, aggregdlva az Osszehasonlitasok
kritikus értékeit, majd rendezziik Oket, és binaris kereséssel talaljuk meg a barna intervallumot.

Vilagos, hogy itt az I-beli kritikus értékekre elég ezt megtenni, mert a tobbire kovetkezik o értéke monotoni-
tasabal.

Tehat végigmegytlink az Gsszes processzoron és a szimuldlt ,,parhuzamos” 1épésre az Gsszes Osszehasonlitas kriti-
kus pontjait 6sszegytjtjiik. Legfeljebb 4P kritikus pontot kapunk, mert a polinomok legfeljebb negyedfoktak.
Ezeket O(P log P) id6ben rendeziink, és O(log P) darab meghivisédval S-nek bindris kereséssel megkapjuk, hogy
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A* hogyan viszonyul az 6sszes kritikus ponthoz. Ennek ismeretében ismét végigiteralva az Gsszes processzoron
végre lehet hajtani a sziikséges lépéseket.

Algorithm 3.1: Altaldnos paraméteres keresésre az M algoritmus

1 [+ [—00,0];
2 foreach parallel step s of P do
3 Critical Points < (J;
4 foreach processor p do
5 if p does a comparison c in step s then
6 L L Critical Points + Critical Points U {critical points of comparison c};
7 SortedCritical Points <sort (Critical Points N 1) ;
8 left < 0O;
9 right <— number of elements in SortedCritical Points;
10 for left # right —1 do // Bindris keresés a kritikus pontokon
11 mid < |(left + right)/2];
12 a, I +eval(SortedCriticalpointsmid], I);
13 if a then
14 ‘ right < mid,
15 else
16 L left + mid,
17 foreach processor p do
18 dostepsof p; // Osszehasonlitdsok kimenetele aszerint, hogy I melyik
két gyok kozé esik

// itt ha I=(a,b], tehat (a,b) minden elemére ugyanaz az értéke a-nak
19 switch value of I do

20 case [ = [—o0, 00| do
// trividlis eset, nem térténik Osszehasonlitéds, ami A*-on mtlik
21 if «(0) = igaz then
22 ‘ return —oo;
23 else
24 L return oo;
25 case [ = [—oo,b] :b#o00do // ekkor «(b) =igaz ismert
26 if a(b—1) =igaz then
27 ‘ return —oo;
28 else
29 | return b;
30 case I = (a,b]: a # —oc0 do // ekkor «a(a)=hamis ismert
31 L return b;

A bindris keresés el6tti rendezés miatt a kapott futdsidé O(T,Plog P + T,T;log P). Ez a kovetkezd @ algo-
ritmusban leirt eljardssal leviheté O(T, P + T, T, log P)-re: keressiik medidnjat a kritikus pontoknak, és miutén
arra kiértékeljiik a-t dobjuk ki a kritikus pontokat, amikre o monotonitdsa miatt ezzel eld6lt az értéke. Ezt
ismételjiik, amig van kiértékeletlen kritikus pont.

A medidnkeresés futdsideje O(n), amint @—ben lattuk (ezt tudnank adaptélni, hogy paros elemszam esetén
a két kozépso elem atlagat kapjuk, de ilyen forméajaban is kevesebb mint %—éra csOkken a megmaradé pontok
szdma), és minden keresés legfeljebb fele akkora halmazon térténik, mint az elézd. A futdsidé egy parhuzamos
1épés szimuldlasara tehat:

[log P] p [log P]
ol > (2_1 +TS> =0 Y g3 +TulogP| < O4P +T.logP)

=0 =0

Ezt minden fazisban megtesszik, tehat Tp-vel szorzédik. Ez az O(T,P + T,T; log P) a kivant futédsidd.
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Algorithm 3.2: Tegyiik a kovetkezét a 7-16 sorok helyett:
1 while |Critical Points| > 0 do

2 m < median ( CriticalPoints) ;

3 a, ] <eval(m,I);

4 if a then

5 ‘ Critical Points + {point € Critical Points : point < m};
6 else

7

L Critical Points < {point € Critical Points : point > m};

A kovetkezd erésebb becslést is lényegében kihoztuk a futasidére:

3.2.2. Allitas. Ha az i-edik lépésben C; Gsszehasonlitds torténik, T, lépés van, és a pdrhuzamos Osszlépésszdma
W, akkor a futdsidd
TP
O|W,+ Z(C’Z + Tslog C;)
i=1

Megjegyzés. Ez az alak akkor hasznos, ha sok 1épés van, amiben nem torténik dsszehasonlitas, vagy az 6ssze-
hasonlitasok szama egy lépésben erdsen korlatozott.

3.2.3. Allitas. Az M algoritmus kiszdmitja \*-t.

Bizonyitds. Az (a,b) intervallum minden pontjira ugyanaz « értéke, hiszen az, hogy a szimbolikus futtatds
végén (a,b] lett I bizonyitja, hogy pontosan ugyanigy futna le minden ebbél vett pontra az algoritmus. (b-re
a fennt emlitett hibalehet0ség miatt nem garantalt, s6t dltaldban nem ugyanaz — amint az aldbbiakban latni
fogjuk.)

o Az I =[—00,00] eset trividlis, hiszen ekkor az egész szimbolikus algoritmusfutéds alatt nem tortént olyan
Osszehasonlitas, ami a paraméter értékén milt. Ekkor o = igaz, avagy a = hamis, tehit elég egy
tetszoOleges értékre kiszamitani S-el, hogy megtudjuk melyik &ll fenn.

o Ha I =[—00,b]:b# oo, akkor tudjuk, hogy a(b) = igaz, és mivel (—oo, b) halmazon « konstans, csupan
annyi a kérdés, hogy van-e igaz elem ebben a halmazban, ami a(b — 1)-et S-el kiszdmitva eldél.

« Ha I = (a,0] : a # —oo, akkor tudjuk, hogy a(a) = hamis. Mivel (a,b)-n konstans a, ha igaz lenne
afa) = igaz lenne, hiszen « igaz értékeinek halmaza balrdl zért. Igy tehdt A* = b.

O

Megjegyzés. A bizonyitasbol kbvetkezik, hogy ha a és b valds az algoritmus végén, akkor a szimbolikus algorit-
mus futdsa sordn kritikus érték volt A\*.

igaz hax < \*

hamis hax > \*

3.2.4. Allitas. A fenti futdsidével van M algoritmus \* kiszdmitdsdra ha o(z) = { alaki.

Bizonyitds. o (x) = a(—x)-re tudjuk futtatni az el6bbi algortimust, és a végén kapott A\* —1-szerese A*. [
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3.2.1. DAG-ban legdragabb 0 koltségii ut

A kovetkezd Radziktdl szdrmazé megoldds a [Rad98]§5-ben targyalt feladat tortlinedris optimalizaldsi feladat
megoldasara is haszndlhaté, amint B.4-ban latni fogjuk.

3.2. Feladat. Adott eqy kérmentes iranyitott graf, csicsainak egy vy, --- , vy, topologikus rendezése és élein f, g
koltségfiigguények, hogy g > 0. Mi az a mazimdlis A\, amire a f — \g kéltségfiigguény szerint legdragdbb vi-bol
vp-be vezetd it koltsége 07 (tegyiik fel, hogy van 4t v1-bdl vy,-be)

Ttt o(z) hamis ha f — Ag szerinti legdragdbb ut koltsége < 0
alx) =
1gaz kiilonben

A kovetkezé algoritmust hasznalhatjuk mint P és S:

Algorithm 3.3: maximalis koltségti ut DAG-ban

i <0 (Vie{l,---,n});
for i =1 ton do
L parallel for j: (v;,v;) € E do

O VN

L cj + max(cj, ¢; = c(vi,v;));

91

return c,_1;

Az ebbél kapott M algoritmus futdsideje O(T,P + T, T log P) = O(n? + nmlogn) = O(nmlogn).

3.2.2. Mozgé pontok halmazinak minimalis atmérdje

Ez a Smidtdl szdrmazé [Smi02]-ben targyalt alkalmazds az egyetlen a dolgozatban, amiben nem csak linedris
szimbolikus kifejezések keriilnek Gsszehasonlitasra, kihasznalva a Standard alak altalanosabb voltat.

3.3. Feladat. Adottak py1,--- ,pn pontok, és p; helye t idépontban h;(t) := (vit + a;, ut + b;). Szdmitsuk ki a
A* iddpontot, amiben a ponthalmaz D(t) = max{d(p;(t),p;(t))} dtmérdje minimdlis.
i,

D(t) helyett nézziik D?(t)-t. Ennek vildgos, hogy ugyanott lesz a minimuma, viszont egyszertibb szdmolni a
négyzetgyokok nélkiil.

Legyen fi;(t) = d*(pi(t), p;(t)) = (ai — aj + (v; —v;)t)* + (b — bj + (u; — u;)t)*.

Az egyszerliség kedvéért végett tegyiik fel, hogy minden sebességvektor egyedi. Ekkor minden f;; valédi ma-
sodfoku fiiggvény. Ekkor D?(t) = max{fi;(t)} konvex fiiggvény, hiszen konvex fiiggvények maximuma, sét:
i,J

monoton csokken A\*-ig, és onnan monoton né.

3.2.5. Lemma. Ha t}; az iddpont, amikor d(pi,p;) minimdlis, azaz argmind(p;(t),p;(t)), akkor
N <t =t <tVije{l,---,n}: fi;(t) = D*(t)

Bizonyitds. = irdny: \* <t = D? t-ben szigorian monoton né, igy Vi,j : fi;(t) = D*(t) szigortian
monoton né f;; t-t6l. Ebbél viszont kévetkezik, hogy t < ' = D?() > D?(t), {gy a minimum \* < ¢
— irdny: t§; < tVi,j € {1,---,n} : fi;(t) = D*(t), akkor D* a t pont utan szigorian monoton nd, hiszen
a pontparok amik nem kisebb tavolsigtiak t-ben csak dgy tudjak ,utolérni” D>?-et és az értéke lenni ¢ utani
pontban, ha elkezdenek néni. Rdadasul ¢ egy kornyezetében is szigoréan monoton né amiatt, hogy ¢;; < ¢
minden pontpéarra ami felveszi a tavolsdgot. Mivel A* a minimum, ezért A* < t.

O

Tehat S-nek olyan algoritmust kell valasztanunk, ami kiszamitja az 6sszes maximum atméré tavolsagot felvevo
pontpart. Ezekre a pontparokra pedig megnézziik, hogy a minimumuktavolsaguk felvétele el6tt vagyunk-e. Igy
a Smid &ltal [Smi03]§3.1-ban leirt O(nlogn) futdsidejli algoritmussal ezt meg tudjuk tenni.
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P-nek valasszuk a padrhuzamositott &tmérdszamité algoritmust, amit Smidt6l [Smi03]§4-ben targyal. Ez O(logn)
futdsidejli, O(n) processzoros algoritmust, ami el8szor konvex burkot szamfit, majd parhuzamos bindris kere-
séseket végez, hogy minden élre kiszamitsa azt a pontot, amin az élt6l legmesszebbi azzal parhuzamos egyenes
atmegy. Ekkor mar csak az élek és azokhoz talalt pontok tavolsagai koziil kell kivalasztani a maximumot.

Fontos megjegyezni, hogy az algoritmus a paraméter altal meghatarozott pontok szdgeinek irdnyait nézi, avagy
haromszogek koriiljarasait szamolja ki, azaz

’Uit + a; ’U,l't + bi 1

th + a; th + bj 1

vt +ar urt +bp 1
alakt matrixdeterminansok el6jelét szamolja ki egyes elagazasokndl. Ezentil ilyen métrixdeterminansokat ha-

sonlit is Ossze, hogy Osszehasonlitson szogeket. Ezek a determindnsok t-nek mésodfoki polinomjai, igy ebbél
nincs probléma.

A kapott M futésideje O(T, P + T, T; log P) = O(nlogn + lognnlognlogn) = O(nlog® n).

3.2.3. Fa max-min k-particionalasa

A kovetkez6 Megiddotdl szarmazd [Meg83a]§7-ben leirt algoritmus egy kombinatorikai optimalizalasi feladatot
old meg. Ehhez felhasznalasra keriil a [1.3-ban latott centroid dekompoziciét és a algoritmust is prefix 6sszeg
kiszdmitasara.

3.4. Feladat. Adott eqy T fa és csicsain eqy s nemnegativ silyfiigguény. Mi az a maximdlis A\, amire ki lehet
torélni k €lt a fabol, hogy az igy keletkezd komponensek mindegyikében legalabb X\ legyen az 0sszsuly?

Megjegyzés. Ez a feladat fa helyett altalanos grafra NP teljes.

Ebben az esetben természetesen adddik

) igaz ha el lehet hagyni k élt, hogy minden komponens stlya legalibb A
« =
hamis kilénben

tehat ez a —beli alak, igy elég parhuzamos és szekvencidlis algoritmust adnunk o kiértékelésére.
« kiértékelésére természetesen adodik a kovetkezd dinamikus programozéason alapuld algoritmus:

A fanak jeloljunk ki egy gyokeret, majd:

1. Minden levélre aminek silya legalabb A toroljiik a beléle mend élt.

2. Minden cstcsra, aminek csak levél gyereke van, ha az Gsszes gyerekének stlya kisebb A-nél, akkor ezeket
vonjuk 6ssze egy csticsba.

3. Ha még van él térjiink vissza 1-hez.

Szamontartjuk a kitorolt élek k' szdmat, a végén a szdmot eggyel csokkentve ha az utolsé csics stlya kisebb
A-ndl. (amennyiben élek kitorlése nélkiil is kisebb az 6sszstly A-ndl, akkor —1-et kapunk) Ez egy mélységi
bejarassal O(n) id6ben megtehetd.

Ebbol addodik a kdvetkezo részben parhuzamos algoritmus is:

Vegylik észre, hogy az 6sszegz6s ciklus minden csiicsot legfeljebb egyszer érint mint gyerek, tehat az Gsszfu-
tasideje az algoritmus sordn O(n). Emellett nincs benne eldgazas, igy a B.2.9 &llitasbeli erds futdsid6becslést
haszélva, ha a fa dtméréje d(T'), a kapott M algoritmus futdsideje O(n + d(T)nlogn) = O(d(T)nlogn)

Ezen tudunk tovabb javitani jobb parhuzamos algoritmus hasznalataval. Eloszor megoldjuk a feladatot abban
az esetben, ha T 1t O(logn) idében, majd ezt felhasznalva kapunk O(log? n) idejii algoritmust altaldnos T-re.

A feladat megoldasa ha F' ut

A paraméteres kereséshez az alabbi feladatot megoldé hatékony parhuzamos algoritmust kell P-nek valaszta-
nunk, amennyiben az F fa egy 1ut.
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Algorithm 3.4: Egyszerii részben parhuzamos algoritmus

1 while |T| > 1 do
2 parallel for leaf ! of T do

3 if s(I) > A then
4 k< k+1// ez padrhuzamosan nem m{ikédne, de a szekvencidlis
szimuldcidé miatt nem baj
5 delete [;
6 for vertex v: all children are leaves do
7 S, «— sum of s for v’s children;
8 Sy — Sy + s(v);
9 new v’ vertex in place of v with s(v') = Sy;
// ezen a ponton egy v csucsa van mar csak a fanak
10 if s(v) < A then
11 L k+— k-1,
3.5. Feladat. Legyen aq,--- ,a, nemnegativ szamok eqy sorozata, és A adott.

Legfeljebb hdny (a1, -+ , @y ), (Qiy41, 7 s Qiy)s- v 5 (@i, -+ ,an) blokkra lehet particiondlni, hogy mindegyikben
legaldbb X\ legyen a szamok dsszege?

Minden ¢ € {0,--- ,n — 1}-re ki fogjuk szdmitani k() és s(i)-t, ahol a; 41, - ,an-t legfeljebb k(i), darabonként
legalabb X\ &sszstlyt blokkra tudjuk particiondlni. s(i) pedig a legkisebb index, amire a; 1, , ayq) is k(i)
darab legalabb A 6sszsiilyi blokkra particionalhaté.

k(0) a feladatban kivant érték, de ennek hatékony parhuzamos kiszdmitdsahoz hasznos a tobbi. Ebben j(i):
Ajiy—1— A < X < Aj) — A is segitségiinkre lesz, amit minden -re kiilén bindris kereséssel meg tudunk talalni.
Ez azt mondja meg, hogy hol kezd6dik garantaltan kovetkezo blokk, tehat a kovetkezd blokk megtalalasara
fogjuk hasznalni.

Rekurzivan s(i) és k(i) el6all a kovetkezé médon: ha s'(i) és k(i) az ay,- -+ ,a|n 2| szdmokra vonatkozik, és a
a|pj2)+15° " »n szdmokra tudjuk s és k-t, akkor ha j(s'(i)) <n

k(i) =K'(i) mivel ennyit mar s'(7)-ig is tudtunk
+1 mivel a j miatti ,athidal6é ugras” eggyel noveli a blokkok szamat
+ k(5(s'(4))) mivel ennyit tudunk j(s'(i))-t8l s(j(s'(7)))-ig

és s(i) = s(j(s'(2))) ebbdl adédé médon. Kiilonben ha j(s'(i)) > n, akkor k(i) = k(i) és s(i) = s'(4).
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Algorithm 3.5: Gyors algoritmus ttra iterativan

input :ay,---,a,
output: k
1 calculate A; prefix sums;
2 parallel for i € {1,--- ,n} do
3 find j(i): Ajs—1 — As <A < Aj) — A; using binary search; // O(logn) idé, és j(i) - 00 ha

nincs ilyen j

4 parallel for i € {0,--- ,n—1} do
5 if a;11 > X then
6 k(i) < 1;
7 s(i) «—i+1
8 else
9 k(i) « 0;
10 L s(4) + 4
11 for iteration € {20,2%,... 2leenl} do
12 parallel for i € {0,--- ,n — 1} do
13 if iteration @i =0 and j(s(i)) < |5t - iteration + iteration then

// i egy paratlanadik iteration mérett blokkban van és j(s(i))
legfeljebb eggyel késdébbi iteration méreti részbe ugorhat at

14 s(1) < s(4(s(4)));

15 k() < k(@) + 1+ k((s(2));

16 return k(0);

3.2.6. Tétel. A @ algoritmus O(logn) futdsidejd, tehdt utakra az eredeti feladat megoldhaté O(T,P +
T,Tslog P) = O(nlogn + nlog?n) = O(nlog? n) idében.

Altaldnos fa esete

3.6. Feladat. Adott eqgy T fa és csticsain eqy s nemnegativ silyfigguény. Legfeljebb hdny élt lehet kitordlni a
fabol, hogy az igy keletkezd komponensek mindegyikében legaldbb A legyen az dsszsuly?

Erre akarunk tehat hatékony parhuzamos algoritmust. Legyen egy tetszoleges u csucs a fa gyokere. A rekurzivan
levelektdl definidlt g(v) fiiggvényt szeretnénk kiszdmitani.

0 ha v levél és s, > A
Sv ha v levél és s, < A
k
9(v) =4 s, + > g(v;) kiilonben, ha ez < A, ahol vy, -+ , vy v gyerekei
i=1
k
0 kiilénben, amikor s, + > g(v;) > A
i=1

Tehat ha g(v) = 0, akkor a v-bdl sziilgjébe mené élt kitoroljik, illetve ha az u gyokérre nemnulla, akkor a
komponensét hozzacsatoljuk egy tetszéleges torlendo éllel kapcsolédéhoz.

Centroid dekompozicién (14sd E) mulik az algoritmus: ez el6re szdmithaté az egész fara O(nlogn) idSben, és
nem mulik X értékén.

Ha vg a centroid és vy, v1, -+ ,v, = u az onnan a fa gyokerébe vezet6 ut, akkor az Gsszes olyan fara, aminek
gyokere az tutrél ,lég le” kiszdmitjuk rekurzivan és pirhuzamosan g-t, azaz ha v; szomszédjai vj_i,vj41 és
Uj 1, Uj 2, 5 Uj (), aKKOT az wj 1, U 2, -+, Uj ;) gyOkerll fakra szdmitjuk ki Vj-re.
0
Ekkor legyen a; := sy, + > g(u;), amit O(logk(i)) id6ben ki tudunk szdmolni ».2.1lben latott médon. (de
i=1
nincs is benne eldgazds) Ezzel visszavezettiik g kiszdmitdsat az el6bbi részbeli egyszeriibb esetre, amirél 1lattuk,
hogy O(logr) < O(logn) idében tudunk szdmolni.
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Tegyiik fel, hogy az algoritmus pdrhuzamos futésideje n csicsu fara a T'(n). Ekkor a rekurziv kiszdmitasi
moédbdl adéddan, mivel a centroid garantélja, hogy minden részfa mérete legfeljebb fele az eredetinek: T'(n) <
T(n/2) + clogn. Ebb8l T(n) = O(log? n), hiszen indukciéval T'(n) < ¢’ log? n kijon ¢/ = max(c, 1) valasztéssal:
T(n) <T(n/2) + clogn < ¢ log® g +clogn =
='log?n — 2 logn + 1 + clogn =
= log?n + (1 — ¢ logn) + (clogn — ¢'logn) < ¢'log”n

<0 <0

3.2.7. Tétel. A paraméteres keresésbdl adods algoritmus futdsideje ezzel a P-vel O(T,P + T,Tslog P) =
O((n+nlog®n) + (nlog®n)) = O(nlog®n).

Megjegyzés. Erre a feladatot Frederickson és Zhou [FZ17]-ben O(n) futdsidejii megoldast adnak egy bonyolul-
tabb, paraméteres keresést felhasznal6 algoritmus forméjaban.

3.3. Standard alak specialis esetben

Az aldbbiakban a standard alak azon alesetét vizsgaljuk, ahol el tudjuk dénteni, hogy optimélis-e tetszéleges x.
Ez nagyon sok feladatra teljestl és 1latni fogjuk, hogy a szimbolikus P algoritmusnak nem kell pont ugyanazt a a-
t kiszdmitania. Ezzel jelent6sen tobb lehetdségiink lesz, amikor paraméteres keresési algoritmust konstrualunk.
Ezt a szabadsdgot haszndljuk majd ki B.G-ban Cole gyorsitdasanal is, hogy a kiils§ szimbolikus algoritmust
rendezd algoritmusnak valasszuk. Megiddo [Meg83a] és [Meg79] cikkjeiben ilyen alaki feladatokkal foglalkozik,
a tovabbi példak tobbsége tole szarmazik.

A standard alak kortilményessége abbdl adédott, hogy « kiszamitasdval nem tudjuk meg, hogy A*-ban vagyunk.
kisebb haz < A*

Ha «a(z) = { optimum hax = \* alakd ugyanaz az algoritmus miikodik, és azt a gyakorlati optimalizéciét
nagyobb  haxz > \*

érdemes megtenni, hogy ledllitjuk az algoritmust, ha S ,a(z) = optimum”-ot szdmitott ki.

|Az altalanos alak uténi megiegyzés{ fényében gyakran koran ledllitja az algoritmus futdsat, viszont tényleges
aszimptotikus javulast nem eredményez. Elénye viszont, hogy lefutott az algoritmus garantalja, hogy A*-re a
kapott értéket adnd P. Ez hasznos, ha ebbdl az értékbol \* visszaszamolhato.

Sok alkalmazasnél a parhuzamos P algoritmus nem «-t szadmitja ki, hanem valamit, amib&l « szadmolhato.
Kicsit formalisabban:

3.3.1. Allitas. Adott egy o : R — {kisebb, optimum, nagyobb}, ami

kisebb hax < \*
a(z) = S optimum  haxz = \* alakd (A" € [—o00, x0]-ra).
nagyobb  hax > \*
Emellett adott egy S szekvencidlis algoritmus, ami Ty idé alatt kiszamitja o értékét. Tovabbd adott P pdrhuzamos
algoritmus, ami T}, id6 alatt kiszamitja P processzorral A-nak kiszdmitja gy, hogy minden vdltozé ami szerepel

osszehasonlitdsban A-nak kis fokid (deg < 4) polinomja, eqy §(\) figgvényét, amibsl \ ,gyorsan” szamolhatdé
dgy akkor konstrudlhato M algoritmus, ami O(T, P + T,T;log P) iddben kiszdmitja \*-t.

3.4. Tortlinearis kombinatorikai optimalizalas

Ebben a szekcidban a Radzik dltal [Rad98]§2-ben ismertetett mdédon visszavezetjitk a tortlinedris kombina-
torikai optimalizalasi feladatokat paraméteres keresésre, ezzel ilyen feladatokra altalanos megolddsi médszert
adva, amivel gyakran jé futdasidék érheték el.
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3.4. TORTLINEARIS KOMBINATORIKAI OPTIMALIZALAS

Definicié. Adott X C {0,1}?” megengedett megolddsok halmaza, és adottak f : X — Rés g : X — R*
linearis fiiggvények. Ekkor tortlinearis kombinatorikai optimalizalasi feladatnak nevezziik a kovetkezo

F feladatot:
F : keressiikk \* = max f(z)

-t
ceX g(x)

Ilyen tipusu feladatok példaul a minimalis sulyozott atlagi feszitéfa, a maximalis sulyozott dtlagi kor és a tort
0 — 1 hatizsakfeladat.

3.4.1. Allitds. A F mazimalizilisi feladat ekvivalens a kévetkezbvel:

P : minimalizédljuk A € R:f(z) — A\g(z) <0 (Vx € X)

Bizonyitds. A feltétel \*-re vildgos, hogy teljesiil, hiszen % <M Ve eX = flx)— Ng(x) <0.

Miésrészt A < A*-re 2’ € X : % >\ = f(z) — Ag(z) > 0, tehdt A* a minimdlis lambda ami teljesiti a
feltételt és a megoldasa P-nek. O

hamis ha r;ga%((f(x) —Ag(x)) <0

Ezt felhaszndlva a()\) = { fiiggvényre ez egy standard alakd paraméteres

igaz kiilonben
keresési feladat.

Tortlinearis kombinatorikai optimalizalasi feladatnal a standard alak specidlis esetét alkalmazva: ha 3 kisza-
mitja f(z) — \*g(x)-et, akkor egyrészt tudjuk hogy \* definicidja szerint ez 0, mésrészt megkapjuk mint \*
linearis fiiggvénye, akkor meg tudjuk oldani az a\* + b = 0 egyenletet, hogy megkapjuk A*-t.

Megjegyzés. A bizonyitdsbdl kovetkezik az is, hogy az A*-hez tartozé z-re ami minimalizdlja f(x) — A*g(x)-et

arra % = A" maximalis, igy az optimdlis struktirat is megtudjuk talalni.

3.4.1. Maximalis silyozott atlagi at DAG-ban

A kovetkez§ Radzik édltal [Rad98]-ban targyalt egyszerii tortlinedris programozési feladatra alkalmazhaté a
fenti médszer. Ez felfoghaté, mint legjobb 6ssz jutalom-koltség ardanyt it keresése.

3.7. Feladat. Adott eqy kérmentes irdnyitott grif, csucsainak vy, - -+ ,v,—1 topologikus rendezése és é€lein f,g
koltségfiiggvények, hogy g > 0. Mi az 5 koltségfiigguény szerinti legdrdgdabb vg-bol v, _1-be vezetd it kiltsége?
(tegyiik fel, hogy van it vo-bdl vi-be)

Az ebbdl kapott P alakra hozott feladatot oldottunk meg —ban, igy az abbdl kapott A\* a keresett megoldés.
Igy a kapott futdsids: O(nmlogn).

3.4.2. Kétfazisu feszit6fa

A kovetkez6 Megiddo [Meg834]§3 cikke alapjin megoldott feladat a maximélis stlyozott atlagi feszitéfa B
alakja, igy a tortlinearis feladatot is megoldja a mar latott médon.

3.8. Feladat. Adott G(V, E) grdf, egy k koltséguetési korldt és wy(e) az éleken A-ban linedris kéltségfiggvény:
wy(e) = f(e) + Ag(e) dgy, hogy g > 0. Keressiik a mazimalis \*-ot, amire a wx= szerinti minimdlis koltségl
feszitdfa koltsége legfeljebd k.

Megjegyzés. Ez a feladat felfoghat6 gy, hogy a feszitofa egy e élének megépitéséhez sziikséges anyagokat meg
tudjuk venni f(e) koltséggel, viszont az épitkezés csak az anyagok beszerzése utdn kezdS8dhet el, amikorra a
munkdsok dltal e él megépitsére adott g(e) arajanlata szorzédik egy jelenleg ismeretlen A-val inflicié miatt.
Ekkor keressiik a legnagyobb A inflacié miatti szorzét, amire k koltségvetéssel megépithetd feszitéfa.

Ha P-nek Boruvka/Sollin algoritmusat haszanljuk, és S-nek Chazelle [Cha0(]-ben leirt O(m-a(m,n)) futdsideji
(ahol « az inverz Ackermann fiiggvény) algoritmusét hasznlajuk, akkor M futésideje O(T, P + 1,1, log P) =
O(logn - m + logn(m - a(m,n))logn) = O(m - a(m,n)log* n).

Megjegyzés. Ugyanigy kapunk ezzel a futdsid6ével algoritmust a minimdlis/maximalis tortkoltségli feszitofdra
is.
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3.4. TORTLINEARIS KOMBINATORIKAI OPTIMALIZALAS

3.4.3. Feladatiitemezés

A kévetkezd Megiddo 4ltal [Meg83a]§4-ben targyalt feladatiitemezési problémara adott megoldédsa is paraméte-
res keresést alkalmaz. Ezzel egy szamitogépen elvégzendo idGérzékeny fiiggetlen feladatokat tudunk iitemezni,
a feladatok kozott minél nagyobb egyforma hossziusago sziineteket hagyva a gép tilmelegedését minimalizalva.

3.9. Feladat. Adott n feladat, amiket el akarunk végezni. A feladatok ti,--- ,t, ideig tartanak, halasztdsi

kéltségeik pedig cy,--- ,cn. Egymds utdn szeretnénk végrehajtani a feladatokat gy, hogy két egymdst kévetd
n

feladat kézott X hosszi sziinetet iktatunk be. Ha az i indexd feladatot f;-kor fejezziik be, ennek kéltsége >  c; f;.
i=1

Keressiik a maximadlis \* sziinethosszt, amit a k koltséguetésiinkkel megengedhetink magunknak.

=1

n n 1
Ha az 7 (i) indexi feladatot i-edikként végezziik el, akkor az 6sszkoltség: > ¢ fi = > <tﬂ(i) + > (txs) + A)) Cri-
~ :

i—
% j=1

Adott A-ra 22 szerinti névekvd sorrendben éri meg a feladatokat végrehajtani:

c;
m(k)+1=m=(), % > % esetén a kettd feladat sorrendjét megcserélve a tobbi feladat befejezési idépontja
ti+ A
Cy

nem véltozik, igy az 6sszkoltség valtozasa i (t;+A) — ¢ (tr +A) < 0. Igy ha nem ~* szerint novekvd sorrendbe
vannak rendezve tudunk ilyen szomszédcserével javitani, tehat ez a rendezés lesz a legolcsdbb.

Ebbdl adédik, hogy S eszerint rendez O(nlogn) idében, és kiszdmitja a rendezés szerinti koltséget még O(n)
id6ben, osszesen O(nlogn) futdsidével.

Miésrészt, ha adott “Jg—f\*—k szerinti rendezés, abbdl kovetkezik a koltség mint A* linearis fiiggvénye, széval P
rendezze ezeket a A*-ben linearis fliggvényeket.

A kapott M algoritmus futédsideje O(T,P + T,Tslog P) = O(logn - n+ logn - nlognlogn) = O(n log® n).

3.4.4. k-szintli metszéspont

Definicié. Adottak pq,--- ,p, sikbeli pont. Ekkor ezeknek kozéppontjanak nevezziik p;-t, ha minden p;-n
atmend egyenes altal meghatdrozott két zart félsikban legalabb (%1 van a pontok koziil.

Matousek [Mat90]-ben ad egy algoritmust, ami n sikbeli pontnak O(n log® n) idében szdmitja ki egy kozép-
pontjit. Matousek algoritmusdban alfeladat a kovetkezd, amit a [[lil4]-ban Ilkin 4ltal leirtakhoz hasonléan
targyalunk.

3.10. Feladat. Adottak eq,--- ,e, egyenesek a sikon, szamitsuk ki azt a metszéspontjukat, aminek k-adik
legkisebb az x koordindtdja.

Legyen \* az x koordindta értéke a keresett pontban. Legyen 7* pedig a ponton dtmend fiiggdleges egyenes.

Vegyiik észre, hogy adott \*  koordinatabol O(n) id6ben szamithatd az 6sszes egyenesnek az \* x koordindtéji
pontja. Ezeket y koordinata szerint rendezve, majd a rendezés szerint sorban végigmenve a pontokon meg tudjuk
allapitani O(n logn) id6ben, hogy melyik egyenesek metszéspontjainak x koordindtdja A\*. 7* ismeretében tehat
a keresett pont meghatdrozhaté O(nlogn) id6ben.

A P algoritmus rendezze y koordinéta szerint az egyenesek 7*-val vett pl ,p3 ,---,pl metszéspontjait. Az
elébb 1attuk, hogy 7* meghatarozza a keresett pontot. S pedig p{* és p; y koordinatainak osszehasonlitasit
végzi el. Ehhez megnézi, hogy e; és e; metszéspontjatdl jobbra, vagy balra van 7.

Az els6 metszésponttdl balra 16v6 7-ra a p]-k rendezése meggondolhatd, hogy az egyenesek meredeksége szerinti.
Ezt a rendezést O(nlogn)-ben ki tudjuk eldre szamolni. Indexeljiik eszerint a rendezés szerint a pj, p3,- -, p}
pontokat. Legyen p;T(i) a 7-val vett metszéspontja e;-nek gy, hogy p () < Py Gy < < W:(J—n). Ekkor a 7,
permutéacié inverzidészama 7-ban monoton né. Ennek koszonhetoen eldonthet6 az inverziészam kiszdmitasaval,
hogy egy adott metszéspont 7*-t6l milyen irdnyban van. Ezt O(nlogn)-ben meg tudjuk tenni a Halim, Halim

és Effendy éltal [SE20]§2.2.2-ben bemutatott mddositott mergesort algoritmussal.
Az igy a kapott futdsidé O(T, P + T, T, log P) = O(nlogn + logn - nlog* n) = O(nlog®n).
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3.5. MINIMUMSZAMITAS

3.5. Minimumszamitas

Ebben a szekci6ban [Rad98]§5.5 tematikdjat kovetve fogunk latni két gyorsitdst, amiket a P algoritmusban
tortén6é minimumszamitasi fazisokra tudunk hasznalni. A minden cstcspar k6zotti legrévidebb 1t keresésére
kozismert [Cor+09)§VI1.25.2-ben is megtaldlhaté Floyd-Warshall algoritmus ilyen. Ezt kihasznalva fogunk adni
egy hatékony algoritmust minimaélis silyozott atlagti kor keresésére.

3.5.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a P algoritmus egy fazisdban az fy(N*), -+, fu(N*) X*-ban linedris paraméteres
kifejezések minimumadt kell kiszdmitani. Paraméteres keresési algoritmusban ez a fizis O (n + Tslognloglogn))
futasiddvel szimuldlhato.

Bizonyitds. Hasznaljuk a —ben lefrt minimumszamité algoritmust: ez O(loglogn) idében szdmit minimu-
mot O(n) Osszlépésszdmmal. Igy a minimumszamitasi fazis futdsideje a paraméteres keresés M algoritmusdban:

O(Wy +T,Tslog P) = O <n + loglogn - T, log n) =
loglogn
= O(n + loglogn - T(logn,; —logloglogn)) = O(n + loglogn - T logn)
O

3.5.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a P algoritmus egy fazisiban az fi(N*),--- , fn(\*) N*-ban linedris paramé-
teres kifejezések minimumdt kell kiszdmitani. Paraméteres keresési algoritmusban ez a fdzis O ((n + Ts)logn)
futdsiddvel.

Bizonyitds. A minimumszamitasi fazisban hasznaljuk a Q—ben leirt algoritmust a pontonkénti minimum ki-
szamitdsira. Ezzel megkaptuk a téréspontokat sorbarendezve O(n;logn;) id6ben. Bindris kereséssel keressiik
meg a toréspontok kozott A*-t a standard alakban latott médon.

Ez egy minimumszamitasi fazisra O((n 4 T;)logn) futdsidét ad. O

Megjegyzés. Ha egy minimumszamitasi fdzisban t6bb minimumot is szamitunk tgy, hogy ezek my; 1, -+, m; k()
méretl halmazok minimumai és m; 1 + -+ + m; k() < ny, akkor ugyanezekkel a futdsidékkel igazak az el6bbi
allitasok:

o Az elsé esetében a processzorszam ugyanigy n;, viszont P futédsideje loglog max(m; ;) < loglogn,.
J

e A miésodik allitdsnal a bindris keresés ugyanugy torténhet n; ponton, és el6tte a futdsidé Gsszesen
Zmi,j logmw- < Zmi,j logni =n; logni.
J J

3.5.1. Minimalis silyozott atlaga kor

A kovetkezd feladatra tudjuk alkalmazni a fenti technikét, az aldbbi Radzik dltal [Rad98]-bél szarmazé médon.

3.11. Feladat. Adott eqy G(V, E) irdnyitott grdf és élein f,qg kiltségfiggvények, hogy g > 0. Mennyi a 5
szerint minimalis kor koltsége?

A @—ban targyaltak alapjan ez ekvivalens a
F(\) = f — \g koltségfiiggvény szerinti legolcsébb kor koltsége

nullhelyének keresésével. Ez A-ban monoton csékken, széval alkalmazhatd a paraméteres keresés.

Legyen ﬂfj a legolcsébb legfeljebb k él hosszi i — j séta. 771-2;“ = min(7F, + ﬂfj), tehat a kovetkezd algoritmust
T

kapjuk:

Hasznaljuk ezt mint P és mint S hasznédljuk az O(nm) futdsidejii Bellman-Ford algoritmust negativ kor de-
tektdlasara.
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Algorithm 3.6: Legolcsobb korséta kiszamitasa

input :s:V xV — R silyfiiggvény, amire s(i,4) = 0 és ha nincs (4, ) él s(i,j) = 0o
1 parallel for i, € {1,--- ,n} do
2 | my o s(i,);

3 for [logn] iterations do
4 parallel for i,j € {1,--- ,n} do
ok . ok—1 gk—1
5 L i < min (ﬂ'W + 7 );
T
6 Tet%min(w?jrlogﬂ); // O(loglogn) idében O(n?) processzorral
0.

7 return ret;

. —t Osszegezve a futdsido:

[logn]
O(W,+T,Tslog P) = O(n* + nmlognloglogn + Z (n3+nmlognloglogn)) = O(n®log n+nmlog® nloglogn)
végén a minimum i=1
. —t Osszegezve pedig:
[log ]
O(W,, + T, T log P) = O(n® + nmlognloglogn + Z (n® + nm)logn) = O(n®log? n)
i=1

végén a minimum

3.6. Cole gyorsitasa

Cikkében [Col87] Cole megmutatja hogy ha P rendezés, akkor az AKS rendezd halé futdsat manipuldlva
O(logn) faktorral jobb futdsid6t lehet elérni az ebbél szdrmazé paraméteres keresési algoritmusra. Ebben a
fejezetben Cole technikajat és alkalmazasait mutatjuk be.

3.6.1. Rendez6 jaték

Aliz és Béla egy jatékot jatszanak. Adott egy n vezetékes, d(n) fizisi rendezé halézat. Aliz nem ismeri a
hélézat bemenetében 1évé szamokat, viszont Béla igen. Minden korben Aliz megkéri Bélat, hogy végezzen el a
halézaton megengedett 6sszehasonlitasokat, Béla pedig ezeknek egy részét elvégzi és azok eredményeit elmondja
Aliznak. Aliznak célja, hogy minél kevesebb kor elteltével megtudja, hogy mi a szadmok permutécidja a hélézat
kimeneténél.

Ahhoz hogy formalisan definialjuk a jatékot sziikségiink lesz a kovetkez6 definicidkra:

Definicié. A hélézat ¢y 6sszehasonlitasa fiigg a halozat co Osszehasonlitasatél, ha co kordabbi fazisban szerepel
és kimenete eljuthat ¢; bemenetéhez. Mésszdval ha elindulunk , jobbra” egy tetszoleges vezetéken, és minden
Osszehasonlitasnal donthetiink, hogy atmegytlink a mésik vezetékre vagy maradunk a jelenlegin, akkor van olyan
dontéssorozat, aminél el0szor a co és ¢ Osszehasonlitasokban is részt vesziinnk.

Megjegyzés. Ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy van is bemenet, amire egy szam el6szor egyiken, utana a
masikon megy keresztiil: ha egy kész rendez6 halézat utan harom kiilon fazisban elvégezziik egymds utan a
c1 = (v1,v2), c2 = (va,v3), c3 = (v3,v4) Osszehasonlitdsokat, akkor ¢z definicié szerint milik ¢p-en, viszont
mivel mar rendezve vannak a szamok nem cserél egyik sem, igy c¢; kimenete nem befolyasolja c3 kimenetét.

Definicié. Egy 6sszehasonlitast aktivnak neveziink, ha Aliz tudja, hogy a kezdeti szamok koziil melyikek
vannak a bemenetén.

Megjegyzés. Ahhoz hogy egy c Osszehasonlitds aktiv legyen, elég ha Aliz tranzitivitds miatt tudja az Osszes
Osszehasonlitas eredményét, amitél c fiigg. Nem kell, hogy azokat mind Béla mondja el neki.
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3.6. COLE GYORSITASA

Ezekkel a jatékot tudjuk formalisan definialni:

3.12. Feladat. Minden korben Aliz minden aktiv dsszehasonlitdshoz rendel egy w; prioritdst, és Bélinak ezek
k
Z wi

koziil legaldbb =5— prioritdsértéknyinek el kell mondania a kimenetelét.

3.6.1. Lemma. Ha Aliz stratégidja az, hogy az i-edik fdzisbeli aktiv ésszehasonlitdshoz 4~% prioritdst rendel,
akkor a k + 1-edik kor elején az dsszprioritds legfeljebb (%)k 5.

Bizonyitds. Indukciéval 1latjuk be:

Az elsé kor elején legfeljebb 5 aktiv Osszehasonlitds van, és ezek stlyai mind 1-ek, igy k = O-ra teljesiil az
allités.

Elég belatnunk, hogy minden lépésben az Osszprioritas legalabb negyedével csékken.

Amikor egy w sulyu 6sszehasonlitast Béla végrehajt, akkor ezzel legfeljebb kett6 1j aktiv Gsszehasonlitds ke-
letkezik. Ezek legaldbb egy fzissal a végrehajtott utdn vannak, igy legfeljebb % prioritdsiak darabonként. Az

Osszprioritas ezzel legaldbb F-vel csokken. Mivel Béla az 6sszprioritdsnak legalabb felét végrehajtotta, legalabb
negyedével csokkent. O

3.6.2. Allitas. Ha k > 5(i + lo‘gn), akkor a k + 1-edik kortdl nem lehet i-edik fazisbeli aktiv osszehasonlitds.

. L, s . Do 5(i+1ogn .y :
Bizonyitds. A k+ 1-edik kort8l a W Ssszprioritasra (2) +755) % az el6z6 lemma szerint.
logn

)

(%)5 < i, tehat W < (%)(H 28 = (%)i . %, viszont i-edik fazisbeli 6sszehasonlitas sulya (i)z O

3.6.2.1. Kovetkezmény. O(d(n) + logn) kor alatt végetér a jaték, hiszen az el6zd dllitds szerint nem lesz
aktiv d(n) szintd dsszehasonlitds 5(d(n) + 10%) kor utdn.

Megjegyzés. [Col87] cikkében Cole roviden targyalja a jatékot tetszéleges kormentes irdnyitott gréfra rendezd
halé helyett.

3.6.2. A gyorsitas

3.6.3. Tétel. Ha paraméteres keresésnél P rendezési algoritmus, ami O(k(n)) a paraméterben linedris kifejezé-
seket rendez és S futdsideje a szokdsos mddon Ts, akkor O(k(n)logk(n)+Tslogk(n)) futdsidejii C paraméteres
keresési algoritmus konstrudlhato.

Definicié. Ha adottak aq, -, a, szamok és sy, - -- , s, silyok, akkor az a;-k s;-k szerinti stilyozott medianja
n n
. 1 . 1
az aj, amennyiben a s; + > s; >35> s éss;+ D, 5> 508
i:a;<aj =1 i:a;>a; =1

Bizonyitds. Jatsszuk a fenti jatékot az AKS rendezé halézaton tigy, hogy Béla szerepében mindig a kritikus
pontok prioritasok szerinti silyozott medidnjara futtatjuk S-t. Ezzel tranzitivitds miatt az 6sszhasonlitasoknak
prioritds szerint legalabb a fele elddl.

Reiser [Rei78]-ban bemutatott algoritmust hasznélva a silyozott medidn O(k(n)) id6ben szdmithaté minden
korben. Mivel O(loga(n)) kor van, és a rendezés O(a(n)loga(n)) id6t vesz igénybe, ezzel a szimuldcid sebessége
aszimptotikusan nem romlik, viszon minden kérben elég S-et egyszer meghivni. Ezzel a O(T,P + T, T, log P)-
beli Olog P faktor eltiinik, tehdt O(k(n)logk(n) 4+ logk(n)(Ts + k(n))) = O(k(n)logk(n) + Tslogk(n)), és a
kivant futasidét kaptuk. O

Megjegyzés. [GP13]-ben Goodrich és Pszona mutatnak egy AKS mentes randomizalt algoritmust, ami nagy
valoszintiséggel ugyanezzel a log faktorral torténd javulast eredményezi, viszont gyakorlati feladatoknal haté-
konyabb.

Hasonlé gyorsulast akkor is el tudunk érni, ha P m parhuzamosan futé bindris keresés. Itt a jaték ugyanugy
abbdl all, hogy Aliz a binaris keresések altal végrehajtando osszehasonlitdsokhoz rendel stulyokat. Itt mivel egy
osszehasonlitasbol mindig 1 db eggyel késébbi fazist keletkezik, ha Aliz a 217 prioritast rendeli i-edik fazisbeli
Osszehasonlitasokhoz, akkor a fenitvel analég médon belathato:
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3.6.4. Lemma. A k+ 1-edik kor elején az dsszprioritds legfeljebb (%)k -m.
3.6.5. Allitas. Ha k > 3(i + logm), akkor a k + 1-edik kortél nem lehet i-edik fazisbeli aktiv 6sszehasonlitds.

3.6.5.1. Kovetkezmény. O(logm + logn) kir alatt végetér a jdaték.

Tehat a paraméteres keresést a fentihez hasonlé médon megvaltoztatva:

3.6.6. Tétel. Ha a P pdrhuzamos algoritmus m darab pdrhuzamos bindris keresésbdl dll, dsszehasonlitisaiban
a bemeneti paraméternek linedris figgvényei szerepelnek és S futdsideje Ts(n), akkor a pdrhuzamos keresési
algoritmus futdsideje:

O(Ts(n)(logm + logn) + m(logm + logn)) = O((Ts(n) + m)(logm + logn))

3.6.3. Alkalmazasok
Kétfazisu feszitofa

Erre —ben lattunk egy O(T,P + T, log P) = O(logn - m + logn(m - a(m,n)) logn) futdsidejii megoldast.
Vegyiik észre, hogy ebben béar azt mondtuk hogy Boruvka/Sollin algoritmusdt haszndljuk kiviil, abban az
élek silyainak rendezése az igazi kulcs, ugyanis az mar egyértelmlien meghatarozza hogy mi fog torténni az
algoritmus maradékaban.

Elég tehat rendezni az élek f(e) + A\*g(e) silyait P-vel, széval alkalmazhaté a gyorsitds. A javitott futdsidd
O(logn - m +logn(m - a(m,n))) = O(m - a(m,n) logn).

Feladatiitemezés

-ben erre O(T,P 4+ T,Tslog P) = O(logn - n + logn - nlognlogn) futasidejli algoritmust adtunk, amiben
a P algoritmus n linedris kifejezést rendezett, tehdt O(logn - n + logn - nlogn) = O(n log? n) a javitdssal.

k-szintli metszéspont

A —ben latott O(T,P + T, T;log P) = O(nlogn + logn - nlog?n) = O(nlog®n) futésidejli megoldas Cole
gyorsitasaval egyiitt O(nlog2 n), hiszen az az utols6 nlog?® n-rél lefarag egy logn szorzot.

Megjegyzés. Erre a feladatra az optimdlis futdsidé O(nlogn), amit [Col4+89]-ban Cole és térsai ezt mddositva
egy approximacios otlettel érnek el.

3.7. Masodrendu alkalmazas

A kovetkezd Megiddo 4ltal [Meg83a]§9-ban targyaltakat feldolgozé rész az egymésba dgyazott paraméteres ke-
resési algoritmusok esetét mutatja be. Ebben az esetben a paraméteres keresési algoritmus parhuzamositasaval
megmutatjuk, hogy jobb futasid6 érheté el.

Eléfordul, hogy a S algoritmus méar egy paraméteres keresésbol kapott, azaz egymasba agyazott paraméteres
kereséseket futtatutnk. Ez geometriai feladatoknal a legjellemzEbb, viszont itt egy kordbban latott feladatot
felhasznalo ilyen alkalmazast mutatok be:

3.13. Feladat. Adott eqy G grdf, és élein f, g, h sulyfiigguények, hogy g,h > 0. Keressiik meg a maximdlis A
értéket, amire a % koltségfiigguény szerinti minimdlis kor koltsége legfeljebb b.

Ha negativ kort T, idében tudunk detektdlni P processzorral, akkor egy lépésben P kritikus érték kozott
fogunk bindris keresni. Ehhez O(log P)-szer kell futtatnunk a & = M; algoritmust, aminek futasideje Ths =
O(T,P + T,Tslog P). Igy a kapott futasidé: O(T,P + T,Tar log P) = O(T,P + T,(T,P + T,Ts log P) log P) =
O(T3Plog P + T7T, log® P), ami a B.5.1-ben latott P = n3 T, = logn - loglogn, Ty = nm-el:

O((logn - loglogn)*n3logn + (logn - loglog n)?nmlog® n) < O(n?log* n(loglogn)?)
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A paraméteres keresésben a @ algoritmus helyett logn-el szorozzuk meg a processzorszamot és minden logn-

edik kritikus értéketre értékeljiink ki parhuzamosan a-t a szekvencidlis algoritmussal. Ezutan bindris kereséssel
a mar kiértékelt logn értéken O(loglogn) szekvencidlis idében a mar kiszamitott értékeken keresve le tudjuk
szilikiteni a kiértékeletlen kritikus értékek intervallumat @ elemiire. Ezt ismégelgetve mindig logn értékre

logn
loglogn

parhuzamosan futtatva a keresést O( ) iterdciéban végetér, igy a kapott parhuzamos paraméteres keresési

algoritmus parhuzamos futésideje 7, » =0 (prlgol%) tigy, hogy P = O(Plog P) processzort haszndl. Ezzel
O (T, Pl + T, (25l 5 (T, 1og P+ loglog P)) ) = O (T,PU20 05 + T, 0% 5T, ), tehdt ebben T, = T,
és P := Plog P-vel azt kapjuk, hogy:
log® P log® P 3 log®n log®n 3. 4
0 T, T, ) =0 1 loglogn———— +1 loglogn——— < 0O(n°1
< P" loglog P + Ploglog P nognios OgnloglognJr 0811108 Ognloglognnm < O(n”log"n)
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Osszefoglalas

A dolgozatban parhuzamos algoritmusok targyalasat a Megiddo altal, [Meg79] és [Meg83a] cikkeiben bevezetett
paraméteres keresési médszerrel motivaltuk.

A paraméteres kereséshez és a dolgozatban szerepld alkalmazdsaihoz sziikséges ismereteket mutattunk be par-
huzamos algoritmusokrél. Tébbek kozott lattuk, hogy PRAM modellben hogyan lehet dsszegezni, minimumot
keresni és minimalis koltségli feszit6fat konstrudlni. A PRAM modell kiilénb6z6 véltozataira és ezek egymas-
sal torténd szimulalasara is kitértiink. Parhuzamos rendezéshez rendezé halés megoldast targyaltunk, hogy
lefektessiik a dolgozat végén latott, Cole [Col87] cikkében publikélt gyorsitdsdhoz szitkséges alapokat.

A szakdolgozatban ismertettiink paraméteres kereséssel bizonyos feladatokra - tébbnyire egy szekvencidlis és
egy parhuzamos algoritmust felhasznédlva - konstrualt hatékony szekvencialis algoritmusokat. Bevezettiik a
standard alakot, ami egységes keretrendszert adott bizonyos tipusil paraméteres keresési algoritmusok bemu-
tatasara. Fzt felhasznalva lattunk fogunk algoritmusokat mozgd pontok halmazanak minimalis atmérdjének
kiszamitasara és fa max-min k-particionalasara. Ezutan ratértiink a standard alak egy koénnyebben kezelhe-
t6é specidlis esetére, amivel tortlinearis kombinatorikai optimalizaldsi feladatokra mutattunk megoldasokat.
A dolgozat végén gyakori esetekre mutattunk tovabbi technikdkat, amikkel jobb futasidéket lehet elérni mi-
nimumszamitasokat, illetve rendezést tartalmazé parhuzamos algoritmusokbdl kapott paraméteres keresési
algoritmusokra.

Az érdekl6do olvasék figyelmébe ajanljuk a kovetkezd paraméteres keresést haszndlé eredményeket, amiket
terjedelmi korlatok miatt a dolgozatban nem targyaltunk:

« Katoh és téarsai kiilonboz8 , térmegfigyel6kamera-elhelyezési” feladatokra alkalmazzék [Kat+10]-ban, pél-
daul egy konvex sokszog keriiletén két minimalis sugard L; normabeli kor elhelyezésére, hogy ezek fedjék
a sokszoget O(m?log® m) idében, ahol m az oldalszam.

+ Agarwal, Sharir és Toledo sokszogek Hausdorff tavolsdganak kiszdmitasara adnak O((mn)?log®(mn))
futdsidejii algoritmust, amiben n és m az alakzatok élszdmai [AST94]-ban.

o Agarwal, Sharir és Toledo [[AST94] cikkjiikben egy adott sokszogben benne 1év§ leghosszabb szakasz
hosszénak kiszamitasara O(n®/°7¢) idejii algoritmust is adnak.

o Alt és Godau két tortvonal Fréchet tévolsaganak kiszdmitaséra adnak O(nmlog(nm)) futdsidejii algorit-
must [AG95]-ben.

o Megiddo [Meg83b] cikkében n darab R2-beli pontra a silyozott &ssztédvolsdgot minimalizalé pontot
O(nlog® n(loglogn)?) idében megtaldlé algoritmust mutat.

o Agarwal és Matousek [AMO93] cikkiikben egy félegyenest metsz6 els§ objektumot gyorsan megkeresd
adatstruktira létrehozasahoz hasznalnak paraméteres keresést.
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