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Koszonetnyilvanitas

Elsésorban szeretném megkdszonni témavezetdmnek, Dr. Naszédi Martonnak, a szakdolgoza-
tomhoz nyujtott minden segitségét. Nem volt oktatom a félévek alatt, igy kiilon megtiszteld,
hogy elvdllalta, hogy a konzulensem legyen. A témaajanlasért, a konzultaciokért €s a tiirel-
méért halaval tartozom neki. Mindig fordulhattam hozz4, ha kérdésem volt, de ha csak IXTEX
formdzasban akadtam el, akkor is készségesen segitett.

Ko6sz6nom, hogy ramutattdl, hogy én erre is képes vagyok €s motivéltal a gondolkozdsra!

K6sz6nom a két Borimnak, akikre barmikor szamithattam az elmult harom évben. K6szonom
a csalidomnak és bardataimnak is a sok tdmogatdst, amit kaptam. Természetesen Bazsinak is
koszonom, hogy lelki timaszom a mindennapokban €s mindig meghallgatott, amikor a matekrdl

€s a szakdolgozatomrol dradoztam neki.



1. Bevezetés

Szakdolgozatom {6 témdja llya Dumer Covering spheres with spheres (2007) cimi cikke és az
ehhez kapcsol6do lemmak, tételek értelmezése.
A publikicio egy adott n-dimenzids €s r sugaru szféranak (Euklideszi-térben) valé gombsap-

kakkal vett fedését vizsgalja. Célja a lehetd legkisebb stirliségii fedés létrehozasa. Ehhez azonos

sugard gombi korlapokat, azaz gombi sapkdkat haszndl. Nem a pontos elemszamot becsiili,

//////

A tételt a 3.3. fejezetben ismertetem. Kimondja, hogy novekvé n-dimenzidban 1étrehozhat6 egy
olyan egységsugaru sapkdkkal vett fedés az egynél nagyobb sugaru szféran, amelynek fedési sti-
rlisége nagysagrendileg (n Inn)/2. Ez az eredmény kozel fele akkordra csokkenti a fedési stirti-
séget, mint a kordbbi legjobb becslés, a Rogers-korldt. A tétel kbvetkezménye, hogy (n Inn)/2

nagysagrendd stiriségli fedés 1étrehozhat6 egységsugari gombokkel a teljes Euklideszi térre.

A szakdolgozatomban taldlhat6é szamitasok sajat szamitdsaim. Egyrészt azért, mert Dumer nem
vezeti le részletesen a szdmitdsait, viszont fontosnak tartottam ezeket végignézni, hogy teljesen
érthessem a bizonyitds 1€péseit. Mdsrészt a feldolgozott cikkben tobb szdmitdsi hibat taldltam,
amelyeket javitottam. Azt is észrevettem, hogy habar egyes 1épések hibasak a cikkben, a késéb-
biek folyaman mégis a helyes értéket, eljelet haszndlja. Erre példa a 6.1.2. lemma, amelynek

szdmolasat a 22-dik oldalon taldlhatjuk.

Els6ként ismertetem a jelenleg ismert legjobb alsé korlatot R" egységgombokkel torténd fedé-
sének siiriségére, amely a Coxeter-Few-Rogers cikkben talalhat6 [4]. Ehhez hasonlé eredmé-
nyeket ért el szintén az alsé korlétra ifj. Boroczky Karoly és Wintsche Gergely. Ez az alsé hatér
con, ahol cg egy konstansot jelol. Ezt a témét nem fogom b&vebben kifejteni, de érdekes lehet
megfigyelni, hogy az alsé és felsé korlat —-Dumer Uj fels6 hatardval- mennyiben kozelitenek

egymashoz.

Ezutdn a Rogers-korlatot ismertetem —errdl az [5] és [6] cikkekben olvashatunk—, illetve az az-
zal nagysdgrendileg majdnem azonos Boroczky-Wintsche felsd korlatot, amelyrdl a [3] cikkben
olvashatunk részletesebben. Dumer eredményét a Rogers-korldthoz érdemes mérni, hiszen ezt
az 1957-es eredményt Dumer el6tt masnak nem sikertiilt javitania. Ezeket a korldtokat részlete-

sen a 3.1. és a 3.2. fejezetekben ismertetem.

A bizonyitds 1épéseit eldszor felvazolom a 4. fejezetben, majd a teljes bizonyitds elodtt ismer-
tetem a bizonyitdshoz sziikséges lemmakat az 5.1. és 6.1. fejezetekben, illetve a fedés kiala-
kitdsdhoz hasznalt algoritmust is bemutatom az 5.3. fejezetben. Az 5.2. fejezetben bemutatom
a Rogers-algoritmust, amelyet az 5.3. fejezetben megvaltoztatunk a hatékonyabb fedés elérése

érdekében. Mivel a Rogers-korldtot csokkentette Dumer, igy fontos ismerniink, hogy milyen al-



goritmussal alakitotta ki fedését Rogers, hogy utdna érthetévé valjon, Dumer miben valtoztatott
ezen a metdduson.

Viazlatosan a Rogers-algoritmus két f6 1épésbdl all; els6ként vesz egy teljes fedést S'-re e-
sugaru sapkdkkal. Erre azért van sziikség, hogy végesiteni tudjuk a feladatot, hogy ne a szféra
végtelen sok pontjét fedjiik le, hanem el8szor csak az e-fedés véges szdmu kozéppontjait. Ha
ezeket a véges szamu kozéppontokat le tudtuk fedni (1 — €)-sugard sapkédkkal, akkor azokat
egység nagysagura novelve mér a teljes szférat tudjuk fedni. Rogers ehhez a fedéshez vesz vé-
letlenszertien N darab pontot a szféran, és ezekbdl képez egy fedést (nem feltétlen lesz teljes)
C(p,y) sapkdkkal, amelyek kdzéppontjai ezek a véletlen vélasztott pontok. Nagysagrendileg €
nagyon kicsi, megkozelitSleg (1/n1n?n), p pedig (1 — €)-nal egyenld. Masodik 1épésként veszi
azokat az €-hdlébeli kozéppontokat, amelyeket nem fednek a C(p) sapkék és ezeket, meg az y
kozéppontokat veszi az egységsugard sapkdkkal vald teljes fedéséhez az S szférdnak.

Ezzel szemben Dumer algoritmusa hdrom 1épésbdl 4ll. Ugyanigy vesz N darab pontot, meg-
taldlhat6 igy a C(p,y) gombi sapkdkkal valé részleges fedés, illetve az e-hdlét is hasznilja.
Bevezet egy u-fedést, amelyben a gombsapkdk sugara ugyan nagyobb £-nél, de nagysagrendi-
leg kozelebb &ll hozzd, mint p-hoz, koriilbeliil (1/y/nlnn). Erre a fedésre azért van sziikség,
mert igy tudja csokkenteni azoknak a pontoknak a szdmét, amelyeket hozzavesz az egységfe-
dést alkot6 véletlenszertien alkotott kozéppontokhoz. Az egységsugart sapkdk kozéppontjanak
az y kozéppontokat veszi, viszont nem az €-hélébeli C(p) sapkakkal nem fedett pontokat veszi
hozz4, hanem azokat a p-hélébelieket, amelyeknek a gombi sapkdjaban van ilyen nem fedett

€-héloébol szarmazo6 kozéppont. Ezeknek a pontoknak az Ginidja alkot majd egységfedést.

Emellett egy érdekes kitekintést teszek az 5.1.2. lemmahoz kapcsoléddan, amelyben a gombi
sapkak térfogatdt vizsgéljuk. A kitekintés alapja az n-dimenzids gomb térfogatdnak vizsgala-
ta. Ezt a 7. fejezetben olvashatjuk, amiben végigveszem, hogy miért koncentrdlédik a gomb
térfogata novekvd dimenzid esetén az egyenlitd koré egyre er6sebben. Az elméleti Osszefog-
lal6 utdn szimuldlom a gomb térfogatdnak koncentrdlédédsét az egyenlitGje koré. Latni fogjuk,
hogy a kirajzolt 4brak tartanak kompakt halmazon a normalis eloszlas haranggorbéjéhez. Ezt a

megfigyelésemet aldtdmasztjdk a Boroczky-Wintsche cikkben részletezett képletek.

Osszefoglalva szakdolgozatomat; a 2. fejezetben ismertetem a felhasznalt definicidkat. A 3. fe-
jezetben bemutatom a Dumer cikke el6tt ismert alsé és felsd korldtokat a fedés stirliségére. A
tételt a 3.3. fejezetben mondom ki, majd vazolom a bizonyitast a 4. fejezetben. Ezutan ismerte-
tem a Rogers-algoritmust és az abbdl Dumer 4ltal alakitott 4j algoritmust. Errdl részletesen az 5.
fejezetben olvashatunk. A teljes bizonyitasa elott végigveszem az ahhoz sziikséges lemmédkat

az 5.1. és 6.1. alfejezetekben, majd ismertetem a tétel bizonyitdsat a 6.2. alfejezetben.



2. Alapfogalmak
Ebben a fejezetben bevezetem a tovdbbiakban felhaszndlt fogalmakat.

1. Definicié. Legyen n pozitiv egész és r > 0. Ekkor legyen B (x) egy r-sugaru golyd, amelynek

kozéppontja x = (x1,...,X,) az n-dimenziés Euklideszi térben R":
n def n - 2
Bl(x) = {Z eER" | Y (zi—x)<r }
i=1

Legyen S7 egy r-sugart szféra az n-dimenziés Euklideszi térben R™:

i=1

YA d;f {Z c Rn—H | niIZZ _ rZ}
r 4
2. Definicié. Az egységgdmb B’f“ (x) metszi az S? szférat egy gombsapkdban,
C'(p.y) =S N B (),

amelynek szférikus kozépontja y € SV, ahol y = r- ‘i—‘, fél-hdirja p < 1, valamint a szférikus

kozéppontba és egy keriileti pontba mutaté vektorok szoge o = arcsinp /r.

A fedés létrehozdsdhoz optimélisabb, ha a Bf(x) golyok helyett vessziik az azoknak megfeleld
gombsapkdkat, igy a tovdbbiakban gyolydk helyett gombsapkakkal valo fedést veszek.

Mivel a szakdolgozatomban a szférak fedését vizsgdlom, igy a tovdbbiakban —pér kivétellel-
mar csak a szférdk fedését tekintem, célunk pedig az egységsugari gombsapkdkkal vett legki-
sebb stirtiségli fedés kialakitasa. A megadott cikkekben és a szakdolgozatomban is a felhasznalt
gdmbi sapkdk sugara maximum egység méretd, igy a legnagyobb sugari gombi sapka C"(1,y)

lesz. Ezt gy érjiik el, ha a szférat metsz6 B’f“ (x) goly6 kozéppontjanak tavolsdga az origdtol:
lxll=/r=T.

3. Definicié. Az X C S} ponthalmaz az S} szférdnak egy e-fedése (€-hdloja), ha S benne van
az € > 0 sugard és x € X, X C C(g,x) gdmbi sapkak unidjanak halmazaban.
Az e-hélok csalddja:

def

Covi(e) = {Xcs: |JC'(ex)28}.

xeX



4. Definicio. Legyen S”' szféra R"-en. Az egységfedés minimum fedési siiriisége leirhato:

_ vol,(C7 ()

19:1(1) = W'minXGCov’;(l) |X| :

5. Definici6. Legyen C(u,z) gombi sapka u > 0 sugard, z kozépponti. Ekkor a C(p,y), p >0
sugaru és y kozépponti gombi sapka d-kdzeli (d < p) C(u,z) sapkdhoz, ha az y és z kzéppon-
tok tavolsaga kisebb d-nél.

3. Szféra fedési siirtiségére also és felso korlatok

3.1. Also korlat fedési stirtiségre

Az eddig ismert legnagyobb als6 korlat a Coxeter-Few-Rogers cikkben [4] talalhatd, ami ki-
mondja, hogy megfelel6en nagy sugari szféranak egységsugard gombsapkdkkal vett minimélis
fedési stirtisége:

8(1) > con. (1)
Itt és a tovdbbiakban c¢; egy univerzdlis konstanst jelol.
Ehhez hasonl6 eredményt taldlhatunk barmely r > n tulajdonsagu S7 szféra fedésére ifj. K. Bo-

roczky és G. Wintsche cikkében [3]. Amennyiben ' < arcsin  / ﬁ a fedéshez hasznalt golydk

sugara, akkor az S” szféra fedési stirtisége r’ sugard golyokkal szintén:
/
B (r') > con,
ahol ¢( egy pozitiv konstans.

3.2. Felso korlat legkisebb fedési stirtiségre

C.A. Rogers tobb felsd korlatot is talalt a legkisebb fedési stirtiségre S7:-re. Ezeknek bizonyitasat
az [5] és [6] cikkekben taldlhatjuk. Kimondja, hogy elég nagy r sugdr esetén az S} szférdnak

létezik olyan egységsugari gombsapkdkkal vett fedése, melynek siirlisége:

Inl 5
nnrn + —) n Inn = n Inn + alacsonyabb rendi tagok. )
Inn Inn

8"(1) < (1+

Dumer cikke el6tt ez a Rogers-korlét volt a legjobb eredmény a relativ kicsi p-sugard golyé-
val val6 fedési stiriségére az S7 szféranak, valamint szintén a p-sugart golyokkal valé fedési

stirliségére az n-dimenzids Euklideszi térnek, R", novekv6 n dimenzid esetén.
A Rogers-korldthoz nagyon hasonl6 és nagysagrendileg majdnem azonos stirliségli fedést alko-

8



tott ifj. K. Boroczky €s G. Wintsche, ami a [3] cikkben olvashat6.
Kimondja, hogy egy szféra SV, mely n > 3 dimenzidju és tetszSleges r > 1 sugaru, fedési stirdi-

ségére a legerdsebb felsd korlat:

2 Inl
B (1) < <1+1—> (1+ nlnn Ve >n1nn:
nn

Inn nlnn

2
— (1—1—1—) (nInn + nlnlnn + \/e)

nn

3)

3.3. A f6 eredmény

Dumer cikkének eredménye a kovetkezo tétel, amely csokkenti a fentebbi két felsd korlatot (2)
és (3). Megkozelitdleg a felére csokkenti a Rogers altal bizonyitott fels6 korlatot, igy ez az érték

az elérhetd legkisebb fedési siirtiséget adja.

Tétel. Az egynél szigoriian nagyobb sugarii és legaldbb szdz dimenziojii szférdra létezik olyan
fedés egységsugari gombi sapkdkkal, aminek fedési siiriisége fele a Rogers-korldtnak, nagy-
sdgrendileg (nlnn) /2.

Azazr > 1 ésn > 100 esetén, S} fedési siiriiségének minimuma:

1 3lnlnn 3
") < | = — | nlnn. 4
’9’()—(2+ Inn +1nn>”n” ®

A tétel alabbi kovetkezményét a szakdolgozatomban nem bizonyitom. Beldtdsdhoz hasznalni

kell a R = lim,_. U/ egyenletet. A bizonyitds megtaldlhat6 az [1] és [7] cikkekben.

Kovetkezmény. Az egész Euklideszi teret, R"-t, le lehet fedni egységgombikkel tigy, hogy fedési

siriisége n — oo esetén

; 1 1
s% (1) < (§+o(1))nlnn: S ninn+o(1)ninn, (5)

ahol o(1) olyan hibatag, amelyre igaz, hogy o(1) — 0, ha n — oo.

4. A bizonyitas vazlata

Ebben a fejezetben ismertetem a tétel bizonyitdsdnak lépéseit nagy vonalakban.
Els6ként az 5.1.2. lemmadban becsiiljiik a C(g,x) és C(p,x) gombi sapkdk valdsziniiségét, ahol
ismertek a paraméterek és p = 1 — €, amik a gombi sapkdk sugaréat jelolik. Ezt majd a 6.1.2.

lemma bizonyitdsdban alkalmazzuk.



Ismertetem kovetkezSként a Rogers algoritmust, amit azért fontos atlaitnunk, mert ezzel a me-
todussal talalkozhatunk az [5] €s [6] cikkekben. Ezekben a cikkekben olvashatunk arrél a C.A.
Rogers altal elért fedési stirtiségrdl, amit Dumernek sikeriilt csokkenteni. Mivel nem teljesen Uj
fedési metddust alkalmaz Dumer, hanem bizonyos részeiben atalakitja a Rogers 4ltal hasznalt
algoritmust, hasznos eldszor azt megismerniink.

Osszefoglalva a Rogers algoritmust, elséként vesziink N darab véletlenszertien valasztott pon-
tot a szférdn, ezek lesznek a —nem feltétlen teljes fedést adé— fedéshez haszndlt C(p,y) gombi
sapkak kozéppontjai. Majd vesziink egy € < p sugaru sapkakkal valo teljes fedést is a szfé-
ran, itt is teljesiil, hogy p = 1 — €. Nagysagrendileg az € paraméter nagyon kicsi, koriilbeliil
(1/(nlnn)), tehat p nagyon kozeli egyhez. Valdjdban a kiovetkez6 1épésben az €-hdloé kozép-
pontjait akarjuk lefedni p-sugaru gombi sapkdkkal. Erre azért van sziikség, mert ha ez sikeriil,
az ad egy egységfedést a teljes szférdra is. De onmagaban a p-sugard sapkdk nem fedik az dsszes
e-hélébeli kozéppontot, igy ki kell béviteni a kozéppontok halmazét, amit a kovetkez&képpen
tesziink. Megvizsgéljuk, hogy mely Cov(€) fedésbeli pontok nincsenek fedve a p-sugard sap-
kakkal, ezek a pontok alkotjak U’ ponthalmazt, ahol u’ € U’ egy ilyen e-halébeli kdzéppont.
Vessziik ezeknek az v’ pontoknak és a kezdeti C(p,y) sapkdk Y kdzéppontjainak dniéjat. Utol-
s6 1épésként pedig ezeket az unidbeli X = Y U U’ pontokat tessziik az 1-sugari gombi sapkdk
kozéppontjavd, akkor ez mar teljesen fedni fogja a szférat. Ezt részletesebben —példaul hany

darab ilyen N pontot vélasszunk, vagy az € paraméter valasztidsa— az 5.2. fejezetben targyalom.

Ebbdl az algoritmusbdl vonhatjuk le kovetkezményként az 5.2.1. lemmat, amely kimondja,
pontokat felhasznadlva— egységsapkakkal az 7' szférdn. Ez a sliriség erdsebb korlat n < 100-ra,
mint a tételben bemutatott (4) korlat, igy a tétel bizonyitdsdhoz sziikséges lemmdkat és szami-

tasokat csak n > 100 dimenzidra vizsgaljuk a tovdbbiakban.

A Rogers-algoritmus dtalakitdsanak 1épései fontos része Dumer bizonyitdsanak. Valasztunk vé-
letlenszertien N darab pontot, ezek lesznek a késGbbiekben felhaszndlt C(p,y) gombi sapkak
kozéppontjai, hasonldan a fentebbi algoritmushoz. Ezutdn létrehozunk két djabb fedést S7'-re,
rogzitjiik U € Cov’(¢g) fedést és Z € Cov}(u) fedést. Ehhez felhaszndljuk az el6bbi e-halét és
egy masik, p-hdlét, ahol 4 > €, de nagyséagrendje (1/+/nlnn), igy €-hoz vannak kozel. Ekkor
vegyiik azokat a p-sugard sapkdkat, amelyek tartalmaznak legaldbb egy olyan u € U pontot,
amely nincs fedve a p-sugard sapkdkbdl kilakitott részleges fedéssel. Legyenek ezek a C(u,z)
gdmbi sapkdk, 7 € Z kozéppontokkal. Vegyiik ezeknek a 7z és y kozéppontoknak az uniéjat a
Rogers-algoritmushoz hasonléan és ha ezeket az tinidbeli X = Y UZ pontokat tessziik az 1-
sugard gombi sapkdk kozéppontjaivd, akkor megkapjuk a kivant fedést. Ezt a metédust az 5.3.

fejezetben fejtem ki bévebben.

Fontos eredmény olvashat6 a 6.1.1. lemméban, amely kimondja, hogy egy u-sapka majdnem

10



teljesen fedve lesz egy C(p,y) sapkdval, amennyiben ez utébbi d-kozeli a p-sapkahoz. A pa-
ramétervalasztasndl (18) taldlhatjuk d meghatarozasét. Azaz valdjdban, a dimenzié novelésével
csak egyre jobban eltin6en kicsi része marad fedetleniil a p-sapkdknak. Ugyanakkor nem hagy-
hatjuk figyelmen kiviil, hogy egy dtlagos p-sapka egyszerre tobb olyan sapkdval is fedve van,
ami hozzd d-kozeli. A (19) egyenlet alapjan ezeknek a d-kozeli sapkdk szamdnak az 4tlaga
(A nlnn) nagysagrendd:

Anlnn—Qu < QN < Anlnn. (6)

A teljes bizonyitas el6tt beldtjuk, hogy a nem-telitett sapkak csak kis részét teszik ki a teljes
C(u) sapkdk halmazanak, ezt a 6.1.2. lemmadban talaljuk. A kovetkez6 lemméban tekintjiik a
hidnyos sapkdkat, amelyek azok a C(u) sapkdk, amelyek tartalmaznak legaldbb egy olyan &-
hélébeli pontot, amelyet nem fed az N darab véletlenszeriien vélasztott C(p,y) gombi sapkak
halmaza. A 6.1.3. lemmdban az ilyen €-hédlébeli pontoknak a szamét vizsgéljuk, és bebizonyit-
juk, hogy ez a ponthalmaz az U € Cov’(¢) fedésnek csak kis részét alkotja.

Felhasznalva az el6bbi két lemmat tudjuk becsiilni a Z ponthalmaznak a véarhat6 nagysagat:
N < e "N

Ebbdl kovetkeztetve mondhatjuk, hogy létezik N véletlen vélasztott y pont, ami maximum
¢"/4N darab u-halébeli pontot hagy fedetleniil. Ekkor kibdvitve a kozéppontok halmazit ezek-
kel a pontokkal mar egy olyan X = Y UZ halmazt kapunk, ami egységfedést formdl S” szféran.
Ennek a fedésnek stirliségét a 6.2. alfejezetben ismertetem részletesebben, amibdl pedig mar

latni fogjuk, hogy a tételben targyalt (4) egyenldtlenség teljesiil, igy a tételt bebizonyitottuk.

5. Fedési algoritmusok

A kovetkezd lemmdkkal és algoritmussal a 9 fedési stirliséget becsiiljiik a (3) felsd korlat-
hoz haszndlt Rogers-algoritmushoz hasonl6an, azonban egy picit eltérd technikdval. Az itteni

szamoldsok felhaszndlasdval fogjuk a 3.2. fejezetben vizsgalt (2) és (3) korlatot csokkenteni.

Vegyiink egy n > 3 dimenzidji és r > 1 sugaru szférat, S*. A C(p,y) jelolést hasznéljuk a
C"(p,y) sapkéra, amennyiben n fix paraméter.

Amennyiben egy konkrét y kozéppont nem jelentds, a C(p) roviditést haszndlhatjuk.

Ebben az esetben Cov’(p) jeloli az S? szféranak a p-sugard, C(p) gombi sapkak halmazédval

val6 fedéseinek csalddjit. A Cov(p) roviditett jelolést hasznalhatjuk Cov’ (p) helyett, amennyi-
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ben n és r fix paraméterei a szféranak. Definici6 szerint Cov” (p) fedésnek a fedési stirtisége:

B (p) = Qp |Cov(p) |, ahol

_ el
P sy

5.1. Segédlemmak

6. Definicié. Legyenek fj(x) és fo(x) pozitiv differencialhaté fiiggvények. Ekkor fi(x) mode-

rdlja f>(x)-et x > a-ra, ha minden x > a-ra igaz, hogy

£ _ A
A0~ AR

5.1.1. Lemma. Legyen f;(x) olyan m darab fiiggvény, hogy fi(x) moderdlja minden mas f;(x)-
et x > a-ra, ha i > 2. Ekkor az fi(x) > ¥, fi(x) egyenlGtlenség igaz minden x > a-ra, ha

teljesiil x = a-ra.

Bizonyitds. Newton-Leibnitz formulat alkalmazva kapjuk, hogy

g(x) = gla) + /:gl(t) dt
Inf(x) =Inf(a)+ / (n(f()))' dr
fi(x) = fi(a) - &™)

fi(x) = fi(a) exp{si(x) }, ahol s;(x) def /: %dt :

Ezt felhasznalva:

A1) > Y @) exp{si(x)} > iﬁ(a) exp{s1(x)} = iﬁ(x»

i=2

O

Els6ként becsiiljik meg a C(€,x) és C(p,x) gombi sapkdk térfogatat, annak ismeretében, hogy a
C(1) félgombnek a valészinlségi mértéke: Q) = 1/2. Legyen k,, az egység-Euklideszi n-goly6
(B") térfogata.
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5.1.2. Lemma. Legyenek €,p < 1, ahol p = 1 — € a felhaszndlt gombsapkak sugarai. A C(&,x)

és C(p,x) sapkdknak az 1 sugard szférdn (S7) valo valoszintiségi mértékiik:

n
> £
3V1—e2/int 1)2n

1 ne b4
Q,>—-—y/—,hae<—
) T a 4n

Q

Bizonyitds. Az els6, Q¢ egyenltlenség szamitdsat a [3] cikkben taldlhatjuk.

(7

®)

Igy most nézziik a masodik, Q, valészintiséget. Legyen « = arcsin(p). Ekkor a C(p,x) gombi

sapka val6sziniiségi mértéke:

o
Q, :nkn/o sin"Bdf > Q) —nk, <g—a>.
Figyelembe véve, hogy /2 — a0 < /2¢:
sin(m/2 — o) = cosa = \/2e—¢€2 < V2¢(l —¢g/4).

Misrészt, barmely € < 3 /4-re:

sin(v2e) > v2e(1—€2/3) > V2e(1—¢/4).

Alkalmazzuk a sinx > x (1 —x?/6) egyenl&tlenséget barmely x € (0,7 /2)-re. Ekkor vegyiik

Q) > ky /w2
Q1 —Qp < nk, vV2e < Qi +\/4ne/pi

Qp > Qi (1—+/4ne/m) .

Tekintve, hogy tudjuk, hogy Q; = 1/2, ha a C(1) félgombrdl beszéliink, és a p értéke nem

fogja 1-et meghaladni, igy a megfeleld gombi sapka valdszinlisége sem lesz nagyobb Q;-nél.

Ezt felhasznalva,

1 ne
Q, > =-—4/—
o> (/%)

egyenlStlenségre jutunk.
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5.2. Rogers-algoritmus

Ebben a fejezetben ismertetem a Rogers algoritmust, amivel a (2) felsé korlatot alkotta meg.
Ezzel az algoritmussal alakitotta ki azt a fedését, amit sokdig nem sikeriilt javitani. Alkalmazzuk

a kovetkez6 paramétereket:

1 2 Inlnn
€= , =1l—-g A=1+ .
2nlIn?n P

€))

Inn

Ezekkel a paraméterekkel a (7) €s (8) csokkenthetdk, azaz a gombi sapkak valoszinlis€gi mér-

tékeinek becslése n > 20 esetén:

81’!
Q. > — 10
11 1
Q, >0, = —— —/—. 11
P="""2 mmn\2rx an

Célunk minél gazdasdgosabban lefedni az S} szférat, azaz minél kisebb slirliségli fedést alkotni.
A szféra Cov’ (1) fedésének 1étrehozdsahoz elGszor vélasztunk véletlenszertien N darab pontot,

hogy y € S} és
Anlnn <N < Anlnn
Qp Q)

(12)

Ekkor vessziik a C(p,y) gombi sapkdk N halmazat, kozéppontjainak halmaza pedig Y. Vegyiink
egy kisebb (p > €) gombi sapkdkkal C(&,u) val Cov’(€) teljes fedést, ahol U € Cov?(g) véges
ponthalmaz, hogy:

Covi(e) ={Ucsy: |JC"(eu)28}.
uclU

Rogzitsiink egy ilyen U fedést. Vizsgalva a fentebbi U ponthalmazt mondhatjuk, hogy ha vala-
mely X C S” halmazra teljesiil, hogy p = 1 — € esetén J,.x C(p,x) 2 U, akkor X € Cov/'(1) is
teljesiil. Ehhez tekintsiik azokat az u’ € U’ pontokat, amelyek a C(p,y) gdmbi sapkdkkal nin-
csenek lefedve és hozzuk 1étre a X = Y UU’ ponthalmazt, mely a p sugari sapkak kozéppontjai
és az €-hdl6 azon pontjai, amelyeket a C(p, y) sapkdk nem fednek. Ekkor ez a X halmazunk mar

fedi a teljes U € Cov(¢) fedést p-sugard sapkakkal.

A C(p,x) sapkdknak sugarit megnoveljiik 1-re, azaz €-nal noveljiik, C(1,x) sapkdkat kapunk

és ezzel a egységsugaru sapkakkal valo teljes fedést:

Covi(l) ={xcsr: |JcC"(1,x)28}.

xeX

v 22

A kovetkezd lemmaban vizsgaljuk az igy kialakult fedési stiriséget.
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5.2.1. Lemma. n > 20 dimenziéra, S” szféra C(1,x) egységsapkakkal val6 fedésének siirtisége:

21nl 2
8(1) < <1+ - n”+—> nlnn . (13)

Inn Inn

Bizonyitds. Legyen N’ azoknak az U’ € Cov"(€)-beli ' pontoknak a vdrhaté szdma, amelye-
ket a véletlenszertien vélasztott N darab y kdzéppontok koriili p-sugaru sapkdk nem fednek.
Bérmely u pont fedve van C(p,y) gombi sapkdval, &, valészinliséggel, tehdt annak a valdszi-
niisége, hogy nincs fedve (1 —Q,). Vizsgdljuk, vajon hdny e-halébeli pont marad ki? A (12)

alsé korlatjat felhaszndlva kapjuk:

N = (1-9Q,)N.|Cov’(¢) |, ahol
(1 _Qp)(lnlnn)/ﬁp
I_Qp |

(I_Q‘P)N < (I_QP)(/lnlnn)/Qp—l _

Vegyiik (11) legkisebb értékét, azaz amikor Q, nagyon kozeli a félgombhoz, de nem tud

1 1 1
— — ——14/ = ald menni. Ekkor a nevezé a kovetkez6képp alakul:
2 InnV 2z

(1 _Qp)(lnlnn)/ﬂp _ (1 _ QP)(ﬂ,nlnn)/Qp

—9.(1_ (Anlnn)/Q,
1-Q, = 1/2 2:(1=) '

Ezt visszahelyettesitve kapjuk, hogy:

N' < 2(1-Qp) A/ |
5.2.1. Megjegyzés. (1 —x)l/ * sorozat csokkend x € (0, 1)-re.
Vegyiik Q, = 6, (11) értékét. Ezzel megkapjuk a fels6 korldtot:

(1-Qp)V < 2(1—6,)Amm/6: < 2 et ahol
In(1—6,)

n

tp = (Inn+21nlnn)

Ezutan szintén (11) alapjan mondhatjuk, hogy

B (€)
Q¢

U |= < (%) [2nIn?n]"-8-v/n. (14)
1
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El6z6 szamolédsokat felhaszndlva kapjuk, hogy

)
N <2™|U|< 2e”dn%, ahol (15)
1

In8 1
d, = tn—l—n—+ﬂ+ln2+ln(nln2n) )
n 2n

5.2.2. Megjegyzés. t, moderilja d,-t.

Ekkor a kovetkez6 szamoldssal egyszertien bebizonyithatd, hogy d,, < dpg < —0,4

1 1 1

0 =35 ~120V 22

ln(l — 92())
620

+1n2+1n(201n?20)

t20 = (In20 +21n1n20) -

o — 1 +ln8+ln20
20720750 T 220

Ezeket végigszamolva kapjuk, hogy dyo ~ —0.40399, tehat kisebb —0.4-nél.

In8 1In20

_ In8 250y _
d20 = I+ 20 —|—2.20+ln2+ln(201n 20)
In(1—6y) In§ In20
- (ln20—|—21n1n20)~%—i—;—o—ki—o%—an—Hn(ZOanZO) -
In(1-(1/2=1/1020- /1720) 1ng 120
— (In20+21nIn20)- 28 Y 102 4 1n(201n220) ~

1/2—1/1n20-/1/2x 20 40
~ —6.46611+46.06212 = —0.40399 < —0.4

Vegyiink az X ponthalmazon, ahol X =Y UU’, egy fedést C(1,x) gombi sapkédkkal, hogy a
sapkdk szdma ne haladja meg N + N’ nagysdgét. Ekkor (8) egyenlStelenség és (12) alapjén

megkapjuk az X fedési stirtiségét:

9(1) = Q (N+N') < (lnlnn)% + 19(€>efn/3 <
0

+ B(e)e 3.

Anlnn (16)

T 1—2/mn"!n

Barmely n-re ez a korlat, (16), kizarélag 97 (¢) fedési siirliségtdl fiigg. Ezutdn R"*!-ben ij-
raskdldzzuk és lecseréljiik S” J¢ Szfera Cov” y (1) fedését, S} szféra Covy(€) fedésére. Ezzel a

skaldzassal megmutattuk, hogy (16)-ban lecserélhetjik ¥/ (€)-t barmely, mar ismert ﬁr”/ (1)

16



fedésre. Itt meggondolhatd, hogy ¥ (¢) feliildrdl becsiilhetd 9 (1)-gyel. Ekkor:

Anlnn

d(1) < + (1) e 3.
M) 1—+/2/mxin!n M
Ekkor pedig mondhatjuk, hogy
Anl
() (1-e%) < o
1—/2/xln""n
amibdl pedig
Anlnn

9 (1) <

(1= v2/m ") (1—e3)

7)

amelyet lecseréliink (13)-ra, ami ennél gyengébb korlat. Felhaszndlva az 5.1.1. lemmat n = 20-

ra igazolhatd, hogy (13) feliilbecsiili (17)-et, €s moderalja nagyobb n-nekre.

2InIn20 2
13: ( 20 +ln20> 201n20 ~ 143,8

A 201n20

17: —

14 21n1n20
In20

) -20In20

(1-v2/am120) - (1-&7253)  (1-/2/xIn"'20) - (1-&2053)

5.3. Dumer algoritmusa

~ 141,7

Ebben és a kovetkezd fejezetben olyan fedést adunk S”-re, aminek az aszimptotikus fedési stir(-

sége (nlnn) /2. Ehhez felhaszndljuk a bemutatott Rogers-algoritmusban is alkalmazott Cov’ (€)

fedést és egy masik, Cov’(u) fedést, amihez felhasznélt gdmbi sapkdknak a sugara (1) na-

gyobb, nagysdgrandje koriilbeliil (1/y/nlnn).

A felhaszndlt paraméterek:

1
= , =1-¢€
2n1n?n P
B 1 3lnlnn _ 1
2 Inn’ N 2 Inn
np 1
H = = 3
4 4y/nn’n
1 1

d=1-2e—p?>=1-

A fedés 1étrehozasdnak 1épései:

17
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Elso 1épés: tekintsiik az S” szférat lefedd e-halot;

Covi(e) ={U C S': U C'(e,u) 28}
uclU
Rogzitsiink egy U € Cov’(¢€) fedést, amelyet az algoritmus tovabbi 1épésiben haszndlunk.

Majd valasszunk véletlenszertien N pontot a szféran, y € S?, hogy:
Anl
_ {ﬂJ | (19)

Ez a 1épés megtaldlhaté a Rogers-algoritmusban is. Ebb6l az N darab kozéppontbdl al-

kossunk p-sugard sapkdkat és tekintsiik az igy kialakult Y € Cov’(p) részleges fedést.

Masodik 1épés: hogy ne az 6sszes C(p) sapkdval nem fedett u € U pontot vélasszuk a végleges

fedéshez, létrehozunk egy masik teljes fedést a szféran, p-sugara gémbsapkékkal;

Covi(u) = {zc 8. |JCH(w.2) 280}
€z
Hasonldan az U fedéshez, itt is rogzitsiink egy Z € Cov” (u ) fedést. Feltehetjiik, hogy a két
fedésnek a fedési stirtisége azonos ¥/ (€) = ¥/ (p), nagysdga pedig a (13) egyenlGtlenség
jobb oldaldval egyezik vagy annél kevesebb.
Ezzel a koztes 1épéssel tudjuk csokkenteni a fedetlen u € U kdzéppontok szamat, mert a

C"(u) sapkdk egyszerre tobb ilyen pontot tartalmazhatnak.

Harmadik 1épés: legyen C(u,7) egy sapka a rogzitett Z € Cov” (i) fedésbdl tigy, hogy tartal-
maz legaldbb egy u € U kozéppontot, ami nincs fedve a C(p,y) sapkdkkal. Tekintsiik az
osszes ilyen Z kozéppontokat és vegyiik a kovetkezs ponthalmazt: X = Y U Z. Ez a hal-
maz lefedi a Cov’(€)-t p-sugard sapkdkkal. Ha megtartjuk ezeket a kbzéppontokat és a

gombi sapkédk sugardt noveljiik 1-re, akkor megkapjuk a kivant fedést C(1,x) sapkakkal:

Covi(l) ={xcsr: |JcC"(1,x)28}.

xeX

Az 1j, atalakitott fedési algoritmusban a C(p,y) sapkék helyett ha csak a d-kozeli sapka-
kat vennénk figyelembe a (18)-ban meghatarozott tivolsag, d, olyan kozeli p-hoz, hogy

2
— =1, n—oo.
Qy

Mondhatjuk, hogy csak a d-kozeli sapkak valasztdsa a p-kozeliek helyett nem fog jelentSs

mértékben javitani a (19) egyenleten, azaz a véletlenszeriien valasztott N pont szaman.
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6. Bizonyitas

Ebben a fejezetben vegyiik végig a maradék segédlammakat, hogy a bizonyitdsunk teljes legyen

Pl

és meg tudjuk hatdrozni a fentebbi egységfedés stirliségét.

6.1. Tovabbi segédlemmak

Lathato, hogy (13) erdsebb korlat n < 100-ra, mint a tételben megfogalmazott (4) korlat. Legyen
n = 100, ekkor

21nl 2 21n1n(100 2
13): o< (1+ 1 n”+—) nlnn = <1+ nin(100) ) 1001n(100) =

Inn Inn In(100) In(100)

= 2001n(10) (21n(§111r11((11(())))) +1) = 2001n(100) + 100 (21n(21n(10)) +2) =
= 2001n(10) +2001n(21n(10)) +200 = In(10%%) +1n((21n(10))?%) 4200 =

(
=1n (100** - (21n(10)

1 3lnlnn
4): v <
) " (2 Inn  Inn

)299) 4200 = In (2. 52%1n2%(10)) +200 ~ 965.953
3

31n1n(1()0) 3
2 Nl = (= 1001n(100) =
* )"n” ( In(100) +111(100)) 001n(100)

0 3ln(21n( 0))+
= 100-21 (10)( a

2 21In(10)
= 1001n(10) +3001n(21n(10)) + 300 ~ 988.412

) 1001n(10) + 100 (31n(2In(10)) 4+ 3) =

= 965.953 < 988.412, ezért kizardlag n > 100 dimenziot vessziik figyelembe a tobbi szdmolds

soran.

metsz$ gombi sapkdk C(u,Z), PORS alappal és C(p,Y), PMRT alappal
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A teljes bizonyitds megértéséhez harom tovabbi lemma ismerete sziikséges. Vegyiink két gombi
sapkat C(u,Z) és C(p,Y), Z és Y kozéppontokkal. Ezek a sapkdk legyenek d-kozeliek egymas-
hoz, azaz a Z koriili maximum d tavolsagra 1évo pontok koziil egyenletes eloszlassal valasztunk
egy pontot, ez lesz Y kozéppont. A d tavolsdg meghatarozasa a (18) praméterezésnél talalhato.

Az dbrén lathat6k ezek a gombi sapkadk, illetve az origd kozépponti (0), S szféra.

6.1.1. Lemma. Barmely C(u,Z) gombapkan 1év6 x pontot egy d-kozeli C(p,Y) gombi sapka

nem fog fedni p(x) < o valdszintiséggel, ahol

o < Fe(”*Uvn/z, ahol (20)
nn

4In%n 41n%n
=In|l-— < — .
n n

Bizonyitds. A lemmdban emlitett gdmbsapkédk C(u,Z) alapja a szférdn megtaldlhat6 PQRSA

pontokra illeszked gombi szféra, illetve a masik gombi sapka, C(p,Y) alapja a PMRT B pon-
tokra illeszkedd gombi szféra. Ezek a PORSA és PMRT B pontok hatdrozzdk meg az Y és Z
kozéppontokkal egyiitt a hasznalt két gombi sapkat. Ezek alkotnak két golyot; az els6 a By, (A),
azaz egy A kozéppontd, U sugard, n-dimenzids goly6t és hasonléan a mésodik pedig a By, (B)
golyét. Ugyanakkor vegyiik a PORS pontok éltal kijelolt hatarat a C(u,Z)-nek és az ebbdl
alkotott Sﬁ_l (A) szférat. A C(p,Y) sapka fedi ezt a hatarvonalat, kivéve a POR feliiletet Q ko-
zépponttal.

Els6ként tekintsiik azt az esetet, amikor x pont a hatdrvonalon taldlhat6, része PORS-nek. Ek-
kor a valdsziniliség €2, az a rész, ami a teljes hatarvonalbdl a nem fedett gombi sapkat, POR-t,
tartalmazza. Ehhez el6szor meg kell becsiilni a POR altal adott fél-szogét, o« = L PAQ.

Legyen d(H,G) a H és G pontok kozotti tavolsag jele, és o(H) pedig a tavolsdga H pontnak
az OBY szakasztdl, ami 0sszekoti az origét (O), a nagyobb alap Bj, (B), B kozéppontjat és a
C(p,Y) gombi sapka Y kozéppontjat. Felhasznaljuk a kovetkez6 egyenlStlenséget:

0(A) <o0(Z)<dzyY)<d.

Mindezek utdn vegyiik figyelembe a PNR alapjét a fedetleniil hagyott POR gombi sapkdnak.
Ebben az esetben N a kozéppontja ennek a szakasznak. Ekkor mind az AN szakasz, és a BN

szakasz is ortogondlis erre az alapra. Illetve d(B,P) = p és d(N,P) < d(A,P) = u teljesiilnek.
gy

d(BN) = \Jd*(B,P) ~d2(N,P) > \[p?—p? = p—y?/(2p) = p—pi®. (1)

Az é4bran lathaté OBY szakasz ortogondlis a teljes PMRT B alapra és igy a BN szakaszra is.
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Ekkor d(B,N) = o(N) és
d(A,N) > 6(N)—c(A) > p—nu*>—d=c¢. (22)

Vegyiik az ANP haromszoget, igy mondhatjuk, hogy

d(A,N) _ € 2lan
= > — = 2
cos o dAP) = 1 n (23)
2
sin? o < In (1 _4dn ) = exp[—Vy]
n

Most mar tudjuk becsiilni az Q-t, a teljes Sﬁ_l (A) hatdrnak azt a részét, ami a nem fedett gdmbi
sapkat, POR-t, tartalmazza. Ehhez felhasznaljuk a [3] cikkben taldlhaté 3.2 szdmu kovetkez-
ményt, amibdl kapjuk

Q < (sin™! a)/( 2n(n—1) cosoc) :

Ahhoz, hogy bizonyithassuk a tételt és a (20) egyenldtlenséget, a nevezdt ki kell cserélni egy

kisebb mennyiségre, 4 Inn-re, felhaszndlva (23)-t.

Végiil pedig vizsgaljuk meg a masik esetet is, amikor x pont nem a PQRS hatdrvonalon helyez-
kedik el. Ekkor x pont egy kisebb gombsapkdbdl lett valasztva; C(u',Z) C C(u,Z), ugyanazzal
a Z kozépponttal, és félhirja ' < p. Hasonldan az el6z8 esethez definidljuk SZ,_I( ") haté-
rat C(u’,Z)-nek, ahol A" az AZ szakaszon taldlhat6. Szintén hasonldan p(x) az az Q' része a
hatdrnak, ami fedetleniil maradt a nagyobb gombsapka C(p,Y)-tol. Q' fels6 hatdranak becslé-
séhez a (23) egyenlStlenségben kicserélem (-t a tSle kisebb u’-re. Ezzel kisebb szdget kapunk:
o/ <arcsin(e/u’), ami O-ra csokken, ha € > u’. Pontosabban a Z kézéppont mindig fedve van
barmely d-kozeli gobmbsapkaval.

Lathatjuk, hogy barmely belsd SZTI rétege a C(U,Z) sapkdnak egy tole kisebb része fedetlen
Q' < Q. Ez adja a vért valészindiséget és igy p(x) < Q' < Q < @ barmely x pontra. O

Fontos megjegyezni, hogy (23) csak n > 75 dimenzidban teljesiil. Ennél kisebb dimenziéban
a (23) egyenl6tlenségben az jonne ki, hogy cos o > 1, amibdl kizdrélag arra kdvetkeztethetiink,
hogy a0 = 0.

2In74

cos oy > ~ 1.00067

cos o > ~ 0.997
N

Ebben az esetben egy d-kozeli gdbmbsapka teljesen fedi a p-sapkat.

Emellett érdemes megemliteni, hogy d-nek minimadlis novelésével teljesen megvaltozhat a fenti
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bizonyitas. Beldthatd, hogy a C(u) sapka hataranak koriilbeliil a fele marad fedetleniil, ha a
C(p) gombi sapka nem d—, hanem (d + €)-kozeli.

7. Definicio. Egy C(u,z) gombi sapka nem-telitett, ha s darab vagy kevesebb d-kozeli Y pont

(és a koré irhat6 p-sugard gombsapka) tartozik hozza, ahol

s = |n/q] é ¢q = 6Inlnn.

A kovetkez6 lemmaval azoknak a C(u,z’) nem-telitett sapkdknak az N’ vérhaté szdmat becsiil-

juk, amelyek N véletlenszertien vélasztott pont utdn maradnak, ahol a (6) egyenldtlenség szerint

= |(Anlnn)/Qq.

6.1.2. Lemma. Azoknak a nem-telitett C(i,z’) gdmbi sapkdknak a szdma, amik N véletlensze-

rdien valasztott pont utdn maradnak, varhatéan N’ < e /AN , n > 100 dimenzidban.

Bizonyitds. Barmely z kozépponthoz egy véletlenszerlien valasztott y kozéppont d-kozeli Q
valoszintiséggel. Legfeljebb s darab ilyen sapka van (1asd.: 7. definicid), igy a vizsgalt valdszi-

niiség C(d,y) ilyen sapkakra:

P= Z( )Qd (1-0)N" . (24)
Els6ként alkalmazom a (8) egyenl6tlenséget Qg -re és veszem a d = 1 — 2e — p? paramétert

(18)-bél. Igy kapjuk:
1 1 1
Q> 0,=- —\/ +
= xln’n | 167In°n

Egyszer( beldtni, hogy 6, > 8100 > 6, ha 6 = 0.377.

1 1 1 1 1 1
0100 = - — T - ——\/ + ~0.37747 > 0.377
10073 \/nln2 100 1671°100 2 V4zm?10 | 10247110

Legyen ezentil Q; = x, ekkor (1 —x)N =1 < (1 —x)N=5,

1
Megjegyzés. Felhaszndlva (6)-t kapjuk: Nx =L > A nlnn— %

Ezutan vegyiik In(1 —x) = —x —x?>/2 —x3/3.... Taylor-sort, majd emeljiik (N — s) hatvéanyra:

In(1 —x)V—s = —L—x(g—s) _ 2 (Ig—%) =

=L[In(1 —x)]/x—s1n(1—x) .
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Ha megfigyeljiik, l4that6, hogy mindegyik x kifejezésnek negativ egyiitthatéja van, pontosab-
ban L/(i+ 1) —s/i, s = n/q (7) alapjan.

Ekkor vehetjiik x legkisebb értékét; x = 0, ami a kovetkezd felsé korlatot adja:

In(1—x)"* <L[n(1-6)]/6 —sIn(1-0) < (25)
< —n[tiAlnn—1/(6Inlnn)]+1,

ahol az egyiitthatok: 7 = —[In(1 —0)]/6 = 1.255és 7o = —In(1 — 6) = 0.4379.

Dumer az eredeti cikkben az egyiitthatok értékét rosszul hatdrozta meg, majd a tovdbbiakban az
—4ltalam is szamolt— helyes értékekkel folytatja. Igy a fentebbi T, meghatdrozdsa sajdt szamo-
ldsom eredménye.

s .
Folytassuk tovibb a (24) egyenlet megmaradt részeivel, azaz a ), (]:] ) €2;-vel. Mondhatjuk,

i=0

hogy (V) x < (Nx)i/i! < (Anlnn)i-i!, ebbdl pedig:

Z <A,,)xi < (Anlnn) Z(Aqlnn)_i < 3(7L nlnn) <
=\ s! = s!
(Anlnn)’ n/
< ~———> = (eAglnn)" = exp[nh,], ahol
2 — (e qtun)" = explo
P In(eA glnn)

n
q
Kozvetlen szdmitdsokkal megmutathato, hogy 3 ;° (lqlnn)fi < 3 teljesiil n > 100 dimenzi-
ora. Az eredeti publikdciéban a lemma bizonyitdsdban taldltam szdmoldsi hibat, igy innen a

kovetkezd egyenldtlenségeket a mar altalam szamolt, helyes P értékkel folytatom. Hasznaljuk

a Sterling-formulat: s! > +/27s- (s/e)®, igy kapjuk Osszesitve:
P <exp[n(h,—tiAlnn+1,/(6Inlnn))|+1.

Azaz

i <N> 5 (1 _X)Nfi < oM. i(l _X)Nfi < ' 'en(f’rl/l1nn+172/(61n1nn))+1 .
i=0 \ ! i=0

fedés nagysagat, ami sziikséges S” fedéséhez. Osszeha-

Kovetkezd 1épésként kiszamoljuk | Z
sonlitva a paramétereket: A-t a (18)-bdl és (3)-bdl ¥/ (1)-ot.
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2 Inl 2
9 (1) < (1+—> (H— nnn+£>nlnn: (H_F) (nInn + nlnlnn + \/e) =
n

Inn Inn nlnn
2ninlnn = 2./e
+
Inn Inn

=nlnn+nlnlnn+2n+/e+

1 1 3Inl 1
A=B+ T, nlnn

2Inn 2 Inn  2lnn

Lathatjuk, hogy n > 100-ra teljesiil, hogy 9/(1) <2Anlnn—1 <2Q,N.

1 3Inl 1
2Anlnn—1 =2 =+ nnn+ nlnn—1 = nlnn+6nlnlnn+n—1,
2 Inn 2lnn

ami valoban nagyobb ¥/'(1)-nal.

Felhasznélva a (6) egyenlGtlenséget, egyszertien belathatd, hogy
97(1) < 2Anlnn—1 < 2QuN
valéban teljestil.
Igy mondhatjuk, hogy S" szférat le lehet fedni ¥/ (1) fedési stiriséggel, ami adja a

Z|< (1) _ 294N
= T Q

(26)

fedést. Felhaszndlva az 5.1.2. lemmabdl a (7) egyenlGtlenséget kapjuk, hogy Q, > Qu"/(8/n)
n > 100-ra, és
| Z|< 16y/nNu™ < 16y/nNexp[Bnlnn+nind] .

Igy a véarhat6 szama a nem-telitett sapkdknak:

N' <|Z|-P < 16y/nN exp[n'¥,], ahol 27)

In(eAgl 1
¥, = n(e—qnm—lnn(’c]l—ﬁ)—i—z—i———i-ln4.
q q n

Megjegyzés. ¥, kifejezést —(7iA — B)Inn moderilja és n-ben csokkend.
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Kiszamithat6, hogy Wigo < —0.36.

In(eAq In100) T 1
———— —(nA—B)In100+ =+ — +1In4 =
7 (1A —B)1In 00+q+100+n

_Infe- (5+3pne 4 1) 6InIn100-1n100] 1

Inn 21nn

= Ind—
61nln 100 T

1 3l 1 1 3l 4
_ {1.255 (§+3 nnn L )— (—+3 nn")]mowﬂ 0.36

Yoo =

mn 2Inn) \2" Inn 6InIn100
Végiil pedig lecseréljiik 16+/n exp[n'¥,]-t egy nagyobb mennyiségre: exp[—n/4 — 1]. O
A kovetkezd lemmahoz vegyiik a telitett C(u,z) gombsapkakat és az u € U pontokat, amelyek
a telitett sapkakban is megtaldlhatok.

6.1.3. Lemma. Azoknak az u” € U” pontoknak a szdma, (U"” € U) amelyek fedetleniil marad-
tak a telitett gombsapkakon, C(u,z), varhatéan N” < e=2"N, n > 100 dimezniéban.

Bizonyitds. ElsSként becsiiljik az u pontok szamat | U | fedésben hasonléan (26)-hoz. Majd

atirjuk:

204N
Q

€

U |< < 16y/nN(2nln® n)" . (28)
Barmely C(u,z) gombi sapka metsz legaldbb s+ 1 darab véletlenszerlien valasztott C(p,y)
gombsapkdt. A 6.1.1. lemma alapjdn barmely egy p-sapka nem fog fedni egy adott x € C(u,z)
pontot @ vagy anndl kisebb valdszintiséggel. Tehat barmely «” pont a C(u,z) sapkéan nincs
fedve legfeljebb w*+! < "1 < exp[nC,| valoszintiséggel. Hasznéljuk (20) egyenlStlenséget és
igy megkapjuk

c. = n—1 1_41n2n _In(4lnn)
n 6Inlnn

Ekkor

N" <|U |-@"? < 16y/nN exp[n®,], ahol (29)
d, =C,+Inn+2Inlnn+1n2

In?n

Megjegyzés. C, elsG részének nagysagrendje — 577

és moderdlja barmely mas részét.
Kiszamithatd, hogy:

D190 = Cip0+In10042Inln 100 +1n2 =

99 (1 _4n? 100) In(41n100)

= 2inmioo ™ 00 ) eriniog 1002100412 & ~2.153 < 2.
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Igy mondhatjuk, hogy ®, < ®99 < —2, ami bizonyitja a lemmat. [

6.2. A tétel bizonyitasa

A bizonyitdshoz vegyiink egy C(u,z) gombi sapkat, amely legaldbb egy U € Cov’(g)-beli fe-
detlen u pontot tartalmaz, ekkor ez a sapka vagy nem-telitett, vagy hidnyos.
Vegyiik Z = Z' UU" kdzépponthalmazt. A 6.1.2. és a 6.1.3. lemmakat felhasznalva tudjuk, hogy

Z véarhat6 nagysaga:

N<N N <e ™ INLe 2N < o4 |

Ezért mondhatjuk, hogy létezik N véletlen vdlasztott y pont, ami maximum e~ "/*N darab z
pontot hagy fedetleniil. Az igy kibdvitett X = Y UZ ponthalmaz egy egységfedést formal S”
szféran. Ennek a fedésnek a fedési stirisége:

Q

9 (1) < Q(N+N) < QN (1+e_”/4> < Anlnn <1+e_”/4> o,

Hasonl6an a (8) egyenlGtlenséghez, kiszdmithat6, hogy Q;/Q,; < 143/(21nn) teljesiil n > 100

dimenziora.

1 1
Qi /Qy > 2 = 2 ~ 1.3246
r_ /1 1 1_ L 1
2 xln?n ' 167In%n 2 7ln?(100) © 16 71n®(100)

3 3
I+ —— =14+ _———+=~1.3257
+21nn + 21n(100)

3
<
:>.Q.1/.Qd < 1+2lnn

valéban teljesiil n = 100-t6l.

Végiil pedig vegyilk A paramétert a (18)-bdl, illetve az eldzbleg szamolt Q1 /Q,; egyenlGtlensé-
get és igy megkapjuk:
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</1<1 "/)—< - (1 "/> 1 _
nlnn — te Qi — 2+ Inn +2lnn te +21nn
L L 3 oA 4 3Inlnn 9lnlnn  3Inlnn

1
2 " 4Inn ' 2 41nn mn 21n2n T Than
9Inlnn _, 4 1 3

e—n/4+

3
+ e—n/4 _e—n/4 _
21n%n 2lnn  41n’n  2lnn 41n?n

_ o/t l+ 3 +31nlnn+9lnlnn+ 1 n 3 n
- 2 ' 4lnn Inn 21n2n  2Ilnn | 41n2n

1+ 3 +3lnlnn+9lnlnn+ 1 n 3 -
2 4lnn Inn 2In2n  2Ilnn  4In2n

1 n 3 n 3Inlnn n 9lnlnn N 1 N 3 ( /4 1) <
== e
2  4lnn Inn 21n%n 2lnn  41nn

1 3Inlnn 3

2 Inn Inn

Azt is egyszerilien be lehet latni, hogy ez az egyenl6tlenség teljesiil n = 100-ra;

1 3Inlnn 1 3
bal oldal: - (1 —"/4> 1 -
aor (2+ Inn +21nn) e UETTY,

_ (! ! l4—— ) ~212
(2+ In(100) +21n(100))< e ) T 21n(100) 6

1 3Inl 3 1 3InIn(100 3
jobboldal: L4 il 31 3Inin(100) ~2.146 ,

2 Inn Inn 2 In(100) In(100)

2.126 < 2.146 valoban igazolja a feltevést, hogy n = 100 dimenzidban teljesiil. Haszndlva
az 5.1.1. lemmat mondhatjuk, hogy az egyenlGtlenség jobb oldala moderalja a bal oldalat és

ezért mondhatjuk, hogy nagyobb n-ekre is igaz az egyenlStlenség, igy pedig a tétel is igaz. [
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7. Mértékkoncentraciéo a gombon

Ebben a fejezetben az eddiektdl eltéréen tomor gomb térfogatit és annak szeleteit vizsgdlom.
Nagyon érdekes megfigyelni, hogy adott goly6 térfogata valdjdban az egyenlit6 koriili vékony
savba koncentralddik, anndl erésebben, minél magasabb dimenziéban vagyunk. Fontos meg-
emliteni, hogy mit értek az alatt, hogy ,,majdnem az egész térfogat" és az ,.egyenlité koriili
vékony sav" pontosan mire vonatkozik. Ennek eldontése szabad vdlasztds, vegyiik standard
esetnek, amikor ,,majdnem az egész térfogat"-rdl van sz6 a teljes térfogat 95%-at értem, és az
,egyenlitohoz kozel" pedig dimenzidfiiggd, errdl a kovetkezd bekezdésekben olvashatunk. Mi-
nél szigorubb hatdrokat szabunk, anndl magasabb dimenzidra van sziikségiink, hogy a feltételek

teljesiiljenek, de mindig lehet vdlasztani elég magas dimenzidt.

Vegyiink egy n-dimenzids egységgoly6t és tekintsiik fixnek az Eszaki Sarkot az x; tengelyen,
azaz azt az x; = 1-ben 1év6 pontot, ahol minden mas koordinéta nulldval egyenld. Ekkor el-
felezziik a szférat az x; = 0 hipersikkal, {x || x | < 1, x; = 0}, amit egyenlitGnek neveziink.
Legyen V(n) az n-dimenziés egységgolyé térfogata. A metszete a golyénak és az elGbbi felii-
letnek (n — 1) dimenzids, térfogata pedig V (n—1).

Péladul egyértelmiien az egyenlitS egy korlemez, ha az eredeti golyé 3-dimenzids stb. Altala-

nosabban fogalmazva a metszo feliilet mindig egy (n — 1) dimenzids szféra.

A felso félgdomb térfogatanak 95%-a valdjdban koncentralodik az x; = 0 hipersik és a vele par-
huzamos x| = € hipersik kozé megfelel6en nagy dimenziéban. Az, hogy mekkora az € nagysa-

ga, dimenzi6tdl fiigg, n-dimenzidra ez O (ﬁ)

Ennek beldtdsdhoz szdmitsuk ki a felsd félgomb azon részének térfogatit, amelyik nem esik bele
az x; = 0 és x; = € kozotti szeletbe, ezarész T = {x || x | < 1, x; > €} legyen. T térfogatdnak
kiszamitasahoz integraljunk x;-ben € €s 1 kozt. A dx; szélességli lemeznek a feliilete egy olyan

(n— 1)-dimenziés szféra, melynek sugara 1/1 — x%, lasd a 8.2.1. abrat, ezért a lemez feliilete:
(1= v m—1).

Igy T térfogata:
1 1
Volume(T / 1—x1 2V(n—1)dx1 =V(n-1) / l—xl dx1
S €

A tovabbiakban a Volume(T) jeloli a T-hez hasonlé halmazok térfogatat.
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d(E]

/ 2 ,
1 1 — 21 sugara

1 (p—1) -dimenzidju sztéra

8.2.1. abra: n-dimenzids szféra metszeti lemezének térfogata

A fenti integralt nehéz becsiilni, ezért kozelitjiik. Els6ként felhasznéljuk azt az egyenlGtlenséget,
hogy 1+ x < €* teljesiil minden valds x-re, illetve az integral fels6 hatarat végtelenre bovitjiik.
Mivel x; mindig nagyobb €-ndl az integrdl hatarain beliil, ezért beilleszthetjiik az integralba

x1/€-t. Ezekkel a viéltoztatasokkal a térfogat:
Volume(T) =V (n—1) /e (=729 gy <V (n—1) /% (n=1)/2) gy,

Vegyiik fxle_((”_l)/z)x% dx; = —nT11€ (n=1)/2)x% gg igy:

Volume(T) < e (=D/2ey (n—1).

e(n—1)

A felso6 félgdomb térfogata legalabb annyi, mint az x; =0 és az x| = \/n]T kozti térfogat, ami pe-

dig legaldbb akkora, minta /1 — 1 ~—7 sugard, \lﬁ magassagu hengernek a térfogata. A henger

-szer a (n— 1)-dimenziés R = {x||x|< 1,x; = \/n_T]} lemez térfogata.

1
téfrogata pedi

gata pedig 1
Ekkor R egy (n— 1)-dimenzids szféra |/ 1 — — sugdrral, tehdt a térfogata:

n—1

L\ D2
Volume(R) =V (n—1) (1— ) .

Felhasznélva, hogy (1 —x)* > 1 —ax:

Volume(R) > V (n—1) (1_ni1”;1) _ %V(n—l)

Tehat a felsd félgomb térfogata minimum V(n—1). Az x; = € hipersik feletti rész térfo-

1
2v/n—1
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gata feliilr6l korlédtos az x; = € feletti félgomb térfogatdnak és a teljes térfogat alsé korlatjanak

ardnydban. Ez az ardny Sh e~ ((n=1)/2)-€
.

2
Lemma. Barmely ¢ > O-ra, az x| = \/L feliilet feletti rész térfogata kisebb, mint Ze(=¢/2),
n—1 C
Bizonyitds. Be kell helyettesiteni € helyére \/nCTl-et a fenti ardnyba.
_ 2 e 2 ()2 (/D) 2 ()2
e/ (n—1) —-vn—1 c
O

2 2 . ) . . o P ~
Elég nagy c konsansra, —e™ ¢ /2 elég kicsi. Tehat a n-dimenzids, r-szféra térfogatanak jelentss
c

része O <\/Lﬁ) tavolsdgra talalhat6 az egyenlit6tol, lasd a 8.2.2. dbrit.

8.2.2. dbra: r sugaru szféra térfogata n-dimenziéban O <\/Lﬁ> tdvolsdgra az egyenlit6tdl

Az x1 = \/r% feliilet feletti térfogat ¢ > 2-re kisebb, mint €2~0,135, ¢ > 4-re pedig ez a

térfogat mar %e‘g ~ 3-10*-re csokken. Végeredményben kimondhatjuk, hogy a teljes szféra
térfogata az egyenlitd koriili vékony sdvba koncentralodik, és minél magasabb dimenziéban

nézziik, anndl erésebben észlelhets ez a tulajdonsdga a szférdnak.

Ennek szemléltetéséhez szimuldltam a térfogat koncentrdlédasat kiillonb6z6 dimenzidkban.

7.1. A kod

Els6ként definidlok egy random pontot az egységszféran R"-ben. Majd generédlok n darab fiig-

getlen standard normalis valdszinliségi valtoz6t és normdlom az x vektorok hosszat. Azért van
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sziikség a vektor normalasara, mert az egyenletes mérték a szférdn az egyetlen olyan valdszini-
ségi mérték, ami origd koriil forgatdsinvaridns, azaz ha veszek egy halmazt, ami mérhetd, akkor

annak elforgatottjdnak mértéke megegyezik az eredeti halmazéval.

Tétel. Gauss-mérték is SO(n)-invaridns.

A tétel kovetkezményeként mondhatjuk, hogy egy Gauss-mérték szerint véletlenszerlien valasz-
tott pont lenormaltja megegyezik egy szféran vett egyenletes mérték szerint vett ponttal.
Ezutdn kiszdmolom az x pont Eszaki-sarkkal bezart szogét, illetve a szélességi fokat, azaz a
valasztott egyenlitével bezart szogét.

N-nek megadom, hogy hany elembdl alljon a mintank, majd a dimenziészdmot is meghataro-
zom. Végiil pedig plotolom a valasztott N darab random pont elhelyezkedését az egyenlit6tdl

vett szélességi fok alapjan.

1 from scipy.stats import norm

2 from math import sqrt, pi, acos, degrees
3 from matplotlib import pyplot as plt
4
5

def pt_on_sphere(n):

6 X = norm.rvs(@, 1, n)
7 length = sqrt(sum{x**2))
8 return x/length

18 def latitude(x):

11 angle_to_pole = acos(x[@])

12 latitude_from_equator = €.5*pi - angle_to_pole
13 return degrees( latitude_from_equator )

14

15 N = 1088

16

17 for n in [3, 30, 100, 3000]:

18

19 latitudes = [latitude(pt_on_sphere(n)) for _ in range(N)]
20 ®_axis = plt.hist(latitudes, bins=int(sqrt(N}))
21 plt.xlabel("Egyenlit&tdl vett szélességi fok")
22 plt.title("{} dimenziés szféra".format(n))

23 plt.xlim((-98, 98))

24

25 plt.show()

kod abra

7.2. Az eredmény

Lathatjuk, hogy 3 dimenziéban még nem mondhato el a fent emlitett tulajdonsag, de 30 dimen-
zi6ban mar erGsebben a nulla szélességi fok, azaz az egyenlité koré mozdul az dbra mindkét
oldala. Természetesen mindkét oldal szimmetrikusan miikodik, ha nem is szimmetrikus az ab-

ra, hisz véletlenszertien generdlt pontokkal dolgozunk az adott szféran.
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3 dimenzids szféra 30 dimenziés szféra

100
Bo
60
40
20
0
-20 o 20 40 —&0 —&0 —40 —20 0 20 40 60 80
Egyenlitdtdl vett szélességi fok Egyenlitotal vett szélesseégi fok
2 2
1.4bra 2.4bra

A 3. dbrdn mar 100 dimenzids szféra térfogatanak elhelyezkedését lathatjuk, itt mar majdnem
a teljes térfogat az egyenlitd koriili 20°-os sdvban taldlhaté. Ekkor mar igaz lenne a fejezet
bevezetésében targyalt 95%-os koncentrdlédds, ha példaul az egyenlitd koriili sdvot 10°-nak
valasztjuk. Az utolso, 4. dbrdn pedig mar 3000 dimenzids szféra térfogatdnak elhelyezkedése
latszik. Itt mar vehetnénk szigortibb hatdrokat, példdul 99%-os térfogat taldlhat6 az egyenlit6tol

vett 5°-0s savban.

100 dimenzids szféra 3000 dimenzios szféra
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3, 30, 100, 2000 dimenzid osszehasonlitva

-a0 -e0 40 =20 ] 20 40 &0 a0
Egyenlitdtdl vett szélességi fok

Eszrevétel: ahogy novelem a dimenzidszdmot, egyre er6sebben koncentrdlédnak a szimuldlt

pontok az egyenlitd koré.

Ha megfigyeljiik a szimulalt dbrdkat, konnyen észrevehetd, hogy nagyon hasonlitanak a nor-
malis eloszlds haranggorbéjéhez. Kiilonboz6 dimenzidkban mds halmazon kompakt tartéjuak a
normalis eloszldshoz a kirajzolt térfogat-eloszlasok. Minél magasabb dimenzidban vizsgaljuk a
térfogatot, anndl inkabb sziikiil le ez a halmaz, amin az 4dbra kozeliti a normalis eloszlast. Példa-
ul, ha megfigyeljiik, hogy 3 dimenzidra szimuldlt dbrdra jobban ileszkedik a stasndard normalis
eloszlas, mig ha vessziik a 100 dimenziébdl alkotott diagrammot, akkor jobban illeszkedik ra
az a normdlis eloszlds, aminek sz6rasnégyzete nem 0-val egyenls, hanem 62 legyen 0.2, igy az
illeszthets eloszlds: N(0,0.2) lesz.

Ezt a megfigyelésemet aldtdmasztjdk a [3] cikkben taldlhat6 képletek, amelyek egy gombi sapka

térfogatanak eloszlasat vizsgaljak és limeszben tartanak a normadlis eloszlashoz.
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