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Bevezetés

Szakdolgozatom tematikaja a lineéris és egészértéki portfolio optimalizalasi mo-
delleken alapszik. Azért esett erre a témakorre a valasztdsom, mert mindig is
érdekelt a pénziigyi és a matematikai vildg kozotti kapcesolat. A szakdolgozat
irdasa kozben betekintést nyerhettem a pénziigyi szféra alapjaiba, és megtapasz-
talhattam, hogyan tudom az egyetemi éveim alatt szerzett tudast alkalmazni.

Kezdetnek a modern portfolidelmélet atyjatol, Harry Markowitz-tol idéznék:
"A good portfolio is more than a long list of good stocks and bonds. It is a
balanced whole, providing the investor with protections and opportunities with
respect to a wide range of contingencies." [I] A jo portfolichoz az egyensily
a kulcs. Ezzel a tulajdonsiggal akkor rendelkezik a portf6lio, ha védelmet és
lehetGségeket egyarant nyujt, vagyis, ha a kockazatot minimalizalni tudjuk, és
a hozamot maximalizalni. A szakdolgozat erre a két optimalizélasi problémara
épiil.

Az els6 fejezetben definialjuk a fejezetekben szerepld jeloléseket, és néhany
alap definiciot, amelyek a portfolié optimalizalasi modelleink szerkezetére vonat-
koznak. Ebben a részben mutatjuk meg a Markowitz-féle modellt, amelynek tt-
toré szerepe volt a potfolié optimalizaldsban.

A masodik fejezetben lineéris programozasi modellekkel foglalkozunk, és pél-
dékat latunk kockazati és biztonsagi mértékekre. Néhanyukhoz Pythonban készi-
tett program is tartozik, amellyekel példa feladatokat oldottunk meg, és abrakkal
reprezentaltuk az adott biztonsagi mértéket.

A harmadik fejezetben az egészértéki portfolié optimalizalasi modell jelenik
meg, melyre kiillonbo6z6 szerkezetd tranzakcios koltséget vezettiink be. Ennek a
modellnek az egyik valtozataval részletesebben foglakoztunk. Egy példat Python
program segitségével megoldottunk, és a kapott eredményt kielemeztiik.

Végiil 6sszefoglaltuk a latottakat, és az eredményeket 6sszehasonlitottuk.



1. fejezet
Portf6li6 optimalizalas alapjai

Ebben a részben a [12] és a [7] forrasok voltak a segitségemre.

Egy optimalizalési feladat soran egy adott célfiiggvényt szeretnénk minima-
lizalni vagy maximalizalni. Esetiinkben az optimalizalasi feladathoz portfolidkat
vesziink alapul, és célunk a portf6lio varhaté hozamanak a maximalizalasa egy
adott kockazati szinttel, vagy a kockazat minimalizalasa egy elvart hozam mellett.
Vagyis a portfoliok kockdzatminimalizalasa vagy a profitmaximalizélasa a cél.

1.1. Alapfogalmak és jelolések

A fejezethez sziikséges adatokat, illetve deiniciokat a [12], [I3], [14], és [5] forrasok
felhasznalasaval gytjtottem Ossze.

A befektetési idGszakban a t6két szétosztjak. A vagyon szétosztasat szazalék-
ban fejezhetjiik ki. Igy nincs sziikség a toke értétének a megadéasara a portfolio
optimalizalasi modellben. Ezt a szédzalékot az eszkoz stulydnak nevezziik.

A befektetési idGszak alatt, minden eszkéz hozamot generédl. Az eszkozok su-
lyait figyelembe véve a portfélio6 hozama az eszkéz hozamainak silyozott atlaga,
amely barmilyen valos értéket felvehet. Igy a befektetési iddszak alatt a toke ér-
téke megvaltozik a hozamtol fliggden. Jelolje x; dontési valtozo a j eszkoz sulyat.
Legyen (z1,...,x,) a dontési valtozok vektora. Ekkor x egy portfolio. A portfo-
li6 dbrazolasédhoz kellenek feltételek. Alapvetd feltétel, hogy a sulyok Osszegének

egynek kell lennie:
» =1 (1.1)
j=1

Tovabba minden j eszk6z nem negativ sillyal szerepel a portfélioban:
;>0 Vj=1,...,n. (1.2)

Jelolje ) a megvalosithatd portfoliok halmazat, vagyis azokat a portfolidkat,
amelyek eleget tesznek a (1.1)) és az (1.2) feltételeknek. Minden z portfoliohoz

tartozik egy R, = Z?Zl Rjz; valoszintségi valtozo, amely a portfolio hozamat



jelenti, és szazalékban fejezziik ki. Az x portfolio varhatdé hozamat tgyszintén
szézalékban adjuk meg, és a kovetkez§ linearis fiiggvényként szamithato ki:

T T n n T n
W)~ R =S =S (z ) P ST
t=1 t=1 j=1 1 t=1 j=1

Jj=

ahol a p; a j eszkoz varhato hozama, p1; = Zthl DeTjt-

A szcenariok alatt az eszkozok megtériilési ratainak lehetséges megvalositasait
értjiikk a célidében. Minden t = 1,...,T szcenari6é egy adott p; valdszintiséggel
fordulhat el, és ZtT:lpt = 1. Legyen 7;; a j = 1,...,n eszkoznek a hozama az
adott t = 1,...,T szcenérioban. Jelolje y; a t szcenarié hozamat, amely fligg
x;-t6l, vagyis a j eszkozbe fektetett t6kétol:

n

Y = ertxj. (1.3)

7=1
A portfolié optimalizalds modelljei linearis és egészértéki programok, ezért
fontos definialni az abélli fogalmakat.
1. Definici6 (Linearis programozéasi feladat). A legegyszerdbb feltételes optimali-
zaldsi feladatban a célfigguény és a feltételi fiigguények a dontési valtozonak line-
aris fugguényei, ezt az optimalizdldsi problémdt linedris programozdsi feladatnak

nevezziik. A linedris programozasi feladat standard formdja a kovetkezd:

min cx
st. Ar = b (1.4)
z > 0,

ahol A € R™" b € R™, ¢ € R" ismert konstans mdtrix illetve vekorok, x € R"

pedih a dontési valtozo vektor. A cx a ¢ €s az x vektorok skaldris szorzatdt jeléli.

Egyes mértékek dualis formaban adhatok meg.

2. Definici6é (Dualis feladat).

max cr
st. Ar = b (1.5)
z > 0,

kanonikus alaki LP feladat dudlisdt a kévetkezd

min  yb

1.6
st. yA >c¢ (1.6)

feladat formdjdban, ahol y € R™ dontési (vdltozo) vektor. Az elsd feladatot
primdl feladatnak, a mdsodik feladatot dudl vagy dudlis feladatnak nevezzik, y

komponenseit dudlis vdltozoknak.



3. Definicio (Egészértékd programozasi feladat). Ha a diontési vdltozo értéke
csak egész szam lehet, ezeket a feladatokat egészértékid programozdsi feladatoknak

nevezzik, vagyis:

min cx
b, Ax =
b AT (1.7)
z > 0
x € 7"

ElGszor a Markowitz-féle modellel foglalkozunk, amely a portfolidelmélet alap-
ja, majd linearis- és az egészértéki programozasi feladatokkal, amelyek a Markowitz-
féle modellhez képest figyelembe vesznek olyan tényezdket, amelyekkel az opti-
malizalasi feladatunkat javitani tudjuk.

1.2. Markowitz-féle modell

Ehhez a részhez a [9], a [§],és a [12] forrasbol szereztem az adatokat.

Harry Markowitz nevéhez fiz6dé modern portfolio elméletet széles korben
hasznaljak az opzimalizalasi modellek terén, melynek célja az eszkozbe fektetett
t6ke optimalizalasa oly modon, hogy maximalizaljuk a portfolié varhaté hozamét
egy adott kockdzati szint mellett, vagy minimalizaljuk a kockazatot egy adott
elvart hozamszint mellett.

O volt az elsd, aki matematikailag megfogalmazta a varhaté6 hozamot és a
kockézatot. Ezek segitségével definidlta az optimalizalasi modellt.

Uttors munkajaban a szoras hasznélatat javasolta, mint kockézati mérték,
igy a modell a portféli6 varhaté hozaménak novelésére és a hozamok szorésanak
csokkentésére torekszik. A modell célja a hatékony portfélio6 megtalalasa.

4. Definicié (Hatékony portfolio). Azokat a portfilickat, amelyek egy adott szo-

rdas mellett a legmagasabb vdrhato hozamot igérik, hatékony portfolionak nevezziik.
Ahhoz, hogy eldontsiik, vajon a portf6lié hatékony-e, meg kell hatarozni min-

den eszkoz varhatd hozamét és szorasat, valamint az eszkozok kozotti korrelaciod
mértékét. A szorast a kovetkezGképpen definialhatjuk:

0*(R) = E((R - E(R))*)

A portfolio hozaménak a szorasa kifejezhets a j eszkoz x; stulyanak kvadra-
tikus fiiggvényeként. A j eszkoz R; hozama egy valoszintiségi valtozo p; varhato
értékkel. Tovabba jeldlje 672 az R; szorasnégyzetét, dij pedig az i és a j eszkoz
hozamai kozotti kovarianciat:

0y = BE((Ri — ) (R; — 115))-

Az x portfolio R, hozamanak a szorasnégyzete a kovetkezSképpen irhato fel:

n

i=1 i=1 j=i+1



Ekvivalens kifejezést kaphatunk, ha az i eszkoz szoérasat d,-vel jeloljiik, ekkor:

62(Rm) = zn: zn: 5ij~rixj-

i=1 j=1

A Markowitz modell:

min i i 5Z-jxixj (18&)

i=1 j=1

s.t. Z,ujmj > 1o (1.8b)
j=1
d ay=1 (1.8c)
j=1
z; >0 Vi=1,....n, (1.8d)

ahol iy a portfolio varhato hozaméanak az also korlatja. Ez a feladat egy kvadra-
tikus programozasi probléma, kvadratikus célfiiggvénnyel, két linearis feltétellel
és n nem negativ folytonos valtozdval.

A Markowitz-féle modell hatréanya, hogy a modell feltételezi az eszk6zok ko-
zOtti korrelaciok rogzitettek és dllandoak, nincs adoé illetve tranzakcios koltség, az
eszkozok kockézata elére ismert és allando.

A kovetkez§ fejezetekben olyan modellekkel foglalkozunk, amelyek a Markowitz-
féle modell hibain javitanak. Elgszor lineéaris programozasi modellekkel foglal-
kozunk, amelyek gyorsabbak, mint a Markowitz-féle modell, majd egészértéki
programozasi modellekkel, amelyeknél bevezetjiik a tranzakcios koltséget.



2. fejezet

Linearis modellek portf6lio

optimalizalashoz

Az alabbi fejezetben a [12], a [§], és a [10] forrast hasznaltam.

2.1. Bevezeto

A kvadratikus programozési (QP) modellekkel szemben, igy példaul a Markowitz-
féle modell, a lineéris programozéasi modellek néhany szempontbol praktikusab-
bak. Példéul az LP-szolverek megbizhatobbnak mindsiiltek a QP-szolverekhez
képest. Tovabba az LP-szolverek atlagosan révidebb idé alatt képesek sokkal na-
gyobb méreti problémat megoldani.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, milyen lineéris programozasi modellek &ll-
nak a rendelkezésiinkre a portfolio kockazatanak vagy biztonsagéanak mérésére és
optimalizalasara.

2.2. Linearizalhato kockazati mértékek

2.2.1. Atlagos abszolut eltérés (MAD)

A MAD modellben a kockézatot a varhato értéktsl vald varhato abszolut eltéréssel
mérjiik, és a kovetkezSképpen definialjuk:

MAD() = E(R, — E(R,)]) = E (

i Rjz; —E (i Rja;j> D S (21)

) , (2.2)

vagyis:

MAD(z) = Zpt (

n n
E Ty — E HjT
j=1 j=1




Igaz, hogy van abszolut érték a feladatban:

T
min M AD(z) = min Zpt|yt — pl,
t=1

de ennek kikiiszobdlése érdekében bevezetjiik a d; valtozot, amely minden opti-
maélis megoldasban a kovetkezd értéket veszi fel:

dt:|yt_,u|; t:177T

Ekkor a MAD portf6lié optimalizalasi modell:

T
min Zptdt (2.3a)
t=1
dt > —(yt—,u) Vtzl,,T (23(3)
Yo=Y Tit; Vi=1,...,T (2.3d)
j=1
= (2.3¢)
j=1
K2 Ho (2.31)
x € Q. (2.3g)

MAD Optimization with 100 Scenarios

0.05
® ® Returns
0.04 + — Absolute Mean Deviation |
0.03
0.02 |

“h ] .j,lm k1 QL
| Iy M Hui | M “ﬂ u 'N

Returns

-0.01

-0.02

—-0.03

-0.04

0 20 40 60 80 100
Scenarios

2.1.abra: MAD mérték, forras :[g]

A 2.1. abra példa a MAD optimalizalasra. A CAC40 adatait hasznaltak fel
hozza, amely egy benchmark francia tézsdeindex és a 40 legjelent&sebb részvény
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tokésitéssel silyozott mutatoja. Ezekre az adatokra 100 szcenarié generalasaval a
fenti abrat kapték. Az y-tengely a portfoliok hozamat, az z-tengely a 100 szcena-
riot mutatja. A piros pontok egy adott szcenarié hozamét jeldlik, a piros vonalak
pedig az atlagos abszolit eltérést.

Példa
2.1.tablazat
eszkoz| szcenariol szcenarioé2 szcenarioéd varhaté hozam
P1 = 60% P2 = 20% P3s = 20%
1 1 = 31% 9 = —27% 3 = 160% M1 = 164%
2 T91 = 23% T9o = —23% T93 = 130% M2 = 118%
3 31 = 4.2% T'3g = —-3.1% T3z = —0.2% M3 = 1.86%
4 T4 = 15% T4 = —20% T43 = —01% Ha = 048%

A 2.1. tablazat adataival vizsgaltuk a MAD modellt, 3 szcenariora és 4 esz-
kozre. A tabazatban adott a szcenarié eszkozeinek a r;; hozama szézalékban és
a szcenaridhoz tartozo p, valésziniiség. A varhat6é hozamot j; = 2?21 TP kép-
lettel szamitottuk ki minden ¢ = 1,...,T-re. A kovetkez6 optimélis x portfoliot
kaptuk a modellel:

Assets x
asset1 0.0
asset2 0.0
asset3 0.0
asset4 1.0
Exp.return 0.48

A megoldashol az latszik, hogy a modell a 4.eszkozt 1 sullyal valasztja az x
portfolioba, és igy a portfolio varhato hozama 0, 48%.

2.2.2. Semi-MAD

A MAD modellt modosithatjuk gy, hogy csak az atlagos hozam ald esd részt
vessziik figyelembe. Vagyis a Semi-MAD mérték a varhato értéktsl valéo nega-
tiv irdnyba torténd varhato abszolut eltérést minimalizédlja. Igy a kévetkezSképp

10



definidlhatjuk a Semi-MAD modellt:

Returns

T
min Zptdt
t=1
s.t. dt>ﬂ_yt Vtzl, .,T
n
yt:ertxj Vi=1,...,T
j=1
j=1
p2 o
d, >0 Vi=1,...,T
r € Q.
0.05 . Semi-MAD Opltimization with 100 scenarios ‘
e o Returns
0.04 - — Negative Mean Deviation [
0.03
0.02} . 5
001p - ".- ** & _ ms_ o "% eee .
L] e e o.
RTINS RU TN
=0.01F
-0.02
-0.03
B 20 a0 60 80

Scenarios

2.2.4bra: Semi-MAD mérték, forras :[§]

100

(2.4a)
(2.4b)

(2.4¢)

A 2.2.abra ugyanazok az adatok felhasznalasaval késziilt, mint a 2.1.abra.
Az abran lathato, hogy a Semi-MAD mérték csak a 0 ala es6 részt nézi, és azt
minimalizélja. Ezen az abréan is az x-tengely a 100 generalt szcenariét abrazolja,
az y-tengely pedig a hozamot.

1.példa

A 2.1.tablazat adataira lefutattuk a Semi-MAD modellt. A modell ugyanazt az
eszkOzt valasztja ki az x portfolioba, mint a MAD modell, és a portfoli6 var-
haté hozama is megegyezik. A kapott optimalis eredményt a kévetkezd tablazat

mutatja:
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Assets T

asset 1l 0.0
asset2 0.0
assetd 0.0
asset4 1.0
Exp.return 0.48

2.példa

20 generalt szcenariok és eszkozok, tovabba az eszkozokhoz véletlenszerten gene-
ralt hozamok és a szcenéariokhoz generalt valoszintségek segitségével Gsszehason-

litottuk a MAD és a Semi-MAD hozamat, varhaté hozaméat és portfolio Gsszeté-
telét.

0.43185 % | ~% MAD modell

0.43185 % | —®= SemiMAD modell
035517 % —
0.2785 % N
020182 % R
012514 % —
0.04847 % -

£
£ o621 % ¥ 002621 %
010289 % 010289 %
018157 % 018157 %
-0.25624 % -0.25624 %
-033392 % -033492 %
0.4116% 04116 %
I TP EEHE ST AP EEREE R
R R R R R LR IR R
Scenario

2.3.abra: MAD és Semi-MAD modell hozaméanak 6sszehasonlitasa

A 2.3.4bra a MAD és a Semi-MAD modell 20 generalt szcenariojanak a hoza-
méat mutatja. Jobb oldalt a MAD, bal oldalt a Semi-MAD modell taldlhato. Az
abran az latszik, hogy a két modell szcenaridinak hozama megegyezik.

Portfdlid & étele a MAD és a Semi-MAD modelinél
- AD
012 | == Semi-MAD
010
g
o 008
2
2
& 005
s
&
004
002
0.00
¥ 0% ¢ % 9o og T o= g 2 o N o5 & o4 5 5 08 2 7
¢ 8 % &4 ¥ & @ 9 ¥ § § B B & & B & 4 8B 8
Assets

2.4.abra: MAD és Semi-MAD portfolioja
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A 24.4bra a MAD és a Semi-MAD modell potfolibjanak szazalékos ssze-
tételét mutatja. A két modell ugyanazokat az eszkozoket, ugyanakkora sullyal
valasztotta a portfolioba. Innen is latszik, hogy a két mérték kozott csak annyi a
kiilénbség, hogy a Semi-MAD modell kevesebb feltételt tartalmaz. Tovabba ezt

c stz

mutatja:

modell varhaté hozam
MAD = 0.011579%
Semi-MAD = 0.011579%

2.2.3. Gini féle atlagos differencia (GMD)

A GMD két szcenarid hozama kozotti eltérés abszolut értéke:

n n
[y, — Y| = E T Ty — E Tty
j=1 j=1

Az eltéréseket stulyozzuk a szcenariok elGfordulasanak valdszintisége szerint, és
ezaltal a kovetkezs I'(x) minimalizalandé célfiiggvényt kapjuk, amely linearizal-
hato:

T T
1
F(.CL') = 5 Z Z ’yh - th‘ptlpt27 (25)

t1=1t2=1

ahol a % tényezd abbol jon, hogy paronkénti eltérést kétszer szamolunk a dupla
Osszegben.
A GMD kockazati mértéken alapuld portfolio optimalizalasi modell:

T
mln Z Z ptlptgdtltz (26&)
t1=1 to#t1
s.t. dt1t2 Z Y1 — Yo th, t2 = 1, Ce ,T, t2 # tl (26b)
Y = ertxj vt=1,...,T (2.6¢)
j=1
p=y p (2.6d)
j=1
2 fho (2.6¢)
dt1t2 Z 0 th,tg = 1,...,T;t2 %tl (26f)
r € Q. (2.6g)

A dy, ¢y, = dpy, szimmetria tulajdonsagot figyelmen kiviil hagyja a modell.

13
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2.5.abra: GMD meérteék, forras: [12]

A 2.5. abra egy adott portfolid6 megtériilési ratajanak értékeit reprezentalja
a T = 25 szcenarié esetén. Az x-tengely a 25 szcenariot abrézolja, mig az y-
tengely a hozamot. A fiiggSleges piros egyenes hossza a 15. és a 20. szcenarid
szerinti portfolichozamok kiilonbségének abszolut értéke, azaz dis20 = |y15 — ya0-
Ezen az &bran is lathato, hogy a GMD tugy optimalizal, hogy a két kivalasztott
szcenarié hozama kozotti eltérést minimalizalja.

2.3. Linearizalhato biztonsagi mértékek

Ehhez a fejezthez a [12] és a [§] forrasokbol gytjtottem a informaciokat?.

Ebben a fejezetben a portfoli6 mindségének a mérését elemezziik kiilonbozs
modon és meghatarozunk bizonyos biztonsédgi mértékekkel, amelyek maximali-
zalhatoak. A cél, hogy a lehetd legstabilabb hozamot kapjuk. Itt figyelmen kiviil
hagyjuk a varhatdé megtériilési ratat, és ehelyett megprobaljuk elkeriilni a leg-
rosszabb szcenariot. ElsGsorban ezek a biztonsagi mértékek a pénziigyi szerveze-
teknek fontosak, amelyek egyre meghizhatobb modelleket keresnek a szélsGséges
szcenériokkal szemben, f6leg midta a 2008-as gazdasagi valsig megtortént. A to-
vabbiakban hérom biztositasi mértékkel foglalkozunk.

2.3.1. Minimax

A portfolié hozaménak a legrosszabb megvalositasa egy lehetséges biztositasi mér-
ték. A cél, hogy a minimélisan elérheté hozamot maximalizaljuk.
A legrosszabb megvalositas, vagyis a lehetséges hozam minimuma a kovetkezs:

M(z) = min oY= mln Zr]txj (2.7)

t=1,...,T

Ez a fiiggvény nem linearis. Viszont bevezethetiink egy y mesterséges valtozot,
melynek kisebbnek kell lennie a szcenéari6 6sszhozamanél, vagyis annél az értéknél,
amit maximalizalni szeretnénk.

A Minimax modell a kévetkezd:
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max y (2.8a)

s.t. ertxj >y Vit
j=1

Il
u)—‘

LT (2.8b)

n= s (2.8¢)
j=1

2 Ho (2.8d)
r € Q. (2.8¢)
(2.8f)

Minimax Optimization with 100 scenarios

® & Returns
® = Worst Cases

Returns

0.01

2.6.abra: Minimax modell, forras :[§]

A 2.6.abrat a CAC40 adataival készitették 100 generalt szcenaridval. Kék
pontok a szcenariok hozamat jeloli, mig a piros pontok a legrosszabb hozamok,
amelyeket a Minimax modell maximalizalni szeretne.

Példa
2.2.tablazat
szcenério valoszintiség eszkoz 1 eszkoz 2
1 P1 = 20% r = 49% r = 20%
2 P2 = 50% T12 = 40% T99 = 30%
3 P3s = 20% T3 = 22% To3 = 20%
4 Ps = 10% T4 = 18% T9q4 = 20%

A 2.2 tablazat azokat az értékeket tartalmazza, amelyekre lefuttattuk a Mimimax
modellt. Adott 2 eszkdz, és azok p; varhat6é hozama. Tovabba adott 4 szcenério,
azok p; valdszindsége és rj hozama mindkét eszkozre. Mindkét eszkoz esetén
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elvarjuk, hogy a varhaté hozamuk legalabb 2% legyen , vagyis po = 0.02. Az y
valtozé minimalizélasaval a kovetkez6 eredményt kapjuk:

Assets x

asset1 0.0
asset2 1.0
Exp.return 2.5

A kapott optimalis eredmény szerint, ha az x portfélioba a 2.eszkozt valasztjuk
1 sallyal, akkor a varhaté hozamunk 2.5%.

2.3.2. Value at Risk (VaR)

Az alabbi rész megirasahoz a kiovetkezs forrasok voltak segitségemre: [12], [8],
1101, [2].

A VaR olyan kockazati mérték, amely a legnagyobb veszteséget méri egy adott
3 konfidencia szinten (biztonséagi szinten) a célidében.

Példaul, ha azt mondjuk, hogy a portfoli6 VaR-ja £0,5 millié 95%-os konfi-
dencia intervallumon egy hetes célidében, ez azt jelenti, hogy a kimenetelek leg-
rosszabb 5%-aban a portfolio hozama kevesebb lesz, mint —0, 5 milli6. A 2.7.4bra
ezt a példat abrazolja egy portféli6 hozaméanak 520 lehetséges kimenetelével az
egy hetes célidében. A portfoli6 VaR-ja az a veszteség, amely az esetek 95%-
aban nem kovetkezik be, de a megmaradt 5% esetben, ebben a példaban ez 26
legnagyobb veszteség, a veszteség nem haladja meg az £0,5 milliot.

120

100
80
Gl
40

Mumber of Qccurences

-5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 % 10 11 12 13 14

Weekly Return { fmillion)

2.7.4bra: VaR mérték, Forras :[10]

Jelolje X a nyereség és a veszteség eloszlasat (nyereségnél pozitiv, veszteségnél
negativ). A VaR g € [0, 1] konfidencia szinten a legkisebb olyan ¢z valés szam,
amely legalabb (1 — f3), és Y = — X valoszintisége nem haladja meg az értékét:

VaRg = —inf{z € R: Fx > 8} = Fy''(1 - B)

Az VaR(x) mérték esetén vett 5 konfidencia szint szorosan dsszekapcesolodik
a kvantilis fogalméaval, mivel a legrosszabb hozam érdekel minket egy adott S
szézalék alatt. A VaR(x) altalanositasa pont a kvantilis statisztikai fogalma.
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Ha maximalizalni akarjuk a legrosszabb hozamot egy adott (/3 szézalék) kon-
fidencia intervallumon, akkor maximalizdlnunk kell a [-kvantilist. Ezt nevezziik
VaR mértéknek. Ahhoz, hogy a potfoli6 optimalizalasi feladatunk lineéris legyen,
bevezetjiik z binaris valtozot, minden ¢t = 1,...,T szcenariora. Igy felirhato a
kovetkezd linearis feltétel:

y>y— Mz Vt=1,...,T,

ahol M tetsz6leges nagy konstans, amely nagyobb, mint barmely lehetséges ho-
zam, vagyis M > rj;. Ezutan hasznalhatjuk a z; binaris valtozot a VaR feltétel
definidlasara:

T
Zptztgﬂ—ﬂ, z €{0,1}, vt=1,...,T,
t=1

ahol 7 tetszéleges kis pozitiv allando, és m < p; minden t = 1,...,7T esetén.
Ekkor a Var modell a kévetkezé:

max y (2.9a)
st. y>y— Mz vt=1,...,T (2.9b)

Y = ert-rj (2.9¢)
=1

I
\.H
~

T
Y pam<B-m ze{01} vt (2.9d)
t=1

= (2.9¢)
j=1

M2 o (2.91)
r € Q. (2.9g)
(2.9h)

A egyenlGtlenség miatt a z; binaris valtozo 1 értéket vesz fel, ha az y valtozo
nagyobb, mint a portfolié ¢ szcenarié szerinti hozama, vagyis y > y; = Z?:l Tt
A egyenlStlenségnek koszonhet&en, minden olyan ¢ szcenarid valdszintisége,
amelyben y > 1, kisebb, mint 8. Ezért a maximalizalt y valtozo értéke egyenld

az optimalis [-kvantilis gs(z) értékével.

1.példa

A 2.2.tablazat adataira lefuttattuk a VaR modellt. A konfidencia szintet, vagyis
B-t 5%-nak vettiik. Tovabba M értékét 10%-nak, mivel ennek az értéknek na-
gyobbnak kell lennie, mint barmely lehetséges hozam, és m, pozitiv konstans, ami
kisebb p;-nél, legyen 1%. Az alabbi optimumot kaptuk, amelyen az lathato, hogy
a VaR modell az x portfélioba az 1.eszkozt valasztotta 1 stllyal, és igy a portfo-
li6 varhato hozama 3.6%. Tovabba a maximalizalt y értékére 4-et kaptunk, ami
megegyeztik az optimalis S-kvantilis értékével. A kapott optimalis megoldas:
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Assets T

assetl 1
asset?2 0
Exp.return 3.6

2.példa

Osszehasonlitottuk a Semi-MAD kockazati mértéket a Minimax és VaR bizonsagi
mértékkel. 20 generalt szcenariot és eszkozt, tovabba azok véletlenszertien generalt
;¢ hozamat és p; valoszintiségének vettiik alapul. Az alabbi dbrat kaptuk:

Semi-MAD, VaR és Minimax modell 6sszehasonlitasa

1 08928 % | —#— Semi-MAD modell .
- VaR modell

094471 5 | ~® Minimax modell

0.80014 %

065557 %

0511%

036643 %

E

2

&D.ZZLBE%

0.07729 %

-0.06728 %

-0.21185 %

-0.35642 %

-0.50099 %
2 4 @° T w ¢ 5 @ @ g = 8 ® % w & = = @ g
2 ¢ 9 ¥ g ® T ® 2 g 3 8 4o T 94 % 5 % 3 8§
8 F 0§ § o ¥ & E § YT OF: OF OE O® S OGS OF O:o§ %
SMHHMHHSHHHHHHHHHHHH

Scenario

2.8.abra: A 3 mérték osszehasonlitasa

Az z-tengely a 20 szcenaridét mutatja, mig az y-tengely a hozzajuk tartozéd y;
hozamot. A Semi-MAD modell eredményét a kék szin, a VaR modellét a sarga és
a Minimax modell eredményét a zold szin jeloli.

A 2.9.4bra a Semi-MAD, a VaR és a Minimax modell portfélidinak szazalé-
kos Osszetételét abrazolja. Az édbran lathato, hogy az eszkozok mekkora sillyal
szerepelnek a portfélioban a 3 modell esetén.

Potfalio o & a 3 modell esetén’
EE Semi- MAD
016 { ™ VaR
_— Minimax
014
012
g
2
o 010
£
5
g
<
% 008
g
£
H
g
< 008
004
002 I
000 T
2 9 9 I ¥ £ § 8 ¥ g ¥ § T £ 84 8 5 8 g 8§
H H 2 2 3 3 & & & T i i T % T % B B i
@ @& ® € ® & @& & ® § § ¥ & @& & ¥ & B 8 @

Assets

2.9.abra: A 3 mérték portfolidja
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A harom mérték varhatd hozama a fenti adatokkal:

modell varhato hozam
Semi-MAD = 0.056857%
VaR = 0.2238%
Minimax = 0.18545%

2.3.3. Conditional Value at Risk (CVaR)

Az alabbi részhez a [12], [§], [10], [3] és a [4] forrasokbol szarmaznak a sziikséges
adatok.

A CVaR, més néven feltételes VaR egy kiterjesztett biztonsagi mérték, amely
szamszer(siti az adott konfidencia szintet meghalad6 szcenariok atlagos veszte-
ségét. Vagyis a CVaR meghatarozza a varhatd veszteséget [ szazalékos szinten,
ami megegyezik a portfolio varhaté hozamaval a % legrosszabb esetben. Példéa-
ul, ha 12 milli6 dollaros egy napos CVaR azt jelenti, hogy a legrosszabb 1%-os
szcenériok varhato vesztesége egy nap alatt 12 millié dollar.

A legegyszeriibb eset, amikor a szcenériok valoszintisége egyenld, vagyis p; = %
és a [-kvantilis értéke a k legrosszabb szcenarié és T' Osszes szcenaridé hanyadosa,
vagyis 3 = % Ekkor a CVaR a k legrosszabb megvalositas atlagaként definialhato:

k
§ yts ?
s=1

ahol yy,, ...,y a k legrosszabb hozamu szcenari6 (kisebb, mint y;).

A CVaR esetében az a nehézség, hogy linearisan megfogalmazzuk, hogy egy
szcenario a [ szazalék legrosszabb eset kozott van. Emiatt bevezetiink egy wuy
binéris véaltozot minden ¢ = 1,...,T szcenaridhoz. Az u; optimalis esetben a
t-edik legrosszabb hozam széazaléka C'VaRg(x)-ben.

Az u; binaris valtozo segitségével a CVaR a kovetkezSképp hatarozhaté meg:

?vlr—t

C’VaR k/T Zptsyts =

CVaRg(x) = mln— Z YUy (2.10a)

Zut =1 (2.10D)

0<wu <p; \ (2.10¢)

I
~

Tovabba, az u; értéke :

e u; = 0 minden y; szcenérié esetén, ha nincsennek benne a 3 szézalék leg-
rosszabb esetben
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e u; = p; minden y; szcenarié esetén, ha benne vannak a [ szazalék leg-
rosszabb esetben

e 0 < uy < p; legfeljebb egy szcenariora, vagyis a legjobbra a [ szazalék
legrosszabb koziil.

A probléma nem linearissa valik, ha az y, valtozoként szerepel a portfolio
optimalizalasi feladatban. Viszont, ha duélis feladatként vizsgaljuk a CVaR-t,
akkor az elébb emlitett probléma elttinik. Legyen 1 és d; a —nek és az ug-ra
vonatkozo alsé korlatnak megfelels duélis valtozo. Igy a kovetkezs dualis feladatot
kapjuk CVaR-ra:

T
1 _
CVaRp(x) = maxn — — Zptdt (2.11a)
1t s
st dy > p—y, Vi=1,...,T (2.11b)
d, >0, Vt=1,...,T. (2.11c)

A végleges CVaR modell:

T
1 _
max (n— — Zptdt) (2.12a)
b=
st. dy >n—y Vi=1,...,T (2.12b)
Yo=Y Tit Vi=1,...,T (2.12¢)
j=1
p= 1 (2.12d)
j=1
= o (2.12€)
d; >0 Vt=1,...,T (2.12f)
T €Q. (2.12g)
(2.12h)

ahol az n valtozo az optimalis megoldasban a (- kvantilis értékét veszi fel.
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Conditional Value-at-Risk Optimization with 300 scenarios
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2.10.abra: CVaR mérték, forras :[§]

A 2.10.4brahoz a CAC40 adatait hasznaltdk 300 szcenarioval. Az dbran az
x-tengely a szcenariokat, az y-tengely a hozzajuk tartozé hozamot jeloli széza-
lékokban. Zold pontok a legjobb eseteket mutatjak. A piros és a sarga pontok
a 10% legrosszabb esetet. A kiilonbség a kettd kozott, hogy a piros pontok az
optimalizalas el6tti legrosszabb esetet jelolik, mig a sarga pontok a CVaR alkal-
mazésa utani legrosszabb eseteket. Igy az abran lathato, hogy a CVaR mérték
B = 0.1 esetén mekkora mértékben tudja maximalizalni a legrosszabb esetekben
a hozamot.
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3. fejezet

Portf6li6 optimalizalas tranzakcids

koltséggel

A kovetkezd fejezethez az adatok a [12], [13], [11] és a [6] forrasokbol szarmaznak.

3.1. Bevezeto

Tranzakcios koltségek alatt azokat a pénziigyi kiadasokat értjiik, amelyek egy
adott tigylet lebonyolitdsakor felmeriilnek. Ezek lehetnek banki atutalas koltsé-
gei, valamilyen {igynok jutalékjai, de a dontést segité informéciok beszerzésének
koltségei is ide sorolhatoak. A tranzakcios koltségek eltérs szerkezetiiek lehetnek.
Ahhoz, hogy linearis forméban ki tudjuk fejezni 6ket, sziikségiink lesz a valtozok
és a korlatok specialis hasznalatara. A tovabbiakban kiilonb6zé tipust tranzakcios
koltségek modellezésére fogunk példakat mutatni. ElGszor a tranzakcios koltség
leggyakoribb szerkezeteit definialjuk, majd megnézziik, hogyan modellezhetjiik
6ket. Ezutan a portfolio optimalizélasi modellbe bevezetjiik a tranzakcios koltsé-
gek kiilonbozd fajtait. Végiil a teljes portfolio optimalizélasi modellt definialjuk
a Semi-MAD célfiiggvény segitségével.

Ebben a fejezetben X jeloli j eszkoz stlyt a portfolioban, amely most t6kében
lesz kifejezve, nem szazalékban. A rendelkezésre allo t6két, vagyis az Gssztékét
jelolje C.

3.2. A tranzakcio6s koltség szerkezete

Jelolje K(Xy,...,X,) a portfolio tranzakcios koltségfiiggvényét, ahol X; a j esz-
kozbe fektetett téke, minden j = 1, ..., n eszkdzre. Amikor egy eszkozt tranzakci-
0s koltséggel terhelnek, akkor jelolje K;(X;) a j eszkdz X tranzakcios koltségét.
A leggyakoribb eset, amikor az eszkézokre a tranzakcios koltség fliggetlen egy-
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mastol, vagyis ebben az esetben a portfolio koltségfiiggvénye szétvalaszthato:
K(X1,..., X)) =Y K;(X;) (3.1)
j=1

A tranzakcios koltségeknek harom nagy csoportjaval foglalkozunk: fix-, részaranyos-
és szakaszonként linearis tranzakcios koltség.

3.2.1. Fix tranzakcios koltség

A fix tranzakcios koltséget egy eszkoz kezeléséért fizetik, és ez az Osszeg fliggetlen
az eszkozbe fektetett pénz mennyiségétsl. A j eszkoz tranzakcios koltsége:
= {fj, ha X; > 0,

K;(X; (3:2)

0, kiilonben,

ahol f; a kifizetett tranzakcios koltség, ha a j eszkoz pozitiv sillyal szerepel
a portfolioban. A fenti koltségstruktura minden kivalasztott j eszkozre fix f;
koltséget ir eld, ezt tiszta fix koltségnek nevezziik.

A fix tranzakcios koltség modellezéséhez sziikség lesz egy z; binéris valtozora,
minden j = 1,...,n eszkozre. A z; binéris valtozo6 értéke legyen 1, ha a j eszkoz
pozitiv sillyal szerepel a portfélioban, vagyis X; > 0, ellenkez6 esetben z; értéke
legyen 0. Igy a modellhez a kivetkezs linearis feltételeket kell hozzaadni:

Lij S Xj S Uij, Vj = 1, e, N, (33)

ahol L;, U; a j eszkoz stulyanak pozitiv also és fels6 korlatja, tovabba U; megfelels
felsé korlat lehet C-re, amely a teljes tékének felel meg. A feltétel jobb
oldali része az irja el§, hogy ha X; > 0, akkor z; = 1. A bal oldali rész z;
értékét O-ra kényszeriti, ha X; = 0. Helyes modellezés esetén az L; als6 korlat
nem lehet egyenlé O-val, mert ebben az esetben az X; valtozo szerinti also
korlatja mindig O lesz. Ha nincs gyakorlati alacsonyabb korlat definialva, akkor
az L; nagyon kicsi valos szamként vélaszhato. A fentiek szerint meghatarozott z;
valtozo esetén a j eszkoz tranzakcios koltségének a linearis alakja:

K;(X;) = 3%, (3.4)
és a tranzakcios koltségfliggvény:
K(Xy,...,X,) =Y fiz. (3.5)
j=1

3.2.2. Részaranyos tranzakcios koltség

Azt nevezziik részaranyos tranzakcios koltségnek, amikor a tranzakcios koltség
a befektetett Osszegtdl linearisan fligg. A c¢; ratat meghatarozzuk minden j =

1,...,n eszkozre, majd a tranzakcios koltséget a j eszkozbe befektetett Gsszeg
aranyaban hatarozzuk meg, vagyis:
K;(X;) = ¢;X;. (3.6)

Ezt nevezziik részaranyos tranzakcios koltségnek.
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Ki(Xy) Ki(Xy)

g 5 s

Xi X

3.1.4bra: Fix tranzakcios koltség szerkezet és részaranyos koltség rogzitett

minimalis tranzakciéval

3.2.3. Szakaszonként linearis koltség

A szakaszonként linearis koltségnél azt az esetet tekintjiik, ahol minden K;(X;)

tranzakcios koltségfiiggvény, j = 1,...,n esetén, szakaszonként linearis fliggvény.
Ugy tudunk szakaszonként linearis koltséget elGallitani, hogy minden j =
1,...,n eszkozre kiilonboz6 c¢j; ratat hasznalunk, amelyek az ¢ € I intervallumon

aj=1,...,n eszkozbe fektetett t6két mutatjak. A cj; rata a j és a j +1 hatarok
k6zott érvényes. Attol fiiggden, hogy egy eszkdzbdl mennyit vesziink, a tranzakcios
koltség értéke az Xj;-re a kovetkezdképpen alakul:

1. ha j eszkoz silya, X; Mg és M{ hatarok kozott van, akkor a tranzakcios
koltség értéke az adott, els6 intervallumban érvényes c;; rata szorozva az
X; értékével, vagyis K;(X;) = ¢ Xj,

2. ha X; Mf_l és Mf hatarok kozé esik, akkor K;(X;)-t gy kapjuk meg, hogy
az el6z6 intevallumokon kapott értékek Osszegéhez, amelyeket az adott c;;
és az intervallumhossz szorzatai, hozzaadjuk azt a cj; rata és intervallum
hosszanak a szorzatat, ahova az X esik, vagyis K;(X;) = ¢;;(X; — M} ;) +
leMf + -+ Cjﬂ;fl(MZ-j_l — M,L»j_2>, 1= 2, ceey |I’, V&gyiSi

(leXj, ha Mé < Xj < Mf
cio(X; — M) + ;MY ha M} < X; < M}
K;(X;) = { ¢j3(X; = M3) + cpM{ + cjp(M3 — M{), ha Mj < X; < Mj

\Z;:ll cl(sz - Mij—l) + Ck(Xj - M!i—l)? T € [Mlg—lﬂ Mlg]v
(3.7)

ahol M{,..., M |J}|_1 a hatarok, amelyek meghatérozzak a [0, C] intervallum felosz-
tasat. Emiatt mindig feltételezhetjiik, hogy az utolsé intervallum M|]1| hataranak
értéke megfeleltethetd azzal a maximalis Osszeggel, amelyet az eszkozbe belefek-
tethetiink, vagyis a C teljes tokével.

Két modellezési megkozelitést hasznalhatunk az ilyen fajta tranzakcios kolt-
ségekre a valtozokkal és a linearis feltételekkel.
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Els6 megkozelités

Az els6 modellezési megkozelités esetén minden 7 = 1,...,n eszkozhoz beveze-
tiink egy X; folytonos valtozot, amellyel az X; valtozot felbontjuk. Az X; valtozo
minden ¢ € I intervallumon a befektetett t6két mutatja. Vagyis a j eszkozbe X;
befektetett téke kifejezhets az osszes Xj; segédvaltozo Osszegeként:

X =Y X (3.8)
el

Ebben az esetben linearis formaban kifejezheté a kapcsolat az Xj; valtozo és a
tranzakcios koltség kozott:

Kj(Xj) = ZCjini. (39)
i€l
Minden j = 1,...,n eszkozre és az Osszes ¢ = 2,...,|I| intervallumra be kell

vezetniink egy z;; binéris valtozot, amely értéke 1, ha az X; pozitiv, kiilonben 0.
Tovabba a zj; segitségével a kovetkezd linearis feltételeket kapjuk:

M12j2 S le S M1 (310&)

(M2 — MI)ZjS S X]2 S <M2 — M1>Zj2 (310b)
(Mir1-1 = Mypj—2)zj 1) < Xjn-1 < (Mgj-1 — Mi11-2) 2111 (3.10c)
0 < Xjn < (Mg = M)z (3.10d)

Ezek a feltételek miatt X < My, Xj; < (M; — M;_1) lesz minden 2 < i < |I|—1-
re és Xy < (C — M\I|—1)- Réadésul, ha X;; > 0, akkor minden & < i-re zj;, = 1,
és X valtozo, k =1,...,1 — 1 esetén, a fels6 hatéraival lesz egyenlé.

Ki(X)

€2 (== =5 S

Ejll ===

M M: Xj

zj1 Zj2

3.2.4bra: konvex szakaszonként linearis koltségfiiggvény

A 3.2.4bra példa egy konvex szakaszonként linearis koltségfiiggvényre, amin
az els6 modellezési struktira van alkalmazva.
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Masodik megkozelités

A maésik modell a koltségfliggvény r torési pontjai segitségével épithets. Az r
(My, K;(My)), ..., (M,, K;(M,)) torési pontokat és a (M, K;(My)) kiindulasi
pontot hasznaljuk fel, ami a (0,0) origonak felel meg. Tovabba feltehets, hogy
az utolsé torési pont az M, = C. Bevezetjiik a Aji Valtozot minden j = 1,...,n
eszkozre és minden (M;, K;(M;)) torési pontra egyet, ¢ = 0,...,r. Ennek a valto-
zonak koszonhetGen a tranzakcios koltség linearis alakban felirhato. Mivel minden
vonalszakasz kifejezhets a hatarok konvex kombinacidjaként, ezért az X, j eszkoz
stlya felirhat6 a hozza tartozé M;, M, hatarponttal és azok Aj;, ;41 valto-
z6ival, vagyis, ha M; < X; < M), akkor X felirhato gy, hogy X; = Ay
MZ' + /\j,i+1Mi+17 ahol )‘ji + )\j,i+1 = 1, és )\ji7)‘j,i+1 Z 0. Majd megkapjuk a
tranzakcios koltséget, amely

K;(X;) = Nl G(M;) + A KG(Miga).

Kj(M3)

Ki{M2)

Kj(M1)

Ki(Mo)

Mo M1 M2 M3

X,

3.3.abra: konkav szakaszonként linearis koltségfiiggvény

A 3.3.4bra példa egy konkav szakaszonként linearis koltségfiiggvényre 3 inter-
vallumon, ahol 4 torési pont lathato és My = C.

Legyen zj; binaris valtozo, i = 0,...,7r — 1 esetén. A zj; értéke 1, ha X;, j
eszkoz silya a M; és M4, intervallumba esik, vagyis M; < X; < M4, kiilonben
zji = 0. A X és a z valtozok jelentését Osszefoglalo lineéris feltételek:

0 S)\jO S 250 (311&)
0 S)\ﬂ < Zji—1 + Zjis Vi = 0, T = 1 (311b)
)\jr S Zjr—1 (311C)
r—1
D zi=1. (3.11d)
=0
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Ezeknek a feltételeknek koszonhetSen csak egy z;; binéris valtozoé veheti fel az 1
értéket, mivel X; pontosan egy szakaszba eshet bele. Tovabba, minden j esetén
csak a szomszédos Aj; egyiitthatd parok lehetnek pozitiv értékiek. Ezutan az X;
valtozo definidlhato dgy, hogy:

Xj == Z Aj,iMh (312)

i=0

és a tranzakcios koltség linearis alakban:
Ki(X5) =Y il (M), (3.13)

=0

A szakaszonként linearis koltségnek két tipusat emlitjiik:

1. Konvex szakaszonként linearis koltség

A konvex szakaszonként linearis koltségnél azt az esetet tekintjiik, ahol j =
1,...,n esetén minden K;(X;) tranzakcios koltség, szakaszonként linearis
konvex fliggvény. Minden j eszkozre bevezetett cj; ratak értékei névekednek,
vagyis ¢;1 < ¢jo < ¢j3 < ... < ¢jjp|-

2. Konkév szakaszonként linearis koltség

Ebben az esetben minden K;(X;), j =1,...,n, egy konkéav szakaszonként
linearis koltségfiiggvény. Itt azonban a c;; ratak értékei csokkennek, c¢;; >
Cja > Cj3 >+ > Cj|I|-

3.2.4. Részaranyos koltség rogzitett minimalis tranzakcios
dijjal

Ez a struktura azt az esetet modellezi, amikor minden befektetett osszegért fix f;

koltséget szamolnak fel, ha egy adott M kiiszobértéket nem halad meg a befekte-

tett Osszeg. Ha a befektetés meghaladja az M-et, akkor egy ardnyosan kiszamolt

c; Osszeg keriil felszamolasra (feltehets, hogy M = f—ﬂ ), igy a tranzakcios koltség
J
a kovetkezsképpen alakul:

O, ha Xj = O,
Kj(Xj) = fj7 ha 0 < Xj < M, (314)
Cij ha Xj > M.

Ezt a koltségstruktura az részaranyos koltség rogzitett minimaélis tranzakcioval. Ez
megfelel egy konvex szakaszonként linearis koltségfiiggvénynek.Az emlitett kolt-
ségszerkezetnek a modellezéséhez a befektetett dsszeg L; also korlatjat hasznaljuk
J eszkozon. Bevezetiink két folytonos X1 és X, valtozot, melyeknek azonos a sze-
repe a kordbban bemutatott X, szakaszonként linearis fliggvényen, vagyis ez a
két valtozo az eredeti X -t két részre osztja. Tovabba még két binaris z;; és z;o val-
tozot is bevezetiink, melyeknek a szerepe, hogy megmutassak, hogy az X; melyik
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intervallumba esik. Ezutan a tranzakcios koltség linearis forméban modellezhetd
a kovetkezo feltételek segitségével:

X=X+ X (3.15a)
Lizjp < Xj (3.15b)
Mz < Xj1 < Mzj, (3.15¢)

0< Xjo <(C—M)zjo. (3.15d)

e ha z;; = zjp = 0, akkor X;; = X = 0 és K;(X,) = 0, mivel az X; egyik
intervallumban sem talalhaté meg, igy a tranzakcios koltsége is nulla

e ha Zj1 = 1 és Zjo = 0, akkor Lj S le S M, ng =0 és K](X]) = fju ekkor
az X; az els6 intervallumba esik és f; fix tranzakcios koltséget szdmolunk

fel

e ha pedlg Zj1 = Zj2 = ]_, akkor le = ]\47 ng S é — M és K](XJ) =
fi +¢i(X; — M) = f;+¢;X; — f; = ¢;Xj, ebben az esetben X, a maso-
dik intervallumba esik, ezért a f; fix tranzakcios koltség mellett, c; rata is
felszamolasra kertil, ami 6sszességében c¢; X

e azj; = 06 zj5 =1, ez az eset nem lehetséges, mert ha a X; a masodik
intervallumba esik, akkor az elsGben is szerepelnie kell

A részaranyos koltség rogzitett minimaélis tranzakcié esetén a tranzakcios kolt-

ség képlete:
K

i(X5) = fizn + ¢ X5 (3.16)

Kil(xj)

fj

3.4.4bra: részaranyos koltség rogzitett miniméalis tranzakcioval
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3.3. Tranzakcios koltség bevezetése a portfolié op-
timalizalasba

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet a linearis formaban kifeje-
zett tranzakcios koltségszerkezeteket beépiteni a portfoliéo optimalizalasi modell-
be. Jelolje p; a j = 1,...,n eszkdz varhaté hozamat. Filiggetlen attol, hogy a
portfolié teljesitmények mérésére milyen kockazati vagy biztonsagi mértéket va-
lasztunk, a portfélidoptimalizalasi modell korlatozza a portfolié varhat6é hozamét:

> X5 > ol (3.17)
=1

és a befektetett tSke korlatozasa a kovetkezd:
Y x;=C. (3.18)
j=1

T6bb lehetdség van a tranzakcios koltség kiszamitasara:

1. Kiilon kezelt koltségek: kiilon vessziik a tranzakcios koltséget és a rendelke-
zésre allo t6két. Ebben az esetben a teljes koltség felsé hatéra kiilon korla-
tozasra keriil, vagy a célfiiggvényben minimalizaljuk.

2. A bevételbdl levont koltség: a tranzakcids koltséget kozvetleniil a varhato
portfélibhozambol vonjuk le.

3. A t6kébdl levont koltség: a tranzakcids koltséget levonjuk a rendelkezésre
allo t6kébdl, igy a befektetett téke eltér a kezdeti t6kétdl.

3.4. Teljes modell a tranzakci6s koltséggel

Ebben a részben egy teljes megfogalmazast adunk az optimalizadlasi modellre
tranzakcios koltséggel, a Semi-MAD biztonsagi mértéket hasznalva. A Semi-MAD
a (2.4)-es feltételek alapjan definidlhato. Ebben a modellben minden j = 1,...,n
eszkozre aranyos és fix koltségeket egyarant bevezetjiik. Tehat a tranzakcios kolt-
ségfiiggvény minden j eszkozre a K;(z;) = ¢;jx; + fjz;.
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A teljes modell tranzakcios koltséggel:

Z(Tjt_cj)Xj_ijzj = Yt Vt: 1,

=1
p = poC

ZC]'ZO, VJIL

dtZ()’ \V/lf:LT

ZjE{O,l}, Vi=1,...

)n7

(3.19a)
(3.19b)

(3.19¢)

(3.19d)

ahol a z; binaris valtozo értéke 1, ha a megfelel6 eszkozt valasztjuk ki a portfolio-
bol, egyébként 0. A és a feltételekbdl latszik, hogy a c¢; aranyos és
az f; fix tranzakcios koltség levonasra keriil a szcenarié hozamabol és a varhato
hozambol egyarant. A feltétel az alaptékét definialja, a (3.19f) pedig a
portfolié varhaté hozamra ad alsé korlatot. Végiil a — sorok a nem

negativ és a binaris feltételeknek felelnek meg.

I{j (X']) ;‘/‘/ i

fi

3.5.abra: Fix tranzakcios koltség szerkezet és aranyos koltség a modellben
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1.példa

2.3.tablazat
eszkoz| szcenariol szcenarioé2 varhaté hozam
1 1 = 4$ 12 = 2$ M1 = 36$
2 91 = 3$ T92 — 1$ M2 — 26$
3 31 — 2$ 39 — 2$ M3 — 20$
4 T4 — 3$ T4o = 3$ J 30$

A 2.3.tablazat adataival vizsgéltuk a tranzakcios koltséget tartalmazo Semi-
MAD modellt. A példaban az alap t6ke értéke C' = 10000$, a po = 0.01, tovabba
az f; fix és a c; aranyos tranzakcios koltséget a 2.4.tablazat értékei szerint vettiik:

2.4.tablazat
eszkoz| fix tranzakcios koltség aranyos tranzakcios koltség
1 fi=0.1% ¢ = 0.15%
2 fg - 01$ Cy — 012$
3 fg = 01$ C3 — 013$
4 fi=0.1% cy = 0.21%

Az egészértéki programozasi modell a kévetkezd eredményt adta:

Assets x
asset1 0
asset2 0
asset3 0
asset4 10000
Exp.return 27900

Az eredmény alapjan a modell a 4.eszkozbe fekteti a teljes alaptskét, és igy
az x portfolio varhato hozama 27900$.

2.példa

A 2.példaban 20 generalt szcenariot és 20 eszkozt néztiink, melyekhez general-
tunk r;; hozamot és p; valészintséget a szcenariokhoz. Tovabbéd generaltunk f;
fix és c¢; aranyos tranzakcios koltségelet mind a 20 eszkozre. Ezek értéke nem
minden eszkozre azonos. Ezekkel az adatokkal abrazoltuk a tranzakcios koltséget
tartalmazo Semi-MAD modellt:
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Semi-MAD madell tranzakcids kbltséggel

614740.17569 %

558854.70517 %
502969.23465 %
447083.76414 %
39119829362 %

335312.8231 %
279427.35259 %
22354188207 %
167656.41155 %
111770.94103 %

55885 47052 % /\

00%

Return

: 0§ 0§ T T OFOFROBOTOTO§EOFOFEOEO§TOTOEo:if
soo08 ® @ @ ®o® W W5 5 R F & & B & O H % &
Scenario

3.6.4bra: Semi-MAD modell tranzakcios koltséggel

Majd ugyanezekre az adatokra sszehasonlitottuk a Semi-MAD modellt tranz-
akcios koltséggel és anélkiil:

Semi-MAD modell tranzakcits koltséggel és anélkul

614740.17569 % { ~® SemiMAD+f+q
Semi-MAD
526707 65682 %
438675.13795 %
350642 61908 %
262610.10021 %
174577 58134 %
86545.06247 %

¢

1487 4564 % -

8951997527 %

Return

-177552.49414 %

-265585.01301 %

-353617.53188 %

B OB OPOFPOEOEOEO®o§ofozo:iiiiig
L - S-S A S AT B R - B
Scenario

3.7.abra: Semi-MAD modell tranzakcios koltséggel és anélkiil

Az abréan az z-tengely a 20 szcenariot, az y-tengely pedig a szcenariok
hozaméat &brazolja. Kék szinnel a tranzakcids koltséget tartalmazé Semi-MAD
modell lathato, sargaval pedig a tranzakciés koltség nélkiili.

modell varhato hozam
Semi-MAD-+TK = 119079.93%
Semi-MAD i = 145989.65%

A tablazatbol azt lathatjuk, hogy a tranzakcios koltséget tartalmazd Semi-
MAD modell esetén az x portfolié varhato értéke 119079.93$, mig a Semi-MAD
modellnek, amely nem tartalmaz tranzakcios koltséget 145989.65%. Vagyis a tranz-
akcios koltséget tartalmazo Semi-MAD-ben az z portfélié varhatd hozama kisebb.
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Osszefoglalas

Dolgozatomban el6szor a Markowitz-féle modellt mutattam be, majd a linearis
programozasi modellek koziil 3 kockazati és 3 biztonsagi modellt. Ezek a kockazati
modellek a MAD, a Semi-MAD és a GMD voltak. A biztonsagi modellek koziil
pedig a Minimax, VaR és a CVaR keriilt bemutatésra. A modellek példait Python
kod segitségével oldottam meg, amihez Gurobipy-t hasznéltam. Majd a végén
Osszehasonlitottam a Semi-MAD kockazati mérték hozamat a VaR és a Minimax
modellével. Tovabba grafikonnal abrazoltam a potfélioban szerepld eszkozoket
mind a harom modellnél, és megnéztem a varhaté hozamukat. Az eredményekbdl
az latszott, hogy a VaR varhat6 hozama a legnagyobb, és a Semi-MAD modellé
pedig a legkisebb.

Majd attértem az egészértéki programozasi modellekre, amelyekre bevezet-
tem kiilonb6z6 szerkezetd tranzakcios koltségeket. A teljes modellt a Semi-MAD
mérték segitségével definidltam, és bevezettem ra fix és aranyos tranzakcios kolt-
séget. Majd Pythonban készitett modellel megoldottam egy példat, amely ered-
ményeit kielemeztem. Végiil a tranzakcios koltséget tartalmazo Semi-MAD és a
tranzakcios koltség néliili Semi-MAD modell szcenarié hozaméat abrazoltam, majd
osszehasonlitottam ket a varhatd hozam szerint is. Itt azt lehetett latni, hogy a
tranzakcios koltség néliili Semi-MAD portfoliojanak a varhatd hozama a nagyobb.
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A. fuggelék

Forrask6dok

MAD modell Python kédja:

mu = model.addVar()

y = {t : model.addVar(vtype=GRB.CONTINUOUS, 1b = -10e+100) for t in T}
d = {t : model.addVar(vtype=GRB.CONTINUQUS, 1b = 0) for t in T}
x = {j : model.addVar(vtype=GRB.CONTINUQUS, ub = 1, 1b = 0) for j in n}

for t in T :

model.addConstr( sum( r[t]l[j] * x[j] for j in n) == y[t])

for t in T:
model.addConstr(d[t] >= y[t] - mu)
model .addConstr(d[t] >= -y[t] + mw)

model.addConstr( sum(m[j] * x[j] for j in n) == mu)
model.addConstr(sum(x[j] for j in n) == 1)

model .addConstr (mu >= m0)

model.setObjective (sum(p[t] * d[t] for t in T), GRB.MINIMIZE)

model . optimize ()

Semi-MAD modell Python kodja:

mu = model.addVar()

{t : model.addVar (vtype=GRB.CONTINUQUS, 1lb
{t : model.addVar (vtype=GRB.CONTINUQUS, 1b
{j : model.addVar (vtype=GRB.CONTINUQUS, ub

-10e+100) for t in T}
0) for t in T}
1, 1b = 0) for j in n}

o
Il

(o}
Il

i
1]
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for t in T :
model.addConstr( sum( r[t][j] * x[j] for j in n) == y[t])

for t in T:

model .addConstr(d[t] >= -y[t] + mu)

model.addConstr(sum( m[j] * x[j] for j in n) == mu)
model.addConstr(sum(x[j] for j in n) == 1)

model.addConstr (mu >= m0)

model.setObjective (sum(p[t] * d[t] for t in T), GRB.MINIMIZE)

model.optimize ()

Minimax modell Python koédja:

mu = model.addVar()

y = model.addVar()
d = {t: model.addVar() for t in n}
x = {j : model.addVar (vtype=GRB.CONTINUOUS, ub = 1, 1b = 0) for j in T}

for t in n :

model.addConstr( sum( r[j][t] * x[j] for j in T) >= y)
model.addConstr( sum( m[j] * x[j] for j in T) == mu)
model .addConstr(sum(x[j] for j in T) == 1)

model.addConstr (mu >= mO0)

model.setObjective(y, GRB.MAXIMIZE)

model . optimize ()

VaR modell Python kodja:

mu = model.addVar ()

y = model.addVar()

d = {t: model.addVar() for t in n}

x = {j : model.addVar(vtype=GRB.CONTINUOUS, ub = 1, 1b = 0) for j in T}
z = {t : model.addVar(vtype= GRB.BINARY, ub=1, 1b=0) for t in n}

for t in n :

model.addConstr( sum( r[jl[t] * x[j] for j in T) >=y - M * z[t])
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model.addConstr( sum( p[t] * z[t] for t in n) <= beta - pi)
model.addConstr( sum( m[j] * x[j] for j in T) == mu)
model.addConstr(sum(x[j] for j in T) == 1)
model.addConstr (mu >= m0)

model.setObjective(y, GRB.MAXIMIZE)

model .optimize ()

Portfo6lié optimalizalasi modell tranzakcios koltséggel, Python kod:

mu = model.addVar()

y = {t : model.addVar() for t in T}

d = {t: model.addVar() for t in T}

x = {j : model.addVar(vtype=GRB.CONTINUQUS, ub = C, 1b = 0) for j in n}
z = {j : model.addVar(vtype= GRB.BINARY) for j in n}

for t in T:
model.addConstr (sum((((r[t] [j1- c[j]) * x[j1) - £[j] * z[j]) for j
in n) == y[t])
model.addConstr (mu-y[t] <= d[t])
model.addConstr (sum(((m[jl- c[j1) * x[j1) - (£[j] * z[jl) for j in n)

== mu)

model.addConstr(sum(x[j] for j in n) == C)
model .addConstr(mu >= m0 * C)
for t in T :

model .addConstr(d[t] >= 0)

model.setObjective((sum(p[t] * d[t] for t in T)), GRB.MINIMIZE)

model .optimize ()

Lineéris programozasi modellekhez hasznélt generator fiiggvényéhez? tartozo
Python kod:

def generate_scenarios(nT, nn, exp=0, std=1):
n = [’asset’ + str(i+l) for i in range(nn)]

T

["scen" + str(i+l) for i in range(nT)]

pO = numpy.random.uniform(size=(1len(T)))

p = pO0 / pO.sum()
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P = {t : p[i] for i,t in enumerate(T)}

res = {"returns" : {t : {i : numpy.random.normal(exp, std) for i in
n} for t in T},
"probabilities" : P}

return res

H = generate_scenarios(30, 30)

= H["returns"]

H
|

= H["probabilities"]

o)
|

Tranzakcios koltséggel rendelkezd egészértékd programozasi modellhez hasz-
nalt fliggvény Python kodja:

def generate_scenarios(nT, nn, exp=0, std=1):
n = [’asset’ + str(i+l) for i in range(un)]

T = ["scen" + str(i+l) for i in range(nT)]

pO = numpy.random.uniform(size=(len(T)))

p = p0 / p0.sum()

P = {t : pl[i] for i,t in enumerate(T)}

Rf = np.arange(0,2.2,0.2)

Rc = np.arange(0.01, 0.11, 0.01)

f = {i : numpy.random.choice(Rf) for i in n}

¢ = {i : numpy.random.choice(Rc) for i in n}

res = {"returns" : {t : {i : numpy.random.normal(exp, std) for i in

n} for t in T},
"probabilities" : P,
"fix" : £,

"rate" : c}

return res

==}
1]

generate_scenarios (30, 30)

= H["returns"]

H
[
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H["probabilities"]
H["fiX"]
H["rate"]
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