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Bevezetés

Szakdolgozatomban a jarvanyterjedés matematikdjaval €s modellezésével fog-
lalkozom. Az elmult években a COVID jarvany altal szerintem az egész vilag
szamdra vilagossa valt, hogy ez egy igazin fontos kutatasi teriilet. Mindenki
megtapasztalhatta, hogy mennyire sok tényezd jatszik kozre egy jarvany lefo-
lyasdban. Az ilyen val6s jelenségeket altalaban differencidlegyenletekkel szok-
tuk modellezni, de nem tudunk minden részletre kitérni, ezért azokat a tényezo-

ket vessziik figyelembe, amelyek legjobban alakitjak a jelenség alakulasat.

A jarvanyterjedés jelenségére mar tobb modell is kidolgozésra keriilt, a mo-
dellek attdl is fliggenek, hogy maga a jarvany milyen tulajdonsagi. Példaul ha
egyszer mdr atestél rajta, akkor elkaphatod-e djra? Ebben a szakdolgozatban egy
olyan modellel fogunk megismerkedni, amely két csoportra bontja az egyede-
ket, az egészségesekre €s a betegekre, megbetegedés utan az egyedek visszake-
riilnek az egészségesek csoportjdba. Természetesen ezt a modellt sokféleképpen
lehet még bdviteni annak érdekében, hogy a val6 vilagban lezajl6 jelenségeket

jobban kozelitse.

A dolgozat els6 fele egy elméleti attekintést tartalmaz, amely sordn el6szor
atvessziik a differencidlegyenletekrdl sz6l6 fobb definicidkat és tételeket, majd
a jarvanyterjedést leir6 modell és annak a tulajdonsagai kovetkeznek. Ezutan

egy, a folyamatot egyéni szinten leir6 differencidlegyenletet tekintiink.

A szakdolgozat masodik felében pedig a megismert modelleket fogjuk kiilon-
féle hal6zatokra, grafokra értelmezni. Fel fogjuk irni a differencidlegyenleteket,
majd a numerikus megoldast a MATLAB programozasi nyelv segitségével fog-
juk kiszadmitani és dbrdzolni. E16szor 6 csicsu grafokon fogjuk bemutatni a je-
lenséget, mivel ezeken jobban latszik, hogy mi torténik egyéni szinten. Ezutan
100 csucsu grafokon is értelmezziik a modellt, ennél a résznél véletlen grafokat

felépitve szeretnék ravilagitani egy-egy érdekes jelenségre.



1. Attekintés a differencialegyenletekrdl

A differencidlegyenlet egy olyan egyenlet, ami kapcsolatot teremt az ismeret-
len fliggvény, annak a valtozoja és az ismeretlen fiiggvény derivéltfiiggvényei
kozott.

Az elméleti attekintés a [4] konyv 2.4 fejezete alapjan keriil bemutatésra.

1. Definicio. Els6rendd, autoném differencidlegyenletnek nevezziik az

x=f(x)
egyenletet, adott f : R" — R" fiiggvény esetén.

Egy differencidlegyenlet megolddsa az x : R — R fiiggvény, ha intervallu-
mon van €rtelmezve €s differencidlhato, kielégiti a differencidlegyenletet min-
den ¢ € D(x) esetén, valamint a differencidlegyenlet x megoldésa teljesiti az

x(ty) = xo kezdeti feltételt.

2. Definicié. Az f: R" — R” fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha 1étezik
olyan L > 0, melyre

1f(x) = fO)| <Llx—yl, x,y€D(f).

Az f:R" — R” fiiggvény teljesiti a lokalis Lipschitz-feltételt, ha D(f) min-
den pontjanak létezik olyan U kornyezete, melyre az f|y leszikitett fiiggvény

teljesiti a Lipschitz-feltételt.

3. Tétel (A Picard-Lindelof tétel). Legyen f : R" — R" olyan dsszefiiggd nyilt
halmazon értelmezett fiiggvény, amely teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt a tel-
jes D(f) értelmezési tartomdnyon. Ekkor az x(t) = f(x(t)) differencidlegyenlet-

nek minden (tg,xg) € D(f) esetén pontosan egy olyan megolddsa van, amelyre

x(t()) = X0

4. Definicio. Legyen x(¢) = f(x(¢)) differencidlegyenlet rendszer, ahol f : R" —
R” fiiggvény. Ha a p € D(f) értékd konstansfiiggvény megoldas, azaz f(p) =0,

akkor a p € R pontot a rendszer egyensulyi pontjdnak nevezziik.
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5. Definicié. Legyen x(7) = f(x(¢)) differencidlegyenlet rendszer, ahol f: R" —
R” fuggvény. Ekkor t — ¢(¢,q) jeloli a rendszer megoldasat az x(0) = g kezdeti

feltétellel.

6. Definicio. Legyen x(r) = f(x(¢)) differencidlegyenlet rendszer, ahol f : R" —
R” fiiggvény. A rendszer megoldasa @(z,q), és legyen p egyensilyi pont. A p
egyenstlyi pont stabil, ha minden € > 0 szamhoz létezik olyan § > 0 szam,

melyre minden g € D(f) esetén

p—q| <d=|o(t,q) —p| <&,

minden ¢t > 0 esetén.

A p egyensulyi pontot aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil €és a
stabilitas definici6jaban a feltételt teljesité minden g-ra tli_>m o(t,q) =p.- Ap

egyenstlyi pontot instabilnak nevezziik, ha nem stabil.

Linedris differencidlegyenlet rendszer esetén a sajatértékek alapjan el lehet

donteni a stabilitast.
7. Példa. Stabil rendszer

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet rendszert!

-1 0
Ekkor A = . arendszer matrixa. A sajatértékek: A; = —1és A, = —2.

Mivel mindkét sajatérték negativ, ezért az origo stabil csomo lesz. A sajatérté-

0
kekhez tartoz6 sajatvektorok: vi = [1 €s v = [1] Ebbdl az alaprendszer:

1 0
p(t)=e! (1) és r(t) = e % <1> . A rendszer megoldésa:

x(t) =Cre™’
y(t) =Cre " +Cre
4



A megoldasok nulldhoz tartanak ha ¢t végtelenhez tart, azaz az origd valéban

aszimptotikusan stabil.

8. Példa. Instabil rendszer

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet rendszert!

(1) = =2x(r) +5y(t)

8 1
Ekkor A = 5 arendszer matrixa. A sajatértékek: A =6 és A, =7. Mivel

mindkét sajatérték pozitiv, ezért az origd instabil csomo lesz. A sajitértékekhez

tartozo sajatvektorok: vi = [2 ] ésvy) = . ] . Ebbdl az alaprendszer: ¢ (1) =

—1 —1
e ( 5 > és o(t) = e’ < | ).A rendszer megoldésa:

x(t) = —C1e% — Cye”
y(t) = 2C % + C2€7t

A megoldasok a végtelenhez tartanak ha ¢ végtelenhez tart, azaz az origd valo-

ban instabil.

9. Példa. Lotka-Volterra zsdkmany-ragadoz6 modell

Legyen

z(r) = a zsdkmadnyéllatok mennyisége a t idGpontban

r(t) = aragadozok mennyisége a t idGpontban,

ahol a zsdkmadanyallatok tomege fiigg a szaporodasi ratdjuktdl, illetve a hala-
lozasuktol, illetve a ragadozok tomege fiigg a sajat szaporoddsi ratijuktol és
a halalozasuktol. Mivel a ragadozok a zsakmanydéllatokra vadasznak, ezért a
zsdkmanyallatok haldlozdsa fiigg a ragadozoktol, valamint a ragadozé éllatok

szaporodasa fiigg a zsdkmdany4dllatok tomegétdl. Ezeket a folyamatokat a kovet-



kez6 differencidlegyenlet rendszer irja le:

ahol z(0) = zg és r(0) = ry, valamint a, b, c,d > 0 a megfelel szaporodasi és ha-
laloz4si ratdk. Ennél a rendszernél nem tudjuk kiszdmolni a megoldast, helyette

megkeressiik az egyensulyi pontokat és a fazisképet vizsgaljuk.

Egyensulyi pontok: (Elhagyjuk a ¢ 1d6 valtozot.)

az—bzr =0

czr—dr=90

Ekkor két egyensilyi pontot kapunk: (0,0) és (‘EI, 5)- Vizsgiljuk meg ezek sta-

bilitasat! Ekkor a Jacobi matrix:

a—br —bz
cr  cz—d
L . i a 0 NI
A Jacobi maétrix az elsé egyenstlyi pontban: 0 ) Ekkor a két sajatérték

Al =a>0¢8 A = —d < 0. Mivel az egyik sajatértéknek van pozitiv valés

része, ezért a (0,0) egyenstlyi pont instabil. A Jacobi matrix a masodik egyen-

_pd
sulyi pontban: ¢ |. Ennek a matrixnak két sajatértéke lesz: A; = v adi
C_
b
és Ay = —Vadi. Tisztan képzetes sajatértékek esetén a stabilitds nem donthe-

t6 el egyszer( eszkozokkel, ugyanakkor precizebb vizsgélattal igazolhatd, hogy

(‘EZ, 5) egyensilyi pont egy centrum.



2. Az SIS modell

Az SIS modellt a [3] konyv 1. fejezete alapjan mutatjuk be.

Az SIS modell szerint az embereket két részre lehet osztani, vannak az egész-
ségesek, akiket potencialisan meg lehet fertézni (S=susceptible), illetve vannak
a fert6zottek, akik mar megkaptak a betegséget (I=infected). Mi torténhet ekkor
egy ilyen rendszerben? Egyrészt, ha valaki megbetegszik, elkapja a fert6zést,
akkor az S halmazbdl atkeriil I-be. Masrészt pedig, ha valaki meggydgyul, ak-

kor az I halmazbdl visszakeriil S-be.

A fertdzés elkapasdnak a ratdjardl feltessziik, hogy ardnyos az S és I hal-
mazok méretével, a meggyogyulas ratdjarol pedig feltessziik, hogy ardnyos az I
halmaz méretével. Ezeket a folyamatokat a kovetkez6 differencidlegyenletekkel
irhatjuk le:

St)=7vI(t) - rI(t)%
i) =02 ),

ahol S(t) és I(r) az egészséges emberek és a fert6zottek halmazanak a méretét
jelolik a ¢ 1d6 fliggvényében, valamint T és y pozitiv konstansok, a megferto-
z€si €s meggyogyuldsi ratdk. 7-ra gondolhatunk ugy is, mint annak a mértéke,
hogy a megfert6zott egyedek hany jarvanyatad6 kapcsolatot 1étesitenek. Ekkor
a fert6z6 kapcsolatok teljes ardnya 7/, de ezeknek csak egy ]% toredéke az, aki

egészséges egyén, €s emiatt ijabb betegséghez vezet.

Vegyiik észre, hogy az egyik egyenletet el is hagyhatjuk a rendszerbdl, hi-
szen S(t) + I(t) = N konstans. Ezért az egyetlen differencidlegyenlet (¢)-re
I(t)=7(1—1(t)/N)I(t) — vI(t), ami szeparélhat6 egyenletként megoldhatd. Vi-
szont ahelyett, hogy megadnank a megoldast, inkabb a megoldas viselkedését
tekintjiik kvalitativ szempontbdl, amit ugy tehetiink meg, hogy megvizsgéljuk

az egyensulyi helyzeteket.
Ekkor az egyenstlyi helyzetek:

I(t) = t(1=1(t)/N)I(t) = vI(t)
7



O0=t(1—1(t)/N)I(t)—yI(t)
0= I (0)+(y=)I(1)

0=1(0) [ +(y=7)

Ebbdl leolvashatd, hogy az egyik egyensilyi helyzet a I, = 0 lesz, amit jar-
vany nélkiilinek fogunk nevezni, a masik pedig I, = N(1 — %’ ), amit endemikus

egyenstlyi helyzetnek fogunk nevezni.

Mivel I > 0, hiszen ez jeloli a fert6zott egyének szamat, ezért N(1 — %’) <0
esetén nem létezik az endemikus egyenstlyi helyzet. A kifejezés akkor lesz

negativ, ha %’ > 1, azaz ha a reprodukcioOs arany Ry = }3, < 1.

Tehat, ha Ry = )5, < 1, akkor csak a jarvany nélkiili egyensulyi helyzet 1étezik,
€s ez stabil lesz, hiszen ekkor ¥ > 7, ami azt jelenti, hogy ha kicsit kimozdulunk
az egyensulyi helyzetbdl, akkor gyorsan vissza is tériink oda, hiszen gyorsabban

gyogyulnak az egyedek, mint fertznek.

Ha pedig Ry = }1, > 1, akkor mindkét egyenstlyi helyzet 1étezik, a jarvany nél-
kiili instabil, hiszen ekkor T > 7y, azaz gyorsabban fertoznek az egyének, mint
gyogyulnak, tehat ha kicsit kimozdulunk az egyensulyi allapotbol, akkor egyre
tobb fert6zott egyén lesz, €s igy egyre tdvolabb keriiliink /;, = 0 allapottol. Il-

z
Y
elkezd lecsokkenni a fertdzottek szama, akkor nd az egészségesek szama, igy

letve Ry = =~ > 1 esetén az endemikus egyensulyi helyzet stabil lesz, hiszen ha
tobb egyént lehet megfert6zni, és mivel nagyobb a fert6zési rata, mint a gyo-
gyulasi, ezért ez be is kovetkezik, megint elkezd novekedni a fertézottek szdma
és visszatériink az egyensulyi dllapothoz. Ha viszont az egyenstlyi dllapotbol
elkezd novekedni a fertdzottek szama, akkor egyre csokken az egészségeseké,
és igy nem lesz kit megfert6zni, mig végiil elkezdenek meggydgyulni a fertd-

zottek, azaz elkezdiink megint kozeliteni az egyensulyi helyzethez.



2.1. A meggyogyulasi és megfertozési rata kapcsolata

Ebben a részben meg szeretném vizsgdlni, hogy mi torténik a megoldasok érté-

keivel ha a 7 és y értékeit valtoztatjuk.

Legyen egy barati tarsasig. Minden tagra tudjuk, hogy mennyi a valészini-
sége annak, hogy elkapta a virust egy adott id6pillanatban. Ezeket a valdszi-

nliségeket minden id6pillanatra 6sszeadjuk és az id6 fiiggvényében abrazoljuk
MATLAB segitségével.

T = megfert6z6dési rata
Y = meggyodgyuldsi rata
Az els6 dbran az latszik, hogy ha y = [0;0,2;0,6; 1] adott értékkel, akkor mi

torténik, ha véltoztatjuk 7 értékeit. Kideriil, hogy minél nagyobbra valasztjuk y

értékét, annal laposabbak lesznek a fiiggvény grafikonok.

Gamma: 0 Gamma: 0.2
6 5]
4 4
2 2 /
0 0
0 5 10 0 5 10
Gamma: 0.6 Gamma: 1
4
4 Tau értékei
3 1
3 O —
) 0,75
2 0,5
1 1 —(}.25
0 5 10 0 5 10

1. dbra. A fert6zottek szdma az 1d6 fliggvényében kiilonboz6 T értékekre

Tehat most mind a négy 4bran lefixaltuk y ért€két, azaz fix a meggyogyula-
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si rata. Azt lathatjuk mindegyik abran, hogy teljesen mindegy, hogy mennyi a
meggyodgyuldsi rata, ha a T = 0, tehat senki nem fert6z6dik meg, akkor a fiigg-

vény grafikonok konvergélnak a O felé, hiszen nem tud elterjedni a jarvany.

Az dbrakon megfigyelhetjiik, hogy minél nagyobb a megfert6z6dési rata, az-
az minél nagyobb 7 értéke, annél gyorsabban fog elterjedni a tarsasdgban a
jarvany. Illetve minél nagyobb a meggyogyuldsi rata, annal laposabbak lesznek
ezek a grafikonok, hiszen annak a valdszinlisége, hogy valaki beteg, csokkeni

fog, ha meggydgyul.

A kovetkez6 dbran 7 értéke lesz a fix és y-t véltoztatjuk.

Tau: 0 Tau: 0.2
0.3 6
0.2 4
0.1 2
0 0
0 5 10 0 5 10
Tau: 0.5 Tau: 1
6 6
Gamma értékei
4 4 0
s (1} 2
2 2 0,5
e [} TH
e ]
0 0
0 5 10 0 5 10

2. ébra. A fert6zottek szdma az id6 fliggvényében kiilonb6z0 y értékekre

Az elsé dbra a legérdekesebb, hiszen itt a grafikonok tobbsége elkezdi kozeli-
teni a 0-t. A kék vonal azért marad konstans, hiszen mindkét rata értéke O, tehat
senki nem lesz betegebb, mert nem adjak 4t egymadsnak, illetve senki nem tud
meggyogyulni. A tobbi grafikon pedig azért kezd el csokkeni, mert nem tudjak
atadni egymasnak a fert6zést, de y > 0, tehat elkezdenek meggydgyulni, és igy

10



egy 1d6 utdn mar mindenkinek a valdszintisége lecsokken O-ra.

A tobbi dbran pedig latszik, hogy minél nagyobbra vessziik a megfert6zodé-
si ratat, anndl gyorsabban és nagyobb mértékben el fogjak kapni a fertdzést a

tarsasdgban, elkezdenek bes(r{isodni a grafikonok.
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3. A NIMFA modell

3.1. Az altalanos alulrél felfelé épitkez6 modell

Az eddigiekben csak a fert6zottek és az egészségesek szamat tartottuk sza-
mon amellett a feltételezés mellett, hogy barmelyik egyed barmelyik masikat
megfertdzheti. Most térjiink ra a jarvanyterjedés részletesebb vizsgalatira, azaz
amellett, hogy szdmon tartjuk a fert6zottek és egészségesek szamat a populaci-
6ban, azt is szdmon fogjuk tartani, hogy mely egyedek fert6zottek és egészsé-
gesek. Ilyen mdédon az egyedek kozotti kapcsolatot is figyelembe tudjuk venni
a jarvanyterjedés folyamata soran. A kapcsolatokat egy gréffal fogjuk szemlél-

tetni.

Legyen egy tetszdleges halozat N csiiccsal. Feltessziik, hogy nincsenek hu-
rokélek, azaz egyik éInél sem fordul el6, hogy a kezd6pontja és a végpontja
ugyanaz a csucs lenne. Azt viszont megengedjiik, hogy az i és j csticsok kozott
menjen €l valamilyen w;; sdllyal. Tipikusan w;; = 1, ha van i és j kozott €l,
illetve 0, ha nem fut €l kozottiik. De maga a modell minden irdnyitott és sulyo-
zott grafra miikodik, tehat feltehetjiik, hogy w;; € [0,00) mindeni, j=1,2,...,N.
Feltessziik, hogy a megfert&zési rata i-bdl j-be Tw; ;. Minden csucsnak meglehet

a sajat felépiilési rataja y;(i = 1,2,...,N).

Haszndlhatjuk a szomszédsagi maétrixot is arra, hogy reprezentaljuk a halo-
zatot. A szomsz€dsigi matrix, vagy mas néven adjacencia matrix, egy n X n-es
matrix, aminek az a;;, i # j eleme a w;; sily lesz, tehdt az i csticsbdl a j cstics-
ba vezetd €l sulya. Illetve mivel feltettiik, hogy nincsenek hurokélek, ezért a

foatloban mindenhol O szerepel.

Az SIS dinamika

N
=1 wijSil; —yili, (1
j=1
ahol S; jeloli annak a valdszinliségét, hogy az i-edik csics egészséges, I; pedig

annak a val6szinliségét, hogy az i-edik csucs fert6zott.
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3.2. A NIMFA modell

Ez a modell a jarvanyterjedést egyéni szinten értelmezi, tehét csak individualis
pontokat tartalmaz, azaz minden embert megfeleltetiink egy-egy pontnak. Az
N darab pontunk mindegyikéhez tartozik egy differencidlegyenlet, vagyis i =
I,...,N. A megoldés értékei azt fogjak kifejezni, hogy adott ¢ id6pillanatban

mennyi a valészinlisége, hogy az i-edik ember beteg.

A differencidlegyenlet a [2] cikkbdl szdrmazik.
N
y'izfzwij(l—)’i)yj—wz', ()
j=1
ami az (1) egyenletbdl S; ~ 1 —y;, valamint /; =~ y; kozelitések alapjan jon ki.

Ahhoz, hogy az igazi SIS jarvany modell kozelitését megkapjuk, megoldhatjuk

ezt az egyenletet numerikusan.

3.3. A NIMFA modell egyensiilyi allapotai

Az egyensilyi dllapotot leirhatjuk mint (y;,ys,...,yy). Ehhez felhasznélva,
hogy tli_>my,~ =0,hai=1,...,N, ekkor:

N
’CZWij(l—yi>yj—Yyi:0. (3)
j=1
Atrendezve:
b= TY.Wijyj
Lyt wiyj

Trividlis megoldds y; = 0 minden i-re, ezt nevezziik jarvinymentes egyensulyi
allapotnak. Ha van egy olyan megoldds, ahol 0 <y; < 1 minden i-re és y; > 0
legaldbb egy j-re, akkor a modell azt prediktdlja, hogy ha a jarvany ezen a

szinten van, akkor ezen a szinten is marad, legyen ez az endemikus allapot.

10. Tétel. Vegyiink egy irdnyitott és silyozott G grdfot. Legyen k; =Y. jw;; az

i-edik csiics fokszdma (vagy a bejovd siulyok osszege). Ha y < Tk; minden i =
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1,...,N esetén, akkor létezik az endemikus dllapot. Tovdabbd, van egy ¢ < 1 — %

minden i-re gy, hogy ¢ <y; < 1 igaz.

Ez az eredmény csak akkor mutatja meg az endemikus allapotot, ha minden
i-re nem nulla a jarvany elterjedtsége. Azt nem bizonyitja, hogy az endemikus
allapot stabil, és azt sem, hogy ha % > 1 néhany i-re, akkor az endemikus

P —

allapotot nem érjiik el.

Nemnegativ métrixok esetén a legnagyobb sajatértékrdl azt is felirhatjuk,

hogy

min(k;) < Amar(G) < max(k;), (4)
ahol Ay;.x(G) a legnagyobb sajatértéke a G szomszédsagi matrixnak, feltéve
ha a hélézat er6sen Osszefiiggd, ami garantdlja hogy a legnagyobb sajatérték
az egész haldzatra vonatkozik. Ezt felhasznalva tovabb bovithetjiik azt a felté-
telt, hogy létezik nemnulla endemikus allapot, lel < 1, azzal, hogy figyelembe

vessziik a spektralsugarat a szomszédsagi matrixnak.

Ha tudjuk, hogy %’ < k; is teljesiil, akkor %’ < kimin, ahol kyin = min;(k;), amibdl

z
Y
a kovetkez6 egyenlotlenséghez jutunk:

T - 1 S 1
Y kmin o Amax(G) .

Ahogyan majd latni fogjuk, a nemnulla endemikus egyensulyi helyzet stabili-

1
Amax(G)

amelyekben minden fokszdm egyenld egy adott d-vel, a fenti egyenltlenség

1
Amax(G) ’

reciprokot véve - > kL Hasonl6an az (4) egyenldtlenségbdl is reciprokot véve

tasanak a feltétele 73, > . Azonban homogén vagy reguldris hal6zatokra,

igy alakul: %, > 1=

Valgjdban meg lehet mutatni, hogy az endemikus egyensulyi helyzet 1étezik

minden hél6zatra, ahol %, > A%(G), vagyis ahol ¥ < TAjuax(G).

11. Tétel. Legyen G egy irdnyitott, siilyozott és erdsen osszefiiggd hdlozat. Le-
gven Mpax(G) a legnagyobb sajdtértéke a G szomszédsdgi mdtrixdnak. Ha y <
TAmax(G), akkor a (nemnulla) endemikus egyensiilyi helyzet létezik. Tovdbbd,
minden koordindtdja pozitiv. Ha Y > TAyax(G), akkor nem létezik endemikus
egyensilyi helyzet.
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3.4. Az egyensilyi helyzetek stabilitasa

A NIMFA modell stabilitdsdnak részletes vizsgdlata az [1] cikkben taldlhaté.

Tekintsiik at a fontosabb tudnivaldkat!
A betegség nélkiili egyensiilyi helyzet

A trividlis betegség nélkiili egyensilyi helyzetet igy adhatjuk meg:
y= (1,y2,--,98) = (0,0,...,0). A modell linearizdltja ekoriil az egyensulyi

helyzet koriil a kdvetkezd sajatérték probléma megolddsahoz vezet:
det(tG—yl—AI) =0,

ahol G a hdlozat szomszédsagi matrixa €s I az N X N-es egységmatrix. Ismert li-
nedris algebrabdl, hogy ha a G legnagyobb sajatértéke Auqx(G), akkor a TG — yI
legnagyobb sajatértéke TA,;4x(G) — y. Ezért a kritikus feltétel vagy kiiszobérték

a stabilitashoz:
T 1

- S A N0
Y~ Amax(G)
ahol az is fel van téve, hogy a hdl6zat erGsen 0sszefiigg6 ugy, hogy a legnagyobb

sajatérték az egész hilozathoz tartozik.

Transzkritikus bifurkacié és az endemikus egyensilyi helyzet megjele-

nése

Legyen G egy irdnytatlan, silyozott (w;; = wj;) graf. A transzkritikus bifur-
kaci6 akkor kovetkezik be, ha %, = ﬁ, ahol A4 G szomszédsagi matrixanak
a legnagyobb sajatértéke. Valamint akkor is bekovetkezik, ha a jarvdnymen-
tes egyensulyi allapotrdl, (y1,y2,...,yn) = (0,0, ...,0) beszéliink. késziteni csak
egyet. Pontosabban azt is tudjuk, hogy

1. ha 73, < A# csak a trividlis jarvanymentes egyensutlyi allapot stabil és az

endemikus egyenstlyi allapot nem létezik.

2. ha %, > AL, létezik a trivialis jarvanymentes egyensulyi allapot, ami in-

stabil, és az endemikus egyensulyi dllapot is 1étezik, ami stabil.

15



A NIMFA modell specialis esete

Meg kell jegyezniink, hogy homogén vagy regularis hal6zatokra, illetve né-

N
hany kiilonleges kezdeti feltételre az eredeti y; = T . w;;(1 —y;)y; — Yyi rend-
=1
szeriinket jelentdsen le tudjuk egyszersiteni.

12. Tétel. Neézziik meg a kezdeti érték problémdt, amit a

N
yi=1T Y wij(1 —yi)yj — vyi rendszer ad, és ezt alkalmazzuk egy olyan reguld-
j=1
ris hdlozatra, ahol mindegyik pontnak n a fokszdma. Tovabbd tegyiik fel, hogy

yi(0) = ip, ahol 0 < iy < 1,i=1,2,..,N. A kezdeti érték probléma megolddsdt

megadja y; =y minden i-re, ahol y a kdvetkezd egyenlet megolddsa:

y=1n(l-y)y—1y, (5)

y(0) = ig kezdeti feltétellel.

Bizonyitas. Elég ellendrizni, hogy az egyenlet megolddsa a (2) dltal megadott
egyenletrendszer megoldasa is, tehat mondhatjuk minden i-re, hogy y; = y. Ha
ez a helyzet, akkor a kezdeti érték probléma létezése és egyértelmiisége alapjan
a kovetkez6 eredményre juthatunk. Ennélfogva, helyettesitsiik be y; helyére y-t.
N
yi=y=1tn(1=y)y—yy =1y wij(1—yi)y;— i

j=1
ahol felhaszndltuk, hogy y az y = tn(1 —y)y — yy egyenlet megolddsa és minden

pontnak n szomszédja van. []

3.5. A kapcsolat a kétfajta modell kozott

El6bb megallapitottuk, hogy a teljes grafokra, ahol a kezdeti feltétel minden

pontra ugyanaz, érvényes, hogy az egyenletrendszer leegyszerisodik

y=t(N=1)(1—=y)y—7y (6)

egyenletre, ahol y(t) = y;(¢) minden i = 1,2,...,N-re és (N — 1) tényezs amiatt

indokolt, mert minden pont 6ssze van kotve minden mas ponttal. Ennélfogva,
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az egész populdcion valo elterjedtséget Ny adja meg, €s ez teljesiti a differenci-

alegyenletet, valamint alkalmazzuk a NT_I < 1 felsébecslést:
, N—-1
Ny = tNy(N = Ny)—— — YNy < tNy(N = Ny) =Ny,

ahol az utolsé kifejezést ekvivalens a kovetkezd egyenlettel, ahol 7 = Ny az

elterjedtséget adja meg:

De azt is meg tudjuk mondani, hogy,
Ny(t) <I(r)

t > 0, ami azt jelenti, hogy a klasszikus atlagtér modell a fels6 korlatja a
NIMFA modellnek.
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4. Kis grafhoz tartoz6 modellek

A kovetkezd fejezetekben MATLAB segitségével fogjuk modellezni az eddig
megismert differencidlegyenletek mikodését. Eldszor egyszerlibb, 6 cstcsu
grafokon fogjuk megnézni a leirt jelenségeket, mert igy jobban el tudjuk kép-

zelni, hogy mi fog a nagyobb grafokon torténni.

4.1. A hatszog

Vegyiink el6szor egy 6 tagi barati tarsasagot, akiknek a korébe bejutott a jar-
vany, mind a 6 embert 1-1 csucs fogja reprezentélni. Tegyiik fel, hogy mind a 6
ember csak masik 3-mal érintkezik kozvetleniil. Ekkor a grafunk, ami modellezi

ezt a tarsasagot, igy fog kinézni:

Erre a grafra felirjuk (5) differencidlegyenletet, és a numerikus megoldast
kiszamitjuk MATLAB segitségével, hogy megtudjuk, hogy ez a jarvany hogyan

terjedne el a baratok kozott.

Az els6 példandl legyen a megfertdzési rata: T = 1, és legyen a meggyogyu-

lasi rata: y = 1. Tegyiik fel, hogy mindannyiuknak ugyanannyi esélye volt arra,
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hogy elkapjdk a jarvanyt, ezért legyen a 6 kezd6érték, vagyis a 0 idépillanatban

a val6szintiségek értéke 0, 05.

Az alabbi koddal meghatarozzuk ezeket az értékeket, majd a MATLAB
ode45 differecidlegyenleteket megoldé fiiggvényének a segitségével megoldjuk
a NIMFA egyenletet, zold szinnel dbrazoljuk a megoldasul kapott értékeket.
Aztan megprobéljuk az y-ra megoldhat6 differencidlegyenlet megoldédsaival
kozeliteni a valodi értékeket. Lefuttatjuk erre is az ode45 fiiggvényt, mivel az
y csak egy csucsra oldja meg, ezért ezeket az értékeket az dbrdzolasndl be kell

szoroznunk az 0sszes csucs szamaval. Abrazoljuk ezeket az értékeket pirossal!

N=6; %osszes csucs szama

tau=1l; Smegfertozodesi rata

gam=1; %meggyogyulasi rata

n=3; %atlagos fokszam

tmax=5; %idoben eddig nezzuk

figure

ic=0.05%0ones (N,1); %0.05 kezdoertekek
options= odeset ('RelTol',0.01, "MaxStep',0.1);

tspan = [0 tmax];

$kiplotoljuk a nimfa megoldasait
[Tu,Xu] = oded45(@(t,x) nimfa_diffegy(t,x,tau,gam,B),
tspan, ic,options);

plot (Tu, sum(Xu,2), 'og");

$kiplotoljuk a kozelito ertekeket

[ty,xy] = oded5 (@ (t,x) y_diffegy(t,x,tau,gam,n),
tspan, 0.05,o0ptions);

hold on

plot (ty,Nxxy, 'r');

legend ({ 'NIMFA ertekek',6 'Kozelito ertekek'},'

Location', '"southeast')
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A kéd futtatdsdaval kapott dbrank pedig a kovetkezd:

Fertézdttek szama
[ae]

NIMFA értekek | |
Kozelitd értékek

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Id&

3. ébra. A hatszog grafon egyenld valdszintiségekkel elinditott jarvany

Ha 0sszehasonlitjuk a két grafikont, akkor lathatjuk hogy ezek teljesen egy-

beesnek. Tehdt az y-nal val6 kozelités ebben az esetben jo lesz.

A kovetkez6 esetet ugyanazon a grafon lefuttatva fogjuk megnézni. Annyiban
fog kiilonbdzni az el6z6 esettdl, hogy most a kezddértéknél azt tessziik fel, hogy
a tarsasdgon belill valaki beteg, tehdt az 6 valdszinlisége 1, a tobbiek pedig
egészségesek, igy az 6 valdszintiségeik a 0 értéket veszik fel. Azaz a fenti kédon

annyit valtoztatunk, hogy most ic = [1,0,0,0,0,0].
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Fertézdttek szama

NIMFA ertékek
Kozelitd értekek

3.5 4 4.5 5

Id6

4. abra. A hatszog grafon elinditott jarvany 1 beteg csuccsal

4.2. A hatszog mas értékekkel

Az el6z6 modellnél megismert hatszoget a kovetkezd szomszédsagi matrix rep-

rezentdlja: ] )
010101
1 01001
010110
101010
001101
11001 0]

Tudjuk, hogy ennek a matrixnak a legnagyobb sajatért€éke 3, azaz A, = 3.
Az el6z6 esethez képest csokkentsiik le a fert6zési rata értékét, azaz legyen a

kovetkezs esetben T = 1/3 és y = 1. Ekkor a transzkritikus bifurkécio, azaz a

I— A}W esete dll fent. Atirva AT = 7, behelyettesitve lathatjuk hogy ezekre

Y
az értékekre teljesiil az egyenlség. A kezddértékek: ic = [1,0,0,0,0,0].

Idézziik fel a grafunkat és nézziik meg, hogy a jarvanyterjedés hogyan alakul!
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09

08 [

0.7 |

0.6

Fertézdttek szama

05

04r

NIMFA értékek
Kozelito ertekek

Id6

5. dbra. A hatszog grafon elinditott jarvany 1 beteg csiccsal, T=1/3és y=1

értékekkel

Az eddigi grafikonokon a valdszintiségek Osszegét abrazoltuk, most erre az

esetre szeretném megnézni, hogy a valdszinliségek hogyan alakulnak a csucso-

kon egyenként.

3 1. cslcs
0.5
0]
0 5
3. csucs
0.1
0.05
0]
0 5
5. cslcs
01
0.05
0]
0 5

0.15

2. cslcs

0.1

0.05

=

5

4. csucs

0.15

0.1

0.05

=]

0.15

6. csucs

-
=

0.1

0.05

[=]

6. dbra. A valdszinliségek alakuldsa a csucsokon az 1d6 fiiggvényében
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Ha megnézziik az els6 cstcs dbrajat, akkor lathatjuk, hogy 0-ban 1 az érték,
hiszen a kezddértékek szerint 6 beteg €s a tobbiek egészségesek. Mivel az elsd
csuccsal a masodik, a harmadik és a hatodik van 0sszekotve, ezért az 6 gorbéjiik
meredekebben kezd felfelé ivelni, el6bb érik el a maximum értékiiket. A negye-
dik és az 6todik csics nincs 6sszekotve az elsdvel, 6k, mint egészségesek, nem
érintkeznek kozvetleniil a beteg tagjdval a tarsasdgnak, ezért ndluk a maximalis
érték nem lesz olyan nagy, illetve azt késdbb érjiik el, hiszen tobb i1dére van

sziikség, hogy eljusson hozzajuk a jarvany.

4.3. A 6 csucsu korgraf

A korgrafndl feltessziik, hogy mind a 6 ember csak 2 masikkal érintkezik koz-

vetleniil. Ekkor a grafunk, ami modellezi ezt a tarsasagot, igy fog kinézni:

(=]

L)

v

w
Fertdzéttek szama

o

- ol NIMFA értékek
Kozelité értékek

0 1 2 3 4 5 6 ¥ 8 9 10
Id6

7. abra. A 6 csucsu korgraf €s a rajta elinditott jarvany egyenld valdszintiségek

esetén

27 2

Az elsd esetet, amikor minden csucsnak a kezd&értéke 0,05, lathatjuk a jobb
oldali 4bran. A NIMFA értékekre itt is sz€pen rafekszenek a kozelito értékek.

Most pedig azt az esetet nézzilk meg, hogy mi torténik, ha 1 beteg bekertil a

tobbi egészséges kozé:
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Fertézottek szama

[N}

NIMF A értékek

A fertozéttség valoszinisége

o
©0

o
=)

e
L)

o
o

o
3

I
~

e
w

o
N}

0.1

— 1. cslics

2. cslcs
3. cslics

Kézelitd értékek

8. dbra. A 6 csucsu korgrafon elinditott jarvany 1 beteg csucs esetén és az elsd

harom csucs valdszintiségeinek az alakuldsa

Lathatjuk, hogy a kozelitoértékek és a NIMFA értékek kissé eltérnek, ez ami-

att van, mert a csicsok nincsenek olyan siirlin 6sszekotve.

A jobb oldali dbran pedig az els6 harom cstics valdszintiségeit lathatjuk. Tud-
juk, hogy az elso cstcs a beteg, ezért az 6 grafikonja az 1 értékrdl indul majd
csokken le és kezdi el kozeliteni a 0, 5 értéket. A mésik két csucs megfertd6zodési
valoszinliségei pedig elkezdenek novekedni, a masodik csucs értékei gyorsab-
ban novekednek, hiszen 6 6ssze van kotve a beteg csiccsal, a harmadik viszont

nincs.
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4.4. A 6 csucsu teljes graf

A 6 csucst teljes graf:

Erre megnézziik azt az esetet, amikor minden csticsnak a kezddértéke 0, 05.
Ez lathat6 a bal oldali dbran. Ha 0sszehasonlitjuk a 6 csticsu korgraf abrjaval
a jobb oldalon, akkor lathatjuk, hogy itt sokkal gyorsabban elterjed a jarvany,
hiszen itt minden csics minden csuccsal 0ssze van kotve, tehat mindenki min-

denkit kozvetleniil megfert6z.

Fertozéttek szama
N
(52
Fertdzdttek szama
w

05 NIMFA értékek 157 NIMFA értékek | |
Kozelitd értekek Kézelitd értekek
‘

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
Id6 1d6

9. dbra. A 6 csucst teljes graf egyenld valoszinliségek és 1 beteg cstcs esetén
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5. Nagy grafhoz tartozo modellek

Ebben a fejezetben az el6zdeknél joval nagyobb, 100 csucsu grafokon fogjuk
modellezni a jarvanyterjedést. Ez arra is lehetdséget nyujt, hogy tobbféle mod-
szerrel véletlen grafokat €pitsiink, és ezeken keresztiil ismerjiik meg a jelenség
kiilonféle alakuldsait. A véletlen grafok generdldsahoz hasznélt kiillonbozd al-

goritmusokat az [5] konyv mutatja be részletesen.

5.1. A dupla korgraf

Egy olyan 100 csucsu gréafot fogunk eldszor tekinteni, aminek minden cstcsa
4 masikkal van Ossszekotve, a 2 eldtte 1€vovel €s a 2 mogotte 1évovel. Tehat

példaul az elsd par csicsra:

14
'3

42

-

7 2

Ebben az esetben eldszor nézziik meg a grafot egyenld 0,01 kezddértékekkel

minden csucsra. Ekkor az dbra igy fog kinézni:
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80

70 r

60 -

50

40 -

Ferttzdttek szama

20

0 o O NIMFA értékek
Kozelitd értékek
0= ! ' L L L L L L |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10. dbra. A 100 csucsu dupla korgrafon elinditott jarvany egyenld valoszintisé-

gek esetén

Ha pedig a kezddértékeknél az els6 embert vélasztjuk betegnek, a tobbit

egészségesnek, tehdt ic = [1,0,0,...,0], akkor igy alakul az dbra:

80 T T T T T T T T

Fertdzéttek szama

NIMFA értékek
Kdzelitd értekek

8 9 10

11. dbra. A 100 csucsu dupla korgrafon elinditott jarvany 1 beteg cstcs esetén
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Ennél az 4brdndl mar jelentsen eltér a NIMFA megoldé egyenlet és a koze-

lit6 értékek grafikonka, azt is észrevehetjiik hogy a kozelitd értékek ugyanazok

mindkét abran. Miért van ez? Nézziik meg a kddot!

Az egyenld kezd6értékeknél hasznalt kod:

[Tu,Xu] = oded45(@(t,x) nimfa_diffegy(t,x,tau,gam,B),
tspan, ic,options);

plot (Tu, sum(Xu,2), 'og");

[tu,xu] = oded5(Q@(t,x) y_diffeqgy(t,x,tau,gam,n),
tspan,0.01,options);

hold on

plot (tu,N*xu, 'r'");

1 beteg bekeriil az egészségesek kozé esetnél hasznalt kod:

[Tu,Xu] = oded45(@(t,x) nimfa_diffegy(t,x,tau,gam,B),
tspan, ic,options);

plot (Tu, sum(Xu,2), 'g");

[tu,xu] = oded45(@(t,x) y_diffegy(t,x,tau,gam,n),
tspan,mean(ic),options);

hold on

plot (tu,N*xu, 'r');

7 2

Az els6 esetben mindegyik kezd6érték 0,01, tehat ezt az értéket haszndljuk a
kozelitoértékeknél kezddértékként, hiszen mindegyik csicsnak ez a kiinduld
valészintsége. Ugyanakkor a masodik esetben a kozelitésnél kezd6értékként a
mean(ic)-t hasznaljuk, ami az eredeti kezdGértékek atlagat szamolja ki, és ez
az atlag pont ﬁ = 0,01 lesz, tehat mindkét esetben ugyanaz lesz a kozelitd-
értékek grafikonja. Viszont a NIMFA megoldas szamitasba veszi azt, hogy a
pontok hogyan vannak egymassal 0sszekotve. Mivel korgrafrol van szo, ezért a
jarvanynak hosszu utat kell megtennie, hogy sok csicshoz elérjen, tehat a ma-

sodik esetben lassabban terjed el a jarvany.
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5.2. A véletlen regularis modell

Az el6z6h6z hasonlé 100 csucsu grafot fogunk megnézni, itt is minden csicsnak

4 lesz a fokszama, viszont most egy véletlen grafot fogunk tekinteni.

Itt is két esetet fogunk megvizsgdlni. Az elsO dbran azt nézziikk meg, hogy
mi torténik ha egyenld 0,05 kezd6ért€ékekkel inditjuk el a grafon a jarvanyt,
a masodikon pedig az lathatd, hogy mi torténik ha egy beteget berakunk az

egészségesek kozé.
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12. dbra. A véletlen regularis graf egyenld valosziniiségek és 1 beteg cstcs ese-

tén
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Ha 6sszehasonlitjuk a masodik dbrét az el6z6 modellével, akkor lathatd, hogy
mekkora kiillonbség van kozottiik. Az el6z6 modellnél a NIMFA és a kozelitd
értékek nagyon eltértek egy ideig, itt is eltérnek ugyan, de csak kicsivel. Ez
amiatt van, mert az el6z6 modellnél amig a jarvany elért az els6 beteg cstcstol
mondjuk az 50. csucshoz, addigra mér nagyon sok csucson végig kellett mennie,
de itt viszont mivel véletlen a grafunk, ezért két csics kozott atlagosan sokkal

rovidebb az ut, mint az €l6z6 modellnél.

Tehat a kozelité y = t(N — 1) (1 —y)y — vy differencidlegyenlet sokkal jobban

teljesit akkor, ha egy véletlen grafra alkalmazzuk.

5.3. Az Erdos-Rényi modell

Az Erdds-Rényi modellel egy véletlen grafot tudunk késziteni, két dolgot kell

megmondanunk az algoritmusnak:

n = a graf csicsainak a szdma

p = annak a valdszinlisége, hogy két csucs kozott taldlhato €l

Tehat ennél a modellnél nem tudjuk eldre, hogy hany €lt fog épiteni az algo-
ritmus, akdr az is el6fordulhat, hogy egy teljes grafot kapunk, de akar az is

lehetséges, hogy egydltaldn nem lesz €l a grafunkban.

Ezt a viselkedést MATLAB-ban tgy lehet implementélni, hogy minden él
kap egy valdsziniiséget, €s ha az a valdszinliség kisebb mint p, amit bedllitot-
tunk, akkor megtartjuk az €lt, ha pedig nagyobb, akkor eldobjuk az élt. Nézziik

meg, hogy ezzel a mddszerrel milyen grafot kapunk:
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Ezen a grafon lefuttatjuk a szokdsos két modelliinket, vagyis az els6 dbran

egyenld 0,05 kezd6értékekkel inditjuk el a jarvanyt, a masodikon pedig az egyik

csucs lesz beteg, a tobbi egészséges.
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13. dbra. Az Erd6s-Rényi graf egyenld valdszintiségek és 1 beteg csics esetén
A Kkozelito egyenlet eltérései az Erdos-Rényi grafon

Az Erd6s-Rényi modellnél az sem mindegy, hogy melyik cstcsot betegitjiik

meg eldszor. Nézziink meg egy példat a kovetkezd grafra:
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Ez egy 100 csucsu graf 200 €éllel. A véletlen élvalasztdsok miatt a 96. csucs
1zolalt lett. Az atlagos fokszam pedig % = 4 lesz. Nézziik meg az 1 beteg
esetnél, hogy a kozelitd egyenlet mennyit hibazik a NIMFA-hoz képest, ha kii-

16nb6z6 fokszdmu cstcsokbdl inditjuk el a jarvanyt.

18 r

Indulé fokszamok:
1
2
4
6
9

12

10

14. abra. A NIMFA megoldas €s a kozelitd egyenlet abszolit eltérése az 1do
fliggvényében.
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Példaul a 18. csucsnak csak 1 a fokszama, elsOnek beldle inditottam el a

jarvanyt, ez lett a kék szin(i grafikon.

Erdekes médon azt tapasztaljuk, hogy a sdrga grafikon az amelyik a legjobb,
a hozza tartoz6 csucsnak pedig pont 4 volt a fokszdma, ami az atlagos fok-
szammal egyezik meg. Viszont ha ettdl eltdvolodunk, akar csokkentjiik a kezdd

fokszamot, akar noveljiik, egyre tobbet téved a kozelitd egyenlet.

5.4. A Barabasi-Albert modell

Képzeljiink el egy osztdlyt, amiben a tanulok méar 6sszeszokottak, baratsagokat
kotottek. Természetesen vannak népszerlibb tanulok, akik tobb osztalytarsukkal
is bardtkoznak, és vannak olyanok, akiknek joval kevesebb bardtjuk van. Ha
ehhez az osztdlyhoz csatlakozik egy uj didk, akkor kivel szeretne baratsagot

kotni? Val6szintileg a legnépszeriibb tanuldval.

Az Erd6s-Rényi modellben azt tettiik volna fel, hogy az uj didk egyenld va-
16szintiséggel vilasztana bardtokat az uj osztalytarsai koziil, de ez a valosagban

nincs igy. Ezt a problémat oldja meg a Barabasi-Albert modell.

Ebben a modellben el6szér meg kell adnunk egy kiindul6 grafot valamilyen

¢lekkel, illetve egy c pozitiv egész szdmot. Az algoritmus miikodése:
1. Hozzdadunk a grathoz egy 1j csucsot.

2. Ezt a csicsot 0sszekotjok a meglévok koziil ¢ darab cstccsal.

Ebben a részben ezeket a 1épéseket fogjuk iteralni mindaddig, amig kapunk egy
100 csucsu véletlen grafot. Természetesen a kiindul6 grafban szerepld csucsok

szama > c.

A masodik 1épésnél az Erdds-Rényi modellben minden csticshoz egyenld va-
16szintiséggel kapcsolddott volna az 0j csucs, de a Barabasi-Albert modellnél a
csucsok fokszdmaival ardnyos ez a valoszinliség. Tehat ha i cstiicsnak k a fok-
szama, egy masik j csucsnak pedig [/, ahol k > [, akkor az 4j csucs nagyobb

valdszintiséggel fog az i cstccsal dsszekapcsolddni.
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Nézziink meg egy ilyen grafot:
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Ezen a grafon lefuttatjuk a szokdsos két modelliinket, vagyis az elsé abran

7 7

egyenld 0,05 kezd6értékekkel inditjuk el a jarvanyt:
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15. dbra. A Barabasi-Albert graf egyenl6 valoszintiségek esetén

A modell felépitése miatt azt is el tudjuk mondani, hogy a modellbe els6ként
bekeriild csicsoknak lesz végiil a legnagyobb fokszamuk. Tehdt nem mindegy,
hogy a masik esetben, amikor 1 betegiink van és a tobbi 99 egészséges, melyik

csucsot betegitsiik meg kezdésképpen.

A bal oldali 4bran el6szor megbetegitjiik az elsd csucsot, amelynek most nagy

a fokszdma, a jobb oldali abran pedig megbetegitjiik az utolsd, vagyis a szdzadik
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csucsot, aminek pedig 2 a fokszdma, hiszen utdna mar nem adunk hozz4 tobb

csucsot, igy az 6 2 €lét adjuk hozza utoljara az élekhez.

Fertézéttek szama
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Fertozéttek szama
B
o
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16. dbra. A Barabasi-Albert grafon elinditott jarvany 1 beteg csucs esetén, egy

nagy és egy kis fokszamu csucsra

Tudjuk kordbbrdl, hogy a kozelitd értékek mindkét 4brdandl dgyandigy szamo-
l6dnak ki, ezért a piros vonal mindkét dbran ugyanaz. Mar csak az a kérdés,
hogy milyen j6l kovetik le a NIMFA egyenlet értékeit. Lathatjuk hogy az el-
s6 esetben sokkal jobban illeszkednek a kozelitd értékek, ez azért van, mert az
elsd csucs fokszama nagyobb, igy gyorsabban elterjed a csicsokon a jarvéany.
Viszont a mésodik esetben pedig a terjedés elején tobb iddre van sziikség, hogy
sok csucshoz eljusson a jarvany, hiszen az utols6 csucsnak sokkal kisebb a fok-

szama.

5.5. Osszehasonlitas

Ebben a részben szeretném 0Osszehasonlitani az utolsé harom modellnél azt az
esetet, amikor feltettiik, hogy mindenki egyenlden 0,05 valészintiséggel beteg.
Ezt egyszerien gy tudjuk megtenni, hogy a NIMFA értékekbdl kivonjuk a ko-

zelito értékeket, ezt a kifejezést abszolutértékbe téve kapjuk a kovetkezd dbrat:
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17. dbra. A NIMFA megoldas és a kozelitd egyenlet abszolut eltérései az 1do

fliggvényében kiillonbozo véletlen grafokra

A hibdk kozotti kiilonbség a csicsok fokszdmaiban keresendd. Az dtlagos
fokszdm mindegyik modellnél 4 volt, de a csticsok valddi fokszdmai ettdl nagy-

ban eltérhetnek.

Az els6 modellnél, amikor egy véletlen grafot épitettiink Ggy, hogy minden
csucsnak 4 legyen a fokszdma, akkor a fokszdmok megegyeznek az atlaggal,

ezért itt kevesebb hibat tapasztalunk.

Az Erdds-Rényi modellnél, ahol teljesen véletleniil valasztottuk ki azokat az
¢leket, amiket belerakunk a grafunkba, vannak olyan csucsok, amiknek csak 1

a fokszamuk, ugyanakkor lehetnek sokkal nagyobb fokszamu csucsok is.

A Barabdsi-Albert modellnél van nyilvan a legnagyobb kiilonbség a foksza-

mok kozott, ezért itt hibazik a legnagyobbat a kozelitd egyenlet.
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Osszefoglalas

Ebben a szakdolgozatban a jarvanyterjedést elemeztiik egyéni szinten. Megis-
merkedtiink a NIMFA egyenlettel, majd megprébaltuk megadni annak a koze-
litését. MATLAB segitségével felépitettiink grafokat és modelleztiik a jarvany
terjedésének folyamatat. Lathattuk, hogy ez a folyamat fiigg att6l, hogy a jar-
vany milyen mértékben fert6z0, illetve hogy milyen gyorsan lehet felgy6gyulni

a betegségbdl.

A modellezés soran kitértiink a kozelitd egyenlet josdganak a vizsgalatara.
Megnéztiik kiilonbozo grafokon a kozelitd egyenlet és a NIMFA eltérését, majd
arra jutottunk, hogy a kozelités a regularis grafokon értelmezve adja a legjobb

eredményt.

Viszont arra is lathattunk példat, amikor egy reguléris grafon inditottunk el
egy jarvanyt, viszont a kozelités nagyon eltért a NIMFA megoldastol. Ez abban
az esetben volt igy, amikor 1 beteg csiiccsal kezd6dott a jarvanyterjedés. Ezt
ellenstlyozta az az eset, amikor minden csucs valoszintisége egyenld volt, ekkor
a kozelités teljesen jol lekovette a NIMFA megoldds grafikonjat. Tehat az sem
mindegy a kozelités szempontjabol, hogy milyen kezddértékekkel inditjuk el a
jarvényt.

Kisebb grafokon azt is megnéztiik, hogy mi torténik egyéni szinten, ha egy
beteg csuccsal inditjuk el a jarvanyt. Lathattuk, hogy az egyes csticsokndl sza-
mit az, hogy 0ssze vannak-e kotve az elsd beteggel, illetve hogy milyen messze
vannak tole. Minél tavolabb voltak a beteg csucstol, anndl kisebb volt a va-
16szintisége, hogy megfert6zédnek. Tehat a vizsgalt graf osszefiigg6ségének a

mértéke sem mindegy a jarvanyterjedésnél.
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