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Bevezetés

Szakdolgozatom témaja kiillonosen kedves szamomra, és mar régota foglalkoztat
ez a teriilet, hiszen 2009 6ta tanulok zenélni klasszikus gitar szakon, és ilyen
irdnyd tanulmanyaimat remélhetéleg hamarosan zeneakadémiéan folytathatom. A
miivészetek kozil talan a zene a legmegfoghatatlanabb. Egy festmény példaul
rogzitett alkotés, &m egy zenemtvet csakis egy zenész tud életre kelteni. S6t
djra és ujra életre is kell kelteni, hiszen a hallgatésag a mi csak egy pillanatat
élvezheti: az eljatszott részek mindig szertefoszlanak, a darab vége pedig még var
a feltamadasra. Erthetd, hogy matematikus hallgatoként felettébb foglalkoztat,
miként lehet ezt a jelenséget mégis valahogy matematikailag leirni.

Jelenleg a Miipaban tart a Matematika a zenében koncertsorozat, amely el6-
adasai nagyban inspiraltak. Természetesen sok neves tudost is foglalkoztatott
ez a kérdés, akik munkassidgara ki fogok térni a késébbiekben. Szakdolgozatom
alapjaul Rafael Cubarsi, ma aktiv csillagasz kutaté Journal of Mathematics and
Music cimd folyo6iratban megjelent 2019-es cikke szolgalt, a Harmonic distance in
intervals and chords.[3] A leirtak részletes indoklasaval és a tételek levezetésével
bévitettem az eredeti anyagot. Tovabba példakkal és abrakkal igyekeztem szol-
galni a konnyeb érthetGséget a zenében kevésbé jartas természettudosok szamara.

Tulajdonképpen a cikk is és jomagam is a zenénél egy még tagabb és még el-
vontabb fogalmat probaltunk megmagyarazni: a szépséget. Mitsl talalunk szépnek
valamit? Az ember 6sidSk ota keresi a valaszt erre a kérdésre. Talan mindnyajan
érezziik, hogy csakigy, mint egy andalit6 dallam élvezetéhez, a szépség megélé-
séhez is elengedhetetlen a harmonia. Hankiss Elemér hasonldéan vélekedik: Az
emberfeletti 1ét intenzitdsat és 6nnon létiink semmiségét éljiik at a szépség vakito
fényében. Hasonloképpen azt is mondhatnank, hogy valami végss és 6rok harmo-
nia lobban fel a szépségben, harmonia, amely hirtelen rddébbent sajat vilagunk
nyomorusagara és létiink fajo mulandosagara.".[6]

Dolgozatomban a szépségnek a zenén beliil is csak egy apro szeletét fogom
vizsgalni, amelyet a kdvetkezd helyzet nagyszertien szemléltet. Ha csukott szem-
mel leiitiink egyszerre két billentytit a zongoran, akkor elképzelhetd, hogy a két
hang egyiittese kellemes érzéssel tolt el minket, &m az is, hogy feszits, fiilsérts lesz
a hatas. Dolgozatom elején megmutatom, fizikailag milyen eszkozzel lehet mér-
ni ezt az érzetet, illetve bevezetek egy mérGszamot is a matematikai leirdshoz.
Itt természetesen a hangoknak megfelel§ frekvencidkkal szamolok, hiszen a han-
gok és a frekvenciak kozott bijekcio all fenn. Bevezetek egy zenészek altal ugyan
nem hasznalt, &m a matematikai értelemben vett tavolsag fogalmanak eleget tevé
mennyiséget. Ennek segitségével kapcsolatba lehet hozni ezt a bizonyos szépség-



érzetet hangok tavolsagaval. Ezt egy grafstruktaran is szemléltetni fogom. Eleinte
relativ prim frekvenciak kozott definidlok tavolsédgot, de késGbb ezt altalanositani
fogom tetszGleges egész, majd tort frekvencidkra is. Utols6 1épésként kibGvitem
az Gjonnan értelmezett tavolsagot ketténél tobb frekvencia egyiittesére is. Végiil
a kiilonbozé hangolasi modszerekben elérhets szépségérzetet fogom vizsgélni a
bevezetett fogalmak segitségével.

Zenel bevezetd

A szimmetriat fiiliink is szépnek talalja, nem csak szemiink. Ennek érzékeltetésére
szolgal az ugynevezett tiikorforditds, amikor azonos hangrol indulva a hangkozok
az eredetivel ellenkez§ irdnyban mozognak, azaz mintha az egyik vonalra mint
tengelyre tiikroznénk a kottat; vagy a rékfordités, amikor a hangokat héatulrél
visszafelé olvasva irjuk, azaz mintha az egyik itemvonalra mint tengelyre tiikroz-
nénk a kottat; illetve ezek kombinacidja, a tiikor-rak.

Ezeken tilmenden is rengeteg zeneszerzéi fogas matematikai alapokon nyug-

szik. Kiilonb6z6 korokban masként tekintettek a zenére, igy mas hangzast is talal-
tak szépnek. Példaul az el6bb emlitett rendezettséget, szimmetriat kiillonosképp
fontosnak vélték a barokkban tgy a zeneszerzésben, mint az épitészetben. Johann
Mattheson a kévetkez6 hasonlattal élt: ,Ami pedig a diszpoziciot illeti, az a zenei
anyag vagy egy teljes zenemt valamennyi részének és részletének vilagos elren-
dezése, majdhogynem olyan modon, ahogyan az ember egy épiiletet berendez és
megrajzol, készit egy tervet vagy vazlatot, egy alaprajzot, hogy bemutassa, hol
legyen terem, hol szoba, hol kamra és a t6bbi.".[10]
A korabeli zeneszerzdk valoban mar-mar szerkesztették miiveiket. Ennek kima-
gaslo példaja Johann Sebastian Bach, akinek F-dur duettjében a zenei egységek
szerinti titemtagolodas: 37; 30; 14; 30; 37. Err6l rogton latszik, hogy szimmetri-
kus felépitésii a darab. Am tobb is igaz. Figyeljiik meg, hogy a mi eleje és vége
egyiitt éppen ugyanolyan hosszt, mint a kdzéprész: 2-37 = 30+ 14 4 30; valamint
a kozéprészben a téma tiikorforditasban hangzik el. Ugyanilyen meghdkkentd,
hogy a Dics6ség az trnak cimi ariajaban a hangszeres és énekes iitemek szama
megegyezik, mindketts éppen 60 titem.

A bécsi klasszikusok korében is talalunk matematikdhoz kothetd zeneszerzd-
ket. Haydn G-duar Palindrom szimfénidjanak Mentiett tételében a mésodik rész
azonos az elsével, csak a hangok forditott sorrendben kévetik egymést. Kombina-
torikdhoz kapcsolodo példat is talalunk. Wolfgang Amadeus Mozart nevén adtak
ki a Musikalisches Wiirfelspiel nevi jatékot. Elére megirt iitemekhez szamokat
rendeltek. A jatékosnak kockakkal kell dobnia, majd egy tablazatbol kiolvashat-
ja, hogy a dobott eredmény alapjan melyik {itemet irja le. Igy haladva szerezhet
darabokat.

Magyar vonatkozasként Bartok Bélat vagy Kodaly Zoltant emlithetjiik meg,
hozzajuk az aranymetszés kotddik. Példaként Kodély Psalmus Hungaricus cimi
oratériuma szolgalhat, amely 395 iitembdl all, a 245-ik, vagyis a 395 - 0, 618-ik
taktus kezdetével esik egybe a mii eszmei mondanival6janak kimondasa: , Istenben
vessed bizalmadat”.



Szamunkra kettd (vagy tobb) hang egyiitthangzasa fontos, és ennek milyen-
sége. Erre bevezetjiik a megfelel6 zenei szakszavakat.

Definici6. Konszonancia: két vagy tobb hang egyidejt, folytatasra nem szorulo,
kellemes hatést kelté harmonikus megszolalasa. Magyarul 6sszehangzas, 6sszhang.
Ennek ellentéte is fontos lesz szamunkra.

Definici6. Disszonancia: hangoknak olyan egyiitthangzéasa, amelyet a fiil a meg-
szokott Osszhangzattal ellentétesnek, kellemetlennek, érdesnek érez, s amely fel-
oldast kivan. Magyarul széthangzés.

A vizsgélodashoz el6bb nézziikk meg a zenészek altal hasznalt hangkoz fogal-
mat.

Definici6é. Hangkoz: két zenei hang tavolsaga, hangmagassaguk egymashoz valo
viszonya, amelyet a két hang frekvenciaaranya fejez ki. A frekvenciaarany mellett
a hangkozoket szokas még az arany logaritmusabol kialakitott lineéris tavolsagi
skalan értékelni.

Ezen alapul a hangkoztavolsagok cent mértékegysége, amelyek mérésére Alexan-
der John Ellis centszamlalédsat alkalmazzak. A frekvenciaarany logaritmusanak
1200-szorosa adja meg a frekvenciaviszony centértékét. Szamunkra a legfontosabb
hangko6zok az oktav és a kvint lesznek.

Definici6. Oktav: a latin octava - nyolcadik sz6bol szarmazik; egy hanghoz tar-
tozo frekvencia duplajat jelenti, ez tehat 12001og,(2/1) = 1200 cent hangkdznek
felel meg.

Definicié. Kvint: a latin quinta - 6t6dik szobol szarmazik; egy hanghoz tartozo
frekvencia masfélszeresét jelenti, amely 1200log,(3/2) = 702 cent hangkoznek
felel meg. A kvint a kdzépkori tobbszolamisig legfontosabb hangkdze volt.

Am a hangkozok szépségének megitélése is valtozott az idék soran. A kozépkori
gregorian énekekben csak a perfekt konszonans hangkozoket alkalmaztak (tiszta
prim, tiszta oktév, tiszta kvint), az imperfekt hangkozok (kis és nagy terc illetve
szext) csak késébb valtak hasznalatossa. A maradék, azaz a disszonans hangko-
z0k koziil is kitiint egy, a tritonusz (bévitett kvart vagy sztikitett kvint), amelyet
annyira keriiltek a kozépkorban és a reneszanszban, hogy az 6rdog hangkoézének
tekintették. Ennek a hangkdznek érdekessége, hogy az oktavot pontosan megfe-
lezi. A modern zeneszerzSk éppen ezért elGszeretettel jatszanak vele, példaul a
huszadik szazadi Mario Castelnuovo-Tedesco gitarra irt Tarantellaja ilyen hang-
kozlépésekkel indul, és a darab kozben is egyre-masra tritonuszra bukkanhatunk.

A barokk korban kicstcsosodé tigynevezett kétszolamu ellenpontiras szabalyai
szerint is a zenemt csak perfekt konszonéns hangkozon kezdddhet és végzédhet
(valojaban oktéavon vagy primen, mert az alaphangrol indul mindkét szélam), és
a mu kozben is disszonans hangkozok csak meghatarozott helyeken fordulhatnak
els és szinezhetik a darabot. Bizonyos hangkozlépések (bovitett hangk6zok, ami-
lyen az el6bb emlegetett tritonusz is) azonban még itt sem megengedettek, sét a
klasszikus 0sszhangzattan szabalyai szerint sem.

Fontos megkiilonboztetniink a tiszta hangkozoket a tiszta hang illetve a tiszta
intonéci6 fogalmétol.

Definici6. Tiszta hang: olyan hang, amelynek nyomasa az id6ben a szinuszfiigg-
vénynek megfelelGen valtozik. A mindennapi életben tiszta hang csak kivételesen
fordul el6.



Definicié. Intonacié: hangszer behangolasa, hangszinének megadasa, a hangolas
mindsége (tiszta vagy hamis).

Definici6. Tiszta intonacié: az Osszes zenei hangkoz a frekvencidk egész szam-
aranyaira (példaul 3:2 vagy 4:3) hangolva.

Definici6. Alaphang: a zenei hang fiiliink altal érzékelt hangmagassaga. Az alap-
hang frekvenciaja, az alapfrekvencia.

Definici6. Felhang: Egyiitt hangz6 hang, amely egy zenei hang megszolaltata-
sakor az alaphanggal egyiitt szol, azt szinezi. Ez a rezgs test egy-egy szakaszanak
(felének, harmadanak, negyedének) kiilon-kiilon rezgésével keletkezd magasabb
hangok koziil egy. A felhangok frekvenciai az alapfrekvenia egész szami t&bbszo-
rosei (ezért specidlisan az alaphang 6nmaga felhangja).

Egy zenei hang tehat az alaphangbol és a felhangok egyiittesébdl all. A kiilonbo-
z6 hangszerek hangszinét emiatt tudjuk megkiilonboztetni, ugyanis a kiilonb6z6
méretek, formak és anyagok méas és mas felhangokat erésitenek fol. Forditva, a
felhangok kioltaséval is 11j hangszint tudunk létrehozni, ezeket nevezziik tiveghan-
goknak. Technikailag ez tgy kivitelezhets, hogy egy hur racionalis osztopontjat
megérintjiik, és csak ezutan penditjiik meg. Ertelemszertien az adott hturaranyhoz
tartozo felhangokat oltjuk ki.

Definicié. Alhang: olyan hang, amely frekvencidjanak egész szamu tobbszorose
az alaphang.

Definici6. Felhangsor: egy zenei hang részhangjainak sorozata. Ha az alapfrek-
vencia vy, akkor a felhangsor a 2vg, 3vg, 4vy stb frekvenciék sorozata.
Definici6é. Hangsor vagy skala: valamely dallam hangjainak magassaguk szerint
rendezett sora. A hangsor foka mondja meg, hany hangbol all a skala.
Definici6é. Hangnem: Valamely dallam, zenemtd vagy zenei részlet hangjainak
alapjaul szolgalo hangsor, illetve a hangsor hangkozeinek megszabott rendje a
meghatarozott magassagi alaphanghoz viszonyitva.

Vegyiik észre, hogy tisztan intonélt hangkozként hat az alaphang és egy fel-
hangjanak tavolsaga, hiszen frekvenciaaranyuk racionalis. Eppen ezért dolgoza-
tomban is az alaphanggal és felhangjaival fogok szamolni, erre értelmezek tavol-
sagot.

Valojaban azonban a hangszereket gy hangoljak, idegen szoval temperaljak,
hogy eltérjenek a tiszta intonaciotol. Erre azért van sziikség, hogy tobb hangnem-
ben is lehessen jatszani, hiszen méas alaphangrol indulva a frekvenciaaranyokbol
szamolt tiszta hangkozok mashova esnek.

Elssként vizsgéalni fogom a piithagoraszi hangolast, amely egészen a barokk
korszak végéig hasznalatban volt.

Definici6. Piithagoraszi hangolas: olyan hangolés, ahol a hangokat az alaphang-
ra épitett kvintek sorozataval nyerjiik.

Ezzel a kvint, a kozépkori tobbszolamiisag legfontosabb hangkoze tisztéan into-
nalt marad, azonban az alaphangtol tavolabbi hangokra épiil6 hangsorok egyre
hamisabbak, hiszen az oktav nem tisztan intonalt.

A zeneszerzSknek egyre nagyobb igényiik volt ré, hogy tobb hangnemben kom-
ponalhassanak. Ez 6sztonozte a mai hangolasi elv kialakulasat, amely a kiegyen-
litett hangolas.

Definici6. Kiegyenlitett hangolas: az oktav matematikailag pontosan egyenld



nagysagu hanglépésekre valo felosztasaval nyert hangolas.

Ez tehat ismét nem tiszta hangolés, azonban lehetévé teszi, hogy minden hang-
nemben a tisztan intonalttél ugyanolyan eltéréssel kovessék egymést a hangok,
mert az oktdv mindig tisztan intonalt marad. Ezzel a temperalassal egy n foku
hangsor hangjai egy /2 kvocienst mértani sorozatot alkotnak.

Az eurdpai zenében n értéke 12, azaz manapsig egy koncerten 12 foku ki-
egyenlitett hangolasban hallhatjuk a mtveket. Tiszta intonaciot is élvezhetiink
énekkari vagy vonoskari elGadéasokon, mivel itt a megszolaltatds modja ezt lehe-
t6veé teszi. Dolgozatomban ezt is vizsgélni fogom, hogy példaul egy gitarkoncerten
miért nem érezziik disszondnsnak a harmoniakat.

Az ujfajta hangolasi mod fellenditette a zenei életet, a zeneszerzdk azonnal
éltek a kiegyenlitett hangolas nytujtotta lehet&ségekkel. Itt is Bach juthat esziink-
be uttoréként. A nagyjabol négy és fél orat betolté Das wohltemperierte Klavier
(A jol hangolt zongora) cimii miive 48 zongoradarabot tartalmaz: a 12 foka ki-
egyenlitett hangolas minden hangjara épiilé dur és moll hangnemben egy prelidi-
umot és fagat. Az alkotas hatalmas jelent&séggel bir a zeneirodalomban. Egészen
napjainkig sziiletnek Bach miive altal inspiralt darabok hasonl6 koncepcioval. A
gitarirodalomban megemlithetjiik a huszadik szazadi komponista, Manuel Ponce
24 preldd gitarra cimi opusét.

Akusztikus bevezetd

A konszonancia és disszonancia akusztikai magyarazataval is meg kell ismerked-
niink, amely a kévetkezd jelenségen alapszik.

Definici6. Lebegés: a lebegés egy interferacios minta két alig eltérs frekvencidja
hang kozott, amelyet a hangeré periodikus valtozasaként érzékeliink.

Definici6é. Durvaséig: a durvasag egy fiillel felfoghato érzetet ir le. Hermann Lud-
wig Ferdinand von Helmholtz vezette be ezt a kifejezést az akusztikus és pszi-
choakusztikus irodalomban a XIX. szazad végén. A nyers, érdes hangzast illette
igy. Olyan hangjelek vételére utal, amelyek amplitidoja percenként legkevesebb
20-szor, legfeljebb 75-150-szer (hangmagassagmérd miszertdl fliggden) valtozik.
A durvasigelmélet a konszonancia- és disszonanciaérzetet csupan részben magya-
razza, mivel ezeket ugy is érzékelhetjiik, mint olyan hangok tévolsaga, amelyek
csak néhany vagy semennyi felhangot sem tartalmaznak. Azaz a durvasag hangerd
kérdése, a konszonancia pedig a hangmagassagé, de a hangeré és a hangmagassag
egymastol fliggetleniil felfoghaté mennyiségek. A modern pszichoakusztika sze-
rint a lebegés és a durvasag kozotti kapcesolat lineéris.[5] Stumpf [18] a pszichoa-
kusztikai konszonanciat és disszonanciat masként, az észlelési fizi6 fényében ma-
gyarazza, amely néhédny hangkombinécié egyetlen hangképpé vald Gsszeolvadésat
jelenti. Azt allitja, hogy az Osszeolvadt hangok konszonansak, mig a kiilénéalloak
disszonansak. A tonalis fuzionak van neurofiziologiai alapja,|9] és a konszonan-
cia fogalmanak meghatarozo része feltehetGen ebbdl fakad.[4] Stolzenburg [17]
bemutatja, hogy a pszichofizikaban és a neuroakusztikdban elért eredmények mi-
ként biztositjak a konszonancia/disszonancia felfogdsanak konzekvens szamitési
elméletét. Tenney [19] torténelmi nézépontjan tal érdemes tanulmanyozni Maz-



zola, Goller és Miiller [11] irasait, amelyek szimbolikai, fiziologiai és pszichologiai
szemszogbol vitatjak meg a konszonancia és disszonancia fogalmat. Ok arra a
kovetkeztetésre jutnak, "aligha meglepd, hogy a pszichologiai és fiziologiai réte-
gek nem egybehangzoak: ami a fiilnek (Helmholtz modelljében) nem tetszik, az
nagyon is kellemes lehet a limbikus rendszernek vagy a hallokéregnek".
Definicié. Erzékelhets disszonancia: egy hangzat érzékelhetGen disszonans, ha
lebegés torténik, és konszonans, ha nincs lebegés (azaz ezt a szot hasznéaljuk ala-
csony durvaségra vagy magas simasagra).

Kisérleti eredmények tdmasztjak aléd a negativ korrelaciot az érzékelhetd disszo-
nancia és a tetszés kozott, legaldbbis a nyugati résztvevék esetében. Ez az allando
kapcsolat arra sarkallt néhany szerzét, hogy elényben részesitse az érzékelheté
irritacio kifejezést az érzékelhets disszonanciaval szemben, amely a negativ kon-
notaciot a pszichoakusztikai teriiletre helyezi.

Matematikai bevezetso

A szép hangzas keresése kdzben a matematika szamos teriiletérsl felhasznaltam
ismereteket, amelyekrdl els6re nem is sejtenénk, hogy kapcsolatban allnak a ze-
nével.

Algebra

Tobbek kozott sziikségem volt algebrara a frekvencidk kezeléséhez. A kovetkezd
fogalmakat hasznaltam fel. [§]

Definici6. Relacio: Az A és B halmazok Descartes-szorzatanak egy R részhal-
mazat az A és B halmazok kozotti kétoldali relacionak nevezziik. Ha (a,b) € R,
akkor ezt aRb-vel is szokas jelolni.

Definici6. Ekvivalencia-relacio: Egy A alaphalmazon értelmezett ~ relaciot, mely-
re igaz, hogy részhalmaza A x A-nak, ekvivalencia-relacionak neveziink, ha telje-
siil, hogy a relacio:

e reflexiv, azaz minden a € A-ra teljesiil, hogy a ~ a;
e szimmetrikus, azaz minden a,b € A-ra teljesiil, hogy ha a ~ b akkor b ~ a;

e tranzitiv, azaz minden a, b, c € A-ra teljesiil, hogy ha a ~ b és b ~ ¢, akkor
a~ c.

Definici6é. Ekvivalenciaosztilyok: az ekvivalenciaosztéilyok az A alaphalmaz azon
x, y elemeinek halmazai, amelyekre teljestil, hogy = ~ .
Definici6. Faktorhalmaz: ha R egy ekvivalenciarelaci6 A-n, akkor az {R(z)|z €
A} halmazt, ahol R(z) az x € A elem ekvivalenciaosztélyat jeloli, A/R-rel jel6l-
jik, és A-nak az R-szerinti faktorhalmazanak nevezziik.



Funkcionalanalizis

A késébbiekben hangokon definialt tavolsag eltér a zenében hasznélt hangkozok
fogalmétol, azonban belathato, hogy kielégiti a metrika axiomait.

Definici6. Metrika: legyen X nem iires halmaz. Ekkor a d : X? — RS nemnega-
tiv valos értékd fliggvény metrika, ha tetszéleges x,y, z € X esetén eleget tesz a
kovetkez6 feltételeknek:

e nemnegativitas és null hossz: d(z,y) > 0 és d(z,y) =0 &z = y;
e szimmetria: d(z,y) = d(y, z);

e haromszog-egyenlStlenség: d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Valészintiségszamitas

A kiilonb6z6 hangolasi modszereknél szamolt kozelité becslések vizsgalatakor
hasznaltam valészintiségszamitast. Az ehhez sziikséges definiciok és tételek a ko-
vetkezdk.

Definicié. Ha £ > 0 abszolit folytonos eloszlést valoszintiségi valtozo f strd-
ségfiiggvénnyel, akkor E[¢] = [, - fe(x)da.

Allitas. Az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo varhato
értéke (a+0)/2.

Tétel. (A véarhato érték linearis.) Legyen £ és n valoszintségi valtozo, ¢ € R
konstans. Ekkor a kévetkezd allitasok igazak:

o Ble-¢] = c Bl
e ha FE[¢],Eln] és E[¢] + E[n] értelmes, akkor FE[E + n] = E[£] + En).

Tétel. Ha £ és n fiiggetlen valoszintségi valtozok, E[|£]] < oo és E[|n|] < oo,
akkor E[J¢n]] < oc és E[én] — E[€]E[y).

Definici6. Szorasnégyzet: D?(€) = E[¢ — E[€]]? a £ valoszintiségi valtozo szoras-
négyzete, ha E[¢] létezik és véges.

Definici6. Szoras: € szordsa a szorasnégyzetének négyzetgyoke, azaz D(§) =
VD@,

Tétel. Legyen & valoszintiségi valtozo, a,b € R konstans. Ekkor D?(a& + b) =
2D(g).

Tétel. Ha &, &, ..., &, paronként fiiggetlen valoszintiségi valtozok és D?(&)) <
o0, ..., D*(&,) < oo, akkor D*(§; + ...+ &,) = D*(&) + ...+ D?*(&,).

Alkalmazott analizis, szamelmélet és grafelmélet

Tamaszkodtam még alkalmazott analizisre a kiilonb6z6 hangolési modszerek vizs-
galatakor szamolt kozelité becsléseknél regresszios egyenes illesztésekor, amelyhez
a legkisebb négyzetek modszerét hasznaltam. A szamelmélet alapvets fogalmaira
- legkisebb ko6z0s tObbszoros és legnagyobb kozos oszto - is sziikségem volt a fel-
hangok és az alaphang megéllapitdsdhoz. Grafelmélet segitségével szemléltettem
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a frekvencidkon értelmezett tavolsagot. Specialis iranyitott grafok, az tgyneve-
zett hanggrafok geometriai szemléltetGeszkozként fognak szolgalni szamitésaim
felgyorsitasahoz és az egyazon alaphanghoz tartozé két felhang kozotti disszo-
nancia vizualizalasahoz.



Konszonancia- és disszonanciamérés

Mindenek el6tt el kell kiiloniteniink p
egy zenei hangban az alaphangot a fel-
hangoktol. Az igy megtisztitott han-
goknak mar tudjuk nézni az interfe-
ralasat, amellyel Osszefiiggésbe hozha-

t6 a konszonancia- és disszonanciaér-
zet. Ebben a fejezetben a megtiszti-
tds metodusat mutatjuk be, majd az
Osszefiiggés leirasara mérdszamokat ve-
zetiink be.

Helmholtz |7] a rezonator nevi esz-
kozt hasznalta, hogy kisziirje a felhan-
gokat egy Osszetett hanghol, és szam-
szeridsitse a disszonancia mértékét a
lebegésre valo tekintettel. Az 1 ab-

1. dbra. Helmholtz rezonatorai. Forras:
https://physics.case.
edu/about/history/
antique-physics-instruments/
helmholtz-resonator-2/

ran lathato mitszerek paramétereinek

(iireg térfogata, nyak keresztmetszete, nyak hossza és ennek megvéltoztatasa)
fiiggvényében lehet mérni és szamolni. Helmholtz megmutatta, hogy két inter-
feralo hullam frekvencidjaban van egy kritikus sévszélesség, amely megfelel a
konszonancia minimalis fokdnak. Ez az érték nem mindig ardnyos az interfera-
16 frekvencidk atlagaval, de az alacsony frekvencidk esetében szinte konstans. A
magasabb hangok felé haladva az interferalé hullamok frekvenciai kozotti allando
kiilonbség szembetiin6bb. Helmholtz nagyjabol 30-40 Hz-re becsiilte azt a krtikus
savszélességet, amelyben a disszonancia bantobb a fiillnek. 30 Hz alatt a hangok
Osszemosodnak, ezért konszondnsabbnak érzékelheték. 40 Hz felett pedig lassan
visszatérnek a konszonancidhoz.

Két interferald hullam frekvencidjat folyamatosan valtoztatva Helmholtz ra-
jott, hogy azok a frekvenciak, amelyek megtartanak egy racionélis aranyt, azok
novelik a konszonancia érzetet. Egy vy alaphang p-edik és g-adik felhangjat tekint-
ve a konszonancia mértéke nagyjabol szamszertsithet§ gy, mint a § hényados,
ahol 1 < § < 2. Tehat minél kisebb az arany, annal kisebb a konszonancia (leszé-
mitva az 1 értéket).


https://physics.case.edu/about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/
https://physics.case.edu/about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/
https://physics.case.edu/about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/
https://physics.case.edu/about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/

aranyszam Cu /% Ay
1/1 = 1.000 100 0.0
2/1 = 2.000 50 1.0
3/2 = 1.500 16.7 2.6
4/3 = 1.333 8.3 3.6
5/3 = 1.667 6.7 3.9
5/4 = 1.250 5! 4.3
7/4 = 1.750 3.6 4.8
6/5 = 1.200 3.3 4.9
7/5 = 1.400 2.9 5.1
8/5 = 1.600 2.5 5.3
7/6 = 1.167 2.4 5.4
9/5 — 1.800 2.2 55
8/7 = 1.143 1.8 5.8
9/7 = 1.286 1.6 6.0
9/8 = 1.125 1.4 6.2

1. tablazat. Helmholtz tablazata az egy oktavon beliili {6 harmoéniaaranyokrol
és a megfelel6 hangkozok elhangoltsagabol adodo lebegések relativ erésségérsl
(Cy %-ban). A jobb oldali Ay oszlop a C'y mennyiség reciprokéanak értékét méri
logaritmikus skalan, igy nincs dimenzi6ja. A felhangsor hetedik vagy késébbi fel-
hangjait tartalmazo6 ardnyok sorai sziirkék.

Az 1 tablazatban a Helmholtz altal vizsgalt fontosabb harmoéniak aranyat lat-
hatjuk, valamint ezek er6sségét. Ez a paraméter, amelyet Helmholtz a tablazat
sorbarendezéséhez hasznal, a megfelel§ hangkozok elhangoltsagabdl ereds relativ
erGsség, amely tugy kaphatd, hogy modellezziik a Corti-szervben képzddé rezo-
nancia erésségét. Ez a mennyiség a kovetkezé értékkel irhato le:

100
Cu(p.q) g (1)
Helmholtz azt allitotta, hogy a hetedik felhang mar nagyon halk a legtébb
hangszeren, és a tavolabbi felhangoknak &ltalaban elhanyagolhato a jelenléte.
Igy a hetedik vagy ennél magasabb felhangokat figyelmen kiviil hagyva (ezek
sziirke sorok az 1 tablazatban) fonnall a kozelitési szabaly!, miszerint a hanyados
kozvetlen kapcsolatban &ll Cy értékével. Ezalol kivételt képez az 5/3 hanyados.

LA konszonancia problémajanak torténetében az egybeesés elmélet tudott elgszor szadmsze-
rid kapcsolatot adni a zenei és az akusztikai jelenség kozott.[2] Az elméletet Isaac Beeckman
épitette fol (1614-1615), majd Descartes, Mersenne és Galileo fejlesztették tovabb azzal, hogy

Osszefiiggésbe hoztédk a konszonancia métékét a pq szorzat értékével.
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A téblazat kiegésziilt még egy oszloppal, amely inverz kapcsolatot mutat Cy
értékével logaritmikus skdlan, igy dimenzié nélkiili mérészam:

Arr(p.q) = logy g — = loga(pa) € [0, 00) )

H\D, 4 089 Cu(,q) 082(Pq y ).

Ez megfelel a Tenney [20] altal hasznalt harmonikus tavolsagnak tiszta hangok
esetében. Tenney szerint a harmonikus tér kozeli hangjait hajlamosak vagyunk
konszonansnak hallani, mig a tavolabbiakat disszonansnak érezziik egyiitt. S6t, ez
a disszonancia a lebegés fokan tiulmutat. Ebbdl kifolydlag a harmonikus tavolsag
egy fontos Osszefiiggést jelez a konszonancia és disszonancia kozott. Tenney meg-
kozelitésében a harmonikus tavolsagot hangpérokra értelmezziik. Dolgozatomban
ennek a fogalmonak a kiterjesztését fogom bemutatni tetszéleges szamu hangra. A
késébbiekben tobb hang harmonikus tavolsagara mint harmonikus disszonanciara
fogunk hivatkozni.

A durvasagelmélet Helmholtz munkassaganak gytimolese. Plomp és Levelt [14]
a konszonancia rengeteg magyarazatat vizsgaltak: frekvenciaarany, felhangok kap-
csolata, felhangok kozti lebegés, hangszinebeli kiilonbségek és fizio. Szerintiik a
tonalis konszonancia? féként a gyors lebegések durvasidga &ltal meghatarozott,
habar a kritikus sdvban 1év6é durvasagnak a leirasahoz moédositanunk kell Helm-
holtz maximalis durvasagra vonatkozo feltételén, mert a kritikus savszélesség nem
ugyanolyan széles minden frekvencian. Pszichofiziologiai szemszoghdl nézve a dur-
vasag egy érzet, amelyet az okoz, hogy nem tudjuk megkiilonboztetni a kiilonbo6zé
hangmagassagokat, amelyek frekvencia kiilonbsége kisebb, mint a kritikus sévszé-
lesség. A minimalis konszonancia zénajahoz tartozo savszélesség folyamatosan né
1000Hz-nél nagyobb frekvencidk esetében, habar a minimum kritikus sévszéles-
sége ugyanazt a relativ helyzetet foglalja el.

Ebben a kontextusban lehetséges modellt alkotni a hangok egy halmazanak
érzékelhets disszonanciajara. Tehat nem feltétleniil kell, hogy egy alaphang fel-
hangjait vagy alhangjait vizsgaljuk. A leginkabb kiterjesztett modell [15] a Pomp
és Levelt kisérletei altal nyert disszonanciafiiggvényt kozeliti, hogy két hang atla-
gos disszonanciajat mérje. Ezt a modellt tetszéleges szamu, de nem ketts hangbol
allo hangzatokra hasznéljuk. Neve spektrum, jele F' = {vy, ..., v,}, és akkordokra
vagy egyiitt jatszé hangszerekre vonatkozik. A spektrum onmagaval vald inter-
feralasabol all el6 az érzékelhetd disszonancia, Ag(F'), amelyet kozlithetiink a
hangparok disszonanciafiiggvényeinek sulyozott Osszegeként az A = {aq,...,a,}
amplitadokkal stlyozva. Ezt abrazolva az érzékelhets disszonanciara kapott gor-
bék (lasd 2 abra) relativ minimumokat mutatnak a frekvenciaaranyokban, és ezek
nagyobb konszonancia érzetet biztositanak.

2A konszonancia fogalma nehezen megfoghaté, és minden bizonnyal mast ért alatta egy ze-
nész, mint egy laikus. Ebben a targyalasban a konszonancia arra a jellegzetes érzetre utal, amely
két elkiilonitheté hang frekvenciaaranyahoz tarsithato. A tonalis konszonancia szokapcsolatot

ennek a sajatos érzetnek a kifejezésére hasznaljuk.
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0 T T T T T T T T T T T
1C 9/8D 6/5D# 5/4E 4/3F 3/2G 8/5G#  5/3A 16/9Bb 15/8B 2C
r

2. dbra. Az r tényezs fliggvényében mért érzékelhets disszonanciaja az F' és rF
harmoéniédknak 500Hz-re vonatkozéan az F = {1,2, %, 2} (piros folyonos gorbe),
az F = {1,2'/3,27/12 2} (z51d szaggatott gorbe) és az F' = {1, 2,3} (kék folytonos
gorbe) harmashangzatokkal. Forras: Cubarsi - Harmonic distance in intervals and
chords.

A kovetkezdkben a harmonikus tévolsagot altalanositani fogjuk akkordokra
gy, hogy tekintjiik racionalis ardnyt hangok halmaza altal elGallitott lebegések
mértékének a becsiilt értékét. Ezt leolvashatjuk egy geometriai abrardl is, ha a
hangot megkeressiik egy hanggrafon, majd leszamoljuk a melodikus tavolsagot a
legmélyebb kozos Gsiik - ez az alaphang szerepét tolti be - és a legmélyebb k6zos
felhangjuk kozott. Ez utobbi az a legalacsonyabb frekvencia, amely mindkét hang
kozos felhangja, vagy masként az a legalacsonyabb frekvencia, amelynek mindkét
hang alhangja.
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Melodikus tavolsag

A kovetkez§ fejezetben bevezetiink egy zenészek altal ugyan nem hasznalt, azon-
ban a konszonanciaval és disszonanciaval kapcsolatba hozhaté fiiggvényt a frek-
venciakon, igy egyben a hangokon is. Tovabba mutatunk egy megoldast, amellyel
elegendd az egy oktéavon beliili hangokat figyelembe venni. Ez jelentésen meg-
konnyiti a hangok kezelését és a veliik valo szamolasokat.

A hallas, csakigy, mint a tobbi érzékelés, az inger relativ valtozasat érzékeli,
kiilonos tekintettel a v € Q = (0, 00) frekvencidéra. Mas megkozelitéssel ahhoz,
hogy mérni tudjuk a frekvencia valtozasat, bevezetiink egy I fliggvényt, amelyet
a kovekezd képlettel definialunk:

I(v,vp) défalni, acR. (3)
Vo
Az I(v,vp) dimenzibmentes mennyiség a v és egy tetszoleges vy kezdGérték kozotti
frekvencia tavolsagat méri logaritmikus skilan. Feltéve, hogy a tévolsag egysége
egy oktéav, azaz I(2vg,v9) = 1, adodik, hogy a = 1/In2. Tehat a tavolsag két
tiszta hang kozott a kdvetkez6 moédon szamolhato:

v
I(v,vo) = logy —. (4)

Vo
Ez az egyenlet leirja azt a természetes feltételezést is, hogy I(v,vg) = —I(vo,v),
tehat a tavolsagnak van elGjele és irdnya. Masrészrél az igy értelmezett tavolsag

abszolut értéke az () halmazbeli frekvencidk melodikus tavolsagat definialja:
d(v,v0) = |1(0,v9)| (5)

Egy adott vy értékre a tavolsagfiiggvény és a melodikus tavolsag a frekvenciak
(altalanossagban frekvenciaaranyok) (0, 00) intervallumaban definialtak, és érté-
kiiket az el6bbi esetben a hangmagassagok kozti tévolsagok mérésére a R([) =
(—00, 00) intervallumbol, az utébbi esetben pedig az R(d) = [0, 00) intervallum-
bol veszik fol.

Egy ekvivalenciarelaci6 felallithato, ha a v és 2v frekvencidkat egyazon hang-
ként azonositjuk. Ez zeneileg azzal magyarazhato, hogy az utoébbi éppen egy ok-
tavval magassabb az elébbinél. Igy egy adott v értékre minden 2%v, k € Z frek-
vencia egy ekvivalenciaosztalyt definial. A v € [1,2) frekvencidkra gy tekintiink,
mint a frekvenciaosztalyaik reprezentansaira. Ezért ha a megfelel§ egységrend-
szert hasznéljuk tugy, hogy vy = 1 az alap frekvenciahanyados, akkor az alaphang
Osszes oktavjainak a halmaza egy ciklikus alcsoportja €2-nak a szorzasra nézve, je-
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16lésben: Q2 = {2% k € Z}. Tovébba a frekvenciaosztalyok az Qy = Q/Q? osztaly
elemei. A hang- vagy hangmagassag osztalyok, vagyis a frekvenciaosztalyok loga-
ritmikus skalan tgy kaphatoak mint a {log,(v/vg)} tortrész, és ezt az Sy = R/Z
ekvivalenciaosztaly generalja.

Az alaphang és egy v frekvencia tavolsagat a kdvetkezGképpen ifrhatjuk le:

I(v) € I1(v,1). (6)

Hasonloan |I(v)| az alaphang és a v frekvencidhoz tartozo hang melodikus tavol-
sdga. Mivel a tavolsagunknal az egységhossz egy oktéav, ezért a tavolsag értékének

egészrésze,
[1(v)] = [log, v] (7)

mutatja, hogy hany oktavnyira helyezkedik el a v frekvencidhoz tartozé hang az
alaphanghoz képest. Pélaul ha adott egy h > 0 frekvenciaérték, akkor a v = h?
frekvencia I(v) = plog, h tavolsagra helyezkedik el az alaphangtol, és [plog, h|
az a szam, ahény oktavnyira helyezkedik el h? az alaphangtol. Masrészt a hang,
amelyet a v € ) frekvencidhoz tarsitunk, megegyezik a tavolsag értékének tort-
részével:

{I(v)} = {logy v} € S (8)

Ha v € Q, azaz v egy frekvenciaosztaly reprezentansa, akkor a kapcsos zardjel
elhagyhato.

A (6) egyenletben leirt jelolést és a logaritmus azonosségait két frekvencia
szorzatara hasznalva teljesiil, hogy

](’Ul’UQ) = I(Ul) + I(’Ug),
valamint a (4) egyenlet kifejezhets tgy, mint
I(v,v9) = I(v) — I(vp).

Példaul a 12 foku kiegyenlitett hangolasi skala hangjai egy oktavon beliil az
ap = 2812k =0,...,11 frekvenciaosztalyokat adjak. Ez egy mértani sorozat Q-
ban, és az (o) = k/12 € Sy melodikus tavolsagaik pedig egy szamtani sorozatot
alkotnak. A bevezetett tavolsdgfogalmunknak ezen tulajdonsaga is egybevag a
zenei szemléletmoddal, vagyis hogy egy kiegyenlitett hangolasu hangsor hangjai
egyenld tavolsdgra vannak egymaéstol. S6t, altalanosan egy EI = {2F/" : k €
Zyn,n > 1} n hangbol allo kiegyenlitett hangolasi hangsor esetén a (8) egyenlet
hangjai szimmetrikus eloszlastiak Sy-ban.

Ha az Qg oktévra ugy gondolunk, mint az [1,2) € R intervallumra, akkor
a két frekvenciaosztaly kozott I(v,v") = I(v) — I(v') melodikus tavolsagra felss
korlat az I(2,1) = I(2) — I(1) = logy2 —log,1 = 1 —0 = 1. E feltételezés
mellett a kiszamolt maximalis érték csakis olyan frekvenciaosztalyok esetén érhetd
el, amelyek tartanak az alaphanghoz azaltal, hogy az [1,2) intervallum hatérait
kozelitik. Bar voltaképpen ezek a frekvenciaosztalyok tetszélegesen kozel lehetnek
egymashoz (2p-ban.

Ha a frekvenciaosztalyokat Qp-ban viszgaljuk, amelyre ismét az [1,2) inter-
vallumként tekintiink, akkor az |I| fliggvény nem felel meg a tavolsag fogalma-
nak. Példaul az abszolut értéke a 3/2-t6l az 1 alaphangig terjed6 hangkéznek
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11(3,1)] = [1(3/2)| = logy(3/2), ha a hangkézt az [1, 2) intervallumnak feleltet-
jik meg )y-ban. Am ugyanigy vélaszthatnank az intervallum komplementerét is
hangkéznek, vagyis az Q\[1, 3) = [2, 2) szakaszt, hiszen a faktorizacié miatt alap-
hangnak a 2 is tekinthetd. Igy a hangkoz abszolut értéke log,(2/ %) = log,(4/3).
Mivel az el6z6 bekezdésben kiszéamoltuk, hogy 2p-ban a melodikus tavolsagra
adott felss korlat I(2,1) = 1, ezért a 3/2-t6l az 1 alaphangig terjed6 hangkoz
abszolut értékét a komplementer kiszamitasa nélkiil is megkaphatjuk tgy, hogy
1—11(3/2)] =1 —1logy(3/2) = log,(4/3). A tavolsag az abszolut értékben kisebb
hangkozt kell jelentse két frekvenciaosztaly kozott. Ezért a tavolsagot egy ar és egy
[ frekvenciaosztaly kozott az (g oktavban a kévetkezé mdédon kell definialnunk:

def

do(ev, 3) = min(|I(a, B)], 1 = (e, B)]).
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Felhangok tavolsaga

Relativ prim felhangok kozti tavolsag

Ebben a fejezetben bevezetiink egy zenészek altal ugyan nem hasznalt, a ma-
tematikai tavolsag fogalmanak azonban eleget tevs fiiggvényt, amelyet elGszor
csak egymashoz képest relativ prim frekvenciaju felhangokon értelmeziink. To-
vabba konstrukciot adunk a mar tobbszor emlegetett hanggréafra, amelyet mint
geometriai szemléltetGeszkozt arra fogunk hasznalni, hogy kapcsolatba hozzuk
az egyazon alaphanghoz tartozoé két felhang kozotti disszonanciat a melodikus
tavolsaggal.

Szeretnénk Osszehasonlitani egy adott vy frekvenciahoz tartozé alaphang két
felhangjat:

def def
Up = PVo; Vg = qUp-

ElGszor feltessziik, hogy p és q pozitiv egészek, és egyméshoz képest relativ primek.
Ebbdl kovetkezik, hogy a p = p1...pm és ¢ = q1 ... q, primtényezds felbontasuk-
ban (ezek egyértelmtiek) nincs kézos szorzotényezd. Tehat a legnagyobb kézos
osztojuk Inko(p, q) = 1, és a legkisebb kozos tobbszorosiik 1kkt(p, ¢) = pq. Ekkor
a legkisebb a és b természetes szamok, amelyekre teljesiil, hogy v, egy felhangja
megegyezik v, egy felhangjéval, azaz

apvy = bquy,

az nyilvanvaloéan az a = q és b = p. A fenti meggondolés alapjan értelmezziik v,
és v, legmélyebb kozos felhangjat (Imkf) mint:

Imkf (v, v,) © pque = lkkt(p, ¢)vo. 9)

A melodikus tavolsag tehat egy vy alaphang és két felhangjanak a legmélyebb
kozos felhangja kozott az (5) és (6) egyenletek alapjan:

d(pquo,vo) = 1(pq) = log, pq.

Most megépitjiik a 3 abrén lathato iranyitott hanggrafot. A csticsokban frekven-
cidk allnak, amelyeket az éleken feltiintetett aranyuk szerint kotiink Ossze. Egy
cstiicsbol az eggyel lentebbi szintre mutat egy p-él az egyik iranyba és egy ¢-él a
masikba. Ezt a grafot® tavolsagmérésre fogjuk hasznalni.

3Ez a graf kiegyenlitett hangolés esetén hasonlit Euler Tonnetz elnevezésti hanghalézatéhoz,
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3. abra. vy gyokertd hanggraf, melynek élein a p és ¢ relativ prim frekvencidk
allnak. vy felmendi sziirkék.

A vy csticsbdl indulunk. A p irdny mentén haladva elérjiik a puvy, p?vg stb.
pontokat, a ¢ irdny mentén pedig a qug, ¢>vo stb. pontokat. Altalaban tehat a
p"q"vo; m,n € N frekvencidknak megfelels felhangok allnak a graf cstucsaiban.
A melodikus tavolsag két szomszédos pont kozott log, p, ha egy p-éllel vannak
osszekotve, és log, g, ha egy g-éllel.

A vg cstucsbol a p™q"vy cstcsba barmilyen utvonalon eljuthatunk, amely m
darab p-élt és n darab g¢-élt tartalmaz a sorrendtdl eltekintve. Ezen ttvonal me-
lodikus hossza

d(p™q"vo, o) = d(p™vo, vo) + d(q"vo,v0) = I(p™) + 1(q") = (10)

= mlog, p + nlog,q,

amely egyenként kiszdmolhato a kozos vy kezdGcesticsbol p™uvg-ba és ¢"vp-ba me-
né tavolsagok Osszegeként. Iranyitott kormentes grafokban ez a kozos kezdGestcs
a gyokér, amely itt a legmagasabb kozos alhangnak felel meg (lmka). Ez az el-
s6 olyan csucs a p- és g-élekkel cimkézett hanggrafban, amelynek van v, és v,
leszarmazottja is. Igy

Imka(p™vg, ¢"vo) o vg; m,n € N.

Vegyiik észre, hogy a 3 &dbra minden csicsanak kozos osztoja a legmagasabb
kozos alhang. Ennél fogva a korabban bevezetett tavolsdgfogalom és miiveleti
tulajdonsagai érvényesek maradnak, ha a legmagasabb kozos alhangot vélasztjuk

ahol az élek hangkozok, nem pedig frekvenciaaranyok.
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egységnek.

Kovetkezésképpen minden p és ¢ relativ primre (de ez igaz marad minden
p™ és ¢ primhatvany esetén is) a harmonikus tavolsag a v, = pvy és v, = quy
frekvenciakhoz tartozo hangok kézott gy definialhato, mint a hangok legmélyebb
kozos felhangjanak a legmagasabb k6zos alhangjatol vett melodikus tavolsiga:

m

A (vp,vy) o d(lmkf (v, v,), Imka(v,, v,)).

Amint azt a (10) egyenletnél is irtuk, ez megegyezik az lmka(v,, v,) legmagasabb
kozos alhangnak a v, és v, csticstol mért melodikus tavolsaganak Osszegével:

dH(Up7Uq) = d<quO7 UO) = d(p?]o,’Uo) + d(qU07 UO)' (11)

Minden vy € R alapfrekvencia esetén a harmonikus tavolsag két felhangra:

dp (pvo, quo) = du(p, q).

Ez az érték a hanggrafon 1év6 tavolsag a két frekvencia kozos alaphangja és leg-
mélyebb kozos felhangja kozott.

A pug, quy és pquy felhan-
goknak a vy frekvencia hul- lq)
lamaival kozos periddusai ér- b6 //’\\_//\14 Ly
telmezhetSek a kényszeritett
harmonikus oszcillator modell
szerint (pl.: Mickens 1981-es v=4 hw
modellje [12]), ahol az egyszer-
re jelenlévé hangok egymaéastol
vald fiiggése nyomon kovethe- =2 Shiw
t6. A vy frekvencia zavard rez-

PN
~ N

r=2>5 l—:,lhw

=23 %ﬁw

gései periodikus megoldésokat o=t \L ah
eredményeznek a pvg, quy és v=0 L
pqug frekvencidk szabad oszcil- 7 - B 3 T
lacioival, amelyek a vy frekven- q

cia felhangjai. Hasonloképpen 4. dbra. Harmonikus oszcillator hullamfiiggvények.

a pquy felhangnak van olyan Forras:

periodusa, amely egybeesik a https://scipython.com/blog/

pug és qug alhangjainak peri6- the-harmonic-oscillator-wavefunctions/
duséval. Példaul az 1;2;3;6 frekvenciak hullamainak egymas folé illesztése a 27
peridodus kényszeritett felhang oszcillatoranak egy periodikus megoldasat adja,
ahol az 1-es frekvencia a legmagasabb kozos alhang és a 6-os a legmélyebb ko-
z0s felhang. Ennélfogva az alapfrekvencia szamos felhangjanak esetében nem lehet
azonositani, hogy melyik hullamhoz tartozik. Ezért a legmélyebb kozos felhanghoz
egy Osszeolvadt hangkép tarsul, ahol latenssé valnak az alhangok. A legmagasabb
koz0s alhang a kozos alaphang.

Tehéat egy hang valojaban sokkal Gsszetettebb, mint ahogy mi azt gondol-
nank. Tiszta hang, amelynek nyomasa az idében a szinuszfiiggvénynek megfe-
lelGen valtozik, a mindennapi életben csak kivételesen fordul el6. Egy alaphang
megszolaldsakor valojaban megszolalnak a felhangok is. Azért kapunk periodikus
megoldasokat, mert az alaphang és egy felhangjanak rezgése periodikusan talalko-
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zik. A felhang periddusa révidebb, mert magasabb frekvencian, gyorsabban rezeg.
Példaul az els6 felhang, az alaphang oktévja kétszer olyan gyorsan, mert a frek-
venciaarany 1 : 2. Ezt ugy lehet elképzelni, hogyha megpenditiink egy hirt, akkor
az nem csak fel-le rezeg, hanem ekozben a felez6ponthoz képest a két fél hir is
ilyen rezgést végez fel-le, ezt szemlélteti a 5 abra. Ezért hasznaljuk az 6sszeolvadt
hangkép fogalmét is, hiszen a legmélyebb k6zos felhangban val6jaban tobb hang
van jelen, azaz ahogy fentebb is emlitettiik, a felhang alhangjai latenssé valnak.

T e o e e >

—— - — - - -

5. abra. Kiilonbo6z§ felhangok megszolalasa hiiron a megfelel§ osztopontoknal.

Forras: https://hu.wikipedia.org/wiki/Felhangsor

Ennek matematikai megnyilvanulasa, hogy a (11) egyenlet dy(p,q) értéke
megegyezik a (2) egyenletben definialt Ay (p, q) kifejezéssel, amellyel az 1 tablazat
jobb oldali oszlopanak? értékeit szamitottuk ki. Tehat Tenneyt idézve, a dy(p, )
harmonikus tavolsagra tgy tekinthetiink, mint a p és ¢ hangok felhangsoraibol

4Helmholtz Cp-ra kapott értéke, amelyet egy tizedesjegy pontossaggal ad meg az 1 tablazat, megegyezik

azzal, amelyet a C'y kiszamitasara felirt képlettel kapunk. Ezaldl kivétel az 5/7 arany, amely 2,8 helyett 2,9

kellene legyen, ezt azonban Helmholtz hibasan publikalta a Cg(5,7) = % = 2,86 helytelen kerekitése miatt.
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létrejove Osszetett spektrumok relativ disszonanciajanak a lehetséges fiiggvényére.

Ezek alapjan a 3 abra iranyitott grafjanak szerkezete lentrél folfele is olvashato
1/p és 1/q aranyokkal a szomszédos csucsok kozott. Ez konnyedén altalanositha-
to ketténél tobb relativ prim felhangra, ha minden 1j felhangra j dimenziot
vezetiink be.

Tetszlleges felhangok kozti tavolsag

A kovetkezé fejezetben altalanositjuk az el6bb bevezetett tavolsdgfogalmat tet-
sz6leges felhangok esetére, majd belatjuk, hogy egy alaphang immaron Osszes
felhangjan értelmezett fliggvény valoban metrika.

Most Osszehasonlitjuk egy vy frekvencidhoz tartozo alaphang két nem relativ
prim felhangjat. Ezek legyenek

def def
vp = Pug; v = Quy,

ahol P,Q) € N, és

def

D = lnko(P,Q) > 1.

Az el6z6 fejezet jeloléseivel élve vp = pDuy és vg = qDvy, ahol p def P/D és

q def @/ D relativ primek, mert ha nem lennének, akkor D sem lehetne P és @)

legnagyobb kozos osztoja. Ismeretes, hogy
Inko(P, Q) - Ikkt(P, Q) = PQ, azaz

D - 1kkt(P, Q) = pgD?.

Leosztva az egyenlet mindkét oldalat D-vel:

M € 1kkt(P, Q) = pgD.
Ezek utén a (9) egyenlethez hasonldan értelmezhetjiik a legmélyebb kozos felhan-
got mint

Imkf(vp, vg) X pgDuy = Ikkt (P, Q)vg = Muy, (12)
valamint a legmagasabb kozos alhangot mint
Imka(vp, vg) o Inko(P, Q)vy = Duy. (13)

Ezzel a 3 dbrahoz hasonl6 szerkezetd grafot kapunk, de most a kozos kezdGestcs
Duvy. Ebb6l méar kénnyen adhatunk képletet két tetszéleges felhang harmonikus
tavolsaganak kiszamolasara. Hasonléan a (11) egyenletben felirtakhoz, vp és vg
harmonikus tavolsaga a legmagasabb kozos alhangjuknak a legmélyebb kozos fel-
hangjuktol vett melodikus tavolsagaval definialhato:

def
du(vp,vg) = d(Muvy, Dvg) = d(pgDuvy, Dvg) = |I(pq)| = |log, pq| = log, pq.
(14)
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Kovetkezésképpen igaz az alabbi egyenlGséglanc:

dH(UP7UQ) = dH(P7 Q) = dH(p> q) = 10g2 pq, (15)

vagyis tetsz6leges nem relativ prim felhangok harmonikus tavolsaga visszavezet-
het6 relativ primekére azéltal, hogy a legkisebb kozos tobbszorost leosztjuk a
legnagyobb kozos osztoval, és a megmaradt relativ primek harmonikus tavolsagéat
mérjiik. Tehat a harmonikus tavolsagra adhat6é maéasik definicio:
def log, Imkf(vp, vg) ~log, Ikkt(P, Q) | (16)
Imka(vp, vg) Inko(P, Q)

amely minden vy € R alaphang esetén fenall. Kéonnyen meggondolhato, hogy ez
ekvivalens az el6bbi definicioval.
Bizonyitas.

A (14) definici6 alapjan:

dH(UP7 ,UQ)

d(vp, vg) = log; pg.
A (16) definici6 alapjan szintén:

Ikkt(P, Q) M pqD
) = log, D = log, 8 = log, pq. UJ

= 1982 [ o (PO

Az utolso kifejezés megegyezik a Tenney 1979-es The Structure of Harmonic
Series Aggregates cimi irasaban tiszta hangokra hasznalt harmonikus tavolség-
gal. A kovetkezs fejezetben ezt altalanositani fogjuk olyan hangokra, amelyeket
felhangok hanyadosaként kapunk, illetve tobb, mint két hangbol all6 hangok hal-
mazara.

A harmonikus tavolsidg valéban egy tévolsagot definial, ugyanis kielégiti a
metrika axiomait.

dH (UP7 UQ)

Nemnegativitas és null hossz: a (14) egyenlet miatt dy(vp,vg) = [1(pg)| > 0
nyilvanvaloan. Tovabbé dy(vp,vg) = 0 <= |1(pq)| = |log, pq| = log, pg =
=0<=pg=1<=p=q=1<= (D =)P = @, ahol kihasznaltuk, hogy
p,q € N.

Szimmetria: a (16) egyenlet miatt

oy KKU(PQ)IKK(Q, P)
B2 0P Q) T %2 nko(Q, P)

dH(’UP,UQ) = = dH(UQ,UP).

Haromszog-egyenlStlenség: Legyen vg = Rug, ahol R € N és Inko(P, R) =
= Dp, Inko(Q, R) = Dg. Ekkor R felirhat6 agy, mint R = Dprp = Dgrg.
Majd ismét a (14) egyenletet hasznaljuk: dy(vp, vg) = log, pg < log,(prp -

) TQCI) = log,(prp) + 10%2(7"6261) = du(vp,vr) + du(vg, UQ)-

A harmonikus tavolsagot vp és vg kozott ugy értelmeztiik, mint az lmka(vp, vg)
és Imkf(vp, vg) kozotti melodikus tavolsag. Most vizsgaljuk meg a (15) egyenlet-
ben szereplé hangok legmagasabb kozos alhangjat. A bal oldalon lmka(vp, vg) =
lmka(pDvg, gDvg) = Duwp; kozépen lmka(P,Q) = D; és végiil a jobb oldalon
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Imka(p, q¢) = 1. Vegyiik észre, hogy bar a (15) egyenlet szerint a vizsgalt hangpa-
rok harmonikus tévolsaga megegyezett, a legmagasabb kozos alhangja azonban
nem.
Azt mondjuk, hogy a megfelel6 hanggrafok ekvivalensek, mivel ezek csupan
az alaphangjukra vonatkozolag térnek el egymastol, amelyek rendre Duvy, D és 1.
Tehat a harmonikus tavolsidg nem valtozik, ha mindkét hang frekvencidjat
megszorozzuk egy r € R, x # 0 szdmmal:

Inko(p, q) = 1 = du(pz,qz) = du(p,q); Imka(pz,qz) =z (17)
Altaldnosan:
Imka(vpx, vox) = Imka(vp, vg)r = Inko(P, Q)vox. (18)

A (17) egyenletben leirt tulajdonsag miatt a vp és vg hangok kézotti harmonikus
tavolsagot szamolhatjuk gy, mint az aranyuk és az egység kozotti harmonikus

tavolsag:
v
du(vp,vg) = dg <—P, 1) =du(p,q) = du (B, 1) -
UQ q

Tavolsag felhangok hanyadosai kozott

Az el6z6 fejezetben bemutatott harmonikus tavolsag fogalmat szeretnénk altala-
nositani olyan hangok tévolsidganak meghatarozaséara, amelyeket felhangok irre-
ducibilis, azaz tovabb nem egyszertsithetd tortjeként irunk £l p/q és r/s alakban.
Erre azért van sziikség, hogy egy oktavon beliili hangok tavolsagat is értelmez-
ni tudjuk. Egy példan keresztiil megérthetjiik ennek fontossagat: a 2. felhang az
alaphang oktavja, a 3. az erre épiil§ tiszta kvint, ezért 3/2 a tiszta kvint frek-
venciaaranya. Ha az alapfrekvenciat 1-nek valasztjuk, akkor az alaphangra épiilé
tiszta kvint 1-3/2 = 3/2, amely tehat felhangok hanyadosaként &ll eld.

A tort frekvenidk harmonikus disszonanciajat visszavezethetjiik egészekére,
mivel a (17) egyenletben megfogalmazott szabaly szerint a harmonikus tavolsag
nem valtozik, ha mindkét hang frekvenciajat megszorozzuk egy nemnulla valos
szammal; ezek utan a harmonikus tévolsag (16) definicidja alapjan ki is szamol-
hatjuk a tavolsagot:

pr ps Ikkt(ps, qr)
dp (25) =dp (1) =d — log, — L2 1
i (B0) = i (220) = s ar) = gy P )

Az el6z6ekben ismertetett (18) egyenlet segitségével meghatarozhatjuk a megfe-
lels legmagasabb kozos alhangokat:

1
Imka (1—), f) = —Inko(ps, qr);
q’ s qs

1
Imka (E, 1) = —Inko(ps, qr);
qr qr

Imka(ps, gr) = Inko(ps, gr).
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Nem szeretnénk kiilon kezelni azt az esetet, amikor felhangok hanyadosait vizsgal-
juk, ezért a permanenciaelv szerint kiterjesztjiikk a harmonikus tavolsidg fogalmat.
Tovabba a valosdgban gyakran nem csupan két hangot akarunk vizsgalni, de ezzel
az esettel a kovetkezs fejezetben foglalkozunk részletesen. Ezeknek a természe-
tes elvardasoknak eleget tehetiink, mert a fenti szamitésok leegyszertisithetGek,
majd altalanosithatoak tobb, mint két hangra, ha kihasznéljuk a legkisebb k6z6s
tobbszorosnek és a legnagyobb kozos osztonak irreducibilis tortekre kibdévitett

fogalmat:
p 7Y def lkkt(p,7) p 7\ def Inko(p,r)
Ikkt | =, - | = ————=; Inko|=,- ) = ———. 20
(Q’ 8) ko(g,s) \g¢'s)  Ikkt(qs) 20

Ezzel a (19) egyenlet csupan a (16) definici6 egy speciélis esete, hiszen

amely tovabbalakitva a (20) egyenlet szerint:

" (1375) g, (lkkt(p, r) lkkt(q,s)) | 21)

q s Inko(p, ) Inko(q, s)

Ez az 1j definiciobol adodo képlet a dy <§> g) harmonikus tévolsagra valoban

megegyezik a (19) egyenletben ugyanezen értékre kapott formulaval.
Bizonyitas.

Két szam legnagyobb kozos osztojat ugy szamolhatjuk, hogy mindkettének
vessziik a primtényezds felbontésat, az ebben szerepld Osszes primtényezét a ki-
sebb havanyra emelve vélasztjuk (a 0 hatvanykitevét is beleértve), majd ezeket
a primhatvanyokat Gsszeszorozzuk. Hasonldan két szam legkisebb kozos tobbszo-
rosét tgy szamolhatjuk, hogy mindkettének vessziik a primtényezds felbontasat,
az ebben szerepld Osszes primtényezét a nagyobb hatvanyra emelve valasztjuk,
majd ezeket a primhatvanyokat Gsszeszorozzuk. Ne feledjiik, hogy a p/q és az
r/s irreducibilis tortekbdl indultunk ki, vagyis Inko(p, ¢) = Inko(r,s) = 1. Mivel
a kettes alapu logaritmusfiiggvény szigortian monoton ndé, ezért elegends volna
belatni, hogy a (19) és a (21) egyenletben a dy(p/q,r/s) harmonikus tavolségra
kapott logaritmusok argumentumaiban a tortek egyenléek. Ezt ugy tessziik, hogy
megmutatjuk, hogy a tortek szamlaloi és nevezsi egyenlGek. Két eset lehetséges.

1. p primtényezds felbontésdban szerepel egy b prim a 8, kitevén, s primté-
nyezds felbontasaban pedig a [, kitevén. Ekkor sem ¢, sem r primtényezds
felbontésdban nem szerepelhet b. Igy Inko(ps, gr), Inko(p,r) és Inko(q, s)
primtényezés felbontasaban b a 0 kitevén szerepel, Inko(p, r)Inko(q, s) fel-
bontasdban pedig szintén a 0 + 0 = 0 kitevén.
lkkt(ps, gr) primtényezds felbontasaban b a [, + s kitevén szerepel, és
lkkt(p,r) felbontasaban a f3,, lkkt(q, s) felbontasdban a f, kitevén, ezért
lkkt(p, r)lkkt(g, s) primtényezss felbontasaban a b prim szintén a (8, + G,
kitevén van.
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2. Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy példaul p primténye-

z6s felbontasdban szerepel egy b prim a 3, kitevén, s primtényezss felbon-
tasdban pedig nem szerepel b. Ekkor ¢ primtényezés felbontédsaban nem
szerepelhet b, r primtényezds felbontasaban azonban igen, a 3, kitevén,
amely esetleg 0 is lehet. Igy Inko(ps,qr) és Inko(p,r) primtényezds fel-
bontésaban szerepelni fog b a min{f,, #,} hatvanyon, Inko(g, s) felbonta-
saban pedig nem fog szerepelni, ezért Inko(p, r)Inko(q, s) felbontasaban is a
min{5,, 55} + 0 = min{G,, B} kitevén lesz b.
Ikkt(ps, qr) és lkkt(p,r) primtényezds felbontéséban szerepelni fog b a
max{5,, 5, } hatvanyon, lkkt(q, s) felbontasaban pedig nem fog szerepelni,
ezért 1kkt(p, r)lkkt(g, s) felbontasaban is a max{f,, fs} + 0 = max{8,, s}
kitevén lesz b.

Ezt a ps primtényezds felbontasdban szereplé minden primre elmondhatjuk, és
persze ugyanigy a gr primtényezds felbontasaban szerepldkre is. Tehat a (19) és a
(21) egyenletben a harmonikus tévolsagra adott két kifejezés értéke megegyezik,
ahogy vartuk. [J

A (21) egyenletben a logaritmust ('jsszegre bontva majd a harmonikus tavolsag

BEmCTEITEE
)
)

Ikkt(q, s) '\ (16)
l _— —
+ 108 (lnko(q, s))

=dg(p,r) +du(q,s).

Eszerint a harmonikus tavolsag tadgabb értelmezésében sem veszti el tavolsag jel-
legét. Ezt ellendrizziik is.

Nemnegativitas és null hossz: dy <§= g) két, tagonként nemnegativ harmo-
nikus tavolsig Osszegeként all els, igy maga is nemnegativ. Tovabba:
dH( ) =0 < dg(p,r) +du(q,s) = 0 < dg(p,r) = du(g,s) =0
= (p=rhg=s)=L="1

Szimmetria: dy ( s) =dg(p,v) +du(q,s) =dy(r,p) +du(s,q) = dg ( )

Haromszog-egyenlStlenség: dy; <§ z < (dg(p,t) +
+ du(t,r)) + (du(q, u) + du(u, s)) = (dH( ) + du(q,u) + (du(t,r) +
+ dH(u,s)) = dH (g > + dH (i z)

Foglaljuk 6ssze a fentebbi eredményeink kévetkezményeit.

1. A legmagasabb kozos alhang és a legmélyebb kozos felhang meghatarozasa
a (12) és (13) egyenlet egy specialis esetévé valik:

D T\ def P T\ def hlkO(p,T)
lmk = Inko = —r: 22
m a(q s) (q s) kkt(q,s)’ (22)
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. ot Tkt (p,
Imkf (?,f) 9 ekt (- —) et Iekt(p, 7). (23)
q s

q’ s Inko(gq, s)

2. A 6 abra bal oldali grafjanak éleire relativ prim természetes szamok keriil-
nek, mivel kifejezhetGek a kdvetkezd hanyadosokkal:

P 1 B P Ikkt(q, s)
q’ s

o= —

_r 1 B r lkkt(q,s)
S linka (]_9 f) Inko(p, ) s

q s

(24)
nlkt ) Ikkt(p,r) s

r Inko(g, s) ;

(G

s

Imkf <? r
q S

p

q

) Ikkt(p,7) ¢
D Inko(q, s)°

Bizonyitas.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

p = po - Inko(p, )

r=ro - Inko(p,r)

q = qo - Inko(g, 5)
s = sg - Inko(q, ),

ahol py és rg valamint gy és sp relativ prim természetes szamok. Ezzel a
legkisebb ko6z0s tobbszorost is kifejezhetjiik:

Ikkt(p, ) = porolnko(p,r);  1kkt(q, s) = qosolnko(q, s).

Ekkor o = pgsg; B = roqo. Tehat az vildgos, hogy a, 8 € N. Kellene még,
hogy « és (3 relativ primek, vagyis hogy Inko(«a, ) = Inko(pgso, roq0) = 1.
po-t és ro-t ugy valasztottuk, hogy Inko(pg,ro) = 1. Tovabba ne feled-
jiikk, hogy a p/q és r/s irreducibilis tortekbdl indultunk ki, ezért nyilvan-
valéan Inko(pg,qo) = 1 szintén fenall. Mivel pp-nak az l-en kiviil nincs
més kozos osztoja ro-lal és go-lal sem, ezért az ryqo-lal sem lehet, vagy-
is Inko(pg,70g0) = 1. Ugyanezen gondolatmenet mentén haladva belatha-
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t6, hogy Inko(sg,roqo) = 1 is teljestil. Mivel rogo-nak az l-en kiviil nincs
més kozos osztdja po-lal és sp-lal sem, ezért a ppse-lal sem lehet, vagyis
Inko(poso, 70qo) = 1, és ezt akartuk. [J

3. A kovetkezs azonossagnak koszonhetSen igaz, hogy o = o' és = "
lkkt(q, s)lnko(q,s)  lkkt(p,r)Inko(p, )

qs - pr
Tehat a két hangba mutato élek hosszainak Gsszege megegyezik a legmaga-
sabb k6z0s alhangbol a legmélyebb kozos felhangba vezets ut hosszaval. Ezt
el is vartuk, hiszen a hanggrafrol szeretnénk leolvasni a két hang harmoni-

kus tavolsagat, amely meg kell egyezzen a legmagasabb kozos alhangnak és
a legmélyebb kozos felhangnak a melodikus téavolsagaval.

=1.

Relativ prim felhangok esetén mar felrajzoltuk a hanggrafot. Lattuk, hogy a har-
monikus tavolsag az adott hangokba mutaté élek hosszainak logaritmikus 0ssze-
geként is megkaphat6. Ez tovabbra is igaz marad, ugyanis a (21) egyenletet fel-

hasznélva a dy <§> g) = log, (llﬁlliz((f; :)) 111:1:2((22))> harmonikus tavolsag egyenls a

logy o + logy 8 = logy(a - B) = logy(ar - B') = log, <lnkozzp,7”) lkktéqjs) ’ lkkt;()pjr) lnkoq(q,s)>
értékkel.

Vegyiik a tortek reciprokait. Ekkor a legmagasabb kozos alhang és a legmé-
lyebb kozos felhang alakulasa a kovetkezd:

q s 1 q s 1
Imka -, - )| = ———+—; Imkf|=-, -] = ———.
" (p> mkf(Z,7)” (p) Imka(Z, )

Tehat a tortek reciprokaival valdé szamolas éppen a hanggraf éleinek ellentétes
irdnyitasat eredményezi.

o) (2
7 ?
/ \ RN
g ° i, e g g ° i, e ;
X/ B’ @
o 5
|mkf(g,§) Imka (%f)

6. abra. Bal: lmka(p/q,r/s) gyokerti hanggraf, melynek élein az o = o/ és 3 =
B' relativ prim frekvenciak allnak. Jobb: a bal oldali graf inverz frekvenciaira
felrajzolt hanggraf, melyet az élek megforditasaval nyeriink.

A felsorolt kifejezések érvényesek irreducibilis tortek véges halmazéanak esetére
is.
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Harmonikus disszonancia

Eddigi tudasunkkal a ketténél tobb szélami mitivekben vagy a zenekari el6adasok
kozben felcsendiil§ harmoniak konszonancidjat illetve disszonanciajat egyaltalan
nem tudnank elemezni. Igy a permanencia elvét tovabbra is szem el6tt tartva
szeretnénk béviteni a harmonikus tavolsag fogalmét ketténél tobb hangbdl allo
akkordok esetére. Az alabbi fejezetben ezt fogjuk megtenni.

A legnagyobb kozos osztd és a legkisebb kozos tobbszords tagabb értelme-
zésének koszonhetGen tovabb altaldnosithatjuk a harmonikus tavolsidg fogalmat
olyan hangok véges halmazara, amelyek frekvenciai kifejezhetéek irreducibilis tor-
tekként. Most is ezen hangok frekvencidinak legnagyobb kozos osztoja és legkisebb
kozos tobbszorose kozotti melodikus tavolsagot fogjuk tekinteni. Jelolje a hangok

frekvenciait
Ad:ef{A,:]ﬁ:ieI},
q;

ahol p;, ¢; € NT, Vi : Inko(p;, q;) = 1 és I a véges indexhalmaz. Definialjuk kiilon
a szamlalok és a nevez6k halmazat is:

Hdéf{pi:iel}; @déf{qi:iel}.

Ezutan a (22) és (23) definiciok szerint:

def lnko(H) .

~ 1kkt(©)’
(

def def 1kkt (11
lnkf(4) £ k() < {0 @)>.

Innen a fentebbi hangok kozotti melodikus tavolsagra adodo képlet:

d(lmkf(A), Imka(A)) = log, % = log, % + log, %. (25)

Tehat a melodikus tavolsag szamolhato kiilon a A halmazban 1év6 tortek szam-
laléinak és nevezdinek melodikus tavolsagabol képzett Osszegként:

d(lmkf(A), Imka(A)) = d(lmkf(II), Imka(II)) 4+ d(Imkf(©), lmka(O)). (26)

Imka(A) &of Inko(A)

Véges sok hanghol 4ll6 halmazok esetén a
lIkkt(A)

Ap(A) ¥ d(lmkf(A), Imka(A)) = log, Tko(A) (27)
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mennyiségre a A halmazban 1évé hangok harmonikus disszonancidjaként fogunk
hivatkozni. Tehat a Ay harmonikus disszonancia altalanositja a dy harmonikus
tavolsagot tobb, mint két hang esetére. Hasonléan a (17) egyenletben irtakhoz
teljestil, hogy

Ve € R\{0} : Ag(A) = Ag(zA). (28)

Ha visszatekintiink a (26) egyenletre, akkor észrevehetjiik, hogy a harmonikus
disszonancia kifejezhets a kovetkezs additiv képlettel:

An(A) = Ap(ID) + Ay (O). (29)

Ennek segiségével valamint az (1) és (2) egyenletek alapjan altalanosithatjuk
a konszonanciat, ahogy Helmholtz is tette. Azaz a A halmazban 1évé hangok
harmonikus konszonanciaja definialhat6 tgy, mint

det . Inko(A)  Inko(II) Inko(©)

Cu(h) = 100703y = 10005 Tkke(©)

Erdemes megjegyezni, hogy a harmonikus disszonancia nem additiv, azaz nem a
hangparok kozotti disszonancidk osszege. Példaul legyen p = 2, ¢ = 3 és r = 5;
ekkor azonban lkkt(p,q,7) = 2-3 -5 = 30 # lkkt(2, 3) + 1kkt(2,5) + 1kkt(3,5) =
6+10+15 = 31. Ehelyett additiv a frekvenciahdnyadosok szamléloira és nevezdire
nézve, amint azt fentebb levezettiik.
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Hangolasi rendszerek

Piithagoraszi hangolas

Ebben a fejezetben a pilithagoraszi skala frekvenciaosztalyai k6zott fogunk harmo-
nikus tavolsdgot szémolni. Ezt a hangsort tigy kapjuk, hogy vessziik az 1 egység
mint alaphang masodik és harmadik felhangjat, amelyek az alaphang oktavjanak
és az oktav kvintjének felelnek meg, majd ezekbdl generaljuk a tovabbi hangokat.
Tehat a frekvenciaosztalyokat a kovetkezSképpen irhatjuk fel:
327
g;
ahol a faktorizacié miatt tovabbra is teljesiilnie kell a hangokra, hogy 1 < v, < 2.
A (7) egyenlet miatt minden egyes p (kvint hatvanykitevéje) esetén a g (oktav
hatvanykitevGje) egyértelmiien meghatarozott:

vp = p,q €N,

1 <v, <2
0 =log, 1 <logy,v, <log,2 =1
0= |log, vy

p (30)
0= log, o |

0 = [plogy(3) — ¢
q = |plog, 3].

Szamoljuk ki két hang harmonikus tavolsagat, legyenek ezek v, dof 3P /2P s
Uy Lf 3 /27 Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy p > p', hiszen
ez nem korlatozza v, és vy relativ hangmagassagat. Err6l konnyedén megbizo-
nyosodhatunk egy példan keresztiil. Valasszuk p-t 2-nek, p’-t pedig 1-nek. Ekkor
q=12log,3] =3és ¢ =|1llog,3| =1, igy v, = 9/8 < vy = 3/2, azaz a v, hang
mélyebb, mint v, annak ellenére, hogy p > p’. Vizsgaljuk meg, hogy ez milyen
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hatassal van ¢ és ¢’ kapcsolatara:
plogy 3 > p'log, 3 = |plog, 3| > [p'log, 3.
Ezt Osszevetve a (30) levezetés végeredményével lathatjuk az Gsszefiiggést:
p>p =q>4.

Ezutan kiszamolhatjuk a hanggraf tovabbi két csicsat:

3 3v Inko(37,37) 3¢

lmka(vp, Up/) = Inko (E, ﬁ) = lkkt(Q—q’Zq/) = E,

(31)
3r 3 Ikkt(37,3") 3P
Imkf N=lkkt | —, — | =——"—F = —.
mkE (vp, vy) <2q’ 2q'> Inko(2¢,27) ~ 2
A (24) egyenletekkel analog modon megkaphatjuk a hanggraf éleire irt pozitiv
egész értékeket:

Up _ 3p_p/ )

a Imka(v,, v,y) ’

8=

e —

Imka(v,, v, )
Végiil a harmonikus disszonancia a két hang kozott:

Imkf (v, v,)

:l :l P—P/2Q—q/ — o 1 o . 2
082 Imka(v,, v,) 0g(3 ) = (p—p")1ogy 3+(q—¢'). (32)

Ap (v, vy)
Itt érdemes megjegyezni, hogy mivel ¢ és ¢’ kifejezhets p és p’ monoton néve fiigg-
vényeként, ezért minél nagyobb a p — p’ kiilonbség, annal nagyobb a harmonikus
disszonancia. Mas szavakkal rogzitett p’ és vy esetén a harmonikus disszonan-
cia p szigortian monoton nové fiiggvénye. Tovabba pilithagoraszi hangolas esetén
is egyszertien a hanggrafrol leolvashatjuk a harmonikus disszonanciat, ugyanis
log, a + log, 8 = logy(aff) = logy (37772977 a v, és v, csicsokba mutaté élek
hosszainak logaritmikus Gsszege, amely éppen a (32) egyenletben a Ay (v, vy)
harmonikus disszonanciaval megegyezé érték.

A (3) egyenletben definialt I fiiggvénnyel kifejezhets volt egy v frekvencia-

sz 0z

bevezetjiik a
def
Hs(p) = plogy 3 + |plog, 3] (33)

fiiggvényt. Ez piithagoraszi hangolas esetén méri egy v, frekvencianak az 1 egy-
ségtdsl vett harmonikus tavolsagat.

Bizonyitas. A Hj fiiggvény ezen tulajdonsaga egyszertien igazolhato azaltal,
hogy v, = 37" /29 = 1 akkor és csak akkor teljesiilhet, ha p’ = ¢’ = 0, hiszen igy
valoban

(32) (30)
A (v, vy) = Ap(vy, 1) = (p—p')logy 3+ (¢ — ¢') = plogy 3 +q =

(30) (33)
= plog, 3+ |plog, 3] = Hj(p). U
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Az alaphangtol mért harmonikus tévolsag az alaphangtol tavolodva egyre né.
A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy piithagoraszi hangolés esetén kozel linearis
tempoban tavolodunk. Ezzel a v, plithagoraszi hangot nem csupan meghatarozza
a p kvint indexe, de még a hangok koézotti harmonikus tavolsagot is linearisan
kozelithetjiik a kvintek p hatvanykitevinek fliggvényében.

Az Gjonnan bevezetett Hj fliggvény kozelithetd a vizsgalt hangsor n hangjé-
nak megfeleltetett x = 0;1;...;(n — 1) pontok koriili y = kz alaka regresszios
egyenessel. Az azonositas ugy torténik, hogy az x értékek jelolik a kvint p hat-
vanykitevGjét. Példaul az x = 0 pontban az alaphang all mindig, mivel ekkor

= 0 szintén, ¢ = |0log, 3| = 0, igy vop = 3°/2° = 1. Ugyanebben az z = 0
pontban a fliggvényérték, azaz az alaphang 6nmagaval vett harmonikus disszo-
nancidja H3(0) = 0log, 3 4+ [0log, 3| = 0, tehat helyénvalo egy y = kx alakau,
origon atmend regresszios egyenessel valo kozelités. Altalanosan azt mondhatjuk,
hogy H3(p) = 2plog, 3—¢, ahol € a {plog, 3} tortrész. Feltételezhetjiik, hogy € egy
egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo a [0; 1) intervallumon & = 1/2 varhato
értékkel. Ezutédn a legkisebb négyzetek modszerével adhatunk becslést a k& mere-
dekségre. Legyen a = 2log, 3. Ekkor az y = kxz linearis egyenessel kozelitendd
értékparjaink halmaza {(p;; ap; —€)}ic1,m, @« € R, p; =i —1, 1 < n-ekre. Innen
mar szamolhatd, hogy varhatéan mennyi lesz a négyzetes eltérés minimuma, azaz

rnkin {Z(kpl — (ap; — 5i))2} mkin {Z(kpZ — ap; + ei)Q}] )

i=1 i=1

E =E

A minimalizalandé kifejezés k masodfoktu polinomja, igy minimumat kereshetjiik
differencialassal. SzélsGérték ott lehetséges, ahol a k szerinti elsé derivalt nullaval

egyenlG:
n !/
<Z(/€pz —ap; + 52‘)2) =0

i=1

n

Z 2(kp; — ap; +¢€)p; =0
i=1

n

> kpi —ap} +epi =0
i=1
E?:l ap% + EiDi
> i1 D}
k= — Z?:l EiDi
— —Zn 7
i=1 p;

Ez valoban szélsGérték, méghozzé lokalis minimum, hiszen a k szerinti mésodik
derivalt itt pozitiv:

n " n / n
(Z(lﬂpZ —ap; + ei)2> = (22 kp; — ap; + €ipi> = QZP? > 0.
i=1

i=1 i=1

k:

Mivel a minimalizalandé kifejezés k pozitiv f6egyiitthatdos méasodfokt polinomja,
ezért nemcsak lokélis, hanem egyben globalis minimumhoz jutottunk. A varhato

31



meredekség kiszamitasanal feltessziik, hogy minden i-re p; és ¢; fiiggetlen valodszi-
ntiségi valtozok, valamint kihasznaljuk a varhato érték linearitasat:

Do P > et P

Vegyiik észre, hogy a szamlaloban 0-t6] (n — 1)-ig a szamok dsszege, a neveziben
n(n+1)

a négyzetossszege szerepel. Ismeretes, hogy az els6 n szam Osszege ——, a négy-
zetOsszege pedig w. Ezeket felhasznélva a képlet tovabb egyszertisodik:
(n—21)n 3
E[k’] :@—ém:a—€2n_l.
6
Végiil helyettesitsiik be a-t és &-t:
3
Elk] = 21 3) —
K] = 2logy(3) - ",

amely nagy n-ek esetén tart a 2log,(3) értékhez.
Ezek utan a k meredekségre adott becsléstink standard hibajat is kiszamolhatjuk:

i1 Eili 1
D2<k’) = D2 <Oé — —Zzﬁl ) =0+ ~n 95 Z?_ D2(81p1> =
> i P} (i, pp)? =
1 n 2712 ZTL—1 pzZ 2 D?*(g;)
= - 5 = pzD E; :;;D &) = <n  5-
(i p?)? 2im (€ (> oim p})? (&) D> i P
Egy [0; 1) intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo szorasnégyzete
1/12. Ezt felhasznélva:
1

B 12 Z?=1 p?

1
e

Mindezek alapjan a komolyzenében hasznalatos n = 12 foka hangsor esetében az
egyenes meredekségére adott becsléstink varhatoan E[k] + D(k) = 3,10 + 0, 01,
amellyel a 7 dbran lathato illesztést kapjuk.

D?(k)
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7. abra. A 12 foku piithagoraszi hangsor hangjainak az 1 alaphangtol vett
Ap(vp, 1) harmonikus tévolsagai (piros pontok) és az ezeket kozelit§ regresszi-
0s egyenes.

Mivel a Hs(p) fiiggvényértéket tehat varhatoan az E[k]p = (2log,(3) — 125)p

érték kozeliti, ezért a két hang kozotti harmonikus disszonancia kozlithets a ko-
vetkezé kiilonbséggel:

Ap(vp, vy) = Hs(p) — Hs(p') = E[E](p — p').

Ebbél azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a kvintek indexeinek p—p’ kiilonbsé-
ge jo mérdszamként szolgal a hangparok harmonikus disszonancidjanak mérésére
piithagoraszi hangolés esetén.

Erdemes megvizsgalni, hogy mi torténik, ha az eddigi két hangunkhoz hoz-
zévesziink egy v, hangot, amely kielégiti a p > p” > p relaciot. Ez csakugy,
mint két hang esetén, most sem hatérozza meg a hangok relativ hangmagassagat,
igy az 1j hang nem biztos, hogy a két eddigi kozott fog szolni. A harom hang
legmagasabb kozos alhangjanak és legmélyebb kozos felhangjanak meghataroza-
sa a (31) egyenletben kiszamolt érékekhez vezet, mert a legnagyobb kozos o0szto
és a legkisebb kozos tobbszords nem valtozik. Tehdt harom hangbol 4ll6 halmaz
harmonikus disszonanciaja csak a kvintek p indexeinek szélsg értékeitdl fligg:

Ap(Vp, vy, V) = A (vp,vp) <= p>p" >p.

Ekkor a hanggrafnak lesz egy 1j éle a harmadik dimenzidéban, amelyre a

Up// Up// _ 3p//_p/ 2q_q/

a Imka(v,, vy, vyr) - Imka(v,, v,)

v

aranyszamot irjuk. Az ilyen élek az eddigi két hang cstcsaibdl indulo élekkel a
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legmagasabb kozos alhangban és a legmélyebb kozos felhangban talalkoznak.

A 8 abra a C alaphang és a 12 foka hangsor hangjai k6zott 1évé harmonikus
tavolsagot abrazolja attol fliggden, hogy a tiszta (kék vonal) vagy a piitagoraszi
(piros vonal) intonéciot hasznaljuk. A kovetkezd fejezetben kiegyenlitett hango-
las esetén fogunk kozelitést adni a temperalt hangokra tisztan intonalt hangok
segitségével.

F#/Gb(6)

8. abra. Logaritmikus skadlan mért harmonikus tavolsdg a C alaphang és két 12
foka hangsor hangjai kozott: tisztan intonalt (kék vonal) és pilithagoraszi hango-
lasu (piros vonal). Zarojelben p értéke (a kvint indexe) szerepel. Forras: Cubarsi

- Harmonic distance in intervals and chords.

Kiegyenlitett hangolas

A kovetkezs fejezetben a ma hasznalt kiegyenlitett hangolast elemezziik. Ebben
a hangolésban a szomszédos hangok hangkdzei ugyanakkordk, vagyis a hozzajuk
tartozo frekvencidk aranya allando, ezért a szomszédos hangok frekvencidi mér-
tani sort alkotnak. Eszerint azonban régton problémaba iitkéziink a harmonikus
disszonancia szamitasédnal, hiszen azt racionalis szamok véges halmazan értel-
meztiik, emiatt csak kozelitett értékekkel szamolhatunk. A fejezet els6 részében a
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felhangokat fogjuk a kiegyenlitett hangolas hangjaival kozeliteni, a méasodik részé-
ben pedig forditva, a kiegyenlitett hangolést felhangok hanyadosaval. Ez utobbi
jelentGségét ismét egy példan keresztiil érzékeltetjiik.

Tegyiik fel, hogy C az alaphangunk, amely az 1 egységnyi alapfrekvencian
sz6l, és énekeljiink!

I—J—I

o

- -
Bo-c¢i, bo-ci  tar- ka

Remélem, mindenki fiilében ott van most a jol ismert dallam. A Boci boci
tarka kezdeti népdal egy diar harmashangzatra épiil, amely két szélsé hangja
tiszta kvintre helyezkedik el egymastol. Ha most gitdron jatszanank el ugyanezt,
akkor a tar-ka részre varnank a C alaphang G tiszta kvintjét, azaz a 3/2 = 1,5
frekvenciaaranyt, azonban a 2 tabéazatbol kiolvashatjuk, hogy ehelyett a 27/12 =
= 1,498 frekvenciat kapjuk. Mégsem hallanank hamisnak a gitarjatékot, mert a
jol ismert dallam temperalt hangjait fiiliink a tisztan intonalt hangokkal, azaz
felhangok hanyadosaval korrigalja. Ezek a tisztan intonalt racionalis frekvencidk
nem jelennek meg a kiegyenlitett hangolast hangsorban, ezért keletkezik hiba.

Egy n foku kiegyenlitett hangolast hangsor esetén nem beszélhetiink harmoni-
kus disszonanciardl, mivel a hangok frekvenciai 2/, 0 < i < n alaku irracionalis
szamok, csakiigy mint az egyméshoz viszonyitott aranyuk. Ha az elemi tavol-
sagokat (12 foku hangsor esetén a félhangokat) racionélis szamokkal kozelitjitk
2'/" ~ p/q alakban, akkor a harmonikus tavolsag két hang kozott

Ap (207,20 x5 Ay <S pj) E Al p) + Al @) =

q]
B Ikkt (p?, p7) Ikkt(q’, ¢’)
= log (1nko< >) log, (lnkowaqf)

= log, p|i7j| + log, Q‘iiﬂ = |i — j|log, pq

lenne, amely egy egydimenzios melodikus tavolsag.

Tenney azonban azt allitja az 1938-as John Cage and the Theory of Har-
mony cimd mivében, hogy egy kozel tisztan intonalt hangsor esetében, amilyen
a kiegyenlitett hangolast hangsor is, a fiil hajlamos a legkisebb tisztan intonalt
harmonikus tavolsag felé félrehallani. Ezt igazolhatjak a kategorikus észlelés jelen-
ségének alapjai, miszerint egy fizikai értelemben folytonos fogalom (jelen esetben
a hangkozok) altal létrejott ingerek kiilonbozs kategoridkba sorolhatoak [16], [1];
habar hangkozok keltette ingerek természetes kategoridinak észlelése kizarolag ze-
neileg képzett fiil szaméara lehetséges. Ha egy kiegyenlitett hangolési hangsorban
megprobaljuk megbecsiilni hangok egy halmazanak a harmonikus disszonancia-
jat, ahol tehat a hangkozok frekvenciaardanya kissé eltér a tisztan intonaltétol,
akkor kézenfekvének tiinik a tisztdn hangolt hangsorban tekinteni a melodikus
tavolsagot a hangok legmélyebb ko6zos felhangja és legmagasabb kozos alhangja
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kozott mint egy kozelitést a kiegyenlitetten hangolt hangsor harmonikus disszo-
nanciajara. Dolgozatomban késGbb részletesen kifejtem, hogy kezdetben egy ilyen
helyettesités megengedhet&sége a hallgaté kulturalis hatterétsl és a megadott
hangoktol egyarant fligg, valamint ha a megfelels frekvenciak elég kozel vannak
egymaéshoz, akkor természetes. Moore, Peters és Glasberg [13| szerint a mély
felhangok (n < 5) félrehangolhatoak nagyjabol 1 — 3%-kal a pontos hangmagas-
sagukhoz képest, és még igy is ugyanahhoz a felhangsorhoz tartozonak fogjuk
érezni Gket. Ez a hibahatar azonban csokken magasabb felhangok esetén, vala-
mint fligg a részhangok intenzitasatol, illetve attol, hogy a hang csengésének ideje
lehet6vé teszi-e lebegések észlelését. Példaul a 2 4bran lathato, hogy a 12 hangbol
allo egyenletesen hangolt hangsorbeli négy hang érzékelhets disszonancidjanak
gorbéje (z0ld szaggatott gorbe) kozel van a tiszta hangolasbeliéhez (piros folyto-
nos gorbe). A relativ minimumok a négy hang és a megfelels frekvenciaaranyok
hangjainal helyezkednek el. Ugyanez érvényes piithagoraszi hangolasra is (ez nincs
feltiintetve).

Tegyiik fel, hogy egy n hanghol allo kiegyenlitett hangolast hangsorban az
egymashoz képest relativ prim p és ¢ felhangokat a 27/ és a 29/ hangokkal
kozelitjiik.

Allitas. A P ¢és Q értékeket becsiilhetjitk a legkozelebbi egésszel a k : R — Z
kerekitéfiiggvényt hasznalva:

P k(nlog,p); Q%X k(nlog,q). (34)

Bizonyitas.

Legyen a/b =~ log,p és d'/b/ ~ log,q jol kozelit6 irreducibilis tort. Mivel
a kiegyenlitett hangolasi hangsor n darab hangja 2" i € {1,...,n} alaku,
igy logaritmusuk i/n alaku kell legyen, tehat az a hangsor, amelynek hangjaival
becstilni tudjuk a p és ¢ felhangokat, legalabb n = lkkt(b, ') darab hangbol kell
alljon. Ha (8 és (' olyan pozitiv egész szamok, amelyekre 5b = [0 = n, akkor
a P és @ értékeket ugy nyerhetjik, hogy P = k(nlog,p) = n(a/b) = Ba és
Q = k(nlog,q) = n(a’/b') = fa. Igy ha valoban a p és q felhangok kettes alapt
logaritmusait jol kozelité a/b és a' /b irreducibilis tortekbdl indultunk ki, akkor a
2P/m 6 2@/™ hangok kozelitik a p és ¢ felhangokat. [

Alkosssuk meg a 9 abran lathato két grafot. A bal oldali az 1 alaphangb6l mint
gyokérbsl indulé hanggraf a p és ¢ élekkel valamint a p'q’; i,j € Z csticsokkal.
A jobb oldali graf elnevezése Tonnetz. Ez a kiegyenlitett hangolast hangsorhoz
tartozo tonalis halozat (ahol a hangok esetlegesen tobb oktavhoz tartozhatnak).
Itt a frekvencidk helyett elég a 2 hatvanyok kitevGiben szereplé szamokat hasz-
nalnunk cstcsok gyanant, vagyis a P és () értékeket, amelyeket a p és g frek-
vencidkbol rendre a k(nlog, p) és k(nlog, q) képletekkel nyerhetiink. A két graf
izomort, azaz létezik a két graf kozott bijektiv struktiaratartod leképezés. Tovabba
ha a (34) egyenlet altal biztositott becsléseink elég pontosak, akkor a bal oldali
graf tulajdonséigai igazak a jobb oldalira is, &m a Tonnetz esetében a harmonikus
tavolsagokat a cstucsokra és élekekre irt szamok n-nel valo osztasa utan kaphatjuk
meg.
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9. abra. Két izomorf hanggraf: a bal oldali a p és g felhangokhoz tartozik, a jobb
oldali egy n fokt hangsor el6bbi felhangoknak megfelels 2¢/™ és 29/™ hangjaihoz
tartozik. A jobb oldali nevezetes graf a Tonnetz.

Tegyiik fel, hogy a p felhangot az n hangbdl all6 egyenletes hangolast hangsor
egy hangjaval kozelitjiik. Ekkor a (34) egyenletben adott kozelitésiinknek van egy
€ hibaja:

e & oP/n _

A bal oldali grafon a két felhangbol indulo egy-egy él a (p + €)q csticsban met-
szik egymast ahelyett, hogy a pq legmélyebb k6zos felhangban talalkoznanak. A
Tonnetz-en ez a hang a log,(p + €) + log, ¢ hangnak felel meg (tekintet nélkiil
minden csiics n-nel valo osztésara). Innen levezethetjiik a Tonnetz legmélyebb
kozos felhangjanak a tiszta intonacidval kapotthoz viszonyitott relativ hibajat,
amely egyben a graf relativ hibajat mutatja:

def
e = (logy(p + €) 4+ logy q) — (logy p + log, q) =

= log, (pq + €q> = log, (1 + E) .
pq p

Ha észleljiik ezt a mennyiséget hangok megszolaldsakor, akkor nem hasznalhatjuk
fol a harmonikus disszonancia tulajdonsagait, &m ha nem észleljiik, akkor a bal
oldali graf szerint szdmolhatunk. e értékét 1200-zal szorozva megkapjuk a hibat
centben kifejezve.

Ha példaul a p = 3 felhangot a 12 foka egyenletes hangolast hangsor 2'9/12 =
2,997 hangjaval kozelitjiik, akkor a hiba centben 1200e = 1200log,(1 + €/3) =
1200log,(1 + (2912 — 3)/3) = —2,0, azaz egy alig érzékelheté mennyiség. A
p = 5 felhangot a 12 foki egyenletes hangolast hangsor 22%/12 = 5,040 hangjéaval
kézelitve a hiba 1200e = 1200 log,(1+¢€/5) = 1200 log, (14 (2%/12-5)/5) = +13,7
cent, amely nagyjabol a névleges hangmagassag 13, 7/1200 ~ 1%-a. Moore, Peters
és Glasberg [13] szerint a hang viszonylagos hangerejétdl fiiggden ezt még mindig
hallhatjuk az 6t6dik felhangnak. Ebben az esetben a 9 abra bal oldali grafjan mért

(35)
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Ay (p,1) = log, p harmonikus tavolsag és a Tonnetz-en mért P/n harmonikus
tavolsdg nagyon kozel van egymashoz.

A forditott irdnyu kozelités vizsgalata is nagy jelentGségi, tehat most egy n
foku kiegyenlitett hangolasti hangsor tetszéleges hangjat kozelitjik relativ prim
felhangok hanyadoséaval. Ezt azonban tobbféleképpen is megtehetjiik. Példaul a
210/12° — 1 782 frekvencia szamos modon kozelithets. Egy keleti zenén nevelke-
dett zenész javithatja a 7/4 = 1,750 frekvenciaaranyra; egy hegediijatékos, aki
a piithagoraszi hangolashoz szokott, gondolhatja a 16/9 = 1,778 hanyadosnak;
és egy gyakran régi zenét hallgato fiil érezheti a 9/5 = 1,800 hangnak. A felso-
rolt frekvenciaaranyokban szerepld felhangokra a 12 foku kiegyenlitett hangolasu
hangsor hangjaival adhato kozelitések a kovetkezdk:

7~ 9(1/12)k(1210g, 7) _ 934/12. 4 _ 924/12. |G — 948/12

0 ~ 2(1/12)-k(1210g2 9) _ 238/12. 5~ 2(1/12)-k(1210g2 5) 228/12‘

Ezekkel jo kozelitést nyerhetiink a megfelels frekvenciaaranyok 1 alaphangtol vett
harmonikus tavolsagara, ha a kiegyenlitett hangolast hangsor esetében a fentebb
leirt modon, a Tonnetz segitségével értelmezziik és szdmoljuk a harmonikus ta-
volsagokat:

( 7
Ay (4 ) B Ap(7,22) "2 10, 7 1 210g, 2 = 4, 81

| Ap(234/12,9212) T 1—12(34 + 24) = 4,83;

e (196 ) B Ap(2t,32) M 410g, 2 1 210g, 3 = 7,170
\ A (28/12 938/12) Tonnetz 112 (48 + 38) = 7, 167;

(A, (2 ) ® Ay (32,5) " 9100, 3 4 logy 5 = 5, 49

\ A (23812 928/12) Tonnetz 12(38 +28) = 5,50.

Egy matematikai modell sem képes megjosolni, melyik hangmagassagbeli korrek-
ciora keriil sor, ha egyaltalan torténik korrekcio. Am ha mégis helyettesitjiik a
hangokat, akkor meg szeretnénk hatarozni azokat a feltételeket, amelyek mellett
a két grafon a megfelel6 harmonikus tavolsagok eltérése kicsi. Ehhez bevezetjiik
a kovetkezd fogalmat.
Definici6é. Azt mondjuk, hogy két hanggraf hasonld, ha a két grafon a megfelels
harmonikus téavolsagok eltérése egy kiiszobérték alatt van.

Legyen v egy n foku kiegyenlitett hangolasi hangsor egyik frekvenciaosztalya,
amelyet a p'/¢’ hanyadosként hallunk, ahol p és ¢ egymashoz képest relativ prim
felhangok. Ekkor a fentebb leirt becslési moédszerrel mondhatjuk, hogy

v =2WmA-B) & P ahol A ki l0g, p), B k(nlog, ). (36)
q

Tegyiik fel, hogy ugyanebben az n foku kiegyenlitett hangolésti hangsorban ezeket
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a felhangokat a p ~ 27/™ és q =~ 29/™ értékekkel kozelitjiik, ahol P = k(nlog, p) és
Q = k(nlog, q). Annak érdekében, hogy a két graf hasonlé maradjon akkor is, ha
a tisztan hangolt hangsor hanggrafjaban i cstucsot lépiink p iranyba és j cstcsot ¢
iranyba, A és B P-bdl és (Q-bol aranyosan szarmazd mennyiség kell legyen, azaz
A = iP és B = jQ. Tehat barmely p felhang esetén (és hasonloan barmely ¢
esetén is) teljesiilnie kell a kovetkezs egyenletnek:

k(nlog, ') = i - k(nlog, p). (37)

Ez ¢ = 1-re magatol értet6dGen teljesiil. Mindezt felhasznalva a harmonikus ta-
volsagot becsiilhetjiik az aldbbi modon:

Pt 28 o (1)5(10) .
Ap <?’1) 2 AH(p,qJ)( = )Zlogwﬂloggq
1

n

(38)

7 y onnetz . . 1
A g (20F/m, 23Q/m) TR Z (1P 1 Q) = —(A + B).
n

Ahhoz, hogy meghatérozzuk, mely i értékekre teljesiil a (37) egyenl6ség, bevezet-
jik az r maradékfiiggvényt:

e 1
r(p) € nlogyp — k(nlogyp),  Ir(p)| < 5. (39)

Az 1/2 azért felss korlat a maradék abszolut értékére, mert az egészre kerekitett
értéktol vett eltéréssel definialjuk. Innen a Tonnetz p' hanghoz tartozo cstcsét a
(39) egyenlet alakitasaval kapjuk:

r(p) = nlog, p — k(nlog, p)
nlog, p = k(nlog, p) + 7(p)
n-ilog, p = i(k(nlog,p) +r(p)) (40)
nlog,p’ =i k(nlogyp) +i-r(p)

k(nlog, p') = k(i - k(nlogyp) +i-7(p))

Vegytik észre, hogy i - k(nlog, p) egész, azaz k(i-k(nlogyp)) = i-k(nlog, p), ezért
a Tonnetz p’ hanghoz tartozé csticsanak meghatarozasanél csakis az i - r(p) tag
tortrésze dont a kerekitésnél, vagyis:

k(nlogy p') =i - k(nlogy p) + k(i - 7(p)).

Innen mér latszik, hogy a (37) egyenletbeli k(nlog,p’) = i - k(nlog, p) feltéte-
lezéstink akkor és csak akkor igaz, ha k(i - r(p)) = 0. Kerekitésrdl 1évén szo, ez
pontosan akkor teljestil, ha [i - r(p)] < 1/2. Az ekvivalencia tranzitivitdsanak
koszonhetGen tehat azt mondhatjuk, hogy

; . . 1
k(nlog, p') =i k(nlogyp) <= [i-r(p)| < 5.
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Az |i-r(p)| < 1/2 feltétel biztositja ¢ maximalis értékét, valamint meghatarozza
a (35) egyenletben definialt relativ hibajat annak a kiegyenlitett hangolasbéli
hangnak, amelyet fiiliink a p’ felhangra korrigal, azaz amelyet a p' felhanggal
kozelitiink:

1P

eyl = | = —log, p| @
y4 n 2

iP i-k(nlog,p) +i-r(p)
n n

E — M‘ - ‘logQ 9iP/n _ log, 2(1/n)(iP+i~r(P))‘

n n
o (1/n) (i () 1
_ _ —(1/n)(ir(p N B
= |log, o(1/m)iP+ir() | |log, 2 | = ‘ ot r(p)‘
1. 1. 1
= |——|]i- = —|i- < —.
- i - r(p)] nll r(p)| o

Ekkor egy 12 foka kiegyenlitett hangoldsii hangsorban a névleges hangmagas-
sagtol vett eltérés abszolut hibakorlatja (1/(2-12)) - 1200 = 50 cent, azaz egy
50/2 = 25 cent sugart kérnyezet. Innen a névleges hangmagassagtol vett eltérés
relativ hibaja 25/1200 = 2,1% lehet hasonloan a maximaélis érzékelhetd relativ
hibahoz, amelyet Moore, Peters és Glasberg [13]| hataroztak meg. Végiil ha egy v
kiegyenlitett hangolasbeli hangot a v &~ p’/¢’ hanyadosra korrigél fiiliink, akkor a
log, (p'/q’) = log, p* — log, ¢/ logaritmusazonosség ¢s a haromszog-egyenlGtlenség
felhasznalasaval a relativ hiba az el6z6ekhez hasonléan szamolhato:

1. , 1
v = — . —_— . < .
|eo] nlz r(p) —j-r(q)] "

Ez ugyanaz a hiba, amelyet a (38) egyenletben szamoltunk. A kozelités addig
érvényes, amig az érzékelhets relativ hibak kisebbek, mint a matematikai relativ
hibak.

Adhatunk korlatot a 2%/™ kiegyenlitett hangolasbeli hang kétféle korrekciojé-
bol adodo harmonikus tavolsagok eltérésére. A két korrekcio legyen v = A — B =
= A'—B'. Ezt ugy is tekinthetjiik, hogy a kiegyenlitett hangolasbeli hangmagassa-
got valaki az a/b = 2%/™ tisztan intonalt hangnak hallja, mas pedig az a’ /b ~ 2%/™
hangnak, igy ezek a kozelitéseink. A (38) egyenletben méar kiszamoltuk a harmo-
nikus disszonanciak ily médon kapott becslését: Ay (22/", 1) = (1/n)(A+ B) =
= (1/n)(z+2B) és A (27", 1) = (1/n)(A' + B') = (1/n)(x +2B’). Végig a 2%/"
kiegyenlitett hangolasbeli hang és az 1 alaphang harmonikus tavolsiagat becsiiljiik,
ezért a Ay fiiggvény argumentumaét elhagyjuk. Tehat Ay — A, = (2/n)(B—B').
A (36) egyenletnek koszonhetGen tudjuk, hogy B = k(nlog, b). Ez tovabbalakit-
hato a (39) egyenletben definialt maradékfiiggvénnyel; ha a maradék r(b) = p
és |p| < 1/2, akkor B = k(nlog,b) = nlogyb — p. Ugyanigy B’ = nlog, b’ — o/,
ahol |p/| < 1/2. Helyettesitsiik vissza az igy kapott értékeket B-re és B'-re, majd
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alkalmazzuk a logaritmus azonossagait és a haromszog-egyenlStlenséget:

2

A= 8= |25 - )

- '%([n10g2b — p] — [nlogy b — p'])

| b p=/
0g9 b 0
| + Ip’|>

n

N
:’2((log2b—log2b’)—p p)‘:2
n

b b
st P <o

log, Yy
<2
Ez az eltérés a kozelitésekhez hasznélt irreducibilis frekvenciaaranyok nevezsit6l
fiigg: minél kozelebb vannak egyméashoz, azaz minél jobban megkozeliti b/b" aréany
az l-et, annél kisebb a harmonikus disszonancidk eltérése. Példéul ha egy 12
foku kiegyenlitett hangolasbeli hangot valaki a 16/9 hangnak hall, mas fiile pedig

ugyanezt a hangot a 7/4 hangra korrigalja, akkor a harmonikus disszonanciak

pontos eltérése |Ay(21/3%) — Ay (7/22)] (11:010) |(41og, 2 + 2log, 3) — (log, 7 +

+ 2log, 2)| = 2,36. Ehhez az el6bbi levezetésiink alapjan valoban megfelels felss
korlatot adhatunk: 2|log,(9/4)| + (2/12) = 2,51.

A fentebbi eljaras kozvetleniil altalanosithatd tobb, mint két hang esetére.
Tekintsiik egy n foku kiegyenlitett hangolast hangsor frekvenciaosztalyainak egy

/

p—p

_|_

i

2
+ =
n

b
log, Yy

y {vi }ier halmazat, valamint definialjuk az alabbi halmazokat és értékeket:

A {x _ o

q)

def o def i .
%’Ui}, H:{pi }7 @:{qiﬂ}ﬂ

p k(nlogypi), Qi S k(nlogy gi),

amelyekre teljesiil, hogy v; = 2(/M(@Pi=5iQ:) tovabba hogy |aur(p;)| illetve | B (q;)]
nem érzékelhets, nem hallhato relativ hibak. Ekkor a v; frekvenciaosztalyok har-
monikus disszonanciaja kozelitheté a A halmaz harmonikus disszonanciajéval a
kovetkez6 modon:
(27);(25) lkkt (IT) 1kkt(©)
n(A) %82 Tnko(T) %2 Tnko(©)

1
Ag(V) = - Z i Py + y;Q,

el

> log, pi +logy ¢

el

ahol Vi : x; < a; és y; < ; nemnegativ egészek.

A harmonikus disszonancia (27) definicioja és a (25) azonossag segitségével
hasonldéan meggondolhat6 az az eset, amikor minden egyes v hangmagassagot egy
A= (pi*.. .pg’“)/(qlﬁ1 . qlﬁl) hanyadossal kozelitiink.

Az Osszehasonlitott hangokat a 2 tablazatban lathatjuk osszefoglalva, hango-
lasi modszer szerinti bontasban.
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Kiegyenlitett Piithagoraszi Tiszta

C |Cisz| D Disz C Cisz D Disz C Cisz | D | Disz

37 3? 3° ] 16

1/12 2/12 3/12 —
1 ]2 92/12 | 93/ 1 DT > ot B

ool ©
ot O

B F | Fisz| G B F | Fisz| G E F |Fisz| G

24/12 25/12 26/12 27/12 3_4 3_11 36
26 917 29

45
32 2

DN o
=] Ot

Gisz| A | Aisz H Gisz A Aisz H Gisz A Aisz| H

38 33 310 35

8/12| 99/12| 910/12| o11/12| 2 | 2 | 2 | 2 -
2 2 2 2t/ 912 24 915 97 5

) 9
3 5

2. tablazat. 12 foka kromatikus skélak abécés hangokkal és frekvenciaaranyokkal
hangolasi modszer szerinti bontasban: kiegyenlitett hangolas, piithagoraszi han-
golés és tiszta hangolas.
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Fuggelék

A Piithagoraszi hangolas cimii fejezethez tartozo

Python kédok

A 7 Abrahoz tartoz6 szamolasok Python kodjai

2 import math

3 import numpy as np

s5n = 12

list(range (n))

el
Il

list( ( np.array(p) * math.log2(3) ) % 1)

]
[0)
]

9o print (’A k meredekseg becslese n =’, n,’eseten:’, 2*math.log2(3)
-3/(4%12-2))

o print (’A k meredekseg pontos erteke n =’, n, ’eseten:’, 2%*math.

log2(3) - np.sum(list( np.multiply(p,e))) / np.sum(list(np.
multiply (p,p))))
11 print (’A k meredekseg szorasa, vagyis k becslesere kapott

standard hiba:’, math.sqrt(1/12 * 1/np.sum(np.multiply(p,p))))

Kimenet:
A k meredekség becslése n = 12 esetén: 3.1047076101379645

A k meredekség pontos értéke n = 12 esetén: 3.1027490619859783
A k meredekség szorésa, vagyis k becslésére kapott standard hiba: 0.012833175058483633
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< m = «Q

A 7 abrat kirajzol6 Python k6dok

np.floor( np.array(p) * math.log2(3) )
= np.array(p) * math.log2(3) + q

L OV)

= 2*math.log2(3) -3/(4%12-2)

E_k * np.array(p)

from matplotlib import pyplot as plt

plt.figure(figsize = (7, 7))

plt.scatter(p, H_3, ¢ = ’r’, marker = ’07)
plt.plot(p, y, ’-b’, label=’$y = E[k] \cdot x$’)
plt.rc(’axes’, labelsize = 25)

15)

plt.rc(’xtick’, labelsize

plt.rc(’ytick’, labelsize = 15)

5 plt.rc(’legend’, fontsize = 15)
; plt.ylabel (°$H_3$)

7 plt.xlabel (’$p$’)

; plt.legend ()

plt.show ()
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