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1. fejezet

Bevezetés

Az egyetemi tanulméanyaim sorén sokszor utaltak az oktatéim a differencialegyen-
letek érdekes, sokszind alkalmazasira a kiilonb6z6 tudomanyteriiletek, valamint a
val6 élet valosdghti modellezésében. A szakdolgozatomban ezen alkalmazasok szé-
les skaldjat szeretném bemutatni, valamint konrét példakon keresztiil szemléltetni
is azokat. A dolgozatomban bemutatott modellek alapjaul T.P. Dreyer Modell-
ing with Ordinary Differential Equations [1] kényve, valamint Valko Eva 2021-es
Folytonos modellezés el6adasa [9] szolgalt, amiket konkrét példakkal, fiiggvény
abrakkal, MATLAB koédokkal, valamint fazisképekkel szinesitettem.

A masodik fejezetben a késGbbiekben bemutatott modellek megértéséhez sziik-
séges matematikai hattértudéast alapozom meg. Kiilon bemutatom a differencial-
egyenletek tulajdonsagait, tipusait, valamint analitikus és numerikus megold6
modszereit is.

A harmadik fejezetben kiilonb6z6 populacidodinamikai modelleket fogok be-
mutatni, amik segitségével egy adott populacid jovébeli méretét szeretném els-
rejelezni. Els¢ kérben a Malthus altal kidolgozott modellt fogom bemutatni, ezt
kovetGen a logisztikus modell segitségével fogom szemléltetni az Amerikai Egye-
siilt Allamok népességének valtozasat, végiil pedig a logisztikus modellt egészitem
ki a vadaszattal, aminek a segitségével bemutatom a kanadai daru populécié val-
tozasat kiilonboz6 vadaszati intenzitasok mellett.

A populéci6 valtozasanak témakorétsl a kozgazdasag felé fordulok a negyedik
fejezetben, ahol egy cég altal megtermelt profit Gjrabefektetési, valamint osztalék
fizetési folyamatat optimalizalom.

Az 6todik fejezetben a jarvanymatematika érdekes témakorét fogom érinteni
két egyszertd modell segitségével, az SI és az SIR modellekkel, amik segitségével
egy jarvany matematikai viselkedését probalom minél pontosabban leirni.

A hatodik fejezetben a differencialegyenletek egy fizikai alkalmazasat fogom a
teljesitmény segitségével bemutatni, amin keresztiil egy hajoé altal megtett utat,
valamint az ehhez sziikséges id6t tudjuk elérejelezni.

Az utolso fejezetben, azaz a hetedikben pedig a szerelmi modellek témakorébe
nyujtok betekintést, ami véleményem szerint egy nagyon érdekes, nem minden-
napi alkalmazasa a differencidlegyenleteknek. Ezen fejezetben latni fogunk péar
konkrét példat is két ember szerelmének jovébeli alakulasara.



2. fejezet

Matematikal bevezetés

A matematikai dttekintésemet Pfeil Tamas 2021-es Differencialegyenletek elGada-
sa [2], Csomos Petra 2021-es Alkalmazott analizis 2 elGadasa [3], valamint tovabbi
differencialegyenlet tankonyvek, illetve jegyzetek alapjan készitettem [1] [4] [5] [6]

[7].

Ebben a fejezetben szeretnék egy alapos attekintést nyujtani a differencial-
egyenletek témakorrsl, ugyanis ezen ismeretek a késGbbiekben bemutatott mo-
dellek megértéséhez lesznek sziikségesek. Kiilon ki fogok térni a differencidlegyen-
letek kiilonb6z6 tulajdonsigaira, tipusaira, valamint megold6 moédszereikre. A
bemutatott tételek, illetve allitdsok bizonyitésait ebben a fejezetben nem kozlom,
de a fentiekben felttintetett forrasokban elérhetGek.

2.1. Differencialegyenletek

2.1.1. Definici6. Differencidlegyenleteknek nevezziik azokat az egyenleteket, ame-

lyek kapcsolatot teremtenek az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltja kozott.

2.1.2. Definici6. Kozonséges differencialegyenletrsl beszéliink, ha egyvaltozos

az ismeretlen fliggvény.
2.1.3. Definicié. Parcialis differencidlegyenletnek nevezziik azokat a differenci-
alegyenleteket, amelyekben tobbvéltozos az ismereletlen fiiggvény.

A differencidlegyenleteket tobbféle szempont szerint lehet osztalyozni és ezal-
tal tobbféle jelzovel is ellathatjuk Gket.

2.1.4. Definicié. A differencidlegyenletek rendje az egyenletekben szerepls leg-

magasabb rendd derivalt rendszaméval egyezik meg.

2.1.5. Megjegyzés. Ha az egyenletben az ismeretlen fiiggvénynek csak az els§ de-

rivaltfiiggvénye jelenik meg, akkor els6rendd differencidlegyenletrdl beszéliink, ha



a méasodrendi derivaltfiiggvénye szerepel és az elsérendii derivaltfiiggvénye is sze-

repelhet, akkor mésodrendi differencidlegyenletrél van szo.

2.1.6. Definici6. Kozonséges differencidlegyenletek koziil azokat, amelyekben az
ismeretlen fiiggvény és ennek derivaltjai legfeljebb csak az els6 hatvanyon for-
dulnak el6 és szorzatuk nem szerepel, linearis differencidlegyenleteknek nevezik.

Minden més differencidlegyenlet nemlinearis.

2.1.7. Definici6é. Homogénnek neveziink egy kozonséges differencidlegyenletet,
ha nem tartalmaz olyan tagokat, melyekben konstans vagy a fliggetlen valtozo

szerepel. Egyébként az egyenlet inhomogén.

2.1.8. Definicié. Ha a kozonséges differencidlegyenletben a fiiggvényt és a de-
rivaltjait tartalmazo tagok egyiitthatoi allandok, akkor az egyenletet allando

egyiitthatos differencidlegyenletnek nevezziik.

2.1.9. Definici6é. A nem allando egyiitthatos differencialegyenleteket fiiggvény-

egyiitthatos differencidlegyenleteknek nevezziik.

2.1.10. Definicié. Olyan v = F(z,y,v,v",...,y"™) alaka differencialegyenle-
teket, melyeknek jobb oldala nem tartalmaz explicit id6fliggést, autoném diffe-

renciadlegyenleteknek nevezziik.

2.1.11. Definici6é. Mindazokat a fiiggvényeket, amelyek a derivaltjaikkal egytitt
azonosan kielégitik az adott differencidlegyenletet, a differencidlegyenlet megol-

dasainak (integréaljainak) nevezziik.

2.1.12. Definicié. Az n-ed rendd kozonséges differencidlegyenlet altalanos meg-
oldasa az a fiiggvény, amely pontosan n szamu, tetszéleges, egyméstol fiiggetlen
allandot (paramétert) tartalmaz, és a derivaltjaival egyiitt azonosan kielégiti a

differencialegyenletet.

2.1.13. Definici6é. Az n-ed rendid kozonséges differencidlegyenlet partikuléris
megoldasa az a fiiggvény, amely legfeljebb (n — 1) szam, tetszdleges, egymas-
tol fliggetlen allandot (paramétert) tartalmaz, és a derivaltjaival egyiitt azonosan
kielégiti a differencidlegyenletet. Specialis esetben egyetlen paramétert sem tar-

talmaz.

2.1.14. Definici6. Az n-ed rendi kozonséges differencidlegyenlet valamely par-
tikularis megoldasat kivalaszthatjuk dgy is, hogy megadunk legfeljebb n szamu,
Osszetartozo x és y értéket (pontot), amit a partikularis megoldasnak ki kell elé-

gitenie. Ezek a kertileti vagy hatéarfeltételek.



2.1.15. Definici6. Egy n-ed rendi kézonséges differencidlegyenlet esetében meg
lehet adni a fiiggetlen valtozo egy adott értékéhez tartozo fiiggvényértéket, az
els6, masodik, ..., (n — 1)-edik derivalt értékét. Ezek a kezdeti feltételek.

2.1.16. Definicié. Vegyiik az y™ = F(x,y,9,y",...,y" V) n-ed rendd, ko-

zonséges differencidlegyenletet, valamint vessziik az y(zo), yo € R"™ vektorokat,

melyek
y (o) Yo
Z/(%) Yo
y(wo) = | y"(x0) & w=| w
Y™V (o) -

Ekkor kezdeti érték problémanak nevezziik az alabbi egyenletrendszert:

n)

y™ = F(z,y,9,y",...,y""Y)
y(wo) = Yo

Az y(xo) = yo a kezdeti érték feltétel.

A differencidlegyenletek esetén nagyon fontos, hogy mit tudunk mondani a
kezdeti érték probléma megoldasarol. Azaz, hogy mit tudunk allitani a megoldas
egyértelmiiségérdl és 1étezésérsl. Erre ad valaszt a kovetkezs tétel.

2.1.17. Tétel (Egzisztencia és unicités tétel). Tegyiik fel, hogy mind az F mind
a %—5 fiigguények folytonosak egy olyan o < x < B, v < y < d téglalapon, amely
tartalmazza az (xg, yo) pontot. Ekkor van olyan (xo—h,zo+h) C («, ), amelyben

a kovetkezd kezdeti érték probléma megolddsa létezik és egyértelmii:

y = F(z,y)
y(zo) = Yo

2.1.18. Definici6. Az egzisztencia és unicitas tétel kimondja, hogy a kezdeti
érték problémanak létezik megoldésa és az egyértelmi. Ezt a megoldéast nevezziik

a differencialegyenlet regularis megoldasanak.

2.1.19. Definici6. A differencidlegyenlet olyan megoldéasat, amely egyik pontjé-

ban sem tesz eleget az unicités feltételének, szingularis megoldasnak nevezziik.



2.2. Differenciadlegyenletek analitikus megold6é mod-

szerel

Néhany speciélis esetben a kozonséges differencialegyenletek megoldasai megad-
hatoak egy zart képlet segitségével. Ezekre mutatok példat a kdvetkezs alfejezet-
ben.

2.2.1. Kozvetleniil integralhaté differencialegyenletek

2.2.1. Definicié. Egy differencidlegyenletnek megoldésa az y: R — R fliggvény,
ha intervallumon van értelmezve és differencidlhato, tovabba kielégiti a differen-

cidlegyenletet minden x € D(y) esetén.

2.2.2. Definici6. Egy megoldést maximélis megoldasnak neveziink, ha megoldas

és nem valodi lesziikitése mas megoldasnak.

2.2.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy differencidlegyenlet y megoldésa tel-
jesiti az y(xg) = yo kezdeti feltételt, ha a differencidlegyenlet teljesiil minden

x € D(y) esetén és y(zo) = vo.

2.2.4. Definicié. Az y(x) = f(z) differencidlegyenletet kozvetleniil integralhato
differencidlegyenletnek nevezziik, ha f nyilt intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvény.
Megoldésa
i) = @) /[ do

) = [ fa)da

</f(l‘)dx —F(x)+C,CeR)
y(z) = F(z)+C

ahol I' az f fliggvény egyik primitiv fiiggvénye. Minden maximalis megoldés
értelmezési tartomanya D(f).

Az egyvéltozos ismeretlen fliggvényre vonatkozo differencidlegyenlet altaldnos
alakja abban az esetben, amikor az egyenletben a keresett fliggvénynek magasabb
rend( derivaltja nem szerepel, csupan y(z), és arra meg van oldva az egyenlet:

y(x) = f(z,y(x)),

ahol f: R x R — R 0sszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény.

Az f fiiggvényre tett erdsebb feltétel mellett a D(f) értelmezési tartoméany
barmely pontjan pontosan egy megoldés grafikonja halad at, amint azt a kovet-
kez6 tétel mutatja.



2.2.5. Tétel (Picard-Lindelof-tétel parcialis derivalttal). Legyen f: R x R — R
olyan dsszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos fiigguény, melynek a mdso-
dik vdltozo szerinti parcialis derivdltfiggvénye létezik és folytonos a teljes D(f)
értelmezési tartomdanyon. Ekkor az y(z) = f(z,y(x)) differencidlegyenletnek min-
den (xg,po) € D(f) esetén pontosan egy olyan megolddisa van, amelyikre y(xy) =

Yo, vagyis D(f) minden pontjdra pontosan egy megoldds grafikonja illeszkedik.

2.2.2. Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek

2.2.6. Definicid. A szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet y(x) = g(x)h(y(x))

alaku, ahol g és h egy-egy nyilt intervallumon értelmezett folytonos fliggvény.

Megoldési modszer:
Induljunk ki az eredeti egyenletb6l, mindkét oldalt osszuk le h(y(x))-vel és

jeloljiik az m hanyadost f(y(x))-vel.

Ezt kovetSen vegyiik mindkét oldal x szerinti integraljat:

[ f@its = [ gla)da

Ebben az egyenletben jellje r az y(x) figgvényt, valamint a dr az y(z)dr mennyi-

séget.
/ F(r)dr = / o(z)dz

F jelolje az f, mig G jelolje g primitiv fiiggvényét.
F(r)=G(z)+c

A y(x) = r visszahelyettesitéssel pedig megkapjuk a szétvalaszthato véaltozoju
differencialegyenletek megoldasat.

2.2.3. Els6rendii linearis kozonséges differencialegyenletek

2.2.7. Definicio. Az y(x) = a(z)y(x) + b(z) elsérendii linearis kozonséges diffe-
rencidlegyenlet, ha a és b ugyanazon a nyilt intervallumon értelmezett folytonos

fiiggvény, ahol a,b: R — R.

2.2.8. Definicié. Ha b(z) = 0 konstansfiiggvény, akkor homogén egyenletrsl

beszéliink, ha nem, akkor inhomogénrdél.



Megoldasi modszer homogén esetben:

Szorozzuk meg az egyenlet minden tagjat e~ 4(®)-nel, ahol az A fiiggvény az a
fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye.

—A(z) efA(a:)

yle)e™ " = a(x)y(x)
Rendezziik ugy az egyenletet, hogy a jobb oldalon 0-t kapjunk.
@) — a(a)y(a)e ) = 0

A(z)

Itt észrevehetjiik, hogy a bal oldal pontosan az y(z)e™ szorzat derivaltja.

(y(x)e4@) =0
Integraljuk az egyenlet mindkét oldalat x szerint.
y(x)e ' =C

A kapott egyenletet atrendezve megkapjuk az els6rendi linearis homogén kozon-
séges differencidlegyenlet megoldaséat.

y(z) = Ce’™@ C eR
Megoldési modszer inhomogén esetben:
y(x) = a(z)y(x) + b(x)

Szorozzuk meg az egyenlet minden tagjat e 4@)-nel. Itt az A fiiggvény az a fiige-
vény egyik primitiv fiiggvénye.

J(2)e™ 4@ = a(z)y(r)e @ + b(z)e 4
Rendezziik ugy az egyenletet, hogy a jobb oldalon csak a b(x) tag maradjon.
§e)e O — a(@)y(z)e ) = b(z)e A

Ahogy ezt korabban is lattuk az egyenlet bal oldalan az y(x)e 4(®) fiiggvény
derivaltja szerepel. '
(y(x)eA@) = b(x)e~ ")

Integraljuk az egyenlet mindkét oldalat x szerint.

y(z)e A = /b(w)e‘A(x) dz

A kapott egyenletet atrendezve megkapjuk az elsérendd lineédris inhomogén ko-
zonséges differencidlegyenlet megoldasat.

y(x) = e /b(x)e_A(x) dz

7



2.2.4. Néhany szétvalaszthatoé valtozéju vagy linearis diffe-

rencidlegyenletre vezetd differencidlegyenlet-tipus

T

2.2.9. Példa. Tekintsiik az y(z) = ¢ <M> homogén differencidlegyenlet, ahol g
nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény.
Megoldasi modszer:

Ha helyettesitjiik az @ kifejezést az r(x) fiiggvénnyel, akkor egy szétvalaszt-
hat6 valtozoju differencidlegyenlet kapunk.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat x-szel.
y(x) = zr(z)
Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat.
y(x) = r(z) + ot (z)
Ezt a kifejezést helyettesitsiik be az eredeti homogén differencidlegyenletbe.

r(x) +ari(z) = g(r(z))
Rendezziik az egyenletet.
) 1
r(x) = —(g(r(z)) —r(z))
Ahogy a fentiekbdl lathato, valoban egy szétvalaszthato valtozoju differencial-
egyenletet kaptunk.

2.2.10. Példa. Az y(x) = g(ay(x)+bx+c) linearis helyettesitéssel szétvalasztha-
t6 valtozojura vezetd differencidlegyenlet, ahol g nyilt intervallumon értelmezett
folytonos fliggvény és a,b,c € R, a # 0.

Megoldési modszer:
Helyettesitsiik az ay(x) + bx + ¢ kifejezést r(x) fliggvénnyel, azaz

ay(x) + bx + ¢ =r(x)

Fejezziik ki az adott egyenletbdl az y(z) fliggvényt.

y(w) = = (r(z) — b — )

Derivaljuk a fenti egyenletet x szerint.

() = = () ~b)

Ezt az egyenletet helyettesitsiik be az eredeti egyenletbe.

L #(@) = b) = g(r(2)

a

Rendezziik az egyenletet.
Ha) =ag(r(z)) +0b

8



2.2.11. Definicié. A y(z) = a(z)y(z) + b(x)y“(z) egyenletet Bernoulli-féle dif-
ferencidlegyenletnek nevezziik, ahol a,b: R — R kozos nyilt intervallumon értel-
mezett folytonos fiiggvény, valamint o € R.

Megoldési modszer:

Ha a = 1, akkor a Bernoulli-féle differencialegyenlet egyben homogén linearis
differencidlegyenlet is.

Ha o # 1, akkor az r(x) = y!~% () 1j fiiggvényre linearis differencialegyen-
letet kapunk.

() = )
Ebbdl az egyenletbdl fejezziik ki az y(z) fliggvényt.
1

(@) =75 @)

Derivaljuk a fenti egyenletet x szerint.

:1—a

Az eredeti Bernoulli-féle egyenletbe helyettesitsiik be y(x) és y(x) helyére az el6bb
kiszamolt kifejezéseket.

1
l—«

rie (z) #(z) = a(z) ree(z) + b(z) rie (z)

Osszuk le az egyenlet mindkét oldalat 7T (z) # O-val.

1
11—«

r(z) = a(x) r(x) + b(x)
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (1 — a)-val.

7(x) =a(x) r(z) (1 —a)+b(z) (1 — «)

2.3. Differencialegyenletek numerikus megoldé mod-

szerel

Sok esetben a kozonséges differencialegyenletek megoldasai nem adhatoéak meg
képlet segitségével, igy ezekben az esetekben hasznéljuk ki a numerikus megol-
d6 modszereket, ugyanis ezek az értelmezési tartomany bizonyos pontjaiban az
ismeretlen megoldasfiiggvény értékeit kozelitik véges szamu algoritmikus lépés-
sel. Ezen megoldd modszerekhez elengedhetetlen sziikségiink van tovabbra is a
kezdeti érték feladatokra, amit a kovetkezd definicio elevenit fel.



2.3.1. Definicié. Legyen G C R x R? egy tartomany (nyilt, dsszefiiggd halmaz),
(70,70) € G egy adott pont (zo € R, yo € RY), f: G — R egy folytonos leképezés.
A

y(x) = flz,y(z)), x>z

y(o) = Yo
feladatot Cauchy vagy kezedetiérték feladatnak nevezziik.

2.3.2. Definicié. Az y: I — R (I nyilt intervallum) folytonosan differencialhato
fiiggvényt, melyre teljeseiilnek az alabbi feltételek

o (z,y(z)):xelCGésapel
e y(x) = f(x,y(x)), minden x € [

e y(z0) = Yo

a Cauchy feladat megoldasanak nevezziik.

2.3.1. Egylépéses moddszerek

2.3.3. Definicié. Egylépéses modszereknek nevezziik azokat a moédszereket, ame-
lyekben egy 4j id6pontbeli kozelits érték kiszamitasahoz csak egy, a kozvetlen azt

megeldz6 diszkrét idépontbeli kozelits értékeket hasznaljuk fel.

Explicit Euler-moédszer

2.3.4. Definici6. Egylépéses explicit Euler-modszernek nevezziik a kdvetkezd

formuléval értelmezett numerikus modszert:
Yiv1r = Y + hif (2, ) i=0,1,...,N—1

Yo = y(0)
Itt y; az ismeretlen y(z) fiiggvény x; pontbeli kozelitése, valamint ¢ = 0-hoz

tartozo 1y érték. A h pedig a modszer soran felhasznalt lépéskozt jeloli.

Implicit Euler-médszer

2.3.5. Definici6. Egylépéses implicit Euler-modszernek nevezziik a kdvetkezd

formuléval értelmezett numerikus modszert:

Yir1r = Vi + hif(Tiy1,941) 1=0,1,...,N —1



2.3.6. Megjegyzés. Implicit Euler-modszert azért nevezziik implicitnek, mert az
id6ben val6 elérehaladashoz y; ismeretében y; ;1 értékét minden egyes id6lépésben

egy tipikusan nemlinearis egyenlet megoldasaval tudjuk csak meghatarozni.

Trapéz modszer
2.3.7. Definicié. Egylépéses trapéz modszernek nevezziik a kovetkezs formuléaval
értelmezett numerikus modszert:

h; ,
—f(@iys) + f(@ig1,9i41)], i=0,1,...,N—1

Yi+1 — Yi = 5

2.3.2. Tobblépcs6s modszer

Ebben az alfejezetben egy tobblépcsds modszert szeretnék bemutatni, ami igaz,
hogy tovabbra is egylépéses, viszont ebben az esetben a végeredményhez tobb,
el6zetesen kiszamolt értéket, més néven lépcsét, is figyelembe kell venniink.

2.3.8. Definici6. Legyen s > 1 egy adott egész szam. A rogzitett a; j,c;,b; (i,] =

1,2,...,s) szamok melletti

Y;:Z/nq—l—hZai,jf(mn,l—i—cjh,Y}), 1=1,2,...,8

Jj=1

Vi =Yno1 +h Y bif(wn+hY), i=12.s

J=1

numerikus moédszert s-1épcsés Runge-Kutta modszernek nevezziik.
Par fontos észrevétel a modszerhez:

- A Runge-Kutta modszer tovabbra is egylépéses hiszen y,, 1 értékébdl szér-
maztatja vy, értékét, tovabba az s paraméter a lépcsGk szamat jeldli, vagyis
hogy hany koztes értéket szamolunk ki az y,, meghatarozasahoz.

- Adott s esetén a Runge-Kutta modszert a paraméterei hatarozzék meg,
melynek szama s* + 2s. Jelolje A = (a;;)5;-; € R, ¢ = (¢)i,, b =
(bi);_, € R*. Ebbdl konnyedén felirhatjuk az altalanos Butcher-tablazatot,
mely a Runge-Kutta modszert egyértelmiien definialja.

c| A
BT
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A Butcher-tablazat kozepén 1évs a;; egyiitthatok éppen a Runge-Kutta
modszer egyiitthatoi, a ¢; szdmok a modszer modusai, mig a b; értékek
a modszer sulyai.

| ai; a2 ... Qg
Co | Q21 Q22 ... Qg
Cg ag1 (1F9) cee Agg

by by ... b

- Néhany példa konkrét Butcher-tablazatokra:

1. Explicit Euler-modszer

2. Explicit trapéz-modszer

—_
o= = O
= O O

3. Negyed-rendi Runge-Kutta modszer

— NN = O

ol O Ok O
Wi Oni= O O
wH = O O O
o= O O O O
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3. fejezet

Populaciédinamikai modellek

A kovetkezs fejezet Valkd Eva 2021-es Folytonos modellezés el6adasjegyzete [9],
valamint T.P. Dreyer Modelling with Ordinary Differential Equations [1] konyve
alapjan késziilt.

Jelen fejezetben egy adott populacié jovébeli méretét szeretnénk elérejelezni.
Ezt a populaciot sokféleképpen elképzelhetjiik, példaul allhat emberekbdl, egy
adott allatfajbol, sejtekbdl, de akar még fizikai részecskékbdl is. Viszont, mivel
egy adott populacié méretének megvaltozasara szamos paraméter van egyidejiileg
hatéassal, igy konnyen igen bonyolult egyenletekhez juthatunk. Ezt elkeriilendd,
kezdésnek csupan egy egyszert modellbdl indulunk ki, melyet a késébbiekben
bonyolitani fogunk.

3.1. A Malthus modell

Jelen esetben az ismert adataink alapjan szeretnénk elérejelezni a jovo egy adott
idépillanatara. Jelolje N (t) a vizsgalt popluécié méretét a t. id6pillanatban. Ezen
kiviil még tudjuk, hogy N(t) egy nemnegativ egész szamot jelol minden ¢ id6-
pontban, igy N(t) grafikonjanak lépésfiiggvénynek kell lennie ¢ fiiggvényében.

Ha N(t) egy falu népességét jeloli, akkor az redlisabb képet mutat nekiink a
népesség napi megvaltozasarol, mintha N (t) egy fejl6dé orszag népességét jelolné,
hiszen abban az esetben akar egy napon beliil is komoly valtozasokon eshetne
at. Ebbdl levonva a kovetkeztetést: az N(t) fiiggvényt érdemes a tovabbiakban
folytonos fliggvénynek definialni.

3.1.1. Feltétel. N(t) derivdltja folytonos fiigguénye t-nek minden t > 0 esetén.

Az N(t) fiiggvény derivéltja pontosan meghatéarozza a populaci6 valtozasanak
mértékét. Feltehets, hogy ha egy orszagnak nagyobb a lakossaga, akkor ott egy
napon beliil tobb gyermek sziiletik, tehat a népesség napi valtozasa nagyobb, igy a
népesség valtozasdnak iiteme is nagyobb lesz, mint egy téle kisebb méreti orszag
esetén. Ez az érvelés a kdvetkez6khoz vezet benniinket:

dN
S = FV) (31)
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Ez esetben az f fliggvény a populacié noévekedésének fliggvénye. Tovabba
felthetjiik, hogy a populacié valtozasdnak mértéke csak az N-t6l fiigg, a t-t6l
nem, hiszen példaul egy haboris idGszakban jelentGsen kevesebb gyermek sziile-
tik, mint békeidében.

3.1.2. Feltétel. A populdcio vdltozdasinak mértéke egyenesen ardnyos a populdcio

méretével.
Az alabbi kezdetiérték problémébol indulunk Kki:

%V — kN, N(0)=a, te(0,00) (3.2)
Az o > 0 a populaci6 kiinduld méretét, a k£ € R alland6 az egy populaciora
juto nettd novekedési ratat jeloli. Ezen kivil azt is feltehetjiik k-rol, hogy kettd
részbdl tevédik Gssze az alabbi képlet alapjan: k& = b — d, ahol a b a sziiletések
miatti novekedési ratat jeloli, mig a d a halalozasok miatti csokkenési ratat.
Erdemes ezen a ponton megjegyezni, hogy a kapott differencialegyenletiink
szétvalaszthato valtozoju és a hozza tartozo N(t) megoldast haromféleképpen is
megkaphatjuk a (3.2)-bdl:

- Els6 esetben, ha a k értékét 1-nek valasztjuk, akkor N derivaltja egyenls
lesz N-nel, igy biztosak lehetiink benne, hogy az N fiiggvény exponencialis
alak, vagyis

N(t) = ae™ (3.3)

- Maésodik esetben, a valtozokat rendezziik kiilon oldalra:

1

— dN =
/Nd /k‘dt

InN=Fkt+c

ahol ¢ € R konstans.

- Az utols6 esetben pedig szorozzunk meg minden tagot e *-vel.

d—Ne_kt = kNe kt
dt

dN _

Ee kt kNeikt =0

%(Ne_kt) =0

Ne ™k = ¢
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Itt N a t folytonos fliggvénye, ami szintén megadja a (3.3) megoldast. Ebbdl
kovetkezik, hogy a differencidlegyenletnek létezik megoldasa. A harmadik meg-
oldémodszerbdl latszik az egyértelmiiség minden ¢ > 0 estén. Tovabba ezzel a
modszerrel, vagyis a Newton-Leibniz formulaval az 6sszes megoldést képesek va-
gyunk megtaldlni és mivel van kezdeti értékiink, az «, igy megtalalhatjuk az
egyetlen pontos megoldast is.
Most meg kell vizsgalnunk, hogy a megoldéas a kezdeti érték folytonos fliggvénye-

e. Ehhez tegytik fel, hogy N(t) a kévetkezd differencialegyenlet megoldas

—— =kM, M@O)=a+e (3-4)

ahol € egy kicsi valos szam. Ennek a feladatnak a megoldasa pedig

M(t) = (o +e)e™ (3.5)

Tovabbé a fentiekben leirtakbol kovetkezik, hogy

IN(t) = M(t)] = lec™| < [ele*”

ha 0 <t <T. Az |N(t) — M(t)| killonbsége tetszblegesen kicsinek valaszthato,
ha

IN(0) = M(0)] = €|
elég kicsi minden ¢ € [0, 7] esetén.

Tehat tudjuk, hogy a probléménak ez az egyetlen lehetséges megoldasa, igy
ennek segitségével tudjuk interpretdlni a matematikai modell megoldasat is a
populaciés modelliinkre:

- Ha k pozitiv, akkor a populacionk mérete exponenciélisan néni fog.

- Ha k = 0, akkor a populaciéonk mérete megmarad a kezdeti méretén, azaz
a-n.

- Ha k negativ, akkor a populacionk mérete csokkeni fog, de sosem éri el a
nullat.

Valojéban persze, ha N(t) értéke kisebb, mint 1, akkor a populacio ki fog
halni.

Mindezekbdl lathatjuk, hogy a populacié méretének jovébeli alakulésara kii-
londsen nagy hatésa van a k paraméternek, mely meghatirozasihoz a populacio
méretének pontos ismerete sziikséges egy t # 0 id6pontban. Ha a k paraméter ér-
téke ismert, akkor meg tudjuk hatarozni az N (t) értékét barmelyik ¢ id6pontban.
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Az elébbiekben bemutatott modell, azaz a (3.2) Thomas R. Malthus (1766-
1834) nevéhez kothets, aki egy angol demografus, kozgazdasz volt. Szintén az 6
nevéhez kotédik az 1798-ban bemutatott “An Essay on the Principle of Popula-
tion” tanulmany is [16].

Az ipari forradalom idején Eurdpa lakossaga gyors novekedésen esett at. Mal-
thus megallapitotta, hogy mig az élelmiszer termelés linearisan, addig a lakossag
exponencialis mértékben ndévekszik. Ezekre alapozva valsagot josolt a jovében,
ami elmaradt, ugyanis a 19. szazadban habortk séportek végig Furéopaban, va-
lamint tomeges kivandorlas is megfigyelhet§ volt Amerika, valamint Ausztralia
felé. Mivel ezekkel Malthus nem szamolt, igy az altala készitett modell igen pon-
tatlannak szamit a populacié pontos jovébeli méretének meghatarozasahoz.

3.2. A logisztikus modell

Az el6z6 részhez hasonloan szintén egy egyszerd populaciddinamikai modellt sze-
retnék bemutatni. Mivel a Malthus modellrél mar lattuk, hogy nem a legmegfe-
lel6bb, igy egy olyan modellt kell keresniink, amiben a k paraméter értéke nem
alland6, hanem az id6tél fliggs. A logisztikus modell bemutatasat egy példan
keresztiil fogom szemléltetni, ahol az Amerikai Egyesiilt Allamok népességének
valtozasat vizsgalom.
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3.1. dbra. Az Amerikai Egyesiilt Allamok népessége az 1790 és 1960 kozotti id6-

szakban
A (3.1) 4bra elkészitéséhez az Amerikai Egyesiilt Allamok népszamlalasi ada-

tait [8] hasznéltam fel. A vizszintes tengely jeloli az id6 valtozasat 1790-t61 1960-
ig, mig a fiiggdleges tengely a népesség nagysagat millioban (N).
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3.2. abra. Az Amerikai Egyesiilt Allamok népesség nagysaganak logaritmusa az
1790 és 1960 kozotti idészakban

Lathattuk, hogy az el6zGekben a k paraméter felirhat6 volt b és d paraméterek
kiilonbségeként, de a (3.2) abra alapjan a novekedés iiteme csokkenni latszik,
feltehetjiik, hogy a d, azaz a haladlozasi rata, az N novekvs fiiggvénye.

3.2.1. Feltétel. Az N populdcio vdltozdsanak mértéke leirhato a

dN

formuldval, ahol b és s is pozitiv konstansok.

Az aldbbi modell a populacidé méretének fizikai torvényszertiségébdl kovetke-
zik. Tegyiik fel, hogy a mar korabban bemutatott f(N) = ¥ felirhaté Maclaurin

d
sorozatként:

f(N)=ag+aN+ayN*+ ...

Mivel az N(t) az USA népességének nagysagat jeloli a t. id6pillanatban, igy
egyértelmii, hogy f(0) = 0-val, mivel ha nincsenek emberek, akkor a szamuk
sem tud megvaltozni, igy ag is egyenls lesz 0-val. Ha f(IV)-t a mésodik taggal
szeretnénk kozeliteni, akkor a Malthus-modellhez jutunk. A kévetkezd lépésben,
ha az f(N)-t kozelitjiik a Maclaurin sordnak els6 3 tagjaval, akkor pontosan
megkapjuk a felirt modelliinket. A (3.1) abrabol latszik, hogy N (t) meredeksége
pozitiv ha t = 0. Ezt a tényt a kovetkezd feltételezés mondja ki:

3.2.2. Feltétel. Ha o jeloli a populdcio méretét a t = 0 wddpillanatban, akkor
b—sa > 0.
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A (3.1.1),(3.2.1),(3.2.2) feltételekbdl szarmazo kezdeti érték probléma leir egy
olyan matematikai modellt, melyet fel tudunk hasznalni az USA népesseégnive-
kedésének modellezéséhez:

%V:(b—ssz, N@©O) = a, te(0,00) (3.6)

3.2.1. Megjegyzés. Ez a differencidlegyenlet nem linearis az sN? tag miatt, vi-
szont szétvalaszthato valtozoju. Tovabba a (3.2.2) feltevésbdl kovetkezik, hogy
b— sN(t) > 0, valamint N(¢) > 0 minden t-re, ahol ¢ € (0,7), mivel N(¢)
folytonos fiiggvény.

Ezért t € (0,7T) esetén a (3.6) egyenletet atirhatjuk a kovetkezs alakra:

N 1

/a md$:t+c (37)
N leY

In <b—sN) —In <b—sa) =bt
N o «a b
b—sN b—sa (3.8)
b
N(t) = @ (3.9)

sa+ (b — sa)e=b
Kozvetlen differencialassal igazolhato, hogy a (3.6)-os probléma megoldasa

a (3.9) minden ¢ > 0 esetén. A megoldasnak az egyértelmiiség vizsgalatahoz a

Picard-Lindelof-tételt hasznaljuk, de el6tte fontos megemliteniink az alabbi defi-

niciot:

3.2.2. Definicié. Az f(x) fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt az I intervallu-

mon, ha létezik olyan £ allando, hogy

[F(r) = f(s)| < klr — s (3.10)

minden r, s € I esetén.

3.2.3. Tétel. Legyen f(t,y) folytonos az R = {(t,y): t € (a,b),y € (¢,d)} tégla-
lapon, valamint f(t,y) teljesitse a Lipschitz feltételt y-ban a [c,d] intervallumon
ugyanazzal a k dllanddval minden t € |[a,b] esetén. Ha az aldbbi kezdeti érték
feladatnak a megolddsa létezik R-ben,

dy

E = f(ta y)7 y<a) = (311)

akkor a megoldds eqyértelmi, valamint a megoldds az R-beli o hatdrérték foly-

tonos fiigguénye.
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Hasznaljuk fel az alabbi tételt a (3.6)-os modelliinkre. Jelen esetben f(t, N) =
bN — sN?, aminek a b — 2sN az N szerinti folytonos derivaltja. Igy f teljesiti
a Lipschitz feltételt N-ben barmely véges intervallumon, és mivel f nem ¢ fiigg-
vénye, igy ugyanaz a k konstans lesz érvényes minden ¢t > 0 esetén. A tételiink
kimondja, hogy amig az N megoldas korlatos, addig a d véges és N(t) a (3.6)
egyértelmd megoldésa. De a (3.9)-b¢l latszik, hogy N(¢)-nek a ¢ a hatarértéeke,
ha t — 00, és igy korlatos lesz. Eppen ezért ez az egyetlen megoldas ¢t > 0 esetén.

1920-ban R. Pearl és L. J. Reed hasznalta fel a fenti modellt az USA népessé-
gének modellezéséhez [17]. Az 1790-es, 1850-es és 1910-es évek adatait hasznaltak
fel, hogy a (3.9) egyenlet alapjan harom egyenletet kaphassanak az a, b és s isme-
retlen paraméterekkel. A harom egyenletbdl 4llo egyenletrendszernek egyaltalan
nem konnyd megtalalni a megoldasat, mivel egy nemliearis egyenlethez vezet,
aminek nincs explicit megoldasa. Pearl és Reed az a,b,s paraméterek értékét
illesztették az 1790-es, 1850-es és 1910-es évek adataira. Az illesztett paraméte-
rekkel, azaz az a = 4,b = 0,03 ¢és az s = Wloo az altalunk hasznalt modell a
populécié méretére az alabbi fliggvényt adja:

210
N(t) =
=1 + 51, e~ 0,03t

Az alabbi tdblazat bemutatja az 1920 utani évek tényleges népességének 6ssze-
hasonlitasat az elérejelzett értékeivel:

(3.12)

Ev | t | N(t) | Populaci6 tényleges mérete
1920 | 130 | 103.,5 106,0
1930 | 140 | 118,5 123,2
1940 | 150 | 133,6 1321
1950 | 160 | 147,4 151,3
1960 | 170 | 159,8 179,3
1970 | 180 | 170,4 203,2
1980 | 190 | 179,1 226,5

A tablazatban feltiinetett értékek felhasznalasaval késziilt el a (3.3) abra. Itt
a vizszintes tengely jeloli az id6 valtozésat, a tablazatban feltiintetett ¢ oszlop
szerint, mig a fiiggsleges tengely a népesség nagysagat millioban (N). Az abran
z0ld szinnel van jelolve az N(t) fliggvény, vagyis a (3.12), és kék pontokkal a
populécié tényleges mérete az adott évben.

Az el6rejelzés meglehetSsen pontos 1950-ig, hiszen a hiba kevesebb, mint 3%,
viszont ezt koveten a modell mar nem ad pontos értékeket. Példaul a modell
szerint az USA lakossaganak 210 millional kellene stabilizdlédnia, de ehhez képest
mar 1986-ban meghaladta a 240 milliot.

A modellben szerepld b allando sziiletési rata allandosdga nem teljesiil. 1910
és 1960 kozott a sziiletési rata évi 18,7 és 30 ezrelék kozott ingadozott. Tovabba
arra is szamitani lehetett, hogy a polgarhabortu és a két vilaghédbora bizonyara
hatassal volt b és d értékekre. Rdadasul 1800 és 1950 kozott mintegy 40 millio
ember vandorolt at Eur6épabodl az USA-ba. Ezt a tényt teljesen figyelmen kiviil
hagytak a modell elkészitése soran, ezért kiilonosen meglepd, hogy mégis 1950-ig
meglehetdsen pontos eredményeket ad a modell.
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A (3.6)-os egyenletet logisztikus egyenletként ismerhetjiik, és a hozza tartozo
grafikont a (3.3) abran lathatjuk. Ezt logisztikus gorbének vagy S-gorbének is
szokas nevezni. P. F. Verhulst belga szociologus hasznalta elGszor ezt az egyen-
letet 1847-ben az emberi populacié tanulméanyozasara [15]. Azota is sok esetben
hasznaljak elméleti, valamint kisérleti kutatasra is egyarént.
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3.3. abra. Az N(t) fiiggvény (o = 4,b = 0,03, s = — paraméterekkel) Gsszaha-

sonlitasa a pontos népességi adatokkal (8]

Ebben a fejezetben bemutatott modelleknél léteznek sokkal pontosabbak, dm-
béar Osszetettebbek is, melyek tobb kiilonbo6zé tényezdk egyiittes populaciora ki-
hato hatéasat is figyelembe veszik.

3.3. A logisztikus modell bévitése vadaszattal

Egyes matematikai modellek esetén el6fordulhat, hogy a differencialegyenletek
megoldasat csak kvalitativ forméban szeretnénk megkapni, vagyis ezekben az
esetekben nem sziikséges megoldanunk az adott egyenleteket. Ilyen modell(ek)re
fogunk példat latni ebben a fejezetben.

A 21. szazadban egyre jobban el6térbe keriilnek a megujulé energiaforrasok,
ugyanis az elmult évszazadok, évezredek soran tantsitott emberi magatartas mi-
att sokuk megcsappant vagy akar teljesen meg is sziint. Erre tokéletes példa
néhény allatfaj, amik a kihalas szélére keriiltek, vagy mar ki is pusztultak a til-
vadaszat, tulhaldszat miatt.
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Epitsiink fel egy olyan modellt, ami figyelembe veszi a populacié természetes
novekedését (lasd: logisztikus modell), valamint maximalizaljunk egy E allandot
is, ami a populéciéban végbemend természetes vagy emberi ritkitas nagysagat
jeloli. Ha az N(t) a populacié méretét jeloli a t. iddpillanatban, akkor a (3.6)
kezdeti érték probléma az aldbbira moédosul:

% =(b—-sN)N—-E, N0)=a, tec(0,00) (3.13)

Ha a b, s, a és F allandok ismertek, akkor meg tudjuk hatarozni N(t) értékét,
minden ¢ idépillanatban. Viszont ebben az esetben nem egy konkrét idépilla-
natban érdekel benniinket a populacié mérete, hanem a végtelenben, vagyis a
populacié méretének hosszutava valtozésara vagyunk kivancsiak. Ez tulajdon-
képpen azt jelenti, hogy a vizsgalt populacié hosszitavon kihal-e vagy sem. Ha
nem, akkor N tartani fog egy 5 € R szamhoz t — oo esetén.

Ezen N pontos meghatarozésa azon dontéshelyzetben 1évs szakemberek szé-
maéra fontos, akik megallapitjak az E értékét egyes allatfajokra nézve tgy, hogy a
lehet6 legtobb allatot tudjak az emberek levadaszni, mégis a populacié ne halljon
ki hosszu tavon. Jelen esetben az a feladatunk, hogy meghatérozzuk g hatéarér-
tékét F fliggvényében. A (3 hatarértékben N(t) meredeksége nulla, igy a (3.13)
egyenletbdl:

(b—sB)5 — E =0

s —bB+E =0

5= b+ Vb2 —4sE
N 2s

Ha b? — 4sE > 0, akkor 3 valos szam lesz. Legyen

b2

F=—.

4s
Ekkor E < F' egy kiiszob létezését jelenti.
Masrészrél ha E' > F' az azt jelenti, hogy

(3.14)

(b—sN)N —E <0

vagyis N grafikonja negativ meredekségt, és igy a populacié véges T' id6 alatt
kihal, amint azt a (3.4) Abra mutatja. Ezért, F kritikus érték abban az értelemben,
hogy az F-et meghalad6é mértéki vadaszati ratanak a populacié kihaldsdhoz kell
vezetnie.
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3.4. dbra. Az N(t) kvalitativ viselkedése, ha E > F

Tegyiik fel, hogy E < F. Ebben az esetben két kiilonbozd hatéarérték létezik
a 1 és a Pa:

b Vb*—4sE VF+VF—-F
fr=—+ =
2s 25 NG

b VB —4sE JF—-\F-—-FE
By =— — =
2s 2s Vs

A (3.13) egyenlet atirhato az alabbi formara:

dN
. = —5(N — B1)(N — 32) (3.15)

A (3.13) differencidlegyenlet megoldasa a (3.6)-os tétel miatt egyértelmd, ez
tulajdonképpen azt jelenti, hogy kiilonboz6 kezdeti értékek esetén a hozzajuk
tartoz6 megoldasok grafikonjai sohasem metszik egymast. Ha metszenék egymast
a t = X pontban, akkor az adott differencidlegyenletet kellene tekinteniink a
t € [\, 00) intervallumon az N(\) kezdeti értékkel. Mivel ennek két megolda-
sa is létezik, mindketts N(\) kezdeti értékkel, igy a (3.6) tétel altal garantélt
egyértelmiiségnek ellent mondana.

Most megrajzolhatjuk a (3.15) modell kvalitativ grafikonjat. Ha o > ; (és
a > () fennall, akkor a meredekség ¢t = 0-nal negativ, és mindaddig negativ
is marad, mig N(¢) > f;. Viszont ha o = i, akkor a meredekség nulla, és
igy N(t) > (; alland6 marad. A fentiek alapjan az N(t) grafikonja az o > [
esetre nem biztos, hogy nem metszi az N(t) = [51-et, bar meredeksége szigortian
negativ. Igy a meredekségnek nulldhoz kell tartania, hogy az N(t) = 3; mindig a
hatarérték legyen, amikor av > (3.

Ha £y < a < 31, akkor a meredekség ¢t = 0-nal pozitiv, és mindaddig pozitiv
marad, mig N(t) < ;. Mivel a grafikon nem metszi az N(t) = (; egyenest, igy
az el6zéekben felhasznaltak szerint N (t) = 3, a hatarérték ebben az esetben.

Ha o = [, akkor ismét N(t) = B2 a (3.15) allando megoldasa.
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Végiil, ha 0 < a < [, akkor a t = 0-nal a meredekség negativ, és egyre
meredekebb lesz, ahogy N egyre csokken, igy N-nek nullanak kell lennie egy
véges T id6ben. A T idépillanatot mas néven kihalasi idének is nevezziik. Tehéat
még ha E < F, a populaci6é akkor is kihalhat, ha a populacié kezdeti mérete [y
kritikus érték alatti.

___________________ g+ttt T

___________________ g e

3.5. abra. Az N(t) kvalitativ viselkedése, ha £ < F

A T kihalasi id6t a (3.13) egyenlet integralasaval kaphatjuk meg:

0 1
T_/a Ty ey (3.16)

Amikor F = F, akkor konnyt dolgunk van, ugyanis 5; = (5o = [ a hatarérték.
Ha o > (3, akkor N tartani fog 5-hoz, ha t — 0o és ha a < 3, akkor N nulla lesz
a T'. idépillanatban.

Most méar ralatasunk van a (3.13) differencidlegyenlet megoldasanak mindségi
viselkedésére. Hasznaljuk fel ezt a tudast a kovetkezé konkrét modellben:

Védettség ala keriilt 1916-ban Eszak-Amerikiaban a kanadai daru (Grus ca-
nadensis), mert a veszélyeztetett fajok listdjan szerepelt. 1961-ben az Egyesiilt
Allamok nyugati részén és Kanadaban bekovetkezé terméskar miatt ismételten
megengedték a vadaszatukat.
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3.6. abra. Kanadai daru, Grus canadensis [14]

Ezek a madarak ugyanis 4 éves korukig nem tudnak szaporodni és altaléa-
ban 25 év a maximalis élettartamuk. Két amerikai 6kologusok, R. Miller és D.
Botkin publikiltak egy tanulmanyt, amelyben egy szimulacios modellt épitettek
tiz paraméterrel, hogy megvizsgaljék a kiilonboz6 ardnyi vadészat hatasat a ka-
az adataikhoz illesztjiik, hogy Osszehasonlitsuk a modelliinket a kifinomultabb
modelljiikkel, azt talaljuk, hogy

b=0,09866 és s=5,06989 10"

A (3.14)-bol az kovetkezik, hogy a kritikus vadaszati rata, vagyis az F =
4800 madarat jelent évente. Vegyiik az o = 194600 kezdeti értéket, ami a bs~?
hatarértéke a logisztikus modell szerint, ha £ = 0.

A kovetkezd téblazat els6 oszlopa jeloli az adott évben levadészthato allatok
tomegét ezres nagysagban, a masodik oszlop a modelliink altal josolt kihalasi id6t
években, a harmadik pedig a Miller és Botkin-féle modell altal meghatarozott
kihalési idét.

E | T (években) | Miller és Botkin (években)
2000 171,6 167,5
3000 156,9 149,9
4000 137 125,8
6000 90 71
8000 44 38
12770 21 19
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A tablazatban megjelend adatokbol latszik, hogy az E értékének novelésével
a kanadai darvak kihalasa egyre hamarabb fog bekévetkezni. Tovabba megfigyel-
hetjiik, hogy modelliink optimistabb, mint Miller és Botkin elérejelzése, és meg-
lepGen kozel all hozza, tekintve feltételezéseink egyszertiségét. Végiil Millernek
és Botkinnak rossz hire volt a kanadai darvak szamara. Becslésiik szerint 9800
kanadai darvat vadéasztak le legalisan 1970-ben, és 30%-kal tobbet oltek meg az
illegélis vadaszok, vagy haltak bele kés6bb a sériiléseikbe, azaz Osszesen 12 770
madéar pusztult el abban az évben, vagyis a populécio 6%-a. Ez tulajdonképpen
azt jelenti, hogy a kanadai darvaknak 19 éven beliil végleg ki kellett volna pusz-
tulniuk. Ennek megelézése érdekében Miller és Botkin szigortubb ellenérzést és
kisebb kvoték bevezetését kérték a feliigyel szervektsl.
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4. fejezet

Kozgazdasagi modell - profit

optimalizalas

A fejezet alapjaul T.P. Dreyer Modelling with Ordinary Differential Equations
[1] kényve szolgalt.

A kozgazdasag szamos problémai olyan matematikai modellekhez vezetnek,
amelyekben a differencidlegyenletek kiemelkeds szerepet jatszanak. Vegyiink most
is egy egyszertd példat, viszont el6tte fontos kiemelni, hogy mig a 3.1 és 3.2 alfeje-
zetben a differencidlegyenletek megoldésa is fontos volt, addig a 3.3 alfejezetben
inkdbb a megoldas mindségi viselkedésére voltunk kivancsiak, azaz valojaban soha
nem oldottuk meg a kezdeti érték problémakat. Ebben a fejezetben a differencial-
egyenletek megoldasai relative kis szerepet kapnak a megoldasokhoz vezetd rogos
uthoz képest.

A modellezési folyamat els§ lépéseként képzeljiink el egy idealizalt céget. A
menedzsment célja, hogy a leheté legjobb osztalékot termelje a részvényesek sza-
mara. Feltehetjiik, hogy minél nagyobb a cégbe befektetett téke, annal nagyobb
lesz a profit, azaz a netté bevétel. Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogyha a teljes
nyereséget osztalékként kifizetnék a részvényeseknek, akkor a véallalat nem tudna
novekedni. Hosszitavon a menedzsment az éves nyereség egy részét szeretné 1j-
ra befektetni, igy a kés6bbi években kifizetett nyereség nagyobb tudna lenni. A
probléma jelen esetben az, hogy a nyereségnek mekkora részét fizessék ki éven-
te osztalékként tgy, hogy a részvényesek teljes hozama egy adott idGszak alatt
maximalis legyen.

Ezt kovetGen meg kell vizsgalnunk a matematikai modell felépitéséhez sziiksé-
ges feltevéseket. Jeldlje u(t) a t. id6pontban a vallalatba fektetett tékét. Altalaban
a t6két és a nyereséget a vallalat pénziigyi évének végén szamitjak ki, igy az u(t)
fiiggvény grafikonja lépésfiiggvény lenne, viszont mi feltessziik, hogy a téke és a
nyereség folyamatosan ismert, valamint az tjrabefektetési és osztalékfizetési fo-
lyamat is folyamatos. Ekkor u(t) egy folytonos fiiggvény, tovabbéa feltessziik rola
a kovetkezdket.

4.0.1. Feltétel. Az u(t) figgvény t szerint differencidlhato figgvény, ha t €
(0,00).
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Ezen kiviil sziikségiink van tovabbi informéaciora az adott idGintervallumban
megtermelt nyereség nagysagarol.

4.0.2. Feltétel. A nyereség a [t,t + 0t] intervallumon egyenesen ardnyos wu(t)dt

értékével tetszdlegesen kicsi Ot esetén.

Most attérhetiink a modellezési folyamat kovetkezs szakaszara, azaz a modell
felépitésére. Jelolje w(t) a részvényesek teljes osztalékat a [0, ¢] idGintervallumon.
Legyen k a [t,t + dt]-ben megtermelt nyereség allandé hanyada, amelyet erre az
idgszakra a téke du kiegészitéseként jra befektetnek (k € [0, 1]). Ebbdl kévetke-
zik, hogy

du = kau(t)ot,

ahol a az aranyossagi allando a (4.0.2) feltételbsl. Hasonloképpen, ha dw a
[t,t + 0t]-ben termelt nyereség fennmarado részébdl kifizetett osztalék, akkor

dw = (1 — k)au(t)ot

Osszuk el mindkét egyenletet dt-vel, tovabba tegyiik fel, hogy ot — 0, ekkor
megkapjuk az alabbi két differencialegyenletet:

{% = kau, u(0) =«

dw _ (1 fau, w(0) =0 (4.1)

Az « az indul6 t6két jeloli, mig az osztalék kezdetben nullaval egyenls. A (4.1)
modell elemzése egyszert. Eszrevehetjiik, hogy a (4.1) tulajdonképpen egy Mal-
thus modell, aminek a megoldésa

u(t) = ae™ (4.2)

Helyettesitsiik az u(t) = ae®™ kifejezést a (4.1)-be és ezt kovetSen integraljuk,
hogy megkaphassuk a kovetkezét:

weakt_ a
w<t):{ et 1) ha ke (0,1]

(4.3)
aat ha k=0

Ha k = 1, akkor w(t) = 0 t > 0 esetén, vagyis nem fizetnek osztalékot a
részvényeseknek, hanem a tarsasag tékéje ng. Masrészt, ha k = 0, a téke allando
marad « értékkel, és az Osszes nyereséget osztalékként fizetik ki. Jelen esetben arra
vagyunk kivancsiak, hogy egy adott [0, 7] id&szakban, hogyan kell a k paramétert
tgy megvalasztani, hogy a teljes osztalék a [0, 7| id6szakra maximalis legyen? A
(4.3)-es egyenlet tehat k € (0,1) esetén

(1—Fk)a
k
A szamitasok egyszertsitése érdekében hasznaljunk skalazast és vezessiink be
1j valtozokat. Jelolje

w(T) = (™ — 1) (4.4)
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T
r=alk é y= wil) (4.5)
a

Mivel k € (0,1), igy = € (0,aT) és a (4.4) egyenletet is 4t kell alakitanunk az
adott formara:

al'—x
x
Mivel a,T és « ismert allandok, a kérdés tovabbra is a kovetkezs:
Az x mely értékei esetén lesz y maximalis?
A kérdés megvalaszolasanak legkézenfekvébb modja az, hogy y-t megkiilon-
boztetjik z-t6l, és meghatarozzuk, hogy x mely értékei esetén lesz a derivalt nulla.
Remélhetéleg ez meghozza a sziikséges y maximumot.

(€® — 1) (4.6)

y:

dy —ao—(al—-2), a'—z , —x—(al—x)
F - e’ + . e’ — 3 = (4.7)
—al , al'—x , aT
= e e _— =
2 T 2
e*aT m x? aT
= —_ xr— — _— =
2 aT z2
B etal 14 x? L) =
2 v aT ¢ a

1 1 2 3
:eIaT(——+——£+x——x—+...)
a . :

ahol felhasznaltuk, hogy e* = >/, ’;;—'f = % + % + z—? + f’é_f N

Fontoljuk meg az alabbi harom esetet:

1. Ha aT = 2, akkor a (4.7)-ban szerepld sorozat elsé két tagja kiesik, és mivel
z € (0,2], a fennmarad6 sorozat valtakozo elGjeli és monoton csokkend
lesz. Ezért a sorozat Osszege negativ lesz, de a derivalt soha nem nulla az
z € (0,2] esetén. Igy y az x csokkend fiiggvénye, valamint az y a maximumét
az x = 0 pontban veszi fel.

2. Ha aT < 2, akkor a (4.7)-beli sorozat els§ két tagjanak Osszege negativ
lesz, és ugyanazzal az érvvel y ismét egy csokkend fiiggvény, melyben az y
a maximumat x = 0-ban veszi fel.
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3. Ha aT" > 2, akkor y meredeksége pozitiv z = 0-nal. A (4.7) els§ sorabol
azonban az is kovetkezik, hogy y meredeksége negativ x = aT-nél. Mivel
y meredeksége = folytonos fiiggvénye a [0, a7’ zart intervallumon, igy van
legalabb egy olyan X € (0,a7) pont, ahol a meredekség nulla. A (4.7)
szerint X-nek teljesitenie kell az alabbi egyenletet:

2

T
1—- — =" 4.8
x—i—aT e (4.8)

A bal oldal az x maéasodfoku fiiggvénye, amelynek grafikonja az = = %
egyenesre szimmetrikus parabola, amely a fiiggSleges z-tengelyt a z = 1
pontban metszi. A jobb oldal egy negativ meredekségli exponencialis gérbe,
amely a fliggSleges z-tengelyt is a z = 1 pontban metszi. Nyilvanvalo, hogy
a nyitott (0, aT) intervallumon legfeljebb egy metszéspont lehetséges. Ezért
az X € (0,aT) pont egyértelmi. Mivel y meredeksége pozitiv z € (0, X)
esetén, és negativ z € (X, aT") esetén, igy a (4.6)-ben szerepl y fiiggvény
a maximumat az x = X-ben veszi fel. A (4.1) abrarol azt is észrevehetjiik,
hogy ha aT' ng, akkor X is né.

A modell értelmezésének és megvalositasanak osszefoglalasa: A (4.5) egyenlet
segitségével visszatériink az eredeti problémahoz, és azt talaljuk, hogy ha aT < 2,
akkor £ = 0 adja a legnagyobb osztalékot T" év alatt, ami tulajdonképpen azt
jelenti, hogy a teljes nyereséget osztalékként fizetik ki. Ezért nem éri meg djra
befektetni a pénzt a cégbe, mert a vagy T, vagy mindketts tul kicsi. Masrészt,
ha aT > 2, akkor létezik egy egyértelm K = = szém tgy, hogy Ku(t) 6sszeget
djra be kelljen fektetni.

0.2

4.1. dbra. A (4.8) egyenlet numerikus megoldasa
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5. fejezet

Jarvanyterjedési modellek

Jarvanyok elég régota koriilvesznek benniinket, viszont talan csak a koronavirus
volt annyira jelentGségteljes, hogy figyelmet forditsunk felé. Szakdolgozatom ezen
fejezetének megsziiletését pont ez a virus inspiralta, hiszen el6tte még csak nem is
hallottam jarvanymatematikarol, pedig ez egy igazan kiilonleges, érdekes és igen
Osszetett része a matematikanak. Ebben a fejezetben csupén csak a felszint fog-
juk megkapargatni, hiszen egy jarvany terjedésének teljes modellezése rendkiviil
bonyolult folyamat, melyre egy egész tudoményag épiil.

ElGszor is tegyiik fel, hogy egy populaciot jarvany sajt. Az egészségiigyi hato-
sdgok lehetdség szerint megprobaljak megfékezni a betegség terjedését. A fontos
kérdés szamunkra, hogy hany ember kapja el a betegséget korlatozo intézkedések,
illetve megel6z6 kezelések hianyaban. A betegség siilyossagatol fliggen cselekvési
tervet lehet kidolgozni, illetve meg lehet josolni a tervezett 6vintézkedések hata-
sat. A fejezet elsG részében egy egyszeriibb, késébb pedig egy fokkal Gsszetettebb
modellen keresztiil fogom bemutatni egy jarvany terjedésének dinamikajat. A feje-
zet alapjaul Valko Eva 2021-es Folytonos modellezés eléadasjegyzete [9], valamint
T.P. Dreyer Modelling with Ordinary Differential Equations [1] konyve szolgalt.

5.1. Az SI-modell

Feltételezziik, hogy a betegség terjedésének hatterében a fertézott és egészséges
emberek fizikai érintkezése all. A dolgok leegyszertisitése érdekében az embereket
két zéart kozosségre tudjuk bontani: egészséges, fertézhetsd emberekre, illetve az
adott virussal méar fert6zott személyekre. A modell nevében taladlhato két beti
pontosan ezen két zart csoportra utal, ahol az S(t) az egészséges emberek tomegét,
mig az I(t) a fert6zottekét jeloli. A ¢. idépillanatban senki sem 1ép be vagy ki az
adott kozosségekbdl, a modellben nincs gyodgyulas a betegségbdl.

5.1.1. Feltétel. A betegséq fertozitt és fertdzhetd emberek érintkezése utjan terjed
eqy zdrt kozosségben, ahol nincs karantén, azaz az emberek szabadon keveredhet-

nek.
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A matematikai modell megalkotésédhoz jelolje ¢ az id6t, és x(t) a kozosség
azon hanyadéat, amely ¢. idépontban fert6zott. Mivel a kozosség zart, igy 1—x(t) a
kozosségben €16 egészséges emberek hanyada. Ezért, ha n emberbdl all a kozosség,
akkor nx(t) fertézott és n(l — x(t)) egészséges személy van a t. idgpillanatban.
Ha n elég nagy, akkor ésszert feltételezni az alabbit:

5.1.2. Feltétel. Az x(t) figgvény derivdltja t folytonos fiigguénye, ha t > 0.

Az (5.1.1)-bdl kévetkezik, hogy a dt idSintervallumban a betegséggel fert6zot-
tek szama egyenesen aranyos az egészséges és beteg emberek kozotti kapcsolatfel-
vételek szamaval, amelyek a 0t idGintervallumban torténtek. Ez viszont arédnyos
az egészséges és beteg emberek kozotti 0sszes lehetséges érintkezések szaméaval a
[0,0¢] idGintervallumban. A p valoszintiségét, azaz hogy egy beteg ember kapcso-
latba keriil egy egészséges emberrel az aldbbi hanyados adja meg:

_ beteg és egészséges emberek kozotti kapcesolatok idGegységenként

Osszes kapcsolat idGegységenként

Feltehetjiik, hogy a p valészintiség allando6. Vegytik észre, hogy p altalaban az
id6 fiiggvénye, tovabba azt varnank, hogy p nagyobb napkézben, mint éjszaka.
Az 6sszes lehetséges kapcesolat természetesen a betegek szaménak és az egészséges
emberek szamanak a szorzata t. idépontban. Ha dx jeloli az x(t) valtozasat a dt.
idGintervallumon, akkor

dx = k(1 — x)dt

ahol k egy pozitiv allando, melyet fert6zési ardnynak is neveziink. Ez magaba
foglalja a p valoszintiséget és a teljes n populaciot is. Ha a betegek kezdeti ardnyat
a -val jeldljiik, ahol o € (0, 1), akkor az alabbi kezdetiérték problémahoz jutunk:

dx
=ka(l—2), 2(0)=a te(0,00) (5.1)

Ez szintén egy logisztikus modell, amire lattunk példakat a (3.2) alfejezetben.
Ezaltal a probléma egyértelm megoldasa az

z(t) = a+(1 i a)ekt (5:2)

Megfigyelhetjiik tovabbé, hogy
o
li =1
Do at (1 —a)e*t

Ez azt jelenti, hogy hosszutavon mindenki meg fog betegedni fiiggetleniil a popu-
lacié kezdeti méretétsl. Ez nem megleps, mivel nem vezettek be karantént, ami
automatikusan korlatozné a beteg emberek egészséges személyekkel valod érint-
kezéseinek szamat. Tovabba nem kapott a kozosség megelézé oltast vagy egyéb
gyogykezelést. Végiil pedig azt is fel kell tenniink, hogy az emberek 6rokké betegek
maradnak anélkiil, hogy felépiilnének. Mindezeket Osszefoglalva a feltételezéseink
irredlis eredményt adnak, miszerint senki sem fogja elkeriilni a betegséget. Ezt
elkeriilendd, a kovetkez§ alfejezetben egy fokkal realisabb modellt probalunk fel-
épiteni, mely taldn valosaghiibb eredményt ad szamunkra.
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5.2. Az SIR-modell

Az el6z6 modellhez képest a mostani modellben mar 3 zart csoportra osztjuk
az embereket, azaz fertGzhetSkre, fertézottekre és rezisztensekre és ezen hérom
csoport jarvanyterjedési dinamikajat vizsgaljuk.

Jelolje az S(t) az egészségesek, fert6zhetdk tomegét, az I(t) a fert6zott so-
kasagat illetve az R(t) a az immunis/rezisztensek tomegét a t. idgpillanatban.
Tovabbéa fel kell tenniink, hogy egy adott ¢ id&pillanatban mindhérom csoport
zart. Csoportok kozotti atjaras csak az S-bél az I-be és az I-b6l az R-be lehetsé-
ges, vagyis egy egészséges embernek fert6zottnek kell lennie elGszor ahhoz, hogy
kés6bb immunitast tudjon szerezni az adott jarvany ellen. Jelen modelliinkben
eltekintiink a vakcina utjan szerzett védettségtdl.

Ezen csoportok idébeli valtozasat az alabbi differencialegyenlet-rendszer adja
meg, ahol «, f > 0 ardnyosséagi tényezéket jeldlnek.

S(t) = —aSHIt
I(t) = aSE)I(t) - pI{1)
R(t) = BI)

Ha 0Osszegezziik az alabbi harom egyenletet, akkor réjohetiink, hogy idében
allando a populécié 6ssztomege.

S(t)+1(t)+ R(t)=0

A populacié 6ssztomegét, azaz az N-t az Sy + Iy + Ry 6sszeg adja meg, ahol
az Sy, Iy, Ry az adott csoport méretét jeloli a t = 0 idGpillanatban.

Kovetkez6 1épésben érdemes megvizsgalni az egyensulyi helyzeteket és azok
stabilitasat.

S=0—  —aS®I{t) =0
I=0— aS@H)It)—pIEt) =0
R=0— BI(t) =0

Az egyenletrendszerbdl tisztan latszik, hogy I* = 0, mert § > 0 feltételt
kikotottiik, viszont R* és S* értéke barmilyen nemnegativ szam lehet, ha teljesitik
az alabbi feltételt:

R*+S*:So+fo+ROIN

Példaul az S* = s és az R* = N — s egy lehetséges jo6 megoldéas. Viszont
végtelen sok (S*,I*, R*) = (s,0,N — s) alaku egyenstlyi helyzet létezik, ami
kozil érdemes kiemelni 2 specialis esetet. Ha s = 0, akkor (0,0, N)-t kapjuk.
Ha viszont a aS(t)I(t) — SI(t) = 0 egyenletbdl indulunk ki, ahol tudjuk, hogy
I # 0-val, akkor az s = g kifejezhets az egyenletbdl, igy megkapjuk az alabbi
egyenstlyi helyzetet (g, 0,N — g)

Ahhoz, hogy meg tudjuk ezen egyensulyi helyzetek stabilitasat vizsgalni, fel
kell irnunk a modellhez tartozo Jacobi-maéatrixot:
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—al —-aS 0
JS,I,R)=| afl aS—p 0
0 5 0

e Els§ esetben helyettesitsiik be a (0,0, N) egyensulyi helyzete a Jacobi-
matrixba.

0 0 0
A =J(0,0,N)= [0 =8 0
0 B8 0

A kapott A; méatrixnak hatarozzuk meg a sajatértékeit.

A0 0
det | 0 =f=X 0 | =(=N)((=B=N)(=N)=N(-F-1)
0 8 A

A2 = 0-bol megkapjuk a \; = 0 és a Ay = 0 sajatértékeket, valamint a
(=5 —X) = 0 egyenlethdl a A\3 = —f sajatértéket. A sajatértékekbdl latszik,
hogy a (0,0, N) egyensulyi helyzet stabil, ami a kiindul6 értékek miatt is
azt jelenti, hogy mivel mar az egész populacié immunis az adott jarvannyal
szembe, igy nincs senki, akit ijjonnan megfert6zhetne.

e A mésodik esetben pedig a (g, 0,N — g) esetet vizsgaljuk.
—B
AZZJ(go,N—ﬁ): - 0

o

p 5

Ezt kovetSen meg kell hataroznunk az A, matrix sajatértékeit.

—Q

B
(03
08

(03

0 0 0
g ol=1o0 0
@ 0 0 0

o O O

A —B 0
det | 0 =X 0 | = (=)= (=) = (=N
0 B -\

A —)\3 = 0-bol kévetkezik, hogy a (g,O,N — g)—hoz tartoz6 mindharom
sajatéték nullaval egyenls, azaz \y = Ay = A3 = 0. Viszont emiatt a sta-
bilitasa nem eldonthets ennek az egyensiilyi helyzetnek. Ebben az esetben
tulajdonképpen azt vizsgaltuk meg, amikor a populacionk egy része méar
atesett, mig a masik még nem az adott fertézésen, viszont jelenleg senki
sem fert6z6 az adott populacioban.

e Harmadik esetben pedig vizsgaljuk meg altalanosan az (s,0, N — s) egyen-
salyi helyzetet.
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Ennek az As matrixnak a sajatértékei:

- —as 0
det | 0 as—B—-X 0 | =(=N(-N(as—B—X) =X(as—B—N)
0 I6] —-A

A A1 és )y sajatérték nulla lesz, viszont a A3 sajatérték as — [ értékkel
lesz egyenld. Ez esetben az as — [ elGjelétsl fiigg az egyensilyi helyzet
stabilitasa. Ha as — 8 > 0, akkor instabil csomo, mig ha as — 5 < 0, akkor
stabil csomo lesz az (s,0, N — s) egyenstlyi helyzetet stabilitasa. Viszont,
ha as = [ értékkel, akkor a stabilitas nem eldonthetd.

Az SIR-modell legegyszertibben egy MATLAB kod segitségével tudom szem-
léltetni. Ehhez a kodhoz az (5.2) differencidlegyenlet-rendszert hasznaltam fel,
valamint az o = 5 - 1072 értékkel jeloltem a fertézési ratat, a 8 = 0,12 pedig a
gyogyulasi ratat jeloli. A teljes populéacié méretét, azaz az N értékét 60 millioban
hataroztam meg végiil pedig az I jelolte a kezdeti fert6zott személyek szdmat,
ami ebben az esetben 10 f6 volt.

A kodot 200, illetve 1000 napra is lefutattam, viszont ahogy az abrakbol is
latszik, az els6 200 nap utan mar nem torténik valtozas, a rendszer bedllt az
egyensulyi allapotra.

%107

w £
T T
I |

Egyedek szama

[p%]
T
1

L |

0 50 100 150 200
Napok

5.1. abra. Az SIR-modell szemléltetése o = 5-1077, 8 = 0,12, N = 60000000, Iy =
10 paraméterek esetén. (t=200 nap)
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5.2. abra. Az SIR-modell szemléltetése o = 5-1077, 8 = 0,12, N = 60000000, I, =
10 paraméterek esetén. (t=1000 nap)

Az (5.1), illetve az (5.2) abrakbol azt a kovetkeztetést tudjuk levonni, hogy a
jarvany az 50. és a 150. nap kozott tombol, viszont ezt kdvet&en beall az egyensi-
lyi allapot, aminek eredményeképpen nem lesz 1j fert6zhets, fert6zott, és immunis
személy sem a populacioban. Ezen kiviil még latszik az abrakbol, hogy a tarsa-
dalom nagy része atesik az els6 150 napban a betegségen, viszont kevesebb, mint
1 millié allampolgar nem fogja sohasem elkapni ezt a betegséget, ugyanis a ké-
s6bbiekben a fert6z6 személyek szama nulla lesz, ami megadadélyozza a jarvany
wjabb fellendiilését.

Az SI, illetve az SIR-modelleken kiviil léteznek joval Osszetettebbek is, amik
joval realisabban tudjak modellezni egy adott jarvany terjedését. Az ilyen model-
lek figyelembe veszik az oltas altal szerzett immunitast, a betegség utani esetleges
immunitas hianyat, az immunités idéveli elvesztését, a fertézés soran bekovetke-
zG6 halalt, a betegségtdl fliggetlen sziiletéseket és halalozéasokat illetve a jarvany
megfékezése érdekében bevezetett ovintézkedések Osszességét is.
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6. fejezet
Fizikal modell - teljesitmény

Az el6z6 fejezetek soran méar lathattunk példat a differencidlegyenletek kiilonb6zé
biologiai, jarvanymodellezési, illetve gazdaséigi hasznalatara. Ebben a fejezetben
egy fizikai alkalmazéasba szeretnék betekintést nydjtani a teljesitmény, mint fizikai
fogalom segitségével. Ezen fizikai alkalmazas ismertetését egy matematikai modell
segitségével fogom megtenni, aminek a felhasznalédséval egy hajo altal megtett
tavolségot, illetve az ehhez sziikséges id6t fogom tudni meghatarozni.

Amikor egy gépet értékelnek, fontos a munkavégzés iiteme. Akit érdekelnek
az autok teljesitményei, az ismeri a loerét vagy a kilowattot. Ennek matematikai
kifejezésére a teljesitmény fogalmat hasznaljuk. A fejezet alapjaul T.P. Dreyer
Modelling with Ordinary Differential Equations [1| konyve szolgalt.

6.0.1. Definicié. Ha egy F' erd hatasara egy részecske v sebességgel mozog,

akkor a teljesitmény a két vektor skaléris szorzata, azaz

P=F-v (6.1)

Ha v méter per szekundomban, azaz %-ben, az I pedig newtonban (N) van
megadva, akkor a teljesitmény mértékegysége watt (W) lesz. Szemléltessiik egy
példan keresztiil is az adott fizikai problémaét:

Egy M kilogramm tomegi hajot olyan gépek hajtanak meg, amelyek allando
H watt teljesitményt generdlnak. A hajé el6refelé iranyuldé mozgaséval szembeni
ellenallas nagysaga aranyos a hajo sebességével minden idépillanatban. Ha a hajo
nyugalmi helyzetbdl indul és V' 2 végsebességet ér el, amikor egy rogzitett irdnyba
halad, akkor hatarozzuk meg azt a megtett tavolsagot, amig a hajo sebessége %V
nem lesz, valamint az ehhez sziikséges id6 nagysagat is.

Véalasszuk az x-tengelyt a hajo altal megtett haladas reprezentélasara ugy,
hogy az origé legyen a kiindulési pont, és ebben a pontban vegyiik a t értékét
nullanak. Jelolje a v(t) a sebességet a t. id6pillanatban. Vegyiik észre, hogy v el6-
jele hatarozza meg a sebesség iranyat, ezért az egydimenzios v vektort egyszertien
v-ként irjuk fel, és ezaltal a skalaris szorzat visszadll a valos szdmok halmazan
értelmezett szokasos szorzasara.
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Ha a gépek ereje I newton v = sebességnél, akkor (6.1) egyenletbdl azt kapjuk,
hogy

H
F(v) = — newton

6.0.2. Definicié (Newton méasodik térvénye). Ha egy részecske tomege mozgas
koézben valtozatlan marad, akkor a részecske gyorsulasa aranyos a részecskére hato

eredS erd nagysagéval, és irdnya megegyezik az eredd erd iranyaval.

tomeg - gyorsulas = eredd erd (6.2)

Hasznaljuk most Newton masodik torvényét egy m tomegi részecskére ellen-
tétes iranyba hato F er és egy P(v) ellenéllasi er6 miatti egyenes vonalti mozgés
modelljének megalkotasara. Newton masodik torvényének segitségével megkap-
juk, hogy

dv

ME = F(v) — P(v) (6.3)

Ezt felhasznalva a matematikai modelliink a kovetkezs lesz:

v

M —H _ky te(0,00)
fis - o

ahol k£ € R egy rogzitett konstans. Mivel V' végsebességnél nincs gyorsulas,
azaz % = 0, igy adodik, hogy
H

A
=

Ebbdl az egyenletbdl atalakitassal ki tudjuk fejezni a k = % konstanst, amit
ha behelyettesitiink a (6.4) egyenletbe, az alabbi egyenletet kapjuk.

dv 2_y2
E:MI{/QVU t € (0,00) (6.5)
v(0) =0
Ennek a differencidlegyenletnek konnyen megkaphatjuk a megoldasat:
v H
vi_ 2= e
1 H
In = t
VV2Z—2  MV?
MV? 1
t = Vi 111‘/2_1)2 +c
A kezdeti feltételbdl kovetkezik, hogy
_ MV? | 1
T v
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2H V2 -2

Erdemes atirni a (6.5) differencidlegyenletet a kovetkezd alakra

d, 2H , 2H
FTACRA Ve L V3

ami linearis v%-ben, és ezért a v? egyértelmii és a kezdeti érték folytonos fiigg-
vénye a (3.2.3) tétel szerint. Ebbdl két megoldést is kapunk v-re. Figyeljiik meg,
hogy mindkét megoldas kielégiti a (6.5) differencidlegyenletet és csak elGjelben
kiilonboznek egymastol. Ennek a probléménak az értelmezési szakaszaban azon-
ban v mindig nem negativ, igy v ekkor a probléma egyértelmi megoldasa és a
kezdeti érték folytonos fiiggvénye.

A probléma masodik kérdésére most mar tudunk valaszolni. Az %V sebesség
eléréséhez sziikséges id6

MV?_ 4
t= Vi lng S. (6.7)

A probléma els6 kérdése a sebesség és a tavolsdg kapcsolataval foglalkozik. A
(6.5) derivaltat alakitsuk at ugy, hogy a t valtozotol ne fiiggjon. Ezt a kovetkezo
modszer segitségével tudjuk konnyedén megoldani:

dv  dvdr  dv
At dedt dz
ahol x a t. id6pontban megtett tavolsagot jeloli. Most (6.5) atirhatod szétva-
laszthato valtozoju differencidlegyenletté.

S_Z = MI{/Q Vi;”z z € (0,00)
v(0) =0

(6.8)

Ennek a differencidlegyenletnek konnyen megkaphatjuk a megoldasat:
v? H
Ve 2=

11 v +1 _H
2 \1—¢ ") T mv2”
MV2 Viv
T = Vi ln(vvv—v>

MV? V4w
T= ln(v_v—v) (6.9)

Ha behelyettesitjik v = %V értéket a (6.9) egyenletbe, akkor megkapjuk az z
tavolsagot.
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MV? 1
T= In (3 - 5‘/) (6.10)

Tehat a teljesitmény definiciojat (6.0.1) és Newton masodik torvényét (6.0.2)
felhasznalva alkottunk egy matematikai modellt (6.4), aminek a segitségével meg
tudtuk hatarozni a hajo altal elért %V sebességhez sziikséges id6t (6.7) és az ezidd
alatt megtett tavolsagot (6.10).

A differencidlegyenleteket a fizika mas teriiletén is elGszeretettel hasznaljék,
példaul: a radioaktiv bomlasok modellezésénél, a mechanikai rezgések leirasakor
vagy a hékeveredési egyenletek viselkedésének megértésekor.
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7. fejezet

Szerelmi modellek

A kovetkez fejezet Valké Eva 2021-es Folytonos modellezés el6adasjegyzete [9],
valamint J. C. Sprott Dynamical Models of Love [10] publikicidja alapjan késziilt.

Elsére talan kicsit furcsan hangozhat, viszont a matematikat, akar két ember
szerelmi kapcsolatanak lefrasara is tokéletesen lehet hasznalni. Strogatz 1994-ben
megjelent konyvében [11] egy rovid részt szentelt a szerelmi kapcesolatoknak és
szamos hozza kapcsol6dd matematikai példanak. Lényegében ugyanezt a modellt
irta le 1960-ban Rapoport [12], és 1993-ban Radzicki [13] is tanulméanyaiban. Bar
Strogatz modelljét eredetileg inkdbb a hallgatok motivalasara, mint a szerelmi
kapcsolatok komoly leirdsara szanta, mégis szdmos érdekes és elfogadhato elGre-
jelzést ad, és olyan kiterjesztéseket javasol, amelyek még szélesebb kori viselkedés
lefrassal tudnak szolgélni. Strogatz a modelljében kitér a szerelmi haromszogekre
is, mint jelenségre, viszont ebben a fejezetben én csak a két ember kapcsolatat
leir6 esetet fogom vizsgélni.

A szerelemi modellek leirasaban az els6 nehézségbe akkor iitkoziink, amikor
a szerelem fogalmét szeretnénk meghatarozni és azt valamilyen értelmes modon
szamszertsiteni is szeretnénk. Ebben a modellben csak a parok sajat illetve egy-
mas irant érzett szerelmét fogjuk felhasznalni. Vagyis eltekintiink mas kiils6 ha-
tasoktol, tovabba a leird paramétereket valtozatlanok tekintjiik, kizarva ezzel a
tanulés és az alkalmazkodés lehetGségét.

Jelolje R és J egy-egy Ry — R képez6 fiiggvényt, ahol R(t) Romeo, mig J(t)
Julia érzéseinek erGsségét és iranyat reprezentalja a t. idépillanatban.

. (7.1)

R(t) = aR(t) + bJ(t) R(0) = Ry
J(t) = cR(t) +dJ(t) J(0)=Jy

Itt a és b konstansok Rome6 romantikus érzéseit, mig ¢ és d Juliaét befolya-
soljak. Az a paraméter azt irja le, hogy Rome6t mennyire batoritjak sajat érzései,
mig a b paraméter azt, hogy Jilia érzései milyen mértékben 0sztonzik 6t. Gott-
man az el6bbire a viselkedési tehetetlenséget, az utobbira a befolyasolési fiiggvény
kifejezést hasznalta, és feltevése szerint a tehetetlenség akkor a legnagyobb, ha
a = 0. A kapott dinamika kétdimenzios, amelyet a kezdeti feltételek és a négy pa-
raméter szabéalyoznak, amik lehetnek pozitivak vagy negativak is egyarant, azaz
a,b,c,d € R.
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Romeo6 romantikus érzéseinek négy tipusa létezik az a és b elGjeleitdl fliggGen,
a hozzajuk tartoz6 neveket pedig Strogatz tanitvanyai javasolték:

1. Buzg6 hod a > 0,b > 0 Rémeodnak vannak sajat érzései és Julia érzései is
batoritjak &t.

2. Narcisztikus majom a > 0,b < 0 Romeodnak vannak sajat érzései, de elvonul
Julia érzései eldl.

3. Ovatos, vagy biztonsagos szereté a < 0,b > 0 Rémeé visszavonul sajat
érzései el6l, mig Julia batoritja 6t.

4. Remete a < 0,b < 0 Romed éppugy visszavonul sajat érzései elsl, mint
Julia.

Mivel ezt Julia esetén is le tudjuk irni, igy Osszesen 16 parositas lehetséges,
melyek mindegyikének megvan a sajat maga dinamikaja, bar ezek fele Romeo és
Julia felcserélésével is megkaphato. Vegylink par konkrét esetet ezek koziil, viszont
el6tte hatarozzuk meg a (7.1) differencidlegyenlet-rendszer egyensilyi helyzetét.

A (7.1) differencidlegyenlet-rendszer egyensilyi pontjai az alabbi egyenlet-
rendszer megoldasaval kaphato meg:

R(t)=0 aR+bJ =0
d aZaZ
cR+dJ=0

d
van az egyenletrendszernek a (0,0) egyensulyi helyzet. Mig ha az el¢bbiekben
emlitett matrix determinansa megegyezik 0-val, akkor végtelen sok megoldast
kapunk, amik kielégitik a fenti egyenletetrendszert.
Ezt kovetSen vizsgéaljuk az egyensulyi helyzetek stabilitasat altalanosan a
Jacobi-matrix segitségével.

Ha az (i b) matrix determinédnsa nem egyenld 0-val, akkor egy megoldasa

ot ot

J(R,J) = OR 0J | (a b

Do o] T \e
oR 0J

Megvizsgaljuk a (0,0) egyensulyi helyzet stabilitasat.

A=17(0,0) = (‘Z z)

Hatarozzunk meg a kapott A matrix sajatértékeit.

61615(@;A de) = (a—A)(d—\) —bc

(a—=XN)(d—=X)—bc=0
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N — (a+d)A+ (ad — bc) =0

(a+d)++/(a+d)? — 4(ad — be)
2
Lathatjuk, hogy A-t csak konkrét a, b, c és d értékek megadasa esetén kaphat-
juk meg, vazoljunk par esetet és vizsgaljuk meg az origd, mint egyensilyi pont
stabilitasat.

Ao =

1. Romeo és Julia érzései pontosan ellentétesek egymas irant.

Itt a paraméterek a kovetkezdek lesznek: a = 0,b,c = b,d = 0 és az eredeti
(7.1) differencialegyenlet az alabbira modosul:

A differenciadlegyenlet-rendszerhez tartoz6 egyiitthaté méatrix, mely meg-
egyezik a Jacobi-métrixszal.
0 b
v=(00)

Hatarozzuk meg az A; matrix sajatértékeit.

0-A b\ 2
det(b 0_)\)_/\—1)

Ao = V02 = £[b| = +b

Lathatjuk, hogy a Ay és Ay abszolutértéke azonos, viszont eleGjele eltérd,
fgy nyereg pontot fogunk kapni, ha b # 0. Ha a b paraméter értéke 0 lenne,
akkor R = J = 0 egyenlGségbdl kovetkezne, hogy Romed és Julia érzései
id6ben allanddak. b = 0 esetén nem tudjuk meghatarozni a stabilitast.

2. Se veled se nélkiiled kapcsolat.

Ez esetben Romed furcsan viselkedik, mig Julia teljesen normaélisan. Ezt
leforditva a paraméterek nyelvére azt jelenti, hogy a = 0,b = —c,¢,d = 0.
Ezaltal az aldbbi differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

R(t) = —cJ(t)
J(t) = cR(t)

Jelolje A, a differencidlegyenlet-rendszer egyiitthatdé métrixat.

0 —c
=0 %)
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Hatarozzuk meg az A, méatrix sajatértékeit, majd késébb a sajatértékekhez
tartozo sajatvektorokat is.

O—)\ —C _\2 2
det( . 0_)\)—)\ +ec

A2 = £V —c? = +ilc] = tic

Mivel a A sajatértékek +ic alaku komplex szamok, ezért a (0,0) egyenstlyi
helyzetiink centrum lesz.

. Ellentétek vonzék egymast.

Ez esetben ¢ = —b és d = —a. Az ehhez a paraméterekhez tartozo differen-
cidlegyenlet az alabbi lesz:

R(t)
J(t)
Jelolje As a differencidlegyenlet-rendszer egyiitthatdé métrixat.

b
= L)

Ezt kovetGen hatérozzuk meg a maéatrix sajatértékeit, azaz oldjuk meg a
det(As — AI) = 0 egyenletet.

aR(t) + bJ(t)
—bR(t) — aJ(t)

a— A b
det( b —a—)\) =(a—N(—a—XN)+b* =X —a*+1?

Ebben az esetben A\? = a? — b? értékkel, amit ha atalakitunk megkapjunk,
hogy A2 = +v/a? — b2 A gydkvonés tulajdonsagaibdl tudjuk, hogy a® —
b*> > 0, azaz |a| > |b| minden esetben.

Lathatjuk, hogy a A és Ay értéke azonos, viszont eleGjele eltérs, igy nyereg
pontot fogunk kapni, ha a # b.

. Hasonl6 szerelmesek alkotnak jo part.

Ebben az esetben ¢ paraméter értéke megegyezik b-vel, mig d paraméter
értéke a-val. Irjuk fel a megfelels differencidlegyenlet-rendszert.

R(t) = aR(t) + bJ(t)
J(t) = bR(t) + aJ (t)

Jelolje A4 a differencialegyenlet-rendszer egytitthatoé méatrixat.

b
a=(i )
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Ezt kovetGen hatarozzuk meg az A, matrix sajatértékeket.

a—XA b
det( b )\):(a—)\)Q—bQ

a —

Ebbdl kévetkezik, hogy az |a — A| = |b], azaz a — X\ = b vagy a — A = —b. Ha
ezeket rendezziik, akkor megkapjuk, hogy A\; = a—b és Ay = a+0b értékekkel.
Ezen egyensulyi helyzet stabilitasa a-tol, b-t6l és egymaés viszonyatol fiigg.

(a)

Ha a pozitiv és b = 0, akkor A\ és Ay is pozitiv lesz, vagyis ez egy
instabil csomo.

Ha a pozitiv, b negativ és |a| > |b|, akkor \; és s is pozitiv lesz, vagyis
ez egy instabil csomo.

Ha a porzitiv, b negativ és |a| = |b|, akkor A, pozitiv, viszont Ay = 0,
vagyis ez egy instabil csomo.

Ha a porzitiv, b negativ és |a| < |b|, akkor A; pozitiv, Ay negativ lesz,
vagyis ez egy nyeregpont.

Ha a = 0 és b negativ, akkor A\, pozitiv, Ay negativ lesz, vagyis ez egy
nyeregpont.

Ha a negativ, b negativ és |a| < |b|, akkor \; pozitiv, As negativ lesz,
vagyis ez egy nyeregpont.

Ha a negativ, b negativ és |a| = |b], akkor A\; = 0, A2 negativ lesz,
vagyis ez egy stabil csomo.

Ha a negativ, b negativ és |a| > |b|, akkor A\; és Ao is negativ lesz,
vagyis ez egy stabil csomo.

Ha a negativ és b = 0, akkor A\; és A is negativ lesz, vagyis ez egy
stabil csom6.

Ha a negativ, b pozitiv és |a| > |b|, akkor A\; és g is negativ lesz, vagyis
ez egy stabil csomo.

Ha a negativ, b pozitiv és |a| = |b|, akkor A\; negativ, mig Ay = 0 lesz,
vagyis ez egy stabil csomo.

Ha a negativ, b pozitiv és |a| < |b|, akkor A; negativ, mig Ay pozitiv
lesz, vagyis ez egy nyeregpont.

Ha a = 0 és b pozitiv, akkor \; negativ, mig Ao pozitiv lesz, vagyis ez
egy nyeregpont.

Ha a pozitiv, b pozitiv és |a| < |b], akkor \; negativ, mig Ay pozitiv
lesz, vagyis ez egy nyeregpont.

Ha a pozitiv, b pozitiv és |a| = |b|, akkor A\; = 0, mig Ay pozitiv lesz,
vagyis ez egy instabil csomo.

Ha a pozitiv, b pozitiv és |a| > |b|, akkor A\; és Ay is pozitiv lesz, vagyis
ez egy instabil csomo.
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Nézziink par konkrét esetet is a fent bemutatott példakra. A fazisképek szem-
léltetéséhez a MATLAB programot hasznaltam.

1. Roémeo és Julia is furcsa.

Ez az altalanosan vizsgélt els§ esetiink volt, amit az a = 0,b = —1,¢c = —1
és d = 0 paraméterekkel szemléltetve a kovetkezdre jutunk:
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7.1. dbra. Az 1. esethez tartozo faziskép
A korabbi szamitasunkat igazolva, ezen paraméterek megvalasztasa mellett
az origd, mint egyensilyi pont valoban nyeregpont.

2. Romeo furcsa, Jilia normalis.

Ez az altalanosan vizsgéalt masodik esetiink volt, amit az a = 0,b = —1,¢c =
1 és d = 0 paraméterekkel szemléltetve a kovetkezd fazisképet kapjuk:
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7.2. abra. A 2. esethez tartozo faziskép

2

Ahogy azt elézetesen is lathattuk, a (0,0) egyenstlyi pont valoban egy cent-

rum.

3. Ellentétek vonzak egymast.

—1 és d = —2 paraméterekkel

Ezt az esetet legjobban az a = 2,b = 1,¢

lehet szemléltetni:
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7.3. abra. 3. esethez tartozo faziskép

27

Az el6zetes feltevésiinket igazolva, az origoé valoban egy nyeregpont.
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4. Hasonl6 szerelmesek alkotnak jo part.

Az el6z6ekhez képest, csak a d paraméter értékét néveltem, igy az alabbikra
jutottam: a =1,0=2,c=2ésd=1:
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7.4. abra. 4. esethez tartozo faziskép

Ezen paraméterek mellett az origd nyeregpont lesz.
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Fluggelék

Az 5. fejezethez tartoz6 MATLAB koédok
Az 5.1 abra MATLAB kodja:

function [S,I,R] = sir_modell(alfa,beta,N,IO0,T,dt)
S = zeros(1,T/dt);

S(1) = N;
I = zeros(1,T/dt);
I(1) = I0;

R = zeros(1,T/dt);
for tt = 1:(T/dt)-1

dS = (-alfa*xI(tt)*S(tt)) * dt;
dI = (alfa*I(tt)*S(tt) - betaxI(tt)) * dt;
dR = (betaxI(tt)) * dt;
S(tt+1) = S(tt) + dS;
I(tt+1) = I(tt) + dI;
R(tt+1) = R(tt) + dR;
end
end
alfa = 5x10°-9;
beta = 0.12;
N = 6x1077,;
I0 = 10;
T = 200;
dt = 1;
[S,I,R] = sir_modell(alfa,beta,N,IO0,T,dt);
tt = 0:dt:T-dt;

plot(tt,S,’b’,tt,I,’r’,tt,R,’g’, ’LineWidth’,2); grid on;
xlabel (’Napok’); ylabel(’Egyedek szama’);
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legend(’S’,’I’,’R’);

Az 5.2 abra MATLAB kodja:

alfa = 5x10°-9;

beta = 0.12;

N = 6%x10°7;

I0 = 10;

T = 1000;

dt = 1;

[S,I,R] = sir_modell(alfa,beta,N,IO0,T,dt);
tt = 0:dt:T-dt;

plot(tt,S,’b’,tt,I,’r’,tt,R,’g’, LineWidth’,2); grid on;
xlabel (’Napok’); ylabel(’Egyedek szama’);
legend(’S’,°I’,°R);

A 7. fejezethez tartoz6 MATLAB kédok

A 7.1 abra MATLAB kodja:

[X1,X2] = meshgrid(-5:0.5:5);

xs = arrayfun(@(x,y) {odeFun([], [x,y]1)}, X1, X2);
xls = cellfun(@(x) x(1), xs);

x2s = cellfun(@(x) x(2), xs);

quiver(xls, x2s)

xlabel ("{\it R(t)}’)

ylabel (’{\it J(t)}’)

axis tight equal;

odeFun(t,x)
0*xx(1)-1*xx(2);
-1xx(1)+0*x(2);

function dxdt
dxdt (1)
dxdt (2)

end

A 7.2 abra MATLAB kodja:

[X1,X2] = meshgrid(-5:0.5:5);
xs = arrayfun(@(x,y) {odeFun([], [x,y])}, X1, X2);
xls = cellfun(@(x) x(1), xs);
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x2s = cellfun(@(x) x(2), xs);
quiver(xls, x2s)

xlabel (’{\it R(t)}’)

ylabel (C{\it J(t)}’)

axis tight equal;

odeFun(t,x)
0xx (1) -1*x(2);
1xx(1)+0*xx(2) ;

function dxdt
dxdt (1)
dxdt (2)

end

A 7.3 abra MATLAB kodja:

[X1,X2] = meshgrid(-5:0.5:5);
xs = arrayfun(@(x,y) {odeFun([],[x,y1)}, X1, X2);
cellfun(@(x) x(1), xs);
cellfun(@(x) x(2), xs);

x1ls

x2s
quiver(xls, x2s)
xlabel (°{\it R(t)}?)
ylabel (C{\it J(t)}’)
axis tight equal;

odeFun(t,x)
2xx (1) +1*x(2);
-1xx(1)-2%x(2) ;

function dxdt
dxdt (1)
dxdt (2)

end

A 7.4 abra MATLAB kodja:

[X1,X2] = meshgrid(-5:0.5:5);

xs = arrayfun(@(x,y) {odeFun([], [x,y])}, X1, X2);

x1ls = cellfun(@(x) x(1), xs);

x2s = cellfun(@(x) x(2), xs);

quiver (x1s, x2s)

xlabel (’{\it R(t)}’)

ylabel (’{\it J(t)}’)

axis tight equal;

function dxdt = odeFun(t,x)
dxdt (1) = 1*x(1)+2*x(2);
dxdt (2) = 2*x(1)+1*x(2);

end
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