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1. Bevezetés

1.1. Témavalasztas

Ezt a témat azért valasztottam, mert lehetGségeket lattam olyan modsze-
rek felfedezésére, amik késGbb még hasznosak lehetnek a szamomra, illetve a
programozas is szempont volt a témam valasztasanal.

A szakdolgozatban a kozelits integralas kiilonb6z6 modszereivel fogok foglal-
kozni, aminek t6bb kiilonféle fajtaja van, és mindegyik fajtajanak van valami
el6nye és hatranya is az alkalmazéasban.

Ezek a modszerek egy fliggvényhez tartozd ponthalmazhoz rendelnek hozzéa
egy olyan fiiggvényt, amelyet minden esetben egyszerd integrélni, és ezzel
egy kozelitést kapni az eredeti fiiggvény integraljanak az értékéhez.

1.2. Kozelit6 integralas

Az alapprobléma az, hogy adott egy ponthalmazunk fiiggvényvértékekkel, és
ki szeretnénk szamolni az eredeti fliggvény gorbe alatti teriiletét egy adott
[a, b] intervallumon. A probléma az, hogy altalaban nem ismerjik magat az
f(z) fuggvényt, csak néhany pontjaban vett értéket, vagy ha ismerjiik is, til
bonyolult lenne integralni, esetleg nem is lehet kiszamolni az integraljanak
az értékét. Az ilyen esetekben jon szoba a kozelits integralas, ahol egy p(x)
interpolacios formula integralasaval szeretnénk megadni az f(x) fiiggvény
integraljanak a kozelitését, azaz f(x) fliggvényt kozelitjiik p(x)-szel.

1. Definicio. Jeldljik p(x)-szel azt az interpoldcids formuldt, aminek az in-
tegrdlja az [a,b] intervallumon kézeliti az f(x) figguény |a,b] intervallumon
vett integrdljanak az értékét:

/abp(x) do ~ /abf(a:) da.

Az interpolacios formulédktol két fontos dolgot varunk: hogy elég pontos
eredményt adjanak és hogy rovid szamitasi idével rendelkezzenek. A tovabbi-
akban ilyen interpolécios formulédkkal fogunk foglalkozni és 6sszehasonlitjuk,
hogy mennyire hasznalhatéak bizonyos feltételek mellett.



2. Lagrange-interpolacio

2.1. Bevezetés

Az els6 interpolacios formulanal, amit vizsgalunk, az az alapdtlet, hogy az
adott ponthalmazra interpolédlunk egy polinomot, és ezt az egyszertien in-
tegralhato fliggvényt integraljuk az adott intervallumon, amivel kapunk egy
kozelitést az eredeti fiiggvény integraljara az adott intervallumon.

2.2. Egyszerd modszer

2. Definicié. A Lagrange-interpoldcio az az eljdards, ahol adott n darab
(xi,y:) € |a,b] ponthoz rendeliink egy n — 1 fokszamai polinomot, ami dtmegy
az adott pontokon. Ezt a polinomot jeloljik L(x)-szel.

Az eljaras soran az ¢;(x) Lagrange polinomok, azaz L(x;) = y;,
(1 =1,...,n) osszeadasaval kapjuk meg az tgynevezett Lagrange-interpoléacios
formulat, amit integralva megkapjuk a keresett f(x) integral értéket.
Az (;(x) polinomok kiszamitéasa:

r — T T — T2 r — i1 T — Tjq1 r — Ty

li(z) =

Ty —T1 Ty — T2 Ty — Ti—1  Ti — T4l Ty — Tn
Ezt a polinomot atirva egyszeriibb alakra kapjuk a kovetkezét:

li(x) = H S (1)

T;— Tp
k=1"" k
ki

Az 0;(x) polinomokat 6sszeadva és megszorozva az y; fliggvényértékekkel kap-
juk L(z) alakjat:

L) =3 =3 (Tl — | -w &)
i=1 i=1 \ k=1""
ki

Lathato, hogy L(x;) = y;.
Az L(x) polinom integralasaval az [a, b] intervallumon kapunk egy kozelitést
az eredeti fliggvény integraljara:

/abf(x) dz ~ /abL(x) dz.



2.3. Programkoddal kapott eredmények

A programkoédok amiket megemlitek, megtalalhatoak a Filiggelékben. Az Gsszes
fiiggvényt a [0,1] intervallumon nézziik. A programkodot az 111(s2(),s1()) pa-
rancsal futtattam, ahol az s2.m adja meg a fiiggvényt, és az sl.m adja meg
a [0,1] intervallumon elhelyzkedd pontokat. A Lagrange-interpolacié hibajat
gy kaptuk meg, hogy az 111.m-ben lefutott a Lagrange-interpolacioé integrél-
janak az eredménye és az s3.m segitségével hataroztam meg a pontos integral
eredményét és ennek a kettének a kiilonbségének az abszolutértéke lett a Lag-
range interpolaci6 hibaja.

Fiiggvény Pontszam | Lagrange hibéja
3x* + 32° + 5z + 22 169 1,1842e+135
102® + 32° + 2% + 823 + 422 4+ 62 + 2 7 3,0391e+52
T1* + 31+ 3 170 1,9692e-+138
2?2+ T+ 2 280 2,0968e-+241
4 280 3,0443e+-236
5" + 820 4 22° + Tt + 922 + 222 + 4 226 2,1416e+193
102 + 10z + 10 158 6,1562e+121
4ot +x+1 72 5,1750e+43
x° +2x + 3 66 5,2115e+-39
8z 4+ 82 + 622 + 41 + 9 251 6,9365e+217

A hibak hatalmasak lettek minden esetben és a fiiggvény valtoztatasa el-
enyész6 mértékben befolyéasolta a hiba novekedését. Jol lathato, hogy minél
tobb pontot vesziink, a Lagrange-interpoléciéval kapott kozelités annél na-
gyobb hibat ad, tehat a kovetkez6 részben részintervallumokon hasznaljuk a
Lagrange-interpoléaciot, hogy sokszor kevés ponton végezziik el a formulat, és
ezzel talan nagyobb pontossiagot ériink el.



2.4. Osszetett modszer

Az el6bb lattuk, hogy elég pontatlan a modszer, amikor az egész ponthal-
mazra akarjuk hasznalni a Lagrange-interpolaciot. Nézziik meg, milyen ered-
ményeket ad, ha kiilléonb6z6 nagysagu részintervallumokra hasznéljuk azt, és
figyeljiilk meg, hogy melyik modszert éri meg alkalmazni a késGbbi szami-
tasokhoz, ha megallapithato olyan részintervallumszam, amire a Lagrange-
interpolaciot alkalmazva nagy szazalékban elfogadhato eredményt ad.

3. Definicio. Az dsszetett mdodszer gy dll eld, hogy N részintervallumon
alkalmazzuk az egqyszerd mddszert és a kapott eredményeket 6sszeadjuk. Az
egyszerd mddszer eredményét egy adott intervallumon jeléljik L;(x)-el,ekkor

2.5. Programkoéddal kapott eredmények

A programkodok amiket megemlitek, megtalalhatoak a Fiiggelékben. A ko-
vetkezs formuldkat a [0,1] intervallumon vizsgaljuk. A kod5.m programot
hasznaljuk a formulak és az eredeti integral kiilonbségének meghatérozéasara.
Az integral pontos értékét az s3.m koddal kaptuk meg, a fiiggvényt az s2.m
programmal generaltuk, mig a pontokat az s1.m programmal generédltuk. Az
also tablazat azt mutatja, hogy a Lagrange-interpolaciot hany ponton végez-
tiik el egy részintervallumban.

Fiiggvény Pontszam
62° + 2% 4+ 923 + T2? + T + 1 860
6x° + 22* 4+ 827 + 2% +4x + 9 856
62" + 92° + 5z 4 52 + 622 + 8z + 9 383
T2 +Tx +5 715
3t + 323 + 5% + 22 169
623 + 2% + 62 + 7 601
9z + 8 710
102° + 32° + 2* + 823 4 42° + 62 + 2 77
T2’ + 3z + 3 170
2+ T7r+2 280




2 pontra

3 pontra

4 pontra

5 pontra

4,0205e+03

3,9903e+07

2,6368e+03

4,4838e+12

8,5569¢e+03

3,7835e+07

3,9479¢+-03

1,4107¢ 113

4,0124¢ 103

4,5271e+03

1,8304e+03

3,6845¢+06

6,9006¢ 103

3,8567¢ 103

2,5675e+03

1,0024e+10

234,7953

359,0018

209,6621

164,6328

6,1619e+03

3,6421e 103

2,4212¢ 103

1,8164e+03

8,8500e+03

2,2867e+-06

2,9374e+03

2,2055e+03

200,0751

529,3438

160,5597

203,8330

952,7344

3,1413e+04

375,8333

280,1671

1,5762¢103

7,6769¢e+04

536,6667

6,8507e+07

A tablazat alapjan a 4 pontra hasznalt Lagrange-interpolacié mindig jobb
eredményt ad, mint a 2 és 3 pontra alkalmazott, tehat veliik nem fogunk
foglalkozni tobbet. Az 5 pontra alkalmazott Lagrange-interpolacié képes a
legjobb eredményt adni a felsoroltak koziil, de képes nagyon rossz ered-
ményt is visszaadni. Osszességében a vizsgaltak koziil a 4 pontra alkalma-
zott Lagrange-interpolacié a legmegbizhatobb, mert nem ad kiugréan rossz
eredményt és mindig kozel van a legjobb kozelitéséshez.

3. Newton—Cotes formulak

3.1. Bevezetés

Jelen fejezetben az el6z6nél szerteagazobb témaval fogok foglalkozni. A Newton—
Cotes formulak két nagy csoportba oszthatok: zart és nyitott formulak. A to-
vabbiakban nézett formulak merében kiilonbozni fognak a Lagrange-interpolacionél
latottaknal, mivel a Lagrange-interpolécionél egy polinomot kerestiink, ami-

nek kiszamoltuk az integraljat, és ezzel kaptunk kozelitést az eredeti integ-
ralra, mig a mostani részben a hasznalt formula eredménye fogja visszaadni

az eredeti integral kozelitését, és nem kell integralunk kdézben.

3.2. Newton—Cotes formulak fajtai

4. Definicié. Zdart Newton—Cotes formuldrdl van szd, ha az adott n darab
(i, y5) € [a,b] esetén a = xq és b = x,, tehdt a formula magdban foglalja a
ponthalmaz végpontjait.



5. Definici6. Nyitott Newton—Cotes formuldrol van szo, ha az adott n darab
(i, y;) € [a,b] esetén a # xy vagy b # x,, tehdt a formula nem foglalja
magaban a ponthalmaz végpontjait.

3.3. ZArt Newton—Cotes formulak

A zart Newton—Cotes formulakhoz legalabb két pont sziikséges, mivel ma-
gaban kell foglalnia az intervallum végpontjait. A legelsd ilyen formula a
trapézformula, ennek levezetjiik a képletét.

1. Tétel. A trapézformula képlete % “h-(y1 +y2), ahol h = x5 — x1.
Bizonyitds. Hasznaljuk a Lagrange-interpolaciot két pontra:
T — Ioy T — I r—x1—h T — T

Ly(z) = : -
2() o Ut it

“Y2 =

_T o e AU
—h(m mH«m+h n- m)

Az Ly(x)-et integralva a megfelels intervallumon visszakapjuk a két pont
kozotti fliggvény integraljanak az értékét:

Ljiﬂw)dxzbéf+hLﬂx)¢v:

1 T X -
= 5 =) [P0+ (S — ) ol =
1 . .
1
:5'(92—91)'(2'$1+h)+y1-h+x1.(y1_y2):

1
:371'(Z/z—yl)+§'h'(y2—y1)+h'y1—$1'(Z/z—y1):

1
=S b)),
U

2. Tétel. A Simpson formula képlete %-h-(m +4-ys+y3), ahol a h = xo—x4
€S Ty — T = T3 — To.

10



Bizonyitas. Valamely A, B,C' € R mellett vezessiik be a kovetkezs jelolést:
f(z;) =A-2?+ B-z;+ C ahol, i = 1,2, 3. Ekkor

/ f(x)da::/ (A- 2>+ B-2+C)dr =

A B woA B
= <§~x3+—~x2+0~x> = §«(xg—x:{’)—i——~(x§—xf)+0-(x3—a:1) =

2 2

xr1

B
'(%3—$1>'($§+$3'$1+$%)+5'(513'3—33’1)‘($3+$1)+C‘(1’3—$1) =

= (2-A- (@34 a3 2 +27)+3-B-(z3+21)+6-0) =

(flas)+ f(@) + A (25 +21)° +2-B- (25 +21) +4-0) =
h
3

(f(mg) 4+ fla) + A (2-22)° +2-B-(2-2) +4-C) =

= 2 f) 4 fa) 4 F) = 5

tehat kapjuk az allitasban szerepld formulat.

(y1 +4-y2 +ys3)

O

Felsorolok még par zart Newton—Cotes formulat, amiket nem vezetek le,
mert nem fogok veliik foglalkozni a késébbiekben.
Az alabbi tablazatban a pontszamok a formulak altal hasznalt pontok szamét
jelolik, tehat mondjuk a Simpson formulét egy ponthalmazon hasznalva tgy
tehetjiik meg, ha kivalasztunk 3 pontot és, arra a 3 pontra alkalmazzuk a
formulat.

Elnevezések Pontszamok Formulék

Trapézformula 2 sh(ys + 1)

Simpson formula sh (1 + 42 + ys3)

3
Simpson 3/8 formula 4 %h (y1 + 3y2 + 3ys + v4)
Boole formula 5 435h (Tyy + 32ys + 12y5 + 32y, + Tys)

11



3.4. Nyitott Newton—Cotes formulak

A nyitott Newton—Cotes formulaknal akar egy pont ismeretével is lehet ko-
zelitést adni. A két pontot igénylS nyitott Newton—Cotes formulat fogom
levezetni, amit nyitott trapézformulanak neveznek.

3. Tétel. A nyitott trapézformula képlete % ~h-(y1 +y2), ahol h = x9 — ;.

Bizonyitds. Hasznéljuk fel a trapézformulanél kiszamolt fiiggvényt a mostani
bizonyitashoz is, mert itt is két pontot hasznalunk a formulaban:

/:3 fz)dx = /3«“1+2-h Lo(z) dx =

r1—h
1 T1+2-h | I z h
=5 (2 —w)- [22]0 " + <y1 EE SRR y2> a2t
3
:§'h'(yl+y2)-

12



Az el6bbi levezetéssel megkaptuk a nyitott trapézformulét. Felsorolok még
par nyitott Newton—Cotes formulat, amit mar nem fogok levezetni, mert nem
fogunk foglalkozni veliik a tovabbiakban. Az alabbi tablazatban a pontszé-

mok a formulak altal hasznalt pontok szamat jelolik

Elnevezések Pontszamok Formuléak

Téglalapszabaly 1 2hy

Nyitott trapézformula

%h(yl + 1)

2
Milne formula 3
Gillenator formula 4

2h (2y1 — yo + 2y3)
2h (11y + yo + y3 + 11ys)

A nyitott Newton—Cotes formulakkal nem foglalkozunk tobbet, inkadbb a
zart Newton—Cotes formulék koziil a trapéz- és Simpson formulaval foglalko-

zunk.

3.5. Programkoéddal kapott eredmények

A programkédok, amiket megemlitek, megtalalhatoak a Filiggelékben. Az
alabbi tablazatban a kodl.m kédot hasznaltuk az eredmények megallapité-
sahoz. A fiiggvényeket az s2.m programmal generaltuk, a pontos integralnak
az értékét pedig az s3.m koddal szamoltuk ki. A ponthalmaz, amin néztiik
a formulakat, a trapézformulanal az x1 = 0 ; zo = 1 pontok, mig a Simpson
formulanal az 1 = 0 ; 25 = 0,5 ; x3 = 1 pontok voltak. A [0,1] intervallu-
mon vizsgéljuk a fliggvényeket. A tablazatban a Trapéz és a Simpson oszlop

a kozelités hibajat mutatja, az eredeti fliggvény integraljahoz képest.

Fiiggvény Trapéz | Simpson

92% + 72 4+ 623 + T2? + 92 + 3 22 0,3664

3 0 0
S5x7 4+ 4x°% + 22° + 32t + 7P + 822 + Tx + 6 7,9536 | 0,4379
529 4+ 5a® + 327 + T8 + 42 + 3z + 627 + 822 + 102 + 8 | 12,6361 | 1,1192
4a° + 22 + 223 + T2* + 102 + 6 3,6000 | 0,1000
20° + 7o' + 32° + 82 + 42 + 2% + 92 + 4 8,0409 | 0,6138
205 + Tot + 423 + 52 + 42 + 3 4,6000 | 0,1000

8x? + 2z + 10 1,3333 0
328 + 227 + 32° + 225 + 22* + 423 + 82 + 62 + 2 6,5881 | 0,4292
1027 + 2% + 92° + 22* + 423 4+ 322 + 42 + 3 9,2071 | 0,7071

13




A formuldk nem adnak elég pontos eredményt ilyen formaban. Vegytink
tobb pontot és hasznaljuk a formulakat a részintervallumokra, ezzel is névelve
a formulak pontossagat. Ezeket hivjuk osszetett Newton—Cotes formuldknak.

3.6. Osszetett Newton—Cotes formulak

6. Definicio. Az dsszetett trapézformula a részintervallumokon haszndlt tra-
pézformuldnak az dsszessége.

7. Definicié. Az dsszetett Simpson formula a részintervallumokon haszndlt
Simpson formuldnak az 0sszessége.

A Simpson formulat csak bizonyos ponthalmazra lehet alkalmazni, ahol
a pontok ekvidisztansak és paratlan darab pont van, tehat a trapézformulat
is ilyen tulajdonsagt ponthalmazon vizsgaljuk.

3.7. Programkoéddal kapott eredmények

A programkodok, amiket megemlitek, megtaldlhatoak a Fliggelékben. A ko-
vetkezs formuldkat a [0,1] intervallumon vizsgaljuk. A kod2.m programot
hasznaljuk a formulak és az eredeti integral kiilonbségének meghatéarozéasara.
Az integréal pontos értékét az s3.m koddal kaptuk meg, a fliggvényt az s2.m
programmal generaltuk, mig a pontokat az s4.m programmal generaltuk,
hogy a Simpson formula feltételei teljesiiljenek a ponthalmazra. A tablazat-
ban a Trapéz és a Simpson oszlop a kozelités hibdjat mutatja, az eredeti
fliggvény integraljahoz képest.

Fiiggvény Pontszam | Trapéz | Simpson
423 + 62° + 62+ 5 107 0,3668 | 2,3093e-14
4% + 4z + 1 93 0,0819 | 1,7764e-15
5x% + 9 + 2 103 0,2454 | 1,7764e-15
1023 + 72 + 72 + 10 101 0,5201 | 7,1054e-15
43+ 22 +To + 7 107 0,6335 | 1,4211e-14
8x? +4r + 3 99 0,5004 | 3,5527e-15
62t + 923 + 222 + 42 + 3 121 0,4276 | 2,6026e-08
102° + 82* + 52 + 22 + 9x + 3 125 0,5740 | 1,8320e-07
22 +92° + 32% + 100 + 8 113 0,3984 | 1,3733e-08
o 105 0,0058 | 1,3323e-15

14



A formulék sokkal pontosabb kozelitést adtak, mint ahogy az varhato
is volt. Nézziik meg, hogy van-e valamilyen Gsszefliggés a részintervallumok
szama és a hiba nagysaga kozott.

15



3.8. Hiba rendszerszertisége programmal

A programkodok, amiket megemlitek, megtalalhatoak a Fiiggelékben. Az
eredményeket a t13.m programmal kaptuk, ahol a fliggvényt az s2.m prog-
rambol kaptuk, a pontos integral értékét pedig az s3.m program segitségével
kaptuk. A [0,1] intervallumon vizsgaljuk a fliggvényt és a részintervallumok
szaméanak a kétszerezésével kaptuk ezeket a tablazatokat. A hanyados oszlop
az eggyel folotte levs sorban levs trapéz hibaja oszlop eredménye osztva a
vele egy sorban levé trapéz hibaja oszlopban levs eredménnyel jott ki.

Figgvény Részintervallumok | Trapéz hibaja | Hanyados
1 7,3667 -
2 2,0073 3,6699
4 0,5122 3,9189
8 0,1287 3,9797
16 0,0322 3,9968
72° + 9zt + 823 + 222 + 2 32 0,0081 3,9753
64 0,0020 4,05
128 5,0354e-04 3,9725
256 1,2588e-04 3,9994
512 3,1471e-05 3,9998
1024 7,8678e-06 3,9999
Fiiggvény Részintervallumok | Trapéz hibaja | Hanyados
1 3,9405 -
2 1,0733 3,6713
4 0,2741 3,915
8 0,0689 3,978
16 0,0172 4,0058
20 4+ 22° + 52t + 523 + 22 + 5 + 1 32 0,0043 4
64 0,0011 3,909
128 2,6957¢e-04 4,0805
256 6,7393e-05 3,9999
512 1,6848e-05 4
1024 4,2121e-06 3,9999

A programkodok, amiket megemlitek, megtalalhatoak a Fiiggelékben. Az
eredményeket a s12.m programmal kaptuk, ahol a fliggvényt az s2.m prog-
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rambol kaptuk, a pontos integral értékét pedig az s3.m program segitségével
kaptuk. A [0,1] intervallumon vizsgaljuk a fliggvényt és a részintervallumok
szamanak a kétszerezésével kaptuk ezeket a tablazatokat. A hanyados osz-
lop az eggyel folotte levs sorban levé Simpson oszlop eredménye osztva a vele
egy sorban levé Simpson oszlopban levd eredménnyel jott ki. A tdblazatban a
Simpson oszlop a kozelités hibajat mutatja, az eredeti fiiggvény integraljahoz

képest.
Fiiggvény Részintervallumok | Simpson | Hanyados
2 0,0667 -
4 0,0042 15,8809
8 2,6042e-04 | 16,1277
16 1,6276e-05 | 16,0002
5 4 3 9 32 1,0173e-06 | 15,9992
22° + 32* + Tx° 4 627 4+ 22 4+ 10 6l 6.3578¢.08 | 16,0008
128 3,9736e-09 | 16,0001
256 2,4835e-10 16
512 1,56522e-11 | 15,9998
1024 9,7167e-13 | 15,9745
Figgvény Részintervallumok | Simpson | Hanyados
2 0,1768 -
4 0,0117 15,1111
8 7,4506e-04 | 15,7034
16 4,6737e-05 | 15,9415
p 5 4 3 9 32 2,9237e-06 | 15,9855
22° +42° + 32° + 92° + 8x“ 4+ 6 + 9 61 18277607 | 15,0066
128 1,1424e-08 | 15,9987
256 7,1403e-10 | 15,9993
512 4,4626e-11 | 16,0003
1024 2,7924e-12 | 15,9812

A hanyados oszlopbdl jol kivehetd, hogy a trapézformula hibaja az inter-
vallumok kétszerezésével a negyedére csokken, mig a Simpson formula hibaja
az intervallumok kétszerezésével a tizenhatodara csokken. A kovetkezd rész-
ben bebizonyitjuk, hogy miért jott ki ez az eredmény, a formulak hibéjanak

fels6 becslésével.
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3.9. A hibak képletei

Hivatkozés a kovetkezs tételhez és bizonyitasahoz!

4. Tétel. A trapézformula hibdjdt jeloljik Thipa-val és legyen & az [a,b] in-
tervallumnak az a pontja, ahol a fiigguényérték mazximdlis. Az intervallumok
szama legyen N. Ekkor ezt a becslést irhatjuk fel a trapézformula hibdjdra:

bh— 3
TG

Bizonyitds. Vegyiik az eredeti f(z) fiiggvény integraljat egy részintervallu-
mon, amit atirva egy masik alakra képesek lesziink kapni egy olyan egyenle-
tet,ami az f”(x)-t magaban foglalja:

/+ f(2) do = /Oh F(t+ ) dt.

Hasznaljuk a kovetkezd parcialis integralast a tovabbiakban:

b b
/uv’:[u~v]2—/vu'.
a a

Hasznéljuk az elbbi formulat u = f(t + x;) és v = t + ¢; helyettesitésekkel,
ahol ¢; konstans:

Thiva <

h h

Hasznaljuk a parcialis integralas formulajat u = f/(t+x;) ésv = §+01-t+c =
(t+cl)2—cf

5 +c= % + ¢5 helyettesitésekkel, ahol ¢ és ¢y konstans:

(t+cp)? h

/Oh P4z dt = [(E+ ) - F(E+ )]l — KT + 02> P+ m] +

0
h 2
+/0 (@ +c2> f(t + ;) dt.

A tovabbiakban tugy kell megvalasztani c; és ¢y értékeket, hogy az el6z6
egyenletbdl a trapézformulat és s Thipe-t kapjuk vissza, az egyenl@ség jobb
oldalanak els6 részének a trapézformulaval kell, hogy megegyezen:

(¢ e)- F(e+ 2l = 5 - (s + i)
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o S

(h4c1) Yis1 — ¢ yi = = - (Ui + Yiv1)

—h
cCl = 7

Az els6 derivaltat magaban foglald résznek 0-nak kell lennie:

K% +c2) ~f’(t+:cz-)r =0

0

:>T+CQ—O
—h2
CQ—?.

A maésodik derivaltat magaban foglalo rész lesz a T}, meghatarozasihoz
sziikséges rész:

Thiva (i) = /Oh (@ + c2> - f(t A+ ) dt

h _ h)\2 2
Thiba:/o <(t 22) —%) (" xo) o [+ o)) dE

<

_ /0 <<t _25) _%2) ('t wo) + o [ an)) di

h _ h)2 2
S/O <¥_%> -N-‘f@)(g)‘ dt.

Az egyenlGtlenségben 1évS integrél kiszédmitasaval és a kapott eredmény ab-
szolutértékének a visszahelyettesitésével kapunk egy felsé becslést a trapéz-
formula hibajara:

/h<<t—’—s>2_h_2> . luh_]:
0 2 8 6 8 |,
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G A & M Al R it A

6 8 6 48 12
Az egyenlStlenségbe vald behelyetesitéssel kapunk egy fels6 becslést a tra-
pézformula hibajara:

B ON-|f@ . (b=a)3 bh—a)?
T < N[5 2 - POL O 0 =0R gy

Visszakaptuk az egyenlGtlenséget, tehat bebizonyitottuk a tételt. O

Az 2 szorz6 miatt lattuk azt, hogy a pontok kétszerezésénél a trapéz-
formula hibaja negyedeldott. A Simpson formulanél tehat a hibaképletben
szerepelnie kell egy w7 szorzonak.

Hivatkozas a kovetkezs tételhez és bizonyitasahoz!

5. Tétel. A Simpson formula hibdjat jeloljik Shipe-val és legyen & az [a,b]
intervallumnak az a pontja, ahol a fligguényérték maximdlis. A részinterval-
lumok szama legyen N. Ekkor ezt a becslést irhatjuk fel a Simpson formula
hibdjdra.

(b—a)® a)’ ‘ 7@ |
180 - N4

Bizonyitds. Definidljunk egy olyan szorzat integraljat, ahol f(z) 4-szer deri-
valhato és p(r) = z* + azx® + ax® + ayx + ag, ahol ag, a1, as,a3 € R

/ ' £

A trapézformula hibajanak a bizonyitdsanal hasznéalt modszert fogjuk itt is

alkalmazni: ) ,
/ w' = [u-v]’ — / v’
a a

Hasznaljuk az u = p(x) és v = f"(x) helyettesitést:

[ 10w = @i [

Legyen u = p'(x) és v = f"(x):

b b
/ﬂwmwmzwwﬂmmj/ﬂwﬂmw
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Legyen u = p”(z) és v = f'(x):

b b
/ﬂ@ﬂ@m=W@ﬂM%/ﬁhW@Mm

Még miel6tt elvégezziik az utolsod helyettesitést, nézziik meg p(z) negyedik
derivaltjanak az értékét.

p(z) = 2* + az2® + apr® + a1 + ap

p'(z) = 42° + 3azz® + 2097 + a;
P’ () = 122 + 6azz + 2a,
p"(x) = 24z + 6as
p® =24,
Az utolsod behelyettesitésnél v = p™”(z) és v = f(x)

| ra@w @ de = @@l -2 [ f)d.

Irjuk fel az eredeti integralt:

/f@wmmmzmmﬂmM—wmﬂmm+

b
+@%@f&%$—W%@ﬂ@E+2{/f@ﬁm

Azaz ¢ = %2 &5 jelolje ¢ a bal oldali kozelitést ¢t pedig a jobb oldali

2
kozelitést.

Bontsuk ki ezeknek az ismeretében az el6z6 egyenlet jobb oldalat,
b
[ 1@ de = =" @pe) + 1 ple) = () + W)+
+f"(@)p (@)= f" () ®'(c7)=p ()= " (0)p' (b)— f(a)p”(a)+f'(e) (p"(c7)—p"(c "))+

+f1(0)p"(0)+ f(a)p" (a) = f(e) (" (c7) —p" (7)) = f(b)p" (b) +24 / () d.
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A hiba korlatozasa miatt:

A tovabbiakban a p"”(z)-t fogjuk kiszamolni, hogy a hibat tartalmazo egyen-
l6ségben az ismeretlen tagokat ismertté tegytik.

p(z)=(r—a)(x+d) haa<z<c

p(z)=(x —b)3*(x+dy) hac<a<b

Mivel p(z) folytonos fliggvény, ezért ¢ behelyettesitésekor a két egyenletnek
meg kell egyeznie:

(c—a)*(c+dy) = (c=b)*(c+dy) = —(c—b)’(c+dy)

) —(a+0b).

p(x)=(r—a)*(4r+3d; —a) haa<z<c
p(z) = (z —b)*(4x +3dy —b) hac<x <b

d1+d2:—2C:—2(

A p/(z) folytonos c-ben, tehat behelyetesitéskor a két egyenletnek meg kell
egyeznie.
4C+3d1 —(ZI4C+3d2 —-b

b—a:3(d2—d1)
A két egyenlet ismeretében képesek vagyunk meghatarozni d; és dy értékeket:
d1 = —dg —a—5>
b—a

3 :d2+d2—|—a—|—b
—(2 — 2
dQZw:dlzw_

A d; és dy behelyettesitésével hatarozzuk meg a p”(z) fliggvényeket:
p'(x) =4(x —a)(3z —2a —b), haa<z <c

p'(x) =4(z = b)(3z —2b—a), hac<z <b
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Helyettesitsiik be a ¢™-t és a ¢t-t a megfelel§ egyenletbe, és nézziik meg mi
jon ki:

(b—a)(b—a)

PI(e) =4le-a)Be—20-b) =4 ———

= (b—a)?

p'(c") =4(c—b)(3c—a—2b) = (a ; ) (a ; ) =(a—b)?*=(b—a)

Azt kaptuk, hogy p(x) folytonos a mésodik derivéaltjaban is. Vizsgaljuk meg
a harmadik derivaltakat, az a,c™, ¢, b behelyettesitésekkel.

p//l (x) —

4(6x —b5a—b) haa <z <c
pl//<x> — 4(6
p

r—a—>5b) hac<x<b

///( ) 4(a — b)
p///(c_) = 2(4b — 4(1) = 8(b — a)
p///(C ) 2(4a — 4b) 8(@ — b)

p"(b) = 4(b — a).

Az alédbbi egyenletbe behelyettesitjiik azokat az eredményeket, amiket most
kaptunk:

/ F = fa)p"(a)=f(e)(p" (c7)—p" ("))~ f(b)p" (b)+24 / f(x) da

/f(4)($)p($)d$ (a—b)f(a)—16(b—a)f(0)—4(b—a)f(b)+24/ f(x)dzx

b
/ o = 4(b— a)(f(a) + 4 () + F(c) + 24 / f(z) de

/af<x>dx= g“><f< )+ 150+ ) + o [ 1)

Kaptunk egy integralt, aminek a megoldasa ad egy fels6 becslést a Simpson
formula hibajéara egy részintervallumon. Jeloljiik S, pp-val a Simpson formula
részintervallumon vett hibajat:

(4)
rhzba - / f(4 d f / |p | dl’
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e [ oo o-5-2) e [ -0 (-5 2
/abp(x)dx:/ac(x—a)?’ <§+2§b—x> dx—l—/cb(b—x)?’ <m_2_“_§) de.

A jobb oldali integralra alkalmazzunk helyettesitési integrélt, ahol ¢t = a +
b— x:

bp(x)dx: C(x—a)3 §+2§b—x o a(t_a)?: §+2§b_t .
i fiemur (53
/abp(x)d:”:Q/:(f—a)?’<§+2§b—x) dz
/abp(w)deQ/ac(x—a)?’ (2(53_@) —(x—a)) e

_ 4<b3‘“) /ac(x—a)3—2/ac(x—a)4da:=

-fo-n 52 [e52 -

a

_ (b—a)® (b—a)° 2(b—a)® (b— a)5'

48 80 240 120
Helyettesitsiik vissza a kapott eredmény az S,ni, €gyenlGtlenségbe.

P JOE (b—a)®  fOE(b—a)
rhibe = "Toq4 120 2880

Definialjunk egy p(z)-hez hasonlé funkciot aminek a szummézasaval megkap-
juk a keresett fels6 becslést a Simpson formula hibajara.

i 2wy
P(z) = (v — Toi_o)? (93 - :1:23 2 - %) , ahol 9,9 < x <@gy

£ / Pl da

g=1 Y T2i—2



Szamoljuk ki az integralt a hiba fels6 becslésének meghatarozasahoz.

T2i-1 h Lo 2T, 319,
P(z)dr = | #3222 2 2R g —
/ (z) da /0 ( 3 73 3

h 4 4 h h
:/ t3(—h—t>:—h/ t3dt—/ thdt =
0 3 3 0 0

RS RS 2

3 5 15
Helyettesitsiink vissza az Spi, egyenlGtlenségbe:

GRS
12 & 15

Shiba <

fOQnA  fn
12 2 15 180
b—a
n
(b—a)®
180n*

=

F9),

Shiva <

tehat bebizonyitottuk a tételt.
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4. Spline interpolaci6

4.1. Bevezetés

Jelen fejezetben felhasznaljuk az el6z6 két fejezetben latott vizsgalati mod-
szereket. Tehat a Lagrange-interpolaciohoz hasonléan itt is sziikségiink lesz
az integralasra, és a Newton—Cotes formulakhoz hasonléan itt is a részinter-
vallumokon kapott eredmények Osszesége lesz az az eredmény, ami kozeliteni
fogja az eredeti fliggvény integraljanak az értékét.

4.2. Alapgondolat

Szeretnénk egy olyan modszert, amivel egy részintervallumon interpolélunk
egy magasabb fokid polinomot, a pontossag novelésének érdekében. Ezeket a
modszereket hivjuk spline interpolacionak. A spline interpolécidkat a gyakor-
latban leginkabb harmadfokig hasznaljék, amit kobos spline-nak neveziink,
tehéat én is eddig fogok veliik foglalkozni. A kobos spline hasznalatahoz to-
vabbi feltételek is sziikségesek.

4.3. Elsé6fokt spline

Az els6foku spline interpolacional els6foku polinomokat, tehat szakaszokat
kapunk a részintervallumokra. Foglalkoztunk mar ilyennel a Newton-Cotes
formulaknal, ezt neveztiik trapézformuldnak:

3ot = [ 1@

Az Osszetett Newton—Cotes formuldk hibajanak a részénél mar lattuk, hogy
a modszer csak sok fiiggvényérték ismeretében ad elég pontos megoldast, de
cserébe nem kellenek tjabb ismeretek a formula meghatarozasihoz. A to-
vabbiakban két példan keresztiil mutatok Gj modszereket az integralkozelité
formula meghatarozasahoz.

4.4. Osztott differencia tablazat

A masodfoki és a harmadfoki spline alkalmazasahoz sziikségilink van az osz-
tott differencia tablazatokra. Az alabbiakban az x; pontokhoz tartozo y; fiigg-
vényértékeket felhasznalva kapunk egy olyan tablazatot, ahol a kdvetkezs
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jeloléseket hasznaljuk:

Yi+1 — Yi
Flyisyipa] = =
Tip1 — T4
TWit1s Yivo) — flvis Yisa
f[yiayi+1ayi+2] = [ hs + ] [ + ]
Tit2 — X

21
z | flz, 2o
z3 | flze, 2] | flz1, 22, 23]

Ennek a tablazatnak a lépcsé elemeit véve kapunk egy n — 1-ed foku
polinomot, ami igy néz ki:

p@) =y + (@ —y1) - flyn, vl + (@ —w) (2 —y2) - flyr, yo, y3] + - ..

A spline interpolacidhoz elég lesz a legfeljebb harmadrendii osztott differen-
cia, mivel a kobos splinenal harmadfokt polinomokat szeretnénk kapni.

4.5. Masodfok1 spline

A maésodfokd spline interpolacional masodfoku polinomokat kapunk az [x;, ;1]
intervallumokra. A méasodrendd spline-t a masodrendti osztott differencia
tablazat alapjan lehet kiszamolni, ahol a kévetkez6 helyetesitésekkel dolgo-
zunk:

21 = Tj, 22 = Ty, 23 = Ti41

A tablazatba valo behelyettesités utan a kovetkezd p;(x) polinomot kapjuk:

pi(@) = yi + flro @] - (x — 2) + flog, v, wi] - (@ — 2;)°

A behelyettesités utan megkapjuk a keresett méasodfoki polinomot a részin-
tervallumon.

Megnézziik, hany feltételre van sziikségiink, és hogy hény feltételiink adott a
maéasodfoki spline megtalélasahoz.

Mivel N részintervallumunk adott, mindegyik részintervallumon egy masod-
fokt polinomunk van, tehat:

pi(x)=A-2°+B-2+C ahol,i=1,...,N, A B,CcR.
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Ebbdl adodik, hogy 3N feltételiink van. Most nézziik meg az adott feltételek
szamat. Minden részintervallumon vett masodfoku polinomunk végpontjai-
ban meg kell egyeznie a fiiggvényértékkel, tehat 2N feltétel. A koztes pon-
tokban talalkoz6 polinomoknak az elsé derivaltjanak is meg kell egyeznitik,
ami N — 1 feltételt jelent, tehéat 6sszesen 3N — 1 feltételt kapunk. A masod-
foku spline nem egyértelmi fiiggvény, mert 3NN feltétel kell, de 3N — 1 adott
feltételiink van. A tovabbi egy feltétel kétféleképpen allhat els. Vagy a részin-
tervallum bal oldali végpontjanak a derivaltértékének a megadasaval, vagy a
részintervallum jobb oldali végpontjanak a derivaltértékének a megadasaval.

4.6. Hermite-interpolacio

A kobos spline levezetéséhez kell a Hermite-interpolacio. A Hermite-interpo-
laci6 alkalmazéasahoz minden [x;, x;,1] részintervallumban az alabbi értékeket
kell ismerniink: részintervallum végeiben 1évé fliggvényértékeket, valamint az
els6 derivaltjukat:

!

TisYi = f(%‘);y; = f/(xz‘)§95z‘+1§yi+1 = f($i+1);y;+1 =f ($i+1),

aholi=1,..., N.
A harmadrendii osztott differencianal, a tablazatba vald behelyettesitéssel a
kovetkezdképpen szamoljuk ki a polinomot:

21 = Xj, 22 = X4, B3 = Tjy1, R4 = Tjy1-

A behelyettesités utan a kovetkezd képletet kapjuk a p;(x) polinomra. Ne-
vezziik el az f|x;, x;41] értéket 0;-nek az egyszeriiség kedvéért:

pi(@) =yi+ (@ —a) 0 yi+ (x— ;) 07 -y + (v — 23)* - (¢ — T41) - 6 - Y.

Igy kapjuk meg a keresett harmadfoki polinomot a megadott részitervallu-
mon.

4.7. Harmadfoku spline

A harmadfokt spline-t szoktak a leggyakrabban hasznalni, mert elég pontos
eredményt ad, és kevesebb 1j feltételre van sziikség a fiiggvény megallapita-
sahoz.
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Olyan s(z) fliggvényt keresiink az adott [a, b] intervallumon, ahol adottak az
(x;,y;) értékek. Legyen s : [a,b] — R az alabbi tulajdonsagokkal.

s(x)) =y, 1=0,1,...,n
s € C*[a, b]

b
/ (s (2))? dz minimalis

Ez egy variaciés probléma, melynek megoldasahoz a kovetkezét kell kisza-
molnunk:

f(z) = s(z) +eh(x), e € R, h € C*[a,b], h(z;) =0
b b
/ (s () dx < / (s (x)+€e-h' (x))de =

:/ab(s”(a;))2dx+2-e-/abs"(x)-h”(x) dm+62-/ab(h"(x))2dx

0<é- /ab(h”(x))2 dx

b
:>2-e-/ s'(x)-h'(z)dr =0 kell

17 ’ 1

b . / b
/s (x)-h (x)dx =5 (b)-h(b)—s (a)-h(a)—/ s (x)-h(x)dx.

A kapott képletben szerepld kifejezésnek kell 0-nak lennie, ezért legyen az
egyenlGség mindkét oldala 0:

A kapott egyenlet akkor teljesiil, ha az s haromszor differencialhaté a rész-
intervallumon.
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8. Definici6. Legyenck x;-k az alappontok. Eqy s € C?[a,b] fiiggvényt kobos
spline-nak neveziink, ha |x;,x;11] intervallumon egy harmadfoki polinomot
alkot és azok dsszeérnek az x; csatlakozdsi pontokban, ahol j =2,...,n — 1.

A feltételek szaméanak megadasanak menete hasonld a masodfoki spline-
nél latottakhoz. Mivel N részintervallumunk van és mindegyik részinterval-
lumon egy harmadfoka polinomunk, tehéat:

pilr)=A-2*°+B-2*+C-x+ D, aholi=1,...,N.

Ebbdl adodik, hogy 4N feltételiink van, most nézziik meg az adott feltételek
szamat. Minden részintervallumon vett harmadfoka polinomunk végpontja-
iban meg kell egyeznie a fliggvényértékekkel, tehat ez 2N feltétel. A koztes
pontokban taldlkozé polinomoknak az elsé és a masodik derivaltjainak az
értékének is meg kell egyeznilik, ami 2N — 2 feltételt jelent, tehéat Osszesen
AN — 2 adott feltételiink lesz.

A masodfok spline-hoz hasonléan itt sincs minden feltétel megadva. A ko-
bos spline-nal 4N feltétel kell, de csak 4N — 2 feltétel adott. A tovabbi két
feltétel megvalasztasa befolyasolja a spline fliggvényt, egy feltétel kiilonféle
megoldasaival harom kiilénb6z6 spline fiiggvényt kaphatunk.

Az alabbi feltételnek kell teljesiilnie s-re:

S'0)- (/(0) =5 0) =

Ez tobbféleképpen is teljesiilhet:
Természetes spline:

1

(@) (f'(@) = 5'(a)).

Megfeszitett spline:

I

s(a) = P,s (b) = Q adottak.
Periodikus spline:
ha f'(a) = f(b), akkor s (a) = s (b), s (a) = s (b).

Hogyan kapjuk meg a harmadfok fiiggvényt a spline interpolaciohoz az alap-
pontok, a hozzajuk tartozo fliggvényértéket és a hozzajuk tartozo elsé deri-
valt értékei alapjan? Az el6z6 részben vezettiik be a Hermite-interpolaciot,
ami pont ezekkel az adatokkal dolgozik, és egy harmadfoku polinomot ad
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vissza eredményként. A Hermite-interpolacié meghatarozza egy részinterval-
lum harmadfokt polinomjat a harmadrendd differencia tablazat segitségével,
a kovetkezd képlet adja meg egy részintervallum harmadfokit polinomjat a
Hermite-interpolacié részben bevezetett jelolésekkel:

pz‘(x):yH—(JC—Ii)'51"yi+($—Iz’)2'5¢2'?/i+(1?—xi)2'($—$i+1)'5{3‘yz‘7

aholi=1,..., N.
A részintervallumok 6sszessége megadja a harmadfoku spline-t, ami egy foly-
tonos fiiggvény, de nem egy polinom.

5. A programok osszehasonlitasa

A programkédok, amiket megemlitek, megtalalhatoak a Fiiggelékben. A ko-
vetkezd formulakat a [0,1] intervallumon vizsgaljuk. A kod3.m programot
hasznéljuk a formulék és az eredeti integral kiilonbségének meghatéirozaséra.
Az integral pontos értékét az s3.m koddal kaptuk meg, a fliggvényt az s2.m
programmal generaltuk, mig a pontokat az s1.m programmal generédltuk. Az
also tablazatban az oszlopok a kozelités hibajat mutatja, az eredeti fiiggvény
integraljahoz képest.

Fiiggvény Pontszam
92" + 2% + 92° + 62" + 23 + 322 + 5z + 10 965
208 + 927 + 828 + 62° + 42t + 32° +8x* + 2x + 1 767
8x* + 4z’ + 2% +6x + 9 194
3x% +5x+3 832
2+ 40" + 425 + T2 + 62t + 822 + 42 + 20 + 1 772
92" + 2% 4+ 92° + 62* + 2% + 322 + 5z + 10 965
228 + 927 + 82° + 62° + 4at + 323 + 82? + 22 + 1 767
8zt +4x3 + 2% +6x + 9 194
3x? +5x +3 832
92" + 2% 4+ 92° + 62* + 2% + 32 + 5z + 10 965

A tablazatbol latszik, hogy a Lagrange-interpolacioval kapott eredmények
kozel sem olyan jok, mint a trapézformula vagy a kdbos spline eredményei.
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Kobos Spline | Trapéz | Lagrange 4 pontra | Lagrange 5 pontra
0 0,5891 3,6464e+-03 4,7260e+-03
0 0,1512 171,6447 2,1563e+08
0 0,2857 905,9297 702,9828
0 0,0780 1,7940e+-03 1,6387e+11
0 0,2109 845,2767 3,3601e+11
0 0,5891 3,6464e+4-03 4,7260e+03
0 0,1512 171,6447 2,1563e+08
0 0,2857 905,9297 702,9828
0 0,0780 1,7940e+03 1,6387e+11
0 0,5891 3,6464e+03 4,7260e+03

A programkodok, amiket megemlitek, megtaldlhatoak a Fiiggelékben. A
kovetkezs formuldkat a [0,1] intervallumon vizsgaljuk. A kod4.m programot
hasznaljuk a formulak és az eredeti integral kiilonbségének meghatéarozéasara.
Az integréal pontos értékét az s3.m koddal kaptuk meg, a fliggvényt az s2.m
programmal generaltuk, mig a pontokat az s4.m programmal generaltuk,
hogy a Simpson formulat is tudjuk alkalmazni a mostani Gsszehasonlitas-
ban. Az als6 tablazatban az oszlopok a kozelités hib4djat mutatja, az eredeti
fliggvény integraljahoz képest.

Fiiggvény Pontszam
228 + 927 + 82% + 62° +4x* + 323 + 822 +2x + 1 97
8a® + 7x" 4 828 + 4a° + 62* 4 62° + 5z® + 3z + 2 95
42 4 102° + 32" +92° + 52® + 4t + 220 + 22+ 3x + 7 103
3% + 9zt + 23 + 722 + 62 + 8 95
92" + 2% 4+ 92° + 62* + 2% + 32 + 5z + 10 95
32° + 628 4+ 227 + 825 + 32® + 52t + 723 + 922 + 102 + 5 107
10 115
St 4+ 33 + T2+ 20+ 7 103
322 +4x+5 97
62" + 22% 4+ 22° + 92* + 5a? + 22 + 10 107

A Simpson formula jobb kozelitést ad, mint a trapézformula, de a kdbos
spline minden vizsgalt esetben pontos kozelitést adott a fliggvények [0,1]
intervallumon vett integraljanak az értékére.
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K6bos Spline Trapéz Lagrange 4 pontra | Lagrange 5 pontra | Simpson
0 1,3070 75,6439 343,1431 9,4457e-07
0 0,4542 109,5625 2,2702e+-06 1,1275e-06
0 0,7406 67,5764 9,3396e+06 2,9412e-06
0 0,5004 443,0001 2,1435e+-07 1,0146e-07
0 1,5052 269,9082 4,7025e+08 6,0914e-07
0 0,2829 223,3848 3,2418e+-06 1,6978e-06
0 5,3291e-15 370,0000 2,4612e+05 0
0 0,5919 386,5389 7,7260e+12 3,0712e-08
0 0,0396 248,0000 184,0000 0
0 0,0478 383,1945 9,4085e+06 5,6304e-07

6. Alkalmazasi teruletek

Altalaban a tudosok, fotosok, mérnckok vagy matematikusok hasznéljak az
interpolaciot, hogy megkonnyitse a feladatuk elvégzését.

A tudodsok és mérnokok altali mérések nem tudnak folytonosak lenni, ezért
az interpolacio segitségével Osszekotik a mérési eredményeket. A mérési ered-
mények géppel torténd kiértékelésénél fennéllhat az a probléma, hogy a kiér-
tékelés nem fog emberi idén beliil lefutni, ilyenkor hasznaljak az interpolacios
formulékat a gyors lefutas érdekében, de cserébe az eredmény nem feltétleniil
lesz pontos. A leghétkéznapibb dolog, ahol a segitségiinkre van az interpola-
cio, képeknek a nagyitésa, elforgatasa, amit minden ember hasznal. A képek
nagyitasanal a meglévé adatokbol kell kitaldlnia az interpolacionak a nagyi-
tott képet, ezért fordul néha eld, hogy pixeles lesz a nagyitott kép, mivel az
interpolacioval nem sikeriilt kiszamolni a nagyitott kép hianyzo6 adatait.

7. Osszefoglalas

A programok altali eredményeket nézve a kobos spline bizonyult a legjobb-
nak, ami minden vizsgalt esetben igen pontosan viszaadta a fiiggvény integ-
raljanak az értékét, de cserébe ismerniink kell a csatlakozési pontokban 1évé
els6 derivaltaknak az értékét, amit az esetek tobbségében nem ismeriink.
A Simpson formula jobb eredményeket adott, mint a méasik zart Newton—
Cotes beli tarsa, a trapézformula. A két vizsgalt zart Newton—Cotes formula
egész jol kozelitette a vizsgalt esetekben a fliggvény integraljanak az értékét.
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A Lagrange-interpolacioval kapott eredmények nem tekinthetGek megfelels
eredményeknek az altalunk vizsgalt esetekben, biztos léteznek olyan esetek,
ahol a Lagrange-interpolacioval kapott integral kozelités az elvarasnak meg-
felel¢ hibahataron beliil van, de erre nem lattunk példat.

Minden interpolalé formuldnak megvan a maga helye, ahol érdemes hasz-
néalni. Ha tudunk kapcsoldédasi pontokoban elsé derivaltat szamolni, akkor a
kobos spline a legjobb megoldas. Ha ekvidisztans ponthalmazunk van, akkor
a Simpson formula jobb valasztas, mint a trapézformula. A tobbi esetben a
trapézformula jol miikodik, mert nem igényel a ponthalmazon kiviil semmi-
lyen plusz feltételt.
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Fuggelék

function fn=kod5()
x=s2() ;
pont=s1Q) ;
disp(112(1,x,pont));
disp(112(2,x,pont));
disp(112(3,x,pont));
disp(112(4,x,pont));
y=poly2sym(x) ;
disp(length(pont));

disp(y);

end
function fn=s3(x)
y=length(x) ;
N=x;
N(y+1)=0;
for i=1:y
N(i)=N(1)/(y-i+1);

end
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end

Z=

f=

poly2sym(N) ;

inline(z);

fn=f(1)-£(0);

function fn=112(w,x,pont)

h
h
h

T

y:

f:

C:

/.

Lagrange-interpoléacib

"véletlenszerdi" pontok
"véletlenszerd" fliggvény

x=520);
poly2sym(x) ;
inline(y);
s3(x);

pont=s1(Q);

ered=0;

for i=1:length(pont)

s(i1)=f (pont(i));

end

i=1;

while i<=length(pont)-w
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for p=i:itw

I=[1];
K=1;

for j=i:itw
if pont(p) “=pont(j)

T(1)=1;
T(2)=pont (j)*(-1);

K=K* (pont (p) -pont (j));
I=conv(I,T);

end

end

H=s(p) /K;
M=I%H;

0=s3(M);

ered=ered+0;

end

i=i+w;

if (i+w>length(pont) -w)
g=length(pont)-w-i;
for j=1:q

pont (length(pont)+j)=1;
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end

end

s (length(pont)+j)=£f(1);

end

end

end

fn=abs (ered-c);

function fn=kod4()
x=s2() ;

pont=s4() ;
disp(t12(x,pont));
disp(s13(x,pont));
disp(cs(x,pont));
disp(112(3,x,pont));
disp(112(4,x,pont));
y=poly2sym(x) ;
disp(length(pont));

disp(y);
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function fn=kod3()
x=s2(0);

pont=s1();
disp(cs(x,pont));
disp(t12(x,pont));
disp(112(3,x,pont));
disp(112(4,x,pont));
y=poly2sym(x) ;
disp(length(pont));

disp(y);

end

function fn=kod2()
x=520);
pont=s4();
disp(t12(x,pont));
disp(s13(x,pont));
y=poly2sym(x) ;
disp(length(pont))

disp(y);
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end
function fn=kod1()
x=s2Q) ;
pont1=[0 17;
pont2=[0 0.5 1];
disp(t12(x,pontl));
disp(s13(x,pont2));
y=poly2sym(x) ;
disp(y);
end
function fn=s5(x,a,b)
y=length(x) ;
N=x;
N(y+1)=0;
for i=1:y
N(i)=N(1)/(y-i+1);
end

z=poly2sym(N) ;
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f=inline(z);
fn=f(b)-f(a);
end

function fn=cs(x,pont)

h x=s20;
y=poly2sym(x) ;
f=inline(y);
c=s3(x);

% pont=s1Q);
N=length(pont)-1;

M=zeros (4*N) ;

for i=1:N
M((2%i)-1,4*%(i-1)+1)=pont (i)~3;
M((2%i)-1,4*%(i-1)+2)=pont (i)~2;
M((2%i)-1,4*(i-1)+3)=pont(i)~1;
M((2%i)-1,4*%(i-1)+4)=1;
K((2%1)-1,1)=f (pont(i));

end

for i=1:N

M((2%1),4*(i-1)+1)=pont (i+1)~3;
M((2%1) ,4%(i-1)+2)=pont (i+1)~2;
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M((2%1) ,4%(i-1)+3)=pont (i+1)~1;
M((2%1i),4%(i-1)+4)=1;
K((2%i),1)=f (pont (i+1));

end

for i=2:N

M(2*%N-1+i,4%(i-2)+1)=3*pont (i) "2;
M(2*N-1+i,4%(1-2)+2)=2*pont (i) ;
M(2*N-1+i,4*%(1-2)+3)=1;
M(2*%N-1+i,4%(1-2)+5)=(-3)*pont (i) ~2;
M(2#N-1+1i,4%(i-2)+6)=(-2)*pont (i) ;
M(2*N-1+1,4%(i-2)+7)=(-1);
M(3*%N-2+i,4%(i-2)+1)=6*pont (i) ;
M(3*N-2+1i,4%(i-2)+2)=2;
M(3*N-2+1,4*(i-2)+5)=(-6)*pont (i) ;
M(3%N-2+i,4%(i-2)+6)=(-2);
K(2xN-1+1i,1)=0;

K(3%N-2+1i,1)=0;

end

Wh +2 feltétel
M(4*N-1,1)=6%pont (1) ;
M(4%N-1,2)=2;
M(4*N,4*N-3)=6*pont (N+1) ;
M(4%*N,4*xN-2)=2;
K(4%N-1,1)=0;

K(4%N,1)=0;

S=M\K;

osszeg=0;
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for i=1:N
A(1)=S(4*(i-1)+1,1);
A(2)=S(4*(i-1)+2,1);
A(3)=S(4*(i-1)+3,1);
A(4)=S(4x(i-1)+4,1);
B=s5(x,pont (i) ,pont(i+1));

osszeg=osszeg+B;

end

fn=abs(c-osszeg) ;

end
function fn=s4()
%% random pontok Simpsonhoz
hossz=1;
eleje=0;
a(1)=0;
i=2;
while 1
k=rand/50;

if (hossz-2xk)<0
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a(i)=eleje+(hossz/2);
a(i+1)=1;
break;
else
eleje=elejetk;
a(i)=eleje;
i=i+1;
eleje=elejetk;
a(i)=eleje;
i=i+1;
hossz=hossz-2x%k;
end
end
fn=a;
end
function fn=s13(x,pont)
%% Simpson random pontokra
% x=s20);

y=poly2sym(x) ;
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f=inline(y);
% pont=s4(Q);
e=s3(x);

z=length(pont) ;

while i<z
h=pont (i+1) -pont (i) ;
a=pont (i) ;
b=pont (i+1);
c=pont (i+2);

k=k+h* ((£f (a)+4x£f (b)+£(c))/3);

i=i+2;

end

fn=abs(k-e);
end

function fn=s12()
x=s2Q) ;
d=s3(x);

y=poly2sym(x) ;
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f=inline(y);
i=2;
while i<1025

k=0;
h=1/i;

for j=1:i/2
a=(2%j-2)*h;
b=(2%j-1) *h;
c=2xjxh;
k=k+h* ((f (a)+4*f (b)+£(c))/3);

end

disp(abs(d-k))
1=1%2;

end
disp(y);
end
function fn=111(x,pont)
% Lagrange-interpolaci6
% "véletlenszerd" pontok
% "véletlenszerd" fiiggvény

% x=s20);

y=poly2sym(x) ;
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f=inline(y);
c=s3(x);

% pont=s1(Q);

for i=1:length(pont)
s(i1)=f (pont(i));
end

L(1)=0;
z=2;

for i=2:length(pont)
if pont (i)~ =pont(i-1)

L(z)=0;
z=z+1;

end
end
for i=1:length(pont)

I=[1];
K=1;

for j=1:length(pont)
if pont (i) =pont(j)

T(1)=1;
T(2)=pont (j)*(-1);
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K=K* (pont (i) -pont (j));
I=conv(I,T);

end

end

H=s(i)/K;
M=I%xH;

for g=1:length(L)
L(g)=L(g)+M(g);
end
end
0=s3(L);
fn=abs(0-c);
disp(y);

disp(length(pont));

end

function fn=t13()
x=s2();
c=s3(x);

y=poly2sym(x) ;
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f=inline(y);
i=1;
while i<1025

k=0;
h=1/i;

for j=1:1

a=(j-1)*h;
b=jx*h;

k=k+h* ((f(a)+f(b))/2);
end

disp(abs(c-k))
i=i%*2;

end
disp(y);
end
function fn=t12(x,pont)
% x=820);
y=poly2sym(x) ;
f=inline(y);
% pont=s1Q);

N=length (pont) ;
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h=1/(N-1);
z=0;
e=s3(x);
for i=1:N-1

a=pont (i) ;
b=pont (i+1);

z=z+h* ((f (a)+f (b)) /2);
end
fn=abs(z-e);
end
function fn=s2()
while 1
darab=rand*10;
darabegesz=round(darab) ;
if (darabegesz>0)
break
end
end

for i=1l:darabegesz

X=rand*10;
P(i)=round(X);
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end

end

end

fn=P;

function fn=s2(Q)
while 1
darab=rand*10;
darabegesz=round(darab) ;
if (darabegesz>0)
break
end
end

for i=1:darabegesz

X=rand*10;
P(i)=round(X);

end

fn=P;
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