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Bevezetés

Mar gyerekként is vonzott a vilag megismerése, a felfedezés érome. Ennek az izgalmas
és fordulatos Utnak sosem lehet a végére érni, az ember tudas iranti vagya az évek folya-
man egyre csak nd. Utunk soran sokat segit az ismeretanyagok 6sszekapcsolasa, a rend-
szerezés, a mintak felismerése. Mindig jo érzés valami Gjjal taldlkozva rajonni, hogy ezt
igazabdl mar ismerjik. A szakdolgozatom témajanak éppen ezért valasztottam a Catalan-
szamokat. Geometriai el6fordulasaik szamos helyen felbukkannak és mer6ben kiilonb6z6ek

egymastol, de legbelll valahogy megis egyformak.



1. Torténelmi attekintés

Napjainkban tobb, mint 400 Catalan-szamokkal foglalkoz6 cikk elérhetd. A térténelem
soran szamos neves matematikus foglalkozott veliik. Az ismeretanyag boévilése viszony-
lag pontosan kovethetd a korabeli matematikusok levelezéseibél és publikacioibdl. Révid
torténeti bevezet6nkben ezt a fejlédést fogjuk végigkdvetni a 18. szadzadtdl, egészen nap-
jainkig.

A Catalan-szamokrol elséként a hires svéd matematikus, Leonard Euler tesz emlitést
mentoranak és kolléegajanak, a porosz Christian Goldbachnak cimzett levelében. Ebben
a levélben azt a problemat veti fel, hogy vajon a konvex sokszdgeket hanyféleképp le-
het haromszdgekre bontani nem metsz6 atlok segitségével. Egy késébbi, Johann Andreas
von Segner magyar matematikussal tortént levelvaltasban Euler szintén emlitést tesz a
haromszdgelések probléméjarol. Von Segner valaszaban egészen a 20 csucsu sokszogig Ki-
szamolja a megoldasokat. Ugyan a levélben szamolasi hibat vétett, de Euler ez alapjan is

kdnnyedén meghatarozta a rekurzidt a bizonyitas részletei nélkl.

Kevesbé ismert tény, hogy a Catalan-szamokat mar Euler el6tt felfedezték. A Kinaban
élt mongol matematikus, Antu Ming konyvében szamos interpretaciojuk megjelenik, va-
lamint kilonbdz6 hatvanysorokban is hasznélja 6ket. Haldla utan konyvét diakja, Chen
Jixin fejezte be, de a publikalasra tovabbi — valamivel tébb mint — hatvan évet varni kellett.
Munkéaja a nyugatra tehat csak késén jutott el, nem csoda hogy az eurépai matematikusok
a Catalan-szamokat addigra mar rég ismerték. Erdekes, hogy a szamsorozatot a vilag két
felén egymastol fuggetlendl szinte egyszerre, alig tobb mint ket évtized eltéréssel fedezték

fel. A felfedezések raadasul mind geometriai interpretaciokon keresztil torténtek.

Evtizedekkel kés6bb, a francia matematikus, Gabriel Lamé, egy Joseph Liouvillehez irt
levelében elséként ad elegans kombinatorikus bizonyitast Euler és von Segner eredménye-
ire. A belga matematikus, Charles Eugéne Catalan ezt a bizonyitast tovabbfejlesztette,
majd publikdlta. Catalan tobb cikket is megjelentetett a szamsorozattal kapcsolatban.
Megoldotta a szorzdtényez6 zardjelezéseinek problémajat, amit dssze is kotott a konvex
sokszdgek haromszdgelésével. Megemlitette a szavazati sorrendek problémajat is, viszont
ezt nem bizonyitotta. Erre els6ként egy brit matematikustél, William Allen Whitwortht6l

kaptunk kombinatorikus bizonyitast. Whitworth érdekes kombinatorikai alkalmazasokat



is talalt a témaban, viszont nem vette észre, hogy az altala meghatarozott szamsorozat a

Catalan-szamok sorozata.

Az évek folyaman rohamosan nétt a Catalan-szamokkal kapcsolatos publikaciok szama.
Rendre jelentek meg Uj interpretaciok, bizonyitasok és alkalmazasok. Francois Edouard
Anatole Lucas francia, és Eugen Otto Erwin Netto német matematikus is irt monogra-
fiat a témaval kapcsolatban. A béséges szakirodalom ellenére a Catalan-szamok mégis
— még hosszu évtizedekig — viszonylag ismeretlennek szamitottak a nagykozonséeg elott.
A huszadik szazad masodik felében Ebben William G. Brown felismerte a jelenséget, €és
szamos hivatkozast gy(jtott rajuk. Ez egy hatalmas I6kést adott a Catalan-szamok nép-
szer(sitésének. Azo6ta tobb szaz tanulmany jelent meg a témaban, és a legtébb tankényvbe
is bekertiltek. Erdekesség, hogy keszekusza torténetilknek koszénhetSen viszonylag késén
nyerték el végleges megnevezésiket. Torténelmi okokbdl sokaig féként Segner-szamokként,
vagy Euler-Segner-szamokként hivatkoztak rajuk. A Catalan-szamok elnevezés a mult

szazadbol szarmazik John Riordan amerikai matematikustol.

M. Gardner igy ir roluk: ,A Catalan-szamok hihetetlen hajlanddsagot mutatnak a véa-

ratlan felbukkanasra, foként kombinatorikai probleméakban.” [9, 187.0]

Nem csoda, hogy a matematikusokat a mai napig foglalkoztatja ez a szamsorozat. Az
elmult két évtizedbdl is rengeteg Uj tétel és alkalmazéas latott napvilagot velik kapcso-
latban, valamint nagyszabasu kényvek is szilettek a témaban Richard P. Stanley illetve
Thomas Koshy jévoltabdl. A szakdolgozatom tételei, valamint a bizonyitasuknal hasznalt
gondolatmenetek jelents része is ezen konyvekbdl szarmazik. A Catalan-szdmoknak ma

“z =z

hogy a jov6juk mi mindent tartogat, ma még nem tudhatjuk.

A torténelmi bevezeté megirasahoz Stanley[9, 177-189.0], Koshy[5, 103-*], és Grimaldi
[4, 147-149.0] konyveit is felhasznaltam. Igyekeztem ezek alapjan egy kerek attekintést
irni. Az események pontos feltarasa ennyi év tavlatabodl igen nehéz, és sokszor nem is
lehetséges. Volt, hogy a forrasokban bizonyos térténelmi részletek masként szerepeltek,

de ez semmit nem von le a matematikusok érdemeib6l és a publikaciok jelentGsegebdl.



2. Catalan-szamok definialasa

A Catalan-szdmokba szdmos kombinatorikai feladat megoldéasa soran belefuthatunk,
éppen ezért a definidlasukra is rengeteg kulonbdz6 lehet6segink van. Meghatarozhatjuk
Oket tobbek kozott a rekurziv képletiik, a generatorflggvenyik, a zart képletuk, vagy egy
tetsz6leges kombinatorikus el6fordulasuk, azaz interpretaciojuk segitségével. Véleményem
szerint a legszemléletesebb egy kombinatorikus el6fordulassal felvezetni a témakort. A
torténelmi attekint6bdl mar tudjuk, hogy az egeész az n csucsu konvex sokszégek harom-
szogeléseinek szamanak meghatarozaséaval kezdédott. En most mégis egy masik, a szivem-
hez kdzelebb all6 feladattal kezdek. Akik jartak valaha ""Véges matematika 1" eléadason,

nekik ismerds lehet a feladat. Kezdjik tehat a szavazati sorrendekr6l szolo feladattal.

Egy valasztason két jelolt indul, A és B. 2n db szavaz6 egymas utén adja le a sza-
vazatait a jel6ltekre Ugy, hogy az A jeléltnek mindig legalabb annyi szavazata van mint
a B jeloltnek, de véglul mindketten ugyanannyi szavazatot kapnak. Hanyféle kilénb6z6

szavazati sorrend lehetséges?

2.1. Definicié. (Monoton at (Lattice Paths)). Monoton Gt alatt olyan (0;0) -bdl (n; n)-
be tartd, 2n hosszl vektorsorozatot értiink, amely n db (1;0), és n db (0; 1) vektorbdl all,

valamint a (0; 1) vektorok szama sosem haladja meg az (1;0) vektorokét.

(8:8)

A

1. 4bra. Példa monoton Utra



Az egyszerlség kedvéért az A jelltre érkez6 szavazatokat jeloljik (1;0) vektorral, mig
B jeldltre érkez6 szavazatokat (0; 1) vektorral. A szavazati sorrendes feladatot rogton at is
alakitottuk a monoton utak problémajava. A kérdés tehat a kdvetkezd: Hanyféle kiilénb6z6

2n vektorbdl allé monoton Ut létezik?

2.2. Definicié. (Catalan-szam). A 2n vektorbdl all6 monoton utak szamat nevezzik

n-edik Catalan-szamnak, és C,-nel jeldljuk.

Rajzoljuk fel a kalonb6z6 monoton utakat az elsé néhany esetre, ezaltal hatarozzuk

meg az els6 néhany Catalan-szam értékét.
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2. dbra. Az els6 néhany Catalan-szam

L . . . , 1 2n . e
2.3. Tetel. Az n-edik Catalan-szam felirhato C,, = 711 zart képlet segitségével.



Bizonyitas: Abrazoljunk egy, az n-edik Catalan-szamhoz tartoz6 2n darab vektorbol
allo monoton utat. Az egyszerliség kedveért most csak egy tordttvonalat fogok rajzolni, a

vektorokat kulon nem jel6lom. Egy térottvonalunk van (0; 0)-bdél (n; n)-be.

Tudjuk, hogy a (0; 1) vektorok szama sosem haladhatja meg az (1; 0) vektorokét, tehat
a torottvonal nem Iépheti at az y = x egyenest. (0; 0)-bol (n; n)-be dsszesen 2nn darab
kilonb6z6 torottvonal lehetséges. Ebben azonban benne vannak a rossz toréttvonalak is,
ahol atléptik ezt az egyenest. Vegyik észre, hogy az ilyen rossz esetekben Iétezik olyan
pont a térottvonalon, amely rajta van az y = x + 1 egyenesen is. (Ekkor ugyanis a (0; 1)
vektorok szama tobb, mint amennyi az (1;0) vektoroké.) Az elsd ilyen pontot keressiik

meg és a tordttvonal hatralevd részét tikrozzik az egyenesre.

(n-1,n+1)

3. dbra. Rossz utak 6sszeszamolasa

Ekkor (0;0)-bol (n  1; n+1)-be jutottunk, és egy kdlcsondsen egyértelmd megfeleltetést
2n . . ., .
kaptunk a rossz utakra. Ezek szama no1c Dobjuk ki a rosszat elv alapjan, a 2n hosszu

2n 2n

monoton utak szama, azaz az n-edik Catalan-szam C, = N N1 Ez felirhat6
1 .
alakban is.
n+1
C_2n 2n  _ 2n n 2n 1 2n
" n n 1  n n+1 n n+1 n
. . . . , , 1 2n
Tehat az n-edik Catalan-szam zart keplete tényleg 1 n



A zart képlet segitségével konnyedén meghatarozhatjuk a Catalan-szamok tovabbi ér-

tékeit. Ezt tegylk is meg, majd vessunk rajuk egy pillantéast.

n Cn n Cn n Cn
0 1 10 16 796 20 6 564 120 420
1 1 11 58 786 21 24 466 267 020
2 2 12 208 012 22 91 482 563 640
3 5 13 742 900 23 343 059 613 650
4 14 14 2 674 440 24 1 289 904 147 324
5 42 15 9 694 845 25 4 861 946 401 452
6 132 16 35357670 26 18 367 353 072 152
7 429 17 129 644 790 27 69 533 550 916 004
8 1430 18 477 638 700 28 263 747 951 750 360
9 4 862 19 1 767 263 190 29
4. dbra. Catalan-szamok tovabbi értékei
Megjegyzés: A zart képletbe 0-t helyettesitve 1-et kapunk, hiszen 0%1 2 00 =1.

Célszer( a nulladik Catalan-szamot is meghatarozni, mert a késébbiekben - példaul a

rekurziv képlet felirasdhoz - sziikség lesz ra.

2.4. Definicio. (Nulladik Catalan-szam). A nulladik Catalan-szam legyen 1, azaz Cy :=1

X
2.5. Tétel. Az n-edik Catalan-szam felirhaté C,, = Ck 1 C, k rekurziv képlet segit-

L, k=1
ségevel.

Bizonyitas: A C, rekurziv alakjdnak meghatdrozasahoz hasznaljuk a mar ismert
koordinata-rendszeres abrazolast. (0;0)-bol (n;n)-be szabalyosan C, féleképpen jutha-

tunk a Catalan-szamok definicidja alapjan.

Legyen K = (k; k) az els6 olyan pont, ahol a (0;1) és az (1;0) vektorok szama meg-
egyezik. (k = 1;2;:::;n). llyen pont létezik, hiszen (n;n)-nél biztosan megegyezik. A K
pontba torténd eljutas soran az els6 jobbra és az utolso felfelé 1épés meghatarozott. (Ha

nem igy lenne, akkor méar rogton az elején elrontottam volna a monoton utat.)

Ezt eltolva a (0;0)-bol (k  1;k 1) -be valo eljutast kapjuk, amirél tudjuk, hogy szaba-
lyosan Cy ; féleképpen lehetséges. Tovabba (k; k)-bdl (n;n)-be C,,  féleképp mehetiink.

10



5. dbra. Monoton utak rekurzidja

Ez az érték Kk = 1l eseten Cy C, 1; k=2 esettn C; C, ,; k =3 esetén C, C, 3; ... ;
k=n 1lesetén C, , Cy;és k =nesetén C, 1 Co. Vegylk észre, hogy az 6sszeszor-
zand¢é tagok indexeinek 6sszege mindig egyel kevesebb, mint az éppen szamolt tag indexe.
Szorozzuk 6ssze minden lehetséges modon ezeket a tagokat. Az esetszétvalasztas miatt C,

meghatarozasahoz az igy kapott szorzatokat még ossze kell adni.

X
Ch=Cp Ch1+C Ch2+Cy Cy3+i+C C+C, 1 G = Ck 1 Ch ke
k=1
X
Tehat az n-edik Catalan-szam rekurziv képlete tényleg Ck 1 Ch k.
k=1

A fejezet cime a Catalan-szdmok definialasa volt. A definicion tul meghatéaroztuk a
szamsorozat zart képletét, a rekurziv képletét, valamint kiszamoltuk az értékeit az els6
néhany esetre. Ezek ismerete feltétlentl szlikséges lesz a tovabbiak megértéséhez. A késdb-
biekben néziink még érdekes tételeket és allitasokat is a Catalan-szamokkal kapcsolatban,

de el6tte kanyarodjunk el egy kicsit a geometriai interpretaciok iranyaba.
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3. Néhany interpretacio

Mar ismerjik a Catalan-szamokat. Tudjuk, hogy ezeket a monoton utak szdma adja.
Korabban azt is emlitettiik, hogy a Catalan-szamoknak tébbféle interpretaciojuk létezik.
De mik is ezek az interpretaciok pontosan? Nos, ebben a fejezetben ezek kozil ismertetiink
néhanyat, és nézink rajuk egy-egy konkrét példat is. Lesznek koztik olyanok, melyek
kimondottan emlékeztetnek a monoton utakra, de bemutatunk olyan interpretaciokat is,
melyeknél kevésbe egyertelmd a kapcsolat. Az ismertetésen egyenlére nem megyunk tal.
Azt, hogy az imént felsorolasra kertl6 interpretaciok miként vezetnek a Catalan-szamokra,
a kés6bbi fejezetekben targyaljuk. Az itt felsorolasra kertld objektumok - szamos tarsukkal

egyutt - megtaldlhatéak Stanley konyvében. [9, 15-55.0]

3.1. Definicié (Binaris fa). A t binaris fa legyen vagy az Ures fa, vagy egy olyan (c; t;; t,)
harmas, ahol c a fa gyokere, t; és t, pedig binaris fak. Azt mondjuk, hogy c-nek t; a bal

gyereke, t, pedig a jobb gyereke.

6. abra. Példa binéris fara a gyokércsucs és a részfak jeldlésével

3.2. Definici6. (Szavazati sorrend (Ballot Sequence)). Szavazati sorrenden olyan 2n
hosszU szdmsorozatot értiink, amely n db (+1) -bél és n db ( 1) -bdl &ll, valamint minden

részletdsszege nemnegativ.

+1|+1|-1+1 |+ -1|+¥1|-1|-1}-1}+1|+1 1] -1]+1]-1
1 2 1 2 3 2 3 2 1 0 1 2 1 0 1 0

7. dbra. Példa szavazati sorrendre részletosszegekkel

12



3.3. Denici6. (Kiegyensulyozott zardjelezések (Balanced Parentheses)). Kiegyensulyo-
zott zarojelezésen olyan karaktersorozatot értiink, amely darab nyitdo ésn darab csuko
zardjelb®l all, és megkodveteljk, hogy az elsRkarakterében a csukd zardjelek szama ne

haladja meg a nyité zardjelekét(k = 0; 1; ::; 2n)

8. abra. Példa kiegyensulyozott zardjelezésre a nyitd és csukd zarojelek szamaval

3.4. De nici6  (Konvex poligon haromszdgeléseA konvex poligon haromszdgelése alatt
azt éertjuk, hogy az n csucsu konvex sokszdget nem metsz® atlok segitségéve? darab
haromszogre bontjuk. Fontos, hogy a sokszéget az egyik éle mentén rogzitsik, hogy a

kilonb6z® haromszogeléseit forgatassal ne lehessen egymasba vinni.

9. 4bra. Példa konvex poligon haromszdgelésére rogzitett élekkel

3.5. De nici6 (Szorzoétényez® zardjelezés (Multiplication Orderings)pzorzétényez® za-
rojelezésem+1 darab szorzotényez®n db szorzas egyértelm elvégzesét értjuk uagy, hogy

a szorz6tényez®k sorrendjén nem valtoztatunk.

10. abra. Példa szorzétényez® zarojelezésre

13



3.6. De nici6. (Hegyvonulatok (Mountain Ranges)).Hegyvonulat alatt olyan(0; 0) -bdl
(2n; 0)-ba tartd, 2n hosszu vektorsorozatot értlink, amely db (1; 1) vektorbdl, ésn db

(1; 1) vektorbol &ll agy, hogy a vektorsorozat sosem megy aztengely ala.

11. abra. Példa hegyvonulatra

3.7. De nici6 (Rendezett fa, mas néven Catalan fa)A P rendezett fa legyer(v; Po; :::; Pm),
ahol v gyokércsucs mindig létezikP; részfak pedig rendezett részfak agy, hody i és

mindeni<j eseténP; rendezett részfa balra varP; rendezett reszfatol.

12. abra. Példa rendezett fara a gyokércsucs és a részfak jeldlésével

3.8. De nici6. (Dyck-sz0). Dyck-szdn olyar2n hosszu karaktersorozatot értlink, amely
n db X -b®l ésn db Y -bdl all, valamint els®k karakterében azX -ek szama nem haladja

meg azY -ok szamat.(k =0;1;::;n)

13. abra. Példa Dyck-szora az X -ek és Y -ok szamaval

14



3.9. De nici6 (llledelmes kézfogas (Noncrossing Handshakeslijedelmes kézfogas alatt
azt ertjuk, hogy egy korasztal korll helyet foglal@n darab ember hanyféle kilénb6z®
maodon tud egyszerre kezet fogni Ugy, hogy a kézfogasok nem keresztezik egymast. Fontos,

hogy az asztal mentén az emberek helye rogzitett.

14. abra. Példa illedelmes kézfogasra

3.10. Denici6 (Ermetornyozas (Stacking Pennies)) Ermetornyozas alatt azt értjiik,
hogy hanyféleképpen tudunk érmeéket egymasra rakni ugy, hogy az als6 sorlmadarab
érme talalhat6, valamint két egymas mellett |Ev® érme folé tetszés szerint tehetlink érmét.

Az érmék oldalai kdzott nem tesziink kiilénbséget.

15. abra. Példa érmetornyozasra

A Catalan-szamok interpretacidinak tarhaza igen széles, az 6sszes el®fordulasukat lehe-
tetlenség felsorolni. Eppen ezért alljunk is meg ennyinél. Az eddig felsorolt interpretaciok
szerintem kell®en valtozatosak, és jol szemléltetik, hogy egy kombinatorikai probléma
megoldasa soran tényleg barmikor el®kertlhet a szamsorozat. De varjunk csak! Az imént
de nialt alakzatok biztosan a Catalan-szamokra vezetnek?!? Ennek bizonyitdsara tobb

mddszerink is van. Els® kbérben gy®z®djink meg réla rekurziv aton.

15



4. Interpretaciok rekurziv 6sszeszamolasa

Nézzunk meg egy tételt Loehr és Nikolas kdnyvéb®I, mely szerint a Catalan-szamok

rekurziv képlete egyértelmflen meghatarozza a Catalan-szamokat. [6, 61.0]

4.1. Tétel. Tegylk fel, hogy aza, sorozat(n 0) kezd®értékey = 1 €és tagjai el®allit-
X
hatdak aza, = ax 1 a, k rekurziv képlet segitségével. Ekkay = C, mindenn 0

) k=1
eseten.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy n =0 eseténag = 1 = Cy. Mar csakn > O-ra kell belatnunk,

X
hogy a, = C, minden m < n esetén. Ekkor viszont tudjuk, hogya, = a 1 a8y k=
k=1
X
Ck 1 C, « = C,. Az dllitast tehat teljes indukcioval belattuk.
k=1

Az el®z® - amugy nyilvanvalo - tétel szerint, ha egy szamsorozat rekurziv képlete meg-
egyezik a Catalan-szamok rekurziv képletével, valamint a kezd®érteke is stimmel, akkor
az a sorozat szikségszerfen megegyezik a Catalan-szamok sorozataval. Ebben a fejezet-
ben pontosan ezzel fogunk foglalkozni, és néhany, kordbban megismert interpretaciorol
belatjuk, hogy tényleg a Catalan-szamokra vezetnek. Megnézzik, hogy hogyan tudjuk
rekurziv modon el®allitani a felsorolt alakzatokat, majd megnézzik a kezd®értekiket. A
bizonyitadsokat Stanley [9] és Koshy [5] kdnyveiben, valamint Tom Davis jegyzetében [3]

szerepl® rekurziok alapjan végeztem.

4.2. Allitas. Az n darab zardjelparbol allé kiegyensulyozott zarojelezések sz&pa

Bizonyitas: Az n darab zardjelparbdl allé kiegyensulyozott zardjelezések szamat jeldlje
Z,. EgyeértelmY, hogyZ, = 1, Z, = 2. Nézzik meg az els® néhany kiegyensulyozott

zardjelezést.

Az els® néhanyn-re Z, = C,,. Hatarozzuk megZ, értékét rekurzivan. Ehhez szik-
ségunk leszZy-ra is, legyenZ, = 1. Vegyunk egy tetsz®leges) db zardjelparbol allé
kiegyensulyozott zardjelezést. Tudjuk, hogy a zardjelezés mindig egy nyito zardéjellel kez-
d®dik. Keressuik meg ennek a nyitd zarojelnek a csukd parjat. Jelblje ®@keésd,;. Legyen
k 1akoztik lev® zardjelparok szamd@l k n) Ekkor d; utan taladlhat6 zaréjelparok

szaman k.
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16. abra. Az els® néhany kiegyensulyozott zardjelezés

17. abra. Kiegyensulyozott zarojelezések rekurzioja

Tudjuk, hogy k 1 zardjelparbdl allé kiegyensulyozott zardjelezések szarda 1, mig
azn k hosszu kiegyensulyozott zarGjelezésekg . Esetszétvalasztas miatt
X
Zy = Zy 1 Zn «, ami pont a C, rekurzios képlete. TehatZz, = C,,.
k=1

4.3. Allitds. Az n cslcsU binaris fak szam&,,.

Bizonyitas: Az n csdcsu binaris fak szamat jelolj@,. Egyértelmy, hogyB; = 1,

B, = 2. Nézzliink meg az els® néhany binaris fat.

Az els® néhanyn-re B, = C,,. Hatarozzuk megB,, értékét rekurzivan. Ehhez szik-
ségunk leszBo-ra is, legyenBy = 1. Tudjuk, hogy egy nem Ures binaris fat(c;t;;t,)
harmassal irhatunk fel. Legyen ez most egycsucsu binéris fa. Ebb®I a gyokércsucs egy
csucsot takar, a maradékn 1 csucsot at; ést, részfak adjak. Tehatjt;j + jt;j = n 1L

Legyent, részfa csucsszamia 1 ést, részfa csucsszama k. (1 k n)
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18. abra. Az els® néhany binéris fa

19. abra. Binaris fak rekurzioja

Ekkor t; részfat B, ; féleképpen valaszthatom, hiszeBy ; a kK 1 csucsu részfak
szamat jeloli. Hasonlbant, részfatB, « féleképp valaszthatom. Esetszétvalasztas miatt
X
B, = Bk 1 Bn k, ami pont a C, rekurzids képlete. TehatB, = C,.
k=1

4.4. Allitas. Az n+2 cstcst konvex sokszog haromszogeléseinek a st&ma

Bizonyitas: Az n csucsu konvex poligon haromszdgeléseinek a szamat jelBlje Egy-

értelmf, hogyP; = 1, P, = 2. Nézzlink meg az els® néhany poligon haromszdgelést.
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20. abra. Az els® néhany poligon haromszogelés

Az els® néhanyn-re P, = C,, ,. Hatarozzuk megP,, értékét rekurzivan. Ehhez szik-
séglnk leszP,-re is, legyenP, = 1. Vegylnk egy tetsz®legesen haromszodgezettsucsu
konvex poligont. A cslcsait a haromszogelés soran rogzitettik. Nevezzik ®ket sorban
A1 A iAn -nek. Az A, és azA,, csucs kozott huzddo élet jeldljilke-vel. Az e élt elhagy-

va azn csucsu poligon két masik poligonra bomlikQ;-re ésQ,-re.

21. 4bra. Haromszogezett poligon felbontasa
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Vegylk észre, hogyQ:-nek ésQ,-nek pontosan egy kdzds cslcsa van. LegyenAgz
(2 k n 1) Latjuk, hogy Q; ésQ, oldaléleinek 6sszege egyel tébb, mint az eredeti
sokszdg oldaléleinek szama, hiszen kitoroltik a&zélet, viszont bejott két Uj él (A1Ax)
és(AxA,), melyek az eredeti sokszdg haromszdgeléséhez tartozt@k.tehat k oldalu,Q»

pedign k + 1 oldali sokszdg. Ezek szerint haromszogeléseik szamaésP,, k+1. Az

X 1
esetszétvalasztas miatP, = P« Pn k+1.LegyenPy = S¢ » minden2 Kk n esetén.
k=
X 2 i
Ekkor P, = S, » = P« 1 Pn 2 «, amipontC, , rekurziés képlete. TehatP,., = C,.
k=1

4.5. Alliths. Az n+1 cslcsu rendezett fak szam@,,.

Bizonyitas: Az n csucsu rendezett fak szamat jelolj&,. Egyértelmy, hogyR; = 1,

R, =1, Rz = 2. Nézzik meg az els® néhany rendezett fat.

22. dbra. Az els® néhany rendezett fa

Az els® néhanyn-re R,, = C, ;. Hatarozzuk megR,, értékét rekurzivan. Vegyink egy
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tetsz®legeq) csucsu rendezett fat. Vagjuk le a rendezett fBy részfajat, mig a maradékot

jelolje P . Py csucsszama legyek. (1 k n) Ekkor P csucsszaman k.

23. 4bra. Rendezett fak rekurzidja

Ekkor P, részfat R, féleképpen véalaszthatompP részfat pedigR,  féleképp. Eset-
X0

szétvalasztas miattR,, = Rk R, k. LegyenRy = S¢ 1 mindenl Kk n esetén.
k=1
X 1
Rn=S 1= P« 1 Pn 1 «, ami pont C, ; rekurziés képlete. TehatR,.; = C,,.
k=1
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5. Interpretaciok kozotti bijekciok

Az interpretaciok rekurziv 6sszeszamoléasa eléggé monoton, és egy id® utan kezd unal-
massa valni. Felmerll a kérdés: Létezik-e izgalmasabb mdodja annak, hogy a 3. fejezetben
megismert alakzatokrdl belassuk, hogy megszamolhatéak a Catalan-szamok segitségével?
Szerencsére igen, van masik modszer is. Ebben a fejezetben bijekciok Gtjan bizonyitjuk,
hogy a mar megismert probléméak a Catalan-szamok sorozatara vezetnek. A bizonyitasok
alapjat itt is Stanley [9] és Koshy [5] kdnyvei képzik. Az atalakitasok tbbbsége egészen
természetes médon adddik. A bizonyitasoknal a de nicébdl fogunk kiindulni, azon kivil

egy kis id®re felejtstink el minden mast, amit a Catalan-szamokrél tudunk.

5.1. De nici6. (Bijektiv leképzés). LegyerA; B tetsz®leges halmaz és: A! B lekép-
zés. Azt mondjuk, hogy' bijekcio, ha tetsz®leges; b2 A és' (a) = ' (b) eseténa = b, és

8b2 B esetén9a 2 A Ugy, hogy' (a) = b

5.2. Tetel. Két véges halmaz kdzott pontosan akkor létesithet® bijekcid, ha a két halmaz

elemszama megegyezik.

Bizonyitas: A leképzés egyértelm(, és minden el®all képként. (Trivialis)

Kbvetkezmény: Ha van két kombinatorikai problémank, melyek kdzétt bijekciot ha-
taroztunk meg, és ezek kozul az egyik a Catalan-szamok sorozatéra vezet, akkor a masik

is a Catalan-szamok sorozatéra fog vezetni.

Bizonyitsuk a 4.2-es allitast bijektiv megfeleltetés utjan.

ey

Bizonyitas: A Catalan-szamok de nici6jabol tudjuk, hogy a2n vektorbdl allé mo-
noton utak szamacC,,. Hatarozzunk meg bijekciét a monoton utak és a kiegyensulyozott
zarOjelezések kozott. Tudjuk, hogy minder2n vektorbdl &ll6 monoton Gt n db (1;0) és
n db (0; 1) vektort tartalmaz. Ezen felll a vektorsorozaton végighaladva mindig legalabb
annyi (1; 0) vektorunk van, mint amennyi (0; 1) vektorunk. A kiegyensulyozott zardjelezé-
stunk n darab zéarojelparbal all. Tehét itt is egy2n hosszu sorozatunk van, amm db nyitd
ésn db csuko zarojelet tartalmaz, valamint a csukd zarojelek szama sosem haladja meg
a nyito zarojelekét. A megfeleltetés adja magat. Mindel" nyit6 zardjelet feleltessiink

meg egy(1; 0) vektornak, és minden")" csuko zardjelet egy0; 1) vektornak.
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24. 4bra. Monoton utak és kiegyensulyozott zardjelezések bijekcidja

A megfeleltetés visszafelé is vilagos. A két halmaz kozott bijekciot hataroztunk meg,

tehat az n darab zarojelparbdl allé kiegyensulyozott zarbjelezések sza@a
5.3. Allitas. A 2n karakterb®I all6 Dyck-szavak, valamint2n hosszu szavazati sorrendek

szamacC,.

Bizonyitas: A kiegyensulyozott zarojelezések nyitd zardjeleit feleltessik meg a Dyck-
szavakban azX -nek illetve a szavazati sorrendekben &al-nek. A csukod zarojeleket ha-

sonléanY -nak, illetve 1-nek.

25. abra. Kiegyensulyozott zardjelezések, Dyck-szavak és szavazati sorrendek bijekcioja

Latjuk tehat, hogy a kiegyensulyozott zardjelezések, a Dyck-szavak, valamint a sza-
vazati sorrendek miként alakithatéak at egymasba. Mivel bijekciokat hataroztunk meg,
ezért a2n darab karakterb®I all6 Dyck-szavak, valamint &n hosszu szavazati sorrendek

szama szintérC,.

5.4. Allitas. A 2n darab vektorbdl &ll6 hegyvonulatok szanda.
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Bizonyitas: Tudjuk, hogy az n db zardjelparbdl allé kiegyensulyozott zarbjelezések
szamaC,. Hatarozzuk meg bijekciot ezek kozott a kiegyensulyozott zardjelezések, és a
hegyvonulatok kdzott. A nyitd zardjeleket cseréljuk kil; 1) vektorokra, a csukd zarojele-

ket pedig (1; 1) vektorokra.

26. abra. Kiegyensulyozott zardjelezések és hegyvonulatok bijekci6ja

Az eljaras visszafelé is mkodik, a@l; 1) vektorokat kicseréljik nyité zardjelekre, mig
a(1; 1) vektorokat csuko zéarojelekre. Bijekciot hataroztunk meg, tehat @n darab vek-

torbdl allé hegyvonulatok szama valobarC,, .

Erdekesség, hogy a hegyvonulatokban Iév® vektor masodik koordinataja azt mutatja,

hogy az adott pillanatig mennyivel volt tobb nyitd zardjeliink, mint csuko.

5.5. Allitas. A n darab érméreC,-féleképpen tudunk érméket tornyozni.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy a 2n darab vektorbdl all6 hegyvonulatok szamaC,. A bi-
zonyitadshoz a2n darab vektorbdl all6 hegyvonulatok és an darab érmére rakott érme-
tornyozasok kozott fogunk bijekciot 1étesiteni. Tekintsiik a hegyvonulatot alkotd vektorok
végpontjait. Minden ilyen végpontba helyezziink egy érmét, de csak akkor, ha a vektor
masodik koordinataja nem nulla. Egyéb esetben ne csinaljunk semmit. Amint végzink az
ermek letételével megkaptuk az érmetornyozasunk tetejét. Ez egyértelmflen meghatérozza
az érmetornyozasunkat, hiszen minden érmét két masik érme tart, tehat az 6sszes alat-
tuk elhelyezhet® érmére szikségunk van. A vektorsorozatunk els® és utolsoé vektora adott,
ezeért az els® érmét biztosafl; 1)-ban helyeztik le, az utolsét pedig2n 1;1)-ben. Az
is vildgos, hogy az also sorban lehelyezett érméimkkoordinatai kettesével névekednek.
Ezek szerint 6sszesem darab érme alkotja az also sort. (Az abran a¢l; 1) vektorok he-
lyett (1;2) vektorokat, mig (1; 1) vektorok helyett (1; 2) vektorokat hasznalok, hogy

az érmeék kozott ne legyen hézag. Ez a bijekcét nem befolydsokja.)
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27. abra. Hegyvonulatok és érmetornyozasok bijekcioja

Az eljaras visszafelé is mykoddik, egy adott érmetornyozashoz csupan be kell hazni a
megfelel® vektorokat. Bijekciot hataroztunk meg, tehah darab érméreC, féleképpen

tudunk érmeéket tornyozni.

5.6. Allitds. n+ 1 darab szorzétényez@, féleképpen tudunk dsszeszorozni, ha a szor-

z6tényez®k sorrendjén nem valtoztatunk.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy az n db zardjelparbdl allé kiegyensulyozott zardjelezések
szamaC,. Hatarozzunk meg bijekciot a2n hosszu kiegyensulyozott zardjelezések és az
n+1 szorzotényez® zarodjelezései kozott. Tudjuk, hogyl szorzétényez® 6sszeszorzasahoz
n darab szorzast kell elvégezniink, ami pont annyi, mint a kiegyensulyozott zardjelezésben
a zarojelparok szama. Ezt a kapcsolatot fogjuk kihasznalni. Tekintsiik a szorzétényez®
zaroOjelezésiinket. A szorzast jeldl® pontokon és a csuko zardjeleken kivil toroljunk ki bel®le
mindent. A pontokat cseréljiuk ki nyitd zaréjelekre, és mar meg is van a kiegyensulyozott

zarojelezéstink.

28. abra. Kiegyensulyozott zardjelezések és szorzétényez® zardjelezések bijekcidja

Az eljaras visszafelé is mfkodik, viszont ez egy kicsit trikkdsebb lesz. Tekintsik a ki-
egyensulyozott zarojelezéstinket. A nyitd zardjeleket cseréljik ki pontokra. Az els® szorzas
elé, az egymast kovet® szorzasok k6zé és minden els® csuké zardjel elé irjuk be a szor-

z6tényez®ket. (Ha egymas utan tébb csukd zardjel kdvetkezik, akkor csak az els® elé kell

25



szorzotényez®). A nyitd zarodjelek kirakasa ekkor mar egyértelmy. Ugy kell ®ket kitenni,
hogy minden egyes szorzast két - akar elvégzett szorzasok utan kapott - szorzotényez® és
egy zardjelpar fogjon kordl. Bijekciot hataroztunk megn+1 darab szorzétényez®t tényleg

C, -féleképpen tudunk 6sszeszorozni.

5.7. Allitas. Egy korasztal koriil helyet foglal@n emberC,-féleképpen tud illedelmesen

kezet fogni.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy az n db zardjelparbdl allé kiegyensulyozott zardjelezések
szamaC,. Hatarozzunk meg bijekcidt a2n hosszu kiegyensulyozott zarojelezések &s
ember illedelmes kézfogasai k6zott. Vegylnk egy kiegyensulyozott zardjelezést. Helyezzik
el az embereket egy korasztal mentén. Rogzitsik a kezd® embert és irjuk mellé a zaro-
jelsorozat els® karakterét, majd az éramutato jarasaval ellentétes iranyban mindenkihez
irjuk oda a zéardjelsorozat soron kdvetkez® elemét. Ha valakihez csuko zarojelet irunk, az

fogjon kezet azzal, akihez legutoljara irtunk nyité zaréjelet és még nem fog kezet senkivel.

29. abra. Kiegyensulyozott zardjelezések és illedelmes kézfogasok bijekcidja

Az eljaréas visszafelé is mkodik. Oramutato jarasaval ellentétes iranyba haladjunk végig
az embereken és mindenkinél nézzik meg, hogy olyannal fog kezet aki a bejaras szerint
utana fog kovetkezni, vagy olyannal, aki mar volt el®tte. EI®bbi esetben irjunk mellé
nyitd zarodjelet, utdbbiban pedig csukd zardjelet. Meg is van a szabalyos zarojelezésunk.
Bijekciot hataroztunk meg, tehat egy korasztal korul helyet foglal@n ember ténylegC,

féleképpen tud illedelmesen kezet fogni.
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5.8. De nici6. (El®rendezés szerinti bejaras). Legydn(v; Pg; :::; Py) egy rendezett fa.
Ha a bejarando fa ures, akkor végeztiink a bejarassal. Ha a bejarandé fa nem dres, akkor

jarjuk be a gyokérelemety-t. Ez utan jarjuk be a gyokérelem soron kévetkez® rendezett

Bizonyitsuk a 4.5-0s allitast bijektiv megfeleltetés atjan.

Bizonyitas: Azt mar tudjuk, hogy 2n ember illedelmes kézfogasainak szamig. Ha-
tarozzunk meg bijekciét2n ember illedelmes kézfogasai és az+ 1 csicsu rendezett fak
kozott. Az illedelmes kézfogasok behlzasakor 1 részre osztottuk a kdrasztalt, ami pont
annyi, mint a rendezett fa csucsszama. Minden ilyen asztalszeletre vegyunk fel egy csucsot
és két csucs kozott huzzunk be élt, ha az ®ket tartalmazo asztalszeletek szomszédosak.
Vegyuk észre, hogy minden ember két asztalszelettel szomszédos. A rendezett fa csucsa
kertljon a kezd® ember mellett 6ramutatd jarasaval ellentétes iranyban lev® asztalszelet-
be. A rendezett fa gyokércsucsat nézzik olyan iranybdl, hogy a rogzitett ember kézfogasat
keresztez® él legyen felul. Haladjunk végig a fa csucsain el®rendezés szerinti bejarassal.
Egy csucs rendezett részfai mindig az oramutatd jarasaval ellentétesen kovetkeznek. Ha
egy Uj csucsba lépink, akkor azt mindig olyan iranybol nézziik, hogy az az él legyen folul,

amin keresztul a csucsba érkeztiink. Ez alapjan fel tudjuk rajzolni a rendezett fat.

30. abra. llledelmes kézfogasok és rendezett fak bijekcidja

Az eljaras visszafelé is mfkodik. A rendezett fa minden csicsa koré vegytnk fel egy

sokszdget annyi oldallal, ahany éle van az adott csiucsnak. Ha egy csucsnak egy vagy két
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éle van, akkor oda elfajult sokszoget kapunk, de az nem lesz gond. A sokszégeket illessziik
egymashoz ugy, hogy csucsaik egy koron kivil essenek, de a bennlk elhelyezett rendezett
fa cstcsai még a koron belil legyenek. Ekkor a kézfogasokat a sokszogek oldalai hatarozzak
meg. Vagjuk ki a kdrt és meg is van az illedelmes kézfogasunk. Bijekcidt hataroztunk meg,

tehat az n + 1 csucsu rendezett fak szam@&,,.
Nézzink ra még egy bizonyitast egy Gjabb bicekci6 megadasaval.

Bizonyitas: Azt mar tudjuk, hogy az n db zardjelparbdl allé kiegyensulyozott zardje-
lezések szamg&,,. Hatarozzunk meg bijekciét2n hosszu kiegyensulyozott zardjelezések és
azn+1 csucsu rendezett fak kézott. Itt mar nehezebb megtalalni az atalakitast, hiszen els®
ranézésre a halmazaink elemszama nem fog stimmelni. Semmi gond, egy kis trikkdzéssel
megoldjuk. Bevezet® grafelméleti ismereteinkb®I tudjuk, hogy mzxsucsu fanakn 1 éle
van. Ezek szerint am+1 csucsu rendezett fanak éle van. A rendezett fanak tehat nem a
csucsait, hanem az éleit fogjuk hasznalni. Minden élt feleltessiink meg egy zarodjelparnak
a kovetkez®féleképpen: Haladjunk végig a fa csucsain el®rendezés szerinti bejarassal. Ha
a bejarasban a kovetkez® bejarandd csucsra lépink, akkor irjunk &gy nyitd zardjelet.

Ha a bejarasban egy mar bejart csucsra lépunk, akkor irjunk edy’ csuko zarojelet. A

bejaras minden élen kétszer halad at, minden élhez egy zéardjelpar fog tartozni.

31. 4bra. Kiegyensulyozott zardjelezések és rendezett fak bijekcidja

Az eljaras visszafele is mfkodik, egy kiegyensulyozott zardjelezés segitségével kdnnye-
dén felépithetjik a hozza tartoz6 rendezett fat. Itt egyedul arra kell gyelniink, hogyha
legaldbb masodjara Iépink ki egy csucsbol, akkor Uj részfat kell nyitni. Bijekciot hataroz-

tunk meg, azn + 1 csucsu rendezett fak szama tényleg, .
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Bizonyitsuk a 4.3-as allitast bijektiv megfeleltetés atjan.

Bizonyitas: Azt a kordbbiakbol mar tudjuk, hogy az n+ 1 cstcsu rendezett fak szama
Cn. A bizonyitashoz az n+1 csucsu rendezett fak és az n csucsu binaris fak kozott fogunk
bijekcidt létesiteni. Vegylunk egy tetsz6leges, n+ 1 csucsu rendezett fat és haladjunk végig
a csucsain el6rendezés szerinti bejarassal. Ha egy csucsbdl elsé alkalommal 1éplink tovabb
a bejaras soran, akkor a kiindulasi csucs és az érkezési csucs kozti élet jeloljuk, egyéb
esetben nem. A fabol toroljuk ki a jeloletlen eleket. A kitorolt élek helyett hizzunk be 0]
éleket a kovetkezOfélekepp: A kitdrolt él érkezési csucsat kossuk ossze a kiindulasi csucs
altal meghatarozott fa érkezési csucs altal meghatarozott részfajanal eggyel balrabb levd
részfajanak gyokércsucsaval. Ez igy elég nyakatekerten hangzik. Nézziink ra egy példat és

régton érthetd lesz.

Legyen egy P rendezett fa (v; Po; P1;:::Pm), ahol v a fa gyokéreleme. Legyen P; rende-
zett részfa gyokércsucsa pj. EKkor v pg élet megtartjuk, v pi;v o p2;iii; v pm €eleket
pedig kitoroljuk. v p; €l helyett behGzzuk a po p; élet, v p, helyett a p; p, élet,
215V Pm él helyett pediga pm 1 Pm -€t.

Ezeket az élcseréket az eredeti fa minden rendezett részfajara rekurzivan végigcsinaljuk
és mar meg is vagyunk. Pontosabban majdnem. Egy n csdcsu binéris fat szeretnénk
kapni, de jelenleg egy n + 1 csucsu binaris fank van. Toroljuk ki az eredeti rendezett
fa gyokercsucsat, valamint a hozza kapcsolodoé élet. Ezt ezen a ponton mar megtehetjik,
hiszen ez a cslcs és a hozza kapcsolodd él a binaris faban mindig azonosan helyezkedik
el, informéacidtartalma nincs. Az elérendezés szerinti bejaras végrehajtasahoz még sziikség
volt ra, de most mar nem kell. A binaris fa gyokércsicsa az eredeti rendezett fa elsd

reszfajanak gyokéercsucsa lett.

v v

i
o
>

32. abra. Rendezett fak és binaris fak bijekcioja
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Az eljaras visszafelé is mdkodik. Egy n csucsu binaris fa folé folvesziink egy csucsot,
majd a megfelel6 éleket lecseréljik akkor visszakapjuk az n + 1 csucsu rendezett fat. A
két halmaz kozott bijekciot hataroztunk meg, tehat az n csucsu binaris fak szama tényleg

Cy. Ez a bijekcio eredetileg de Bruijn-tdl és Morselt-tél szarmazik. [9, 9.0]
Bizonyitsuk a 4.4-es allitast bijektiv megfeleltetés utjan.

Bizonyitas: Azt mar tudjuk, hogy az n csucsu binaris fak szama C,,. A bizonyitéas-
hoz bijekciot fogunk keresni az n csucsu bindris fak és az n + 2 cstcsu konvex poligonok
haromszdgelései kozott. Tudjuk, hogy egy n csucsu konvex sokszdg nem metsz6 atlok
behtzasaval n 2 haromszogre bomlik. Az n + 2 csucsu konvex sokszdget ezek szerint
n darab haromszogre bonthatjuk. Ezeket a haromszdgeket fogjuk megfeleltetni a binaris
fa csucsainak. Rogzitsik a poligont az egyik élénél fogva, bontsuk haromszdgekre, majd
minden haromszdgbe rajzoljunk egy csucsot. Két cslcs kdzott hizzuk be az élet, ha a két
csucs szomszedos haromszdgben helyezkedik el. A binaris fa gyokércsicsa a sokszég rog-
zitett oldaléle altal meghatarozott haromszdgben lesz. Tekintsik ezt a haromszdget ugy,
hogy a rogzitett oldalél legyen folfelé. Ha a sokszdgben két csucs kozotti él a haromszdg
bal oldalan megy ki, akkor az adott csucs az eredeti csucs bal részfajanak gyokércsucsa,
ha a jobb oldalon megy ki, akkor pedig a jobb részfajanak gyokércsicsa. Az Uj harom-
szognek mindig az érkezési oldala van fellll, vagyis amelyiken keresztil el6szor beléptink a
haromszdgbe. Haladjunk végig a sokszdgben lévé csucsokon elérendezés szerinti bejarassal

a gyokércsucstol kezdve, és rajzoljuk fel a binaris fat.

33. abra. Binaris fak és haromszogezett konvex poligonok bijekcidja
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Az eljaras visszafelé is mikddik. Binaris fabdl torténd konvex poligon épitése esetén
a gyokercsucsot tartalmazé haromszogb6l indulunk ki, és a sokszdget folyamatosan csu-
csokat tartalmazé haromszogekkel bévitem, amig minden csucsot fel nem hasznaltam.
Itt egyedil arra kell figyelni, hogy a soron lev6 csucs bal oldali, vagy jobb oldali részfa
gyoOkércsucsa. Bijekciot hataroztunk meg, tehat az n + 2 csucst konvex poligonok szama

tényleg C,,.
Nézzink r4 még egy bizonyitast egy Ujabb bicekcio megadasaval.

Bizonyitas: Azt mar tudjuk, hogy az n + 1 szorz6tényez6t C,, féleképpen tudunk
0sszeszorozni. Hatarozzunk meg bijekciot az n + 1 szorzotényezl zarojelezései és az n + 2
csucsu konvex poligonok kozott. Rajzoljuk fel az n+ 2 csucsu haromszdgekre bontott sok-
szoget, majd rogzitsik az egyik élénél fogva. A rogzitett élre és az atlokra egyenlére nem
kertl semmi, a tobbi élére az 6ramutat6 jarasaval megegyez6 irdnyban irjuk fel sorban
a zarodjelezésben szerepld szorzotényezoket. Keressiink olyan haromszogeket a felbontott
poligonban, melyeknek két oldala fel van cimkézve szorzotényezbkkel, de a harmadik ol-
dala még Ures. Ekkor az ures oldalra a mésik két oldalon talalhato6 szorzotényez6 szorzata
kerdl. A szorzatba az a tényez0 kerul el6re, ami a rogzitett éltdél indulva 6ramutato jara-
saval megegyez0 irdnyban hamarabb talalhat6. Haladjunk egészen addig, amig a rogzitett

oldalél felcimkézésre kertil. Ekkor megkaptuk a szorzotényezd zarojelezésuinket.

(¢*d)

((a-b)(c-d))

(((a'b)-(c-dy)
(a-b) ((e)8))

(bA1)

((((a-b)-(c-d))-((e-D)-g))-(h-1))

34. abra. Szorotényezd zarodjelezések és konvex poligonok bijekcidja

Az eljaras visszafelé is miikodik. Ha van egy szorzotényezd zardjelezésiink, akkor raj-
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zoljuk fel a szorzotényezdk darabszamanal egyel tobb cstcsbdl allo szabalyos sokszdget. A
sokszoget rogzitsik az egyik elénél. Erre irjuk fel a szorzotényezé zardjelezésiinket, majd
betlizzik az oldalait. HUzzuk be a szorzotényezd zardjelezés altal meghatarozott atlokat,
és mar meg is vagyunk. Bijekciot hataroztunk meg, tehat az n+2 csuicst konvex poligonok

szdma tényleg C,. Ez a bijekcio eredetileg H. G. Forder-tdl szdrmazik. [5, 135.0]

A fejezet célja az volt, hogy a korabban ismertetett alakzatokrol belassuk, hogy tényleg
a Catalan-szamokra vezetnek. Latjuk, hogy a felsorolt interpretaciok kézott béven lehetne
még tovabbi bijekcidkat felsorolni, de ez kvazi felesleges, hiszen mar elértik a kitzott
célt. Néhany esetekben irtam a sziikségesnél tobb bizonyitast is, viszont ott érdekes és

egymastol merében eltérd bijekcidkat ismertettem.

Ha a bijekcidk létesitése valakinek felkeltette az érdeklddését, akkor nyugodtan kisér-
letezzen vellk. Ki lehet probalni az erre a célra irt programomat is, ami a megismert

atalakitasok kozul hajt végre néhanyat. Ezt a 7. fejezetben ismertetem.
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6. Tovabbi érdekességek és tételek

Ebben a fejezetben tovabbi érdekességeket és tételeket fogunk nézni a Catalan-szamokrol.

zat. Ekkor fa,g generatorfiggvénye f(X) = ag + aix + apx? + i+ ax"+::: = axX

. k=0
hatvanysor.

Kezdésnek bizonyitsuk a 2.3-as tételt, vagyis hogy a Catalan-szamok felirhatéak a
1

n+1

flggéseket, valamint a generatorfiggvényiket fogjuk felhasznalni.

n

explicit alakban. Ehhez a Catalan-szdmokra volatkozé rekurziv gssze-

Bizonyitas: A Catalan-szamok generatorfiiggvényét jeldlje C(x). Tudjuk, hogy C(x) =
X

Co+C; X+Cp, X2+C3 xX3+Cy xX*+::=  Cx XX, ahol Cy a k-adik Catalan-szam.
k=0
Hatarozzuk meg a generatorfiiggvény négyzetét C2(x) -et, vagyis szorozzuk meg C(x) -et

onmagaval. A kovetkez6t kapjuk:

C?(X) =Cy Cop+Cy C; Xx+Cy Cy X2+Cy C3 x3+:::+Cy X Co+C; X C; Xx+Cy X
C, X°+Cy X C3 X3+::+Cy X2 Co+Cy X2 C; X+Cy X2 Cy X2+Cy, X2 C3 X3+
Ezt atrendezve a kdvetkez6t kapjuk:

C2(x) =Co Co+(Co C,+Cy Cg) Xx+(Cop C,+Cy C,+C; Cg) X2+ (Co C3+Cy
C,+Cy Ci+C3 Cg) X3+ (Cy C4+C; C3+C, Cy+C3 Cy+Cy Cp) XA+
Vegyulk észre, hogy az x-es tagok zarojelben 1év6 szorzotényezdi szintén Catalan-szamok.
Ezt a rekurziv képletbdl jol 1athat6. Ha a megfelel6 tagokat kicseréljik a megfelel§ Catalan-
szamokra, akkor a kovetkez6t kapjuk:

C}’(X)=C,+C, x+C3 xX*+C4 x3+::= C xX* 1L
k=1
A C2?(x) -et x -el szorozva Cy hijan pont C(x) -et kapjuk vissza.
C(x) =Co+x C?(x)
A kapott masodfoku egyenletet rendezzik nullara, majd keressiik meg a megoldasait.
X C2(x) ) +1=0

1 1 4x
CX)=—+——
) o
Ez az atrendezés helyén valo, hiszen C, értéke tovabbra is 1. Foglalkozzunk Kicsit a gyokos

kifejezéssel, és alakitsuk at a jol ismert binomidlis sorfejtés szerint.
p 1 1 1 1

T ax=( #i= 2 )" 2 @'+ 2 @ I @'+ 2 @

DNl
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Bontsuk ki a binomialis egyltthatokat, majd szépitsik meg a kifejezéstinket.

1 1 1 1 1 3 1 1 3 5
OO A DD GCHCHC D
1 4 =1 2 4X + 2 2 4 2 2 2 2 4 3+ 2 2 2 2 4 4
(1 42 T W T () 1321 &
Egyszer(sités utan a kdvetkez6t kapjuk:
1 1 1 1
(1 4x)z2=1 =-2x =4x? 3—8x3 > 3 16x*
U 2 3l 41
1+ 1 4 . p . » .
Ezta C(x) = TX képletbe visszahelyettesitve a kovetkez6t kapjuk:
1+ (1 d2x  Lax?2 3lgxd 3311ex* 1
C(x) = ( 1! 2! 2X3! 41 ):; 1 x

Ez nem lehet, hiszen x ¥ 0 eseten C(x) ¥ 1, de tudjuk hogy a hatvanysorok a kozép-

pontjukban konvergensek, és C(x) hatvanysor kdzéppontja rlHIIéban talalhat6. Nézzuk

.~ o I . 1 1 4x
meg a masik esetet is, és helyettesitsink vissza a C(x) = oy képletbe.
Cx) = 1 (1 £2x Z4x? &lex® 22116x* ) _
2X
_P1 ey
1+ g2x+ Fax2 + 50283 + = (o HRLae =2k

Vegylk észre, hogy a tortek szamlaldjaban csak paratlan (egész) szamok szerepelnek. Eze-
ket ki kéne potolnunk a megfelel6 paros szamokkal, hogy faktorialisokat kapjunk. Ismerjuk

az aldbbi 6sszefliggéseket:
Y Y Y
@i 1) (2i) = (2K)! és 2% kI = (2i)
i=1 i=1 i=1
A szorzat rendelkez% a 2K-o0s taggal, tehat csak k!-al kell bévitenem a tortet.
Kok @ 1, X @ X 1 % P

C(x) = k1) kT k+D) KK k+1 K
Megkaptuk a Catalan-;zémok generatorfliggvenyének zart alakjat.
. ) 1 2k
Tudjuk, hogy C(x) =  Ci XX, valamint hogy C(x) = i1 K x¥. Helyette-
: g L . 1 2
sitsiink k helyére n -et. Az n-edik Catalan-szam zart képlete tényleg 1 nn

[9, 11-12.0] [3, 3-4.0]

Ejtstink sz6t arrdl is, hogy miként viselkedik a Catalan-szamok sorozata nagy n-ekre.
Viszont még miel6tt ratérnénk a Catalan-szamok aszimptotikus viselkedésére, jojjon egy
egyértelmd észrevétel.

dn 2
+1

6.2. Tétel. Az n-edik Catalan-szam felirhaté C, = Cn 1 rekurziv képlet segitsé-

gével.

Bizonyitas: Ezt a rekurziv alakot a Catalan-szamok zart képletébdl konnyen meghaté-

. i . iz 1 2
rozhatjuk. Tudjuk, hogy az n-edik Catalan-szam zart képlete C,, = 1 nn . Az n he-

lyébe (n 1)-et helyettesitve megkapjuk az (n 1)-edik Catalan-szam zart képletét. C,, ; =

34



1 2 1 1 2n 2 . ] . .
GRS (nn 1 ) = ﬁ : 1 A zart képletet egy Kicsit alakitva rogton meg is
. 1 2n 1 2n! 1 2n 2n 1) (2n 2)!
I k lak. C, = —— = = =
eszakivant alak. Cy n+1 n n+in n n+lnn(m 1 (n 1
4n 2 1 @n 2)! 4n 2 1 2n 2 4n 2 , :
- = - = Ch 1. Tehat -edik
n+1 n( DM 1)) n+l n n 1 n+1 - voenatazn-ed

e . 4n
Catalan-szam tenyleg felirhat6 a
n+1

Erdekesség, hogy Euler eredetileg a konvex sokszog haromszogelésének segitségével ezt a

Cn 1 rekurziv képlet segitségével.

rekurziv alakot hatarozta meg. [5, 107-108.0]

A . Ch+
6.3. Allitas. Az egymast kovetd Catalan-szamok hanyadosa 4-hez tart. I|m1 Cr; L=y
nt n

Bizonyitas: A Catalan-szamok el6bb meghatarozott rekurziv képletét fogjuk hasznal-

. . dn 2 ., . N )

ni. Ezek szerint C, = 1 Ch 1. Ha a rekurzioval egyel tovabb megyink, akkor a ké-

y . _4n+2 . Che1 _4n+2

vetkezét kapjuk: Ch+q = —— Ch. Itt C,-nel osztva azt kapjuk, hogy C.  h+2
Ch+1 _ 4n+2

Ezek szerint nIllrn1 C. 2

tényleg 4-hez tart. [5, 111.0]

= 4. Az egymast kovetd Catalan szamok hanyadosa

Kovetkezmény: Megfeleléen nagy n-ek esetén Ch+1 4 C,.

6.4. Allitas. A Catalan-szamok sorozata a végtelenbe tart.

Bizonyitas: Nyilvanvald, hiszen C,, > 0 minden n-re, és az elébbiek szerint

Chak > 3¢ C,, minden kelléen nagy k-ra.

s , o 22" . . .
6.5. Allitas. A Catalan-szamokra teljesul a Cy, mp:n aszimptotikus becsleés.

Bizonyitas: Az aszimptotikus becsléshez hasznaljuk a Stirling formulat. Mint tudjuk,
- . P— non
a Stirling formula azt mondja ki, hogy n! 2 n o Ezt most alkalmazzuk C-re.

c_ 1 a2 _ 1 on g w2 Prog 2o
"“"n+1 n  n+1 n n n+1 n oonq C (n+1)

22n

Az n-edik Catalan-szam aszimptotikus becslése tényleg C,, mp:n
[5, 110-111.0]

Végul nézziink meg néhany Catalan-szamokkal kapcsolatos szamelméleti érdekességet.

6.6. Tétel. Az n-edik Catalan-szam pontosan akkor paratlan, ha n = 2K 1 alakd, minden

mas n esetén paros.
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Bizonyitéas: Hasznéaljuk a Catalan-szamok rekurziv képleteét.
Cn:XCk 1 Chk=0Co C, 1+Cp Cho+1ii+C 2 Ci+Cr 1 G
Tudjuﬁlhogy a képletben az Gsszeszorzandd tagok indexeinek 6sszege mindig n 1. Ve-
gyuk észre, hogy Cx 1 Ch k = Ch k Ck 1. Ennek segitségével parokba rendezhetjik a
szimmetrikus tagokat. A tovabbi vizsgalodas el6tt csindljunk egy esetszétvalasztast asze-
rint, hogy péros, vagy paratlan indexd Catalan-szamrol beszélink. Elsé esetben nézzik
meg, hogy mi torténik, ha n paros. Ha n paros, akkor g és g 1 is egész és Osszeguk
éppen n 1. EKkor a képlet a kovetkezé:
Ch=C, C, 1+C; C, 2+:::+Cg 1 Cg+Cg Cg 1+ +Ch, 2 C+CL 1 G
irjuk egyméas mellé az azonos értékii tagokat.
Ch=Co Ch 1+Ch1 Co+Cy Cy2+Cp o Ci+:ii+Cn gy Ca+Cn Cn
Most pedig emeljlnk ki kettét. C, =2 (Co C, 1 +C; C, 2+ :+C% 1 Cg) Latjuk, hogy
paros n-ekre C, is paros lesz. Mi torténik akkor, ha n paratlan? Ebben az esetben “Tl
lesz egész és 2 ”Tl =n 1, tehat a képletben ezzel az indexszel rendelkezd tag 6nmagaval
fog szorzédni. C, =Cy C, 1 +C; C, 2+:::+CnT4 Cn%1+:::+Cn » Ci1+C, 1 Co.
Most is irjuk egyméas mellé az azonos érték(i tagokat.
Ch=Cy C, 1+C, 1 Co+C; C, 2+C,, 2 Ci+:1: :+CnT4 CnT—l. Az eddigiekhez hasonl6an
emeljink ki kettét. Az utolso tag kivételével mindegyiknek van pérja, tehat a képletiink
a kovetkez6: C, =2 (Co C, 1 +Cy Cp 2+ 11+ CnT—Ci CnT-i—l) + CnT—l CnT—l. Az n-edik
Catalan-szam paritasa tehat az nTl-edik Catalan-szam paritasatdl figg. Ha n péaratlan
de Cn%l paros, akkor C,, is paros. Ha n pératlan és CnT—l is paratlan, akkor C,, is parat-

lan. Mi kell ahhoz, hogy Cn%l paratlan legyen? Az el6z8 gondolatmenetet megismételve

Cn-1 akkor paratlan, ha Cn-1_, is paratlan. De ekkor C n-1_, is paratlan. ::: Ha ezt
2 7; Izi,]_

folytatjuk, a folyamat soran minden pératlan Catalan-szamot szlikségszerden érintink,
végul eljutunk egészen a nulladik Catalan-szamig. Tudjuk, hogy Co = 1 a legels6 paratlan
Catalan-szam. Az eljarast megforditva azt kapjuk, hogy n = 0;1;3;7;15;:::;2 1;:::-re
lesz paratlan C,,. Ezt teljes indukcioval be is latjuk. Tudjuk, hogy n = 0-ra C, parat-
lan. Tegyilk fel, hogy C, paratlan n = 2K  1-ra és lassuk be n = 2*1  1-re. Az
eljaras megforditasa szerint C,, pontosan akkor paratlan, ha C,,+; is paratlan. Ekkor
Cons1 = Cyok 1941 = Cowrr 941 = Cowra 1. Ezek szerint C,, paratlan n = 2<*1  1-re.
Végeztink a teljes indukcidval. Belattuk, hogy az n-edik Catalan-szdm pontosan akkor

paratlan, ha n = 2% 1 alakd, minden mas n esetén paros. [5, 329-330.0]
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6.7. Tétel. Catalan-szam nem lehet teljes hatvany, vagyis C, & k%, ahol k;t 2 N és
k:t>1.

Bizonyitas: A bizonyitashoz hasznalni fogjuk a Chebyshev-tételnek azt a Ramanujan-
tol szarmazé erdsitett alakjat, miszerint n és 2n kdzott legaldbb kettd primszam talalhato,

amennyiben n 6. Irjuk fel a Catalan-szamok zart képletét, és egy kicsit alakitsunk rajta.
1 2n _ @n)@2n 1)@n 2):::(n+2)
“n+1 n n!

egyszerre prim (n > 2 esetén), vagyis Ramanujan tételét alkalmazva latjuk, hogy n + 2

n . Tudjuk, hogy n és n+1 nem lehet
és 2n kozott még mindig taldlhaté legalabb egy primszam. Ennek a primnek pontosan
az elsé hatvanya osztja C,-et, tehat C,, nem lehet teljes hatvany. Mi a helyzet az n < 6
esetben? Tudjuk, hogy Co =1,C; =1, C, =2, C3 =5, C4 = 14 és Cs = 42. Ezek egyike
sem teljes hatvany. Ezek szerint Catalan-szam tényleg nem all el6 teljes hatvanyként.

[2, 2-3.0]

6.8. Tétel. A Catalan-szamok kdzétt csak a C, és a C; primszamok.

Bizonyitas: Hasznéljuk a Catalan-szdmok 6.2.-es tételben meghatarozott rekurziv

dn+ 2 .
2 Ch. Ezek szerint (n +2) Chiy = (4n+2) C,.

Tegytk fel, hogy C,, prim. Ekkor C,, jn+2 vagy C,, j Cp+1.

képletét n + 1-re: Cphvy =

L . . 1 2
El6szor vizsgaljuk meg a C, j n + 2 esetet. Tudjuk, hogy C, = =

n+1 n
2nN2n 1D@2n 2):::(n+2 n+2
(2n)( ) v )i ( ). Nézzik a c
. n
utan nem lesz egész, hiszen C, sokkal gyorsabban tart a végtelenbe, mint n + 2, azaz
m n+2 _ 0. Nézzik meg a kezdeti értékeket: 0+2 _ 2 _ 2 1+v2 _ 3 _ 1
!1Cn_.3259426 G LG L
+ +
=2, =_=1, = —. Vilagos, hogy innentél kezdve a tort sosem
C. b5 C, _ 14 v'agos hogy
+3 n+2

. . - . n

lesz egész, ugyanisn  4-re hasznélva a rekurziv képletet azt kapjuk, hogy c < e
+1

N+3 _n+3 n+2 C, _n+3 n+2 n+2 _ n+3 n+2 ésnitt

Ciei N+2 C, Chey n+2 C, 4n+2 4n+2 C,
< 1. Ezek szerint C,, akkor és csak akkor osztéja az n + 2-nek, ha3 n 0.

tortet. Vilagos, hogy ez a tort egy id6

hiszen

n+3

dn+ 2
Ekkor Co=1,C; =1, C, =2 és C3 =5, amibdl csak C, és C3 a prim.

Cn+1

A masik esetben C,, j Cn+1, Vagyis

= k, ahol k egy pozitiv egész szdm. Ezt a
n

o . . ) . ) 4n + 2 )
rekurziv képletbe visszahelyettesitve a kovetkezOt kapjuk: YT k. Ezt atrendezve

4n + 2 = nk + 2k, amit tovabb alakitva azt kapjuk, hogy n(4 k) =2k 2. Mivel itt
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mind a két oldal 0, ezért 1  k < 4. NézzUk végig a lehetséges eseteket. Ha k = 1,
akkor n =0 és Co = 1, ami nem prim. Ha k = 2, akkor n =1 és C; = 1, ami nem prim.

Ha k = 3, akkor n = 4 és C4 = 14, ami szintén nem prim.

Latjuk, hogy a Catalan-szamok kdzott valoban csak a C, = 2 és a C3 = 5 primszamok.
[5, 331-332.0]

Szamtalan tovabbi tételt és érdekességet lehetne sorolni a Catalan-szamokkal kapcso-
latban, viszont ezek a szakdolgozatomba méar nem fognak bekerilni. Ha valakinek ez a kis
izelit6 meghozta a kedvét, és mélyrehatébban szeretné tanulmanyozni a szdmsorozatot,
akkor neki batran ajanlom f6 forrasaimat, Richard P. Stanley [9], Thomas Koshy [5], illet-
ve Ralph P. Grimaldi [4] kdnyveit. A témaban a mai napig irnak cikkeket is, melyek egy
része a fajstlyosabb matematika témakadrébe tartozik. [1] [8] Akad kdztuk olyan eredmény
is, melynek nyomtatasban térténé megjelenésere meg varni kell, viszont az interneten mar

hozzaférhet6. [7] Ismeretanyag tehat van bdven, mar csak ezek felfedezése varat magara.
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7. Szamitogéepes program

Richard P. Stanley Catalan-szamokroél irt konyvében arra biztatja olvaséit, hogy a
konyvben megjelenitett 214 geometriai interpretacio mindegyike kozott létesitsenek bijek-
ciot. [9, 15.0] Ezek meghatarozéasa eltartana egy darabig, Ugyhogy a szakdolgozatomban
nem fog ré sor kertilni. De mi lenne, ha ehelyett a mar ismert &talakitasokat tanulményoz-
nank, es megnéznénk Gket minden - vagy legalabbis nagyon sok - esetre? Papir alapon
még ez is rengeteg id6ét venne igénybe. Ha valaki szeretné ezt gyorsan és kilonodsebb eréfe-
szitések nélklil megtenni, vagy csak jatszana egy kicsit a bemutatott alakzatokkal, akkor

neki ajanlom az erre a célra irt programunkat.

A program bemend adata egy Kiegyensulyozott zardjelezés, kimend adata pedig egy

megjelenitett geometriai interpretacio. Inditas utan az aldbbi képerny6 fogad minket.

Catalan - szamok

Zarojelezes:

‘mm(mmm ‘

[ ]

ATALAKIT

Kerjuk walasszon! v

35. dbra. Program az inditasa utan

A beviteli mez6ben alapbol meg van adva egy kiegyensulyozott zarojelezés, de belekat-
tintva tetszés szerint atirhatjuk. Ide csak nyitd, valamint csukd zarojeleket tudunk beirni,

illetve lehet8ségiink van még tordlni is. Egyéb gombokra a legutoljara megadott zarojelet
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ismétli. A megfelel6 zardjelezés beirdsa utan a legorduld listabdl kivalasztahatjuk, hogy a
gunk van. Valasztahatunk monoton utat, hegyvonulatot, érmetornyozast, rendezett fat,
binaris fat, vagy illedelmes kézfogast. Az ATALAKIT gomb megnyomésa utan a program
a képerny0 kdzepén lévé 400 pixel széles és 400 pixel magas rajzlapon ki is rajzolja a ki-
vant alakzatot. A beirt zardjelezést egymas utan akar az dsszes valaszthaté interpretaciova

atalakithatjuk.

/\/\/\/\/\ T o

36. abra. Alakzatok az alapb6l megadott kiegyensulyozott zardjelezésre

A Kkirajzolt alakzatok mérete a bevitt zardjelezés hosszatdl figgéen dinamikusan val-
tozik, hogy lehet6leg minél szebb képet kapjunk, ugyanakkor sose ldgjunk le a rajzlaprol.
A kezdeti értékeknél el6forduld specialis esetek is kezelve vannak, a program ekkor is a
megfeleld interpretaciot rajzolja ki. A bemend adatsor legfeljebb 100 karakter hosszu le-
het, tehat akar az 6tvenedik Catalan-szam interpretécioit is meghatarozhatjuk. Sajnos az

abra ekkor mar a legtébb esetben nem latszik rendesen.

A beviteli mez6 kitoltésekor nagyon oda kell figyelni. Tudjuk, hogy egy kiegyensulyo-
zott zardjelezésben mindig ugyanannyi nyit6 és csuko zardjel van, valamint hogy a csuké
zarojelek szama sosem haladja meg a nyitd zardjeleket. Ha ezek kozil valamelyik nem

teljesul, akkor a program jelez, és a bemend adatunkat ki kell javitanunk.
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Graphics = =

Catalan - szamok

Zarojelezes:

‘))())(()))((()(J))

]

ATALAKIT

Rendezett fa v

37. dbra. Egy rendezett fa megjelenitése

Graphics = =

Catalan - szamok

Zarojelezes:

‘))(((()((())(JJJ))

]

ATALAKIT

Illedelmes kezfogas ¥

38. dbra. Egy illedelmes kézfogas megjelenitése
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A programot Gelman Krisztidnnal kozosen irtuk, aki kérésemre segitett az elkészitésé-
ben. A programkornyezet kivalasztasa és a grafikus megjelenés az 6 érdeme, tobbek kozt a
kivalasztd widget és a nyomdgomb is sajat munkaja. A programozas soran én az interpre-
taciok kozti bijekciok felkutatasaért, valamint ezek egymasba torténd atalakitasat végzo

algoritmusok leiraséért feleltem. A segitséget ezuton is nagyon kdszonom.

A program és a futtatasahoz sziikséges segédfajlok elérhetéek az alabbi linken:
https://drive.google.com/drive/folders/1yX6wvdma6HqWO3E9BmOObPUgAFTTTFNT ?usp=

sharing
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