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Koszonetnyilvanitas

Legels6sorban szeretném megkoszonni Dr. Jordan Tibor tanar urnak a ki-
tartd munkajat, nélkiile ez a szakdolgozat nem késziilhetett volna el. Az
iitemezéselmélet targy keretein beliil a matematika egy — szamomra — 1j agat
ismerhettem meg és mar az érakon felkeltette a téma irant az érdeklodésemet,
amelyet a konzultaciok alkalméval fenn is tartott, végig motivalt (példaul tu-
domadnyos videds forrasokkal). Sokat segitett a szakirodalmak kivélasztasanél,
majd a rendelkezésre all6 id6 beosztasaban, végiil a dolgozat szakmai ellenor-
zésében és a felmeriil6 kérdéseim tisztazasaban.

Tovabba koszonom a sziileimnek a tdmogatast, hogy mindenben segitettek a
tanulméanyaim alatt.
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1 Bevezetés

Az alabbi fejezetben megvizsgaljuk, hogy egy litemezés bizonyos értelem-
ben mitdl lehet jobb egy masiknal és a megszakithatosag mennyivel jarulhat
hozzé a kisebb optimum eléréséhez. Akkor beszélhetiink a megszakithatosag
elonyérol, ha ugyanazon a példan vizsgaltuk meg azokat, azaz ugyanarra
az inputra. Megnézziik azt is, hogy egyes példak miért lehetnek érdekesek
szamunkra.

Egy iitemezési feladat altaldban a végrehajtandé munkdkbdl all, ame-
lyekhez tartoznak attribitumok is, mint példaul a megmunkalési idejiik vagy
az elérhetéségiik idépontja (amikortdl elkezdhetiink egy munkét). Emel-
lett adottak gépek, amelyeken elvégezhetjiik azokat. Beszélhetiink egy- vagy
tobbgépes iitemezésrol attol fliggden, hogy hany gép all a rendelkezésiinkre.
Parhuzamos iitemezéseknél a gépek sebessége egyenld, tehat ez alapjan min-
degy, hogy hova keriil fel egy munka. Uniform titemezéseknél més a helyzet,
ott minden egyes géphez hozzarendeliink egy sebességet is, ami kifejezi, hogy
milyen gyorsan hajthato rajta végre egy feladat.

A célfiiggvényiink lehet példaul a teljes atfutasi id6 vagy az Osszmeg-
munkaldsi idé minimalizaldsa (ez utébbit silyokkal is vehetjiik), de ezenfeliil
szamos mas minimalizalandé értékiink is lehet. Tovabba tisztaznunk kell az
elején, hogy mikor tekintiink egy megoldast megengedettnek, példaul lehet-e
a megoldasunkban megszakitasa egy-egy munkéanak.

A munkak szamat altaldban n-nel jeloljik és mindegyik munkdhoz egy
indexet tarsitunk (1-tél n-ig). A munkédk hosszat pedig p;-vel szokés jeldlni,
ahol a j szamok pozitiv egészek.

A nem megszakithaté titemezésekben minden munkat el kell végezniink
teljes egészében és mindegyikiikhoz egy folytonos idéintervallumot rendeliink.
Pontosan ebben az intervallumban kell elvégezniink az egyik gépen (nem
helyezhetjiik at). Ezzel ellentétben a megszakitasos litemezésekben a mun-
kakat kisebb darabokra vaghatjuk és ezeket kiilon munkalhatjuk meg, akar
kiilon gépre is attehetjiik azokat, viszont sosem futhatnak egy idében ugyana-
zon munka részei. Ez életszerii lehet, ha példaul ugyanazon a targyon kell fe-
ladatokat végrehajtani kiilonb6z6 miithelyekben, ekkor nem lehet a targyunk
egyszerre két helyen. Természetesen itt is az 0sszes munkat be kell fejezniink.

A gépek a nulla idopillanattdl fogva elérhetéek egészen addig, amig mar
nincs sziikséglink rajuk. Egy gép egyszerre csak egy munkaval képes fog-
lalkozni és egy munka egy idopillanatban csak egy gépen lehet, azaz egy
adott munka részei csak diszjunkt idointervallumokon lehetnek iitemezve. A



munkdak ésszerien vannak megszakitva mindig, azaz a részmunkdk mérete
valés szam kell hogy legyen. Az aldbbi dbrakon bemutatjuk, hogy hogyan
szokas jelolni az egygépes, parhuzamos gépes és az uniform gépes litemezé-
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Az uniform gépek esetében az i. gép sebességét s; > 0-val jeloljiik. Ekkor
konnyen atgondolhatod, hogy a j munka megmunkalési ideje az i. gépen épp Z—?
lesz. Az abran tehat nem a munkak valédi hosszat, hanem a gépek sebességé
altal modositott méretiiket lathatjuk.

Osszehasonlitva a megszakitist megengedd iitemezéseket a nem meg-
szakithatoakkal elmondhatd, hogy az utébbinal az Osszes munka egy-egy
géphez és egy-egy folytonos idosavhoz van rendelve, ezeknek megfeleloen
kell teljes egészében befejezodnilik 1gy, hogy az adott iddintervallumban
folyamatos megmunkaldas alatt legyenek. A megszakithaté titemezéseknél
szintén sziikséges az, hogy az 6sszes munkat el tudjuk végezni, viszont azokat
véges sok részre vaghatjuk. Minden részt kiilon munkalunk meg, de itt is
vigydzni kell, hogy nem futhatnak parhuzamosan ezek. Eppen ezért, ha egy



munkéank van csak, nem segit ha tobb parhuzamos gép is a rendelkezésiinkre
&ll. Atfutdsi idének a legutoljara véget ér6 munka befejezését értjiik, ami a
mostani példdkban a munka megmunkalési idejének hossza mindkét esetben
(megszakithat6sagtol fliggetleniil).

[tt megjegyezhetjiik, hogy van olyan titemezési modell (fractional schedul-
ing), ahol megszakithatjuk a munkakat és azok részeit egymastdl fiiggetleniil
itemezhetjiik, akar még parhuzamosan is, de ezt csak lényegesen bonyolul-
tabb feladatoknal hasznéljak.

Segithet viszont a megszakithatésag, ha tobb munkank van, nem csak
egy. Példaul, ha harom munkat kell elvégezniink, amelyek mindegyikének két
egység a megmunkalasi ideje, akkor a teljes atfutdsi id6 a nem megszakithato
esetben négy egységet fog igénybe venni minimum, mig a megszakitas en-
gedélyezése utan mar elégséges lesz 3 egység is a feladatok befejezéséhez.
Tehat p; = po = p3 = 2 és a feladatunk pedig a kévetkezé: P2 | pmin, p; =
2 | Chax, de akdr az atlagos atfutdsi id6t is minimalizélhatjuk, ugyantgy
javit majd a megszakitas.

A litemezések jelolésére a szokasos, Graham és munkatarsai altal be-
vezetett o | B | v jeloléseket hasznaljuk [7]. Az irodalomjegyzék utén
mellékletben Osszefoglalva talalhatéak a fobb jelolések.

2 A megszakithatésag ereje

Az alabbi fejezetben azt definidljuk, hogy mi szamit elonynek a meg-
szakitds megengedésénél. Azt szeretnénk mérni, hogy mennyire tudja a
megoldasunkat javitani. A megszakithato véltozatu titemezésekben nem
kotelez6 a munkakat részekre osztani, de lehetséges, ezért minden nem meg-
szakithato megoldas a megszakithatd valtozatu feladatunkra is egy lehetséges
itemezést ad.

Hasonlitsuk 0ssze az optimalis nem megszakithato itemezést az optimalis
megszakithaté itemezéssel ugyanarra az I inputra nézve. Jeloljik OPT,(1)-
vel a megszakithaté valtozatu feladatunk optimumat, O PT,,(I)-nel pedig a
nem megszakithatéét. Ekkor a megszakithatdsag elonye:

L OPTL(I)
Y OPT,(I)

Mivel minden nem megszakithaté megoldas a megszakithaté valtozatu
feladatra is érvényes, illetve lehet hogy ez a konnyités javit az optimumon,
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ezért a tort nevezdje maximum akkora lehet, mint a szamlalé. Nem ronthat az
eredményiinkon a megszakitas lehetové tétele, igy a fentebbi egyenlotlenség
teljesiilni fog mindig.

Nézziik meg, hogy mi hatarozza meg, hogy melyik megoldasa lesz a jobb
egy adott feladatnak. Ehhez vezessiik be a silyokat, amelyek nem lehetnek
negativak és egy adott munka fontossagat jelzik nekiink. Vizsgaljuk meg az
alabbi két titemezést, hogy mennyiben befolyasolja a silyok megjelenése az
eredményeket. Példaul: (py =2, pp=1, 11 =2, 1o =1, wy = 11, wy = 2)

5 I Iz 5
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Az atfutasi id6t nézve latjuk, hogy Chax = 7 az els6 esetben, a méasodikban
Chax = 6, gy ezek alapjan a masodik lenne a jobb megoldas. Nézziik
meg Y C;-t is. Az elsé esetben Y C; = 12, a méasodikban ) C; = 9,
tehat ezek alapjan is a mésodik iitemezés a célszeriibb. Viszont, ha fi-
gyelembe vessziik a silyokat mar méas lesz a helyzet, mert az elsé esetben
Y wiC; =11%5+2%7 = 69, mig a masodikban néni fog ez a silyozott érték
Y w;C; =2%3+11%6 = 72. Tehat attdl fiigg, hogy melyik lesz egy optimélis
megoldas, hogy pontosan mi érdekel minket, mit szeretnénk minimalizalni.

A tovabbiakban egy adott m gépet és n munkat tartalmazé [ inputra
jelolje P a munkak oOsszméretét és ¢ pedig a legnagyobb munka hosszat.
Ekkor mind a megszakithatd, mind a megszakitas nélkiili feladatokban érvé-
nyes marad, hogy egygépes litemezéseknél a teljes atfutasi idé6 minimum P.
Ugyanez m egyforma parhuzamos gép esetén %—re moddosul (a megmunkéldsi
idok atlagoldsa kovetkeztében). Kivéve ha ¢ nagyobb ennél, mert akkor
legalabb ennyi id6 sziikséges az 6sszes munka elvégzéséhez, mert mindegyiket
el kell végezniink (g-t is) és a parhuzamos futtatdsa egy munkdnak nem
engedélyezett. Uniform gépek esetén ez az alsé becslés %, ahol s; az 1.
gép sebességét jeloli. Ugyanugy itt is figyelembe kell Vennﬁﬁk a leghosszabb
munkat, ha azt a leggyorsabb gépre helyezziik, akkor idot vesz igénybe
q megmunkalasa minimum. Tehat itt is az utobbi ketto kozul a nagyobb lesz
az also korlatunk, amelyhez képest az atfutasi ido legalabb akkora.




2.1 Példak és egyszerii bizonyitasok:
2.1.1 1 ‘ ] | Cj

Ennek a feladatnak a megoldasara 1étezik megfelel algoritmus, amely
még a megszakithaté véltozatu probléméra is optimélis megoldast ad. A
megszakitas elonye itt 1 lesz, azaz nem kapunk jobb megoldast altala.

Rendezziik a munkdkat az elérhetdségiik szerint (r; < ry < -+ < 1),
Utemezzik az elsé munkat S = rq-t6l folyamatosan az [S1,T1) = [r1, 71+ 1)
intervallumon. A tobbi ¢ = 2,3, ...n munkat sorban tegyiik fel a gépre gy,
hogy S; pillanatban rendeljiik a géphez, ahol S; = max{r;, T;_1}, azaz vagy
az elérhetové valasa pillanataban szabad a gépiink, ezért el tudjuk kezdeni a
munkélatokat, vagy meg kell varnunk, mig az el6tte 1évo munka befejezodik.
Ekkor [S;, S; 4+ p;) intervallumra keriil az i. munka.

1123|456
pl2|3|1|2]2]1
r|1]2|8|11]|12]13
Jl Jg J3 J4 Jj J,ﬁ
I I I I I I I

o1 2 3 4 5 o6 of B9 0 1L 12e A3 14 15 6

Ez az algoritmus azért ad optimalis megoldast a feladatra, mert ha meg-
nézzilkk az utolsé blokkot, akkor a benne 1évé munkak elérhetési ideje le-
galdbb akkora, mint ahol a blokk kezddodik. Ettdél az idopillanattél fogva
minimum annyi id6 sziikséges, mint a benne 1évé6 munkak hosszanak az
Osszege. Az algoritmus pont ezt adja nekiink, hiszen nincs allasido a gépen.
Jol latszik ezért, hogy nincs jobb megoldasa a feladatnak, még akkor sem,
ha megengedjiik a megszakithatésagot. A példankban az utolsé blokk a
11 idépillanatban kezdddik és az ennél nagyobb indexszel — azaz legaldbb
ekkora elérhetési idovel — rendelkez6é munkak megmunkalasi idejének Osszege
P4+ ps + pe = 5. Az atfutasi id6 alsé korlatja ezért itt 11 + 5 = 16 lesz és
latjuk, hogy az algoritmussal is ezt kapjuk.



2.1.2 P || Chax és Q || Cruax

Ezek a feladatok NP-nehezek. Nem tudunk pontos optimumot adni,
hanem azt szeretnénk minél jobban kozeliteni. Ehhez approximéciés algo-
ritmusokat keresiink. Egy minimalizaciés feladatra egy algoritmus kozelito,
ha megengedett megoldést ad, polinom idejii és ha az altala kapott értéket
elosztjuk az optimummal, hanyadosuk nem kisebb mint egy.

Erre a feladatra létezik (2 — 1) kozelité algoritmus. Ehhez a listds
iitemezést fogjuk alkalmazni, tehdt sorba allitjuk a munkakat és a kezdo
idopillanattél fogva, amint van szabad gép, feltessziik a soron kovetkezo mun-
kat, amelyet eddig még nem rendeltiink egy géphez sem.

Gondoljuk at, mennyi munkat tudunk teljesiteni ¢ idéegység alatt. Mivel
m géplink van, ezért éppen m * t idoegységnyi feladatot tudunk azalatt
elvégezni. Az Osszes munkét teljesen be kell fejezniink, ezért teljesiilni fog a
kovetkezd: OPT xm > Z?Zl pj. Bzt atrendezve a kovetkezot kapjuk:

Z?:l Dj

m

OPT >

A masik egyenlétlenség, amit fel tudunk irni az a leghosszabb munkahoz
kotheté. Mivel azt is kotelesek vagyunk elvégezni, ezért annal nagyobb kell
hogy legyen az optimum.

OPT > maxp,
j

Legyen S a listas iitemezésiink és k pedig a legkés6bb végz6doé munka,
amelynek kezdo idopillanata t. Ezen idopont el6tt biztos, hogy az Osszes gép
végig foglalt volt, mert a listds iitemezés miatt nem lehetséges, hogy ugy
legyen allasido egy gépen, hogy még van szabad munka, amelyet még nem
rendeltiink sehova se. Eppen ezért az addig elkésziilt munkak minimum m *¢
helyet foglalnak el a gépeken: Zj 21 Pj = m*t. Felhasznalva az el6bbi két
egyenlotlenséget a kovetkezot kapjuk:

Z?:l p] ]-

ik Di
S 4= S (1- )
m m m

Cax =L+ 11 <

<OPT+(1—2yx0PT=(2-L)xoPT
m m

A listas iitemezést p; szerint monoton csokkené (LPT') sorrendben elké-
szitve jobb, % kozelité algoritmust kapunk a P || Cyax feladatra.



A P || Chax feladat megolddsara hasznaljuk az LPT sorrendet. Ha m
munkank lenne, akkor mindegyikiik kiilon gépre keriilne igy a legnagyobb
munka hosszaval lesz egyenlé a teljes atfutasi id6, mert ha az utana kovetkezo
munkakat kiiktatnank az titemezésbol, akkor sem valtozna ez az érték. Ha
legaldbb m munkédnk van, akkor legalabb ¢ (a leghosszabb munka meg-
munkaldsi ideje) idé sziikséges a munkék iitemezéséhez. Legyen a legutoljara
végz6d6 munka hossza p. Ekkor az Osszes munkéra teljesil p; > p, hiszen
LPT sorrendben rendeztiik azokat.

Itt kékkel az adott gépen az oOsszes addigi munkat szineztiik be. Jelol-
je P az sszes munka hosszat, P = ) ;pj ¢s legyen i az a gép, amelyre p
kertil. Nézziik meg, hogy az egyes k gépek a p munka felhelyezése el6tt hol
allnak le és jeloljiik ezt Xg-val. Ekkor, ha az i. gépre keriil az utols6 munka,
akkor Chax = X; + p. Mivel az i-t tgy valasztjuk, hogy a p munka a lehetd
leghamarabb véget érjen, ezért minden k gépre teljesiil, hogy X, > X;. Ha
minden géphez — kivéve az i-hez — hozzaadnank egy p hosszisagii munkat,
akkor mindegyik gép legaldbb Cl,.. ideig foglalt lenne, ezért P’ > m % C\ay,
azaz Chax < %. Itt P’ arégi és az 1j munkak egyiittes méretét jeloli, igy P’ =
P+ (m — 1)p. Ezt és az el6bbi egyenlétlenséget fogjuk felhaszndlni ahhoz,
hogy megnézziik, mennyit tud javitani a megoldasunkon a megszakithatésag
engedélyezése. Tudjuk, hogy ennél a relaxaltnal az optimum legalabb % lesz
majd. Mivel legaldbb m 4 1 munkénk van, ezért P > (m+ 1) *p. A munkak
nem novekvo sorrendben kovetik egymast, ezért mindegyik munka legalabb
p hosszusagu kell hogy legyen, ezért p < ijrl. Ezeket felhasznalva C.-ra a
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kovetkezdket kapjuk:

P(m—1)
c <£/:P—|—(m—1)p<P+ mAl . _ 2m “ P
T m m - m m(m + 1)

Osszehasonlitva ezt az eredményt a megszakithaté véltozati feladat %

alsé korlatjaval
2m

m—+1
lesz a megszakitas elonye legfeljebb.

> [

L=p+X;

Uniform gépekre is van optimalis megoldas, s6t tobb — McNaughtonénal
nehezebb — algoritmust taldltak réd. Az egyszerliség kedvéért itt is legyenek
a munkdk nagysaguk szerint rendezve: p; > py > --- > p,. Feltehetjiik,
hogy n > m kiilonben az m — n leglassabb gépre nem lenne sziikséglink
egy optimalis megoldasnal, ezeket eltavolitanank, mert megszakithatosagtol
fliggetleniil egyszerre csak n gép miikodhet az 0sszes idopillanatban.

Legyen az els6 k legnagyobb munkanak az 6sszmegmunkalési ideje P, =
Zle pi. Tegytlik fel, hogy a gépek a sebességiik szerint vannak rendezve,
tehat s; > s9 > --- > s,,,. Legyen ekkor az els6é k leggyorsabb gép Osszse-
bessége Sy = Zle s;. Tudjuk, hogy a megszakithat6 valtozatu feladatnal a

teljes atfutasi ido
Pl P2 mel pn
max<{ —, —,... ——, —
Sl7 527 Sm—l’ Sm

]({:A)tgondolva a parhuzamos gépek esetét, ahol minden s; = 1, S;, = Zle s =
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Legyen annyi munkank, ahdny gépiink van, azaz m darab, melyek mind-
egyike 2m — 1 nagysagu. A gépek koziil m — 1 sebessége legyen 2, az utolsoé
pedig 1. Nem megszakithato esetben az egyik munka teljes egészében a leg-
lassabb gépre keriil vagy nem haszndlva azt, lesz egy olyan gyors gépiink,
amely két munkat fog elvégezni. Mindkét esetben a teljes atfutasi idé mini-
mum 2m — 1 egységnyi lesz.

A megszakithaté esetben k munka 6sszhossza P, = k(2m — 1), az Gsszse-
besség S, = 2k, ha k < m, és S,, = 2m — 1, ha k = m. Az elébbi képletbe
behelyettesitve:

k(2m —1) m(2m —1)
max : =m.
2k 2m —1

fgy a megszakitas elonye ebben az esetben % lesz.

Altaldnos esetben hasonléan nézziik meg a megszakitas elonyét, mint
a parhuzamos gépek esetén tettiik. Legyen S = S,, = > .s;. Ekkor a
megszakithato feladat alsé korlatja g lesz. A masik kiilonbség még, hogy
az LPT sorrend masképp viselkedik sebességgel rendelkezé gépek esetén.
Az elsé m munka igy nem feltétleniil az els6 m gépre keriil fel (példaul ha
egy gép a tobbinél lényegesen gyorsabb, lehet hogy ra kertl fel az Osszes
munka). Feltehetjiik, hogy legaldbb m munkénk van, kiilénben legalabb egy
gép sziikségtelenné valik szamunkra. fgy mikor a parhuzamos gépeknél az
utols6 munkat arra a gépre helyeztiik, ahol a legkisebb lesz altala a teljes
atfutasi id6, most arra a gépre helyezziik, ahol £-t hozzdadva lesz minimalis
a Chax. Ezzel szamolva hasonléan kijon, hogyla megszakitas elonye itt is
2m=1 Jegfeljebb.

2.1.3 P |pmin | Cpax

Ennek a feladatnak a megoldasahoz az egyik leghiresebb algoritmust
fogjuk hasznalni. Legyen

D= max{m,maxpj},
m J

amelyhez képest az optimum legaldbb ekkora. A McNaughton algoritmust
hasznélva els6szor hatarozzuk meg a munkdak egy sorrendjét, majd kezdjiik el
egyenként folyamatosan titemezni ezeket. Az elsé gépet toltsiik fel a munkak-
kal egészen a D idopillanatig, és ha egy munka tilcsordulna rajta, szakitsuk
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azt meg és folytassuk a kovetkezd gépen. fgy osszesen m * D mennyiségl
munkat tudunk titemezni. Azt mar tudjuk, hogy az optimum nem lehet
kisebb D-nél, mar csak azt kéne belatnunk, hogy ezen id6 alatt be is tudjuk
fejezni az Gsszes munkat. Ehhez el6szor az lenne sziikséges, hogy mindegyik
munka beleférjen a D idéegységbe: Z?:ﬂ%’ < mD. Ezt m-mel elosztva
konnyebben lathatjuk, hogy a D érétket pont igy valasztottuk, tehat ez tel-
jesiil. Masrészt sziikséges lenne, hogy p; < D igaz legyen, ezzel elkertilve azt,
hogy egy hosszabb munka esetleg egy idében tobb gépen folyamatban van.
Ez utébbi is teljesiilni fog, hiszen a legnagyobb pj-vel rendelkezé munkéanal
sem lehet kisebb a D, mert igy valasztottuk azt.

2.1.4 Atlagos (silyozott) atfutasi id8

Az egygépes feladatok sokkal bonyolultabbak, ha a teljes (sulyozott) dtfu-
tasi id6t szeretnénk minimalizalni. Viszonylag koran — 1966-ban — Rothkopf
bebizonyitotta azt a meglepo allitast, miszerint parhuzamos gépek esetén a
megszakithatésag elonye 1.

A tovabbiakban elészor olyan feladatokon keresztiil fogjuk a kiilonbozé
korlatokat megvizsgalni, amelyekben egy gép all a rendelkezésiinkre és adot-
tak az elérhetoségi idok. Epstein és Levin 2016-ban az als6 korlatot dolgozta
ki erre a feladatra, a felso korlatnél egy korabbi eredményre tamaszkodtak,
ahol ez a korldt = = 1.581. Uniform gépeknél, ha nincsenek sulyok, akkor
a felso korlat koriilbeliil 1.39795 lesz, mig ez két gép esetén 1.2-re mddosul
Epstein, Levin, Soper és Strusevich szerint.

Lattuk korabban, ha a teljes atfutasi idot szeretnénk minimalizalni, akkor
nem segit nekiink a megszakithatosag engedélyezése. Nézziik meg, hogy
most, az atlagos atfutasi id6 minimalizalasanal miért visz minket elorébb.
Legyen két munkank, amelyek koziil a hosszabbik p; = 2 és az elérhetési ideje
ry = 0. A rovidebb munka tulajdonsagai legyenek a kovetkezok p, = 0 és
ro = 1. Itt csupan az egyszerliség kedvéért engedjiik meg a 0 megmunkéalasi
idot, de nézhetnénk egy egységnyi munkat és egy nagyon nagy munkét is
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helyette. Megszakithaté esetben az optimalis megoldas az alabbi:

3

11
0 /H
I

I

[ ]

Latjuk, hogy a hosszabbik munkat megszakitjuk egy kis idére annak
érdekében, hogy a révidebbet be tudjuk fejezni. Ekkor > C; =142 =3
optimalis, mert mindegyik munka r; + p; idében késziil el.

Ha nem szakithatjuk meg a munkakat, két lehetoségiik van és mindkét
esetben latjuk, hogy > C; = 4.

I 1;

Ez egy Zgl—os alsé korlatot ad nekiink a megszakitas elonyére az atlagos
atfutési idére (sulyok nélkiil).

Nézziik meg az alsé korlatot, ha a sulyozott atlagos atfutasi idot sze-
retnénk minimalizalni. Legyen egy nagyon nagy munkank, melynek mérete
pn = N és elérhetd ry = 0-t6l. Legyen ezen kiviil N —1 darab kicsi (p; = 0)
munkank, amelyek elérhetésége r; = 1,2,...,N — 1. Az el6z6 példahoz
hasonléan itt is egy optimdalis megszakithato iitemezés minden munkat a
lehetd leghamarabb elvégez, azaz r; + p; = j-re, ami az adott munka indexe
is egyben. Az atlagos atfutdsi idd igy Z;VZI Jwj lesz.

i1 w2 Ins s Tun

o/ﬁ/ﬁ/ﬁ/ﬁ-h-' TN

N L B I

Nem megszakithatd esetben is hasonléan iitemezhetiink mint az elobb.
N lehet6ségiink van, attol fliggéen, hogy a hosszi munka elott hany rovid
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munkat titemeztink (0,1,..., N — 1). Szamoljuk ki az Gsszes esetre ilyenkor
a Y Cjw; értékét. Latjuk, hogy az i. féle litemezésnél ez a kévetkezo lesz:

i—1
Z]Cdj—F(N—{—Z— 1)(wi—|—wi+1 —+ . —I—wN).
j=1

Olyan sulyokat szeretnénk az adott iitemezésekhez rendelni, hogy az 6sszes
N-féle iitemezés értéke egyenlo legyen. fgy mindegy lesz, hogy hogyan iite-
meziink a nem megszakithaté esetben. Ehhez valasszuk a silyokat a kovet-
kezének: w; = a’ minden i = 1,2,... N —1-re és wy = Na®, ahola = 1 — %
Ekkor, ha N tart a végtelenhez, akkor a megszakitas elonyének a hanyadosa
—5 ~ 1.581-hez fog tartani.

Sulyok nélkiil a nem megszakithatd valtozatu feladatra még régebben
Scharge bizonyitotta, hogy polinomidében megoldhaté és az SRPT-sorrend
(a munkdkat megmunkaldsi idé szerint nem csokkend sorrendbe téve) op-
timalis megoldast ad ra.

Uniform gépek esetén megszakithaté és nem megszakithaté feladatokra
is van optimalis algoritmus, ha az atlagos atfutasi idét szeretnénk mini-
malizalni. Megszakithato valtozati feladat konnyen megoldhato a ” stair-
case” algoritmussal. Ekkor minden idoegység alatt az m legrovidebb munkat
tessziik ré a gépekre (ha kevesebb munka van, akkor a leggyorsabb gépeket
hasznaljuk). Ezen belill ugy rendezziik a munkdkat, hogy a legrovidebb
fusson a leggyorsabb gépen, a masodik legrovidebb a masodik leggyorsab-
bon és igy tovabb. Amikor a legkisebb munka elkésziilt, a masodik legkisebb
atkertiil a leggyorsabb gépre és annak a helyére keriil a harmadik legkisebb
munka és igy tovabb. Ez azért lesz célravezetd, mert mindegyik munkét olyan
hamar szeretnénk befejezni, ahogy csak tudjuk és nincsenek silyok, amik be-
folyasolhatndk ezt az elrendezést. A kovetkezd képen egy példat lathatunk
a lépcsés algoritmusra, ahol a munkdk mérete p; = {4,6,7,11,13,14} és igy
Y. C;=21.




Ehhez az elso fejezethez egy online videds forrast hasznaltam. A Schedul-
ing seminar nevi csatorna heti rendszerességgel tart online tanérakat, ahova
mindig az adott teriilet szakembereit hivjak meg. Az &altalam feldolgozott
eldadéast Leah Epstein tartotta, akinek a nevéhez fiizodnek a fentebb emlitett
kiilonb6z6 korlatok, amelyeket munkatdrsaival bizonyitottak [1].

3 Limitalt megszakithatosag

Limitalt megszakithatésagnak azt nevezziik, ha a megadott munkak meg-
szakithatoak ugyan, viszont a késobbiek folyaman nem lehet azokat athe-
lyezni masik gépre. Kotelesek vagyunk mindig azon a gépen végezni a munkat,
amelyikre el0szor ratettiik. Ez életszerti lehet, ha id6t vesztiink azzal, hogy
atvissziik az adott feladatot példaul egy masik miihelybe.

3.1 P2 |prec| Cuax €és P2 | prec, pmin | Chax

Nézziik meg azt a feladatot, amikor két parhuzamos gép all a rendelkezé-
siinkre. A munkak a megmunkalasi idokkel és a megel6zési feltételekkel adot-
tak és a teljes atfutasi idét szeretnénk minimalizalni. Hasonlitsuk 0ssze, mi
torténik az optimumokkal, ha megengedjiik a megszakithatésdgot és ha nem.
Coffman és Garey [6] bebizonyitotta, hogy

OPTy < 4
OPTp — 3’
ahol az OPTy a nem megszakithatd eset optimumat, az O PTp ugyanazon

feladat megszakithaté valtozata optimumat jeloli. Az alabbi példaban legyen
harom munkank, azonos 2 egység megmunkalasi idovel.

5 I Ji1 I
I3 15 J1,2
| | | |
B 1 2 3 4 B T 2 5
nem megszakithato megszakithato
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Lathatjuk, hogyha nem megengedett a megszakithatésag, akkor legalabb
4 egység sziikséges a harom munka elvégzésére, ellenben ha megszakitha-
tova tessziik a feladatokat, mar 3 egységnyi idointervallum alatt is be tudjuk
fejezni azokat. (A megoldds megengedett is, mert ugyanaz a munka nem
fut egy id6ben két kiilonboz6 gépen.) Itt a két optimum hanyadosa épp az
alabbi:
OPTy 4

OPTp 3
Azaz a korabbi egyenlétlenség teljestilhet egyenloséggel is, ezért biztos, hogy
nem létezik kisebb fels6 korlat.

3.2 P2 |prec| Cuax €és P2 | prec, limited pmitn | Cyax

Az el6z6 esethez képest abban tér el a jelenlegi feladatunk, hogy korla-
tozzuk a megszakithatésagat a munkaknak, ezért egyértelmii, hogy a sima
megszakitasos feladat optimumaval vagy megegyezik a jelenlegi optimum
vagy nagyobb lesz annal. OPT;, > OPTp, ahol az OPT}, a korlatozottan
megszakithaté feladat optimuma.

OPTy < OPTy
OPT;, = OPTp

4
< =
-3

3.3 P2 | prec, pmin | Chax és P2 | prec, limited pmin | Ciax

Osszehasonlitva a korldtozott megszakithatésdg optimumét a nem meg-
szakithato esetével, nyilvanvalé hogy az utébbi legaldbb akkora mint az
elobbi. Ezt felhasznalva kapjuk az alabbi egyenlGtlenségeket:

OPTY, < OPTy < 4
OPTp — OPTp — 3
Az alabbi példan keresztiil szemléltethetjiik, hogy %—neﬂ kisebb fels6 korlat

nem létezik erre. Legyen két gépiink és 6t munkank, amelyek megmunkalasi
ideje p=[2, 1, 1, 1, 1]. Adottak a megel6zési feltételek is:
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0*0

Jol lathatd, hogyha az els6 munkdt nem tudjuk megszakitani, akkor az
atfutasi ido legalabb négy egység lesz, ellenben megszakitassal egy egységgel
csokkenthetjiik C . -0t.

I 1 J4 J 11 I 3 J 1.2
L | L Js L | 1| Js
0 1 2 3 4 0 1 2 3
nem megszakithato korlatozottan megszakithato

A fejezet kidolgozasakor A note on limited preemption cimi tudoméanyos
irasra tamaszkodtam, amelyet E. G. Coffman, Jr. és S. Even publikalt [5].

4 Amikor a megszakitas nem vezet jobb meg-
oldasra

A kovetkezokben megnézziik, mi torténik akkor, ha parhuzamos gépeken
szeretnénk egy egységnyi munkdkat elvégezni gy, hogy adottak a rendelke-
zésre allasi idok és az outtree feltételek. A befejezési idOk Osszegét szeretnénk
minimalizélni, azaz az atlagos atfutasi idot vizsgéljuk. Ekkor létezik polinom
idoben megoldhaté algoritmusa a feladatunknak, st az is bizonyitott, hogy
ha megszakithatjuk a munkakat, az optimum nem fog valtozni.

Legyen n a munkdk halmaza (j = 1,...,n) és mindegyikre igaz, hogy
p; = 1. Ezeket a munkékat szeretnénk m parhuzamos gépen (M, ... M,,)
titemezni. Egy gép egy adott idopillanatban csak egy munkan dolgozhat és
barmely munka keriilhet barmelyik gépre. A rendelkezésre éllasi idék (r;)
egészek. Ezek mellett még megeldzési feltételek is adottak a munkak kozott,
példaul + — j, amely azt jelenti, hogy a j munkat akkor kezdhetjiik csak el,
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ha mar az ¢ munkat teljesen befejeztiik. A kovetkeztetéseinket az outtree (ki-
feny6) megelézésekre fogjuk korldtozni, ahol maximum egy el6feltétele lehet
egy munkanak. Célunk, hogy egy olyan megengedett megoldédst taldljunk,
ami minimalizélja a befejezési id6k Osszegét, > C;-t. Két problémat fogunk
megnézni, elészor a P | p; = 1, r;, outtree | Y C; feladatot, ahol nem en-
gedjiik meg a megszakithatésdgot, majd a P | p; = 1, r;, outtree, pmin |
> C; verzidjat, ahol megéllithatunk egy munkafolyamatot barmikor és késébb
visszatérhetiink ré egy masik vagy ugyanazon a gépen, ahol el6tte dolgoztunk
vele, viszont egy munka egy idében csak egy gépen futhat.

Szamos mas komplexitasi eredmény is 1étezik megszakithatd és nem meg-
szakithato parhuzamos gépes problémakra. Példaul, ha nincsenek megadva
a hozzaférési idok, a P | p; = 1, outtree | > C; feladat megoldhaté a HU
algoritmussal P | p; = 1, tree | Y Cpax feladatként. Egy érdekes kérdés
a megszakithatdé és a nem megszakithaté feladatokra, hogy vajon milyen
esetben tud jobb optimalis megoldéast adni az, ha megengedjiik a feladatok
megszakitasat. McNaughton bebizonyitotta, hogy a megszakitas nem vezet
feltételek nincsenek, se elérhetési idék és a stilyozott 0sszegét szeretnénk mini-
malizalni a befejezési idéknek (P | pmin | > w;C;) [8].

Baptiste és Timkovsky 2001-ben komplex bizonyitasukkal belattédk, hogy
a P2 | pj = 1,r;, outtree, pmtn | Y C; feladatndl a megszakitds en-
gedélyezése nem sziikséges, nem kapunk jobb megoldast altala. So6t, azt is
sejtették, hogy ez az allitasuk tobb gép esetén is teljesiilni fog majd. Ezt
a feltevést fogjuk most belatni tgy, hogy eloszor adunk egy polinomialis
algoritmust a nem megszakithaté valtozatu feladatra, majd megmutatjuk,
hogy a megoldasi mdédszer szintén optimélis marad a megszakithatésag en-
gedélyezése utan is. Ez a késébbi bizonyitas joval egyszeriibb, mint amit
ezel6tt belattak a kétgépes feladatra.

4.1 P |p;=1, rj, outtree| > C;

Ebben a fejezetben az elobb emlitett polinomialis algoritmust fogjuk
megnézni a nem megszakithatd valtozati feladatra. Feltessziik, hogy a ren-
delkezésre allasi iddk, r;-k egészek és megfelelnek az outtree megeldzési fel-
tételeinek, tehdt mivel egységnyi hossziisdgi munkdink vannak r; +1 < r;
teljesiil az Osszes 1 — j megelozési feltétellel rendelkezé munkaparra.

A kovetkezékben két relaxdacidjat fogjuk megnézni a feladatunknak. Az
elsé esetben minden megelézési feltételt kivesziink, tehdt a P | p; = 1, r; |
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> C; feladatot fogjuk megvizsgalni. Legyenek az 7} < 7o < -+ < Ty a
kiilonb6z6 rendelkezésre allasi idok és definialjuk 7y, = co. Jeldlje S, azon
munkak halmazat, melyek elérhetési ideje 7,. Egy optimélis litemezést lehet
az alabbi algoritmussal késziteni.

Legyen S kezdetben egy iires halmaz. Menjiink végig az osszes v idéponton
1-tél k-ig. Az éppen adott t = 7, id6pillanatot véve adjuk hozzd a mar
meglévé S halmazhoz az S, halmazt. Ezutan amig S nem iires halmaz és a
t < 7y, legyen m; = min{m, |S|} és iitemezziik az m; munkakbdl allé S, C S
halmazt t idépillanattol. Miutan ezt megtettiik, vegyiik ki a mar titemezett
munkédkat az S halmazbdl, azaz S = S\ S;, igy megmaradhatnak azok a
munkéak, amelyeket elériink az ¢ idépillanatban, de til kevés gépiink van ah-
hoz, hogy az Osszeset iitemezziik ezek kozil. Ezutan a t-t noveljik eggyel
és nézziikk meg ismét, hogy S tires halmaz-e, illetve hogy t kisebb-e 7, 1-nél,
azaz még nem jott-e 1j elérheté munkank, amit be kéne venni a halmazba.

Az algoritmus azon részében, mikor egy bizonyos v-t vizsgalunk, a munkak
az [Fy,Tyy1] intervallumon vannak tlitemezve. FEzt tgy készitjik el, hogy
eloszor hozzaadjuk az S, halmazt azon munkak halmazahoz, amelyek még
elérhetéek ezen kivill a ¢ = 7, id6pillanatban (kordbban mar a rendelkezé-
stinkre alltak, de eddig még nem keriilt rajuk sor). Ezek koziil, azaz az S
halmazbdl a maximaélis szamu munkat titemezziik a t idopillanattol kezdve az
egységnyi hosszusdgu idbintervallumok mindegyikén (amig még nem vélnak
elérhet6vé ij munkék). Az Gsszes olyan ¢ id6pillanatban, ahol nincs definidlva
my, legyen m; = 0. Ez akkor fordulhat elo, ha mar az S halmaz 6sszes elemét
iitemeztiik, viszont nem valt még elérhetévé 1j feladat.

Az my; azt fogja nekiink megmondani, hogy az adott egységnyi hosszisagu
intervallumon maximum hany munkat tudunk elvégezni. Ennek az értékét
gy tudjuk meghatarozni, hogy megnézziik hany gépiink van, illetve hogy
héany munkéat kéne az intervallumon elvégezni, és amelyik ezek koziil a kisebb,
annyit tudunk maximum feltenni a gépekre. Késobb kivonjuk az ebben az
id6intervallumban iitemezett munkak szamat S-bol, igy megtudjuk, mennyi
munkank maradt még hatra és késobb, a t novelésénél ehhez adjuk hozza
az ujonnan elérhetévé valé munkak szamat, igy biztos, hogy sor keril az
osszesre.

A mésodik relaxaciéban kicseréljik a gépek szamat (m) a munkakéra
(n). Ebben a koénnyitésben az 0sszes munkét tudjuk egy idében, 7,-t6l (v =
1,..., k) iitemezni a S, halmazbeliek koziil. A kapott iitemezés megengedett
(ha persze az elérhetési idék kompatibilisek a megel6zési feltételekkel) és
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biztosan optimalis a feladatra, ha n gépiink van. Legyen

. |S,|, hat=r,
my ‘=
0, kiilonben.

Ahhoz, hogy egy optimélis iitemezést készitsiink az eredeti problémaéra,
modositsuk a masodik konnyitett feladat titemezését — amiben tehat my
munka van iitemezve mindegyik [¢,t + 1] intervallumon — gy, hogy olyan
megengedett megoldast kapjunk, ahol pontosan m; munka van iitemezve
a t periddusban (anélkiil, hogy megszegnénk a megel6zési feltételeket). A
kapott iitemezés optimalis lesz az eredeti feladatra nézve, ha megegyezik
az optimuma az els6 konnyitett feladat optimumaval. Ezt véaltoztatast ugy
tudjuk megtenni, hogy iterativan mozgatjuk a munkakat balrdl jobbra. A
modositasok alatt valtozatlannak kell maradnia az alabbiaknak:

1. az outtree megelozési feltételekre figyeliink,
2. ) e My > > my, teljesill az Gsszes 7 idépillanatra.

Ezeknek a feltételeknek mar a legelejétol kezdve teljestilniiik kell.
Feltehetjiik, hogy néhény v-re teljesiil m,, < m,. Kilénben, n =) m, >
ZU m, = n kovetkezményeként m, = m, minden v-re és akkor készen is
lennénk. Legyen t a legkisebb iddindex gy, hogy m; < m; < m. A 2.
feltétel miatt lesz egy indexiink ¢ < t ugy, hogy rmy > my és m,; = m;,,
ha ¢ < 7 <t (mert a 2. pontbeli szummas egyenl6tlenségnek mindig fent
kell allnia, igy ha van olyan amelyik kisebb, kell lennie olyannak is, amelyik
nagyobb). Tovabba az m; definiciéja miatt m, = m, hat’ < 7 < t (killénben
nem azt valasztottuk volna t-nek). A ¢ idépont elétt tehét kellett hogy legyen
olyan eset, ahol tobb feladat volt, mint ahany gép. Az el6bbiekbdl kovetkezik

My = Mgy = NMyryg =+ = M1 > My,

Sikeresen fogunk munkat mozgatni a [r — 1, 7] intervallumbdl [r, 7 + 1],
ha 7 = t,t — 1,...,t + 1, ha tovabbra is teljesil az 1. feltétel. Ezt a
kovetkezoképpen tudjuk biztositani.

Amig a [t — 1, 7] idSintervallumban legalabb eggyel tobb munka van
litemezve, mint a |7, 7 + 1] intervallumban és mindegyik munkanak van leg-
alabb egy el6feltétele, addig mindig tudunk a [7 — 1, 7| intervallumon talalni
egy olyan munkét, amelynek nincsen utédja a [7, 7+ 1] intervallumban (mivel
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mindegyiknek csak egy sziilGje lehet), amely munkat ezért az eggyel jobbra
levé egységnyi intervallumba tudunk helyezni. Ha ) _, 1, > > _, m, és
my > my, a masodik feltétel még mindig teljesiilni fog egy munka a [/, ¢’ 4 1]
intervallumbdl [t' + 1, + 2]-ba térténdé mozgatasa utan. Ez teljesiil az Gsszes
T > t'-re, mert a mozgatdssal az m, értékek nem csokkennek, ha v > t'.

A véltoztatasok egy 1épésében a max{0, m, —1m,} értéke eggyel csokken,
ha v =t és a tobbi v értéket valtozatlanul hagyja. Tovabba ) max{0,m, —
m,} is eggyel csokken minden egyes lépésben. Annak a ténynek a kovet-
keztében, hogy kezdetben )  max{0,m, — m,} < >  m, = n teljesiilt,
ezutan legfeljebb n 1épés utan elérkeziink egy optimalis megoldasahoz az
eredeti feladatunknak. Mivel minden 1épés végrehajthaté O(n) idében, ezért
az egész feladat O(n?) idében teljesithetd.

Példa:

Legyen m = 3 a gépek szama, a munkaké pedig n = 21 és teljestiljenek

az alabbi megel6zési feltételek és elérhetési idok a munkéakra:

Alkalmazva az el6bbi algoritmust els6 lépésben a P | p; =1, r; | > C;
feladatra az alabbi iitemezést kapjuk:
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3 12] s 1 f13f15f1s|2
4 o 16| 19
- 0 | 3 5 6 7 8 10
me: 1 3 2 3 0 p 2 3 3 2

Itt 1atjuk, hogy mely megel6zési feltételeink nem teljestilnek: 5 — 12, 18 —
19 és 20 — 21.

Egy optimalis iitemezést arra az esetre, ha m = n az aldbbi &bran
lathatunk:

1 2 |12] 6 7110|1417

: 8 11| 13| 15| 19

4 9 16 | 21
5 18
20

b th ts
fpe . 2o4 3 @ 2 2 0§ 3 0

Ezt médositva kapjuk az alabbi titemezést, ahol a kovetkez6 munkékat
mozgattuk: 4-es munkat az [1,2] intervallumbdl a [2, 3]-ba, a 17-es és 21-es
munkékat a [8,9]-bdl a [9, 10]-be és végiil a 16-o0s és 20-as munkat a [7, 8]-bdl
a [8,9]-be.
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= 9 18 | 20
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4.2 P |p;=1, r;, outtree, pmtn | > C;

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a P | p; = 1, r;, outtree | > C;
feladatra létezik optimalis litemezés, amelyben nem sziikséges a feladatok
megszakitasat engedélyezni. Ezenfeliil az elobb latott algoritmus megoldja a
mostani problémat is. Koveteljiilk meg ehhez a kovetkezoket:

1. Az optimalis megoldas értéke a relaxalt P | p; =1, r;, pmtn | > C; fe-
ladatra egy alsé korlatot ad a megfelel6 P | p; = 1, r;, outtree, pmtn |
> C; feladatnak.

2. Ugyanazon példékraa P | p; =1, rj, pmtn| > C;jésa P |p; =1, r; |
> C; feladatok optimélis megoldasa ugyanaz.

3. Adott egy I példaa P | p; = 1, rj, outtree | Y C; feladatra, ahol a ren-
delkezésre allasi idok kompatibilisek az outtree megelozési feltételekkel.
Egy optimédlis megolddsa a megfelelé P | p; =1, r; | Y C; feladatnak
ugyanazon elérhetoségi idokkel, atalakithaté I-nek egy megengedett
megoldasava anélkiil, hogy az értéket megvaltoztatnank.

Az elsé pont egyértelmii, mivel ha tobb feltételt szabunk ki a feladat-
ban, akkor az optimum értéke csak nohet vagy ugyanaz maradhat. A har-
madik pontot az el6z6 fejezetben belattuk. Ahhoz, hogy a masodik pontban
leirtakat is bebizonyitsuk, szedjitk szét blokkokra a P | p;, =1, r; | > C;
— vagy a megfeleld P | p; = 1, r;, outtree | > C; — feladatra alkalmazott
algoritmus altal 1étrehozott iitemezést. Ezek a blokkok a kovetkezok alapjan
legyenek definialva.

Legyenek ig =1 < 7; < --- <1, indexei v-k, v =0,...,¢ — 1.
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® i, az els6 olyan index, amely nagyobb i,-nél, oly médon, hogy az
algoritmus az Osszes j munkdt gy litemezi, hogy 75, < r; < 7 ., az
74, + 74, | intervallumon beliil, és

e legaldbb egy gép 4ll minimum egy egységnyit az [7;,,7;,,, [ intervallu-
mon beliil.

Vegyiik figyelembe, hogy a v blokkban 1é6v6 munkak nem lehetnek hama-
rabb iitemezve, mint a megfeleld [7;,,7;, ., [ intervallum, mivel az elérhetdéségi
idejitk nagyobb vagy egyenl6 7 -vel. Az [7; ,7; .| intervallumokhoz tartozé
résziitemezéseket hivjuk blokkoknak. Az elébbi példaban az el6z6 képen
lathatjuk, hogy 6 blokkunk van a [0,1[,[1,3], [3, 5], [5,6][, [6, 7], [7, 10] inter-
vallumokon.

Most mar a blokkokra indukcioval belathatjuk a 2-es pont allitasat. Ha
csak egy blokk 1étezik, akkor nézziik azt a relaxalt feladatot, amelyben a ren-
delkezésre allasi idéket figyelmen kiviil hagyjuk (P | p; = 1, pmtn | > C;).
McNaughton megmutatta, hogy a megszakithatosag nem sziikségszeri, ha a
blokkra létezik egy optimalis nem megszakithato titemezés. Az igy kapott
iitemezés teljesen beleillik a blokkunk altal meghatarozott idéintervallumba.
Tovabbé egy optimalis megoldasa a P | p; = 1| ) C}; feladatnak ugyanolyan
felépitéssel rendelkezik, mint a P | p; = 1, r; | > C; feladat algoritmus
altal létrehozott titemezése, amely megengedett, s6t optimalis is a P | p; =
1, r;, pmtn | Y C; feladatra.

Feltehetjiik, hogy ez igaz k — 1 blokkig és nézziik meg mi torténik a k.
blokknal. Gondoljunk a relaxélt valtozatara a feladatnak, amelyikben az elso
blokk és az azt koveto k£ — 1 kiilon van optimalisan titemezve. Indukcioval
latjuk, hogy a megszakithatosdg redundans minden egyes alprobléméra és
ezek litemezése beleillik a blokkjuknak megfelel6 idointervallumukba. Ezen
feliil egyik titemezésnek sincs atfedése, széval az igy Osszerakott iitemezés
megfelel6 lesz k blokkra is. Tehat az blokkokbdl Osszeallitott litemezés op-
timalis a megszakithato és a nem megszakithaté feladatra is.

A fejezet elkészitésekor egy P. Brucker, J. Hurink és S. Knust altal irt
cikkre tdmaszkodtam [3].
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5 Tovabbi példak a megszakithatésag redun-
danciajara

Az alabbi fejezetben olyan eseteket fogunk megnézni, amelyekben a meg-
szakitas hiaba ad nekiink nagyobb szabadsagot, mégsem segit minket a jobb
itemezés elérésében. Azaz ugyanaz a megszakithaté és a nem megszakithato
feladat optimuma. A rendelkezésre all6 inputokat tekintsiik egész szdmoknak.

Egygépes feladatokat nézve példaul, ha nincsenek rendelkezésre allasi idok
vagy megelozési feltételek, tehat a kezd6 idopillanattol elérheté az Osszes
munka és barmilyen sorrendben iitemezhetoek, akkor konnyti dtgondolnunk,
hogy nem segit nekiink a megszakithatésag, hiszen allasidé nélkiil iitemeziink
és Cax = »_ p; mindig. A szokdsos jel6lést hasznélva: 1 | | Ciax optimuma
megegyezik az 1 | pmin | Cpax optimuméval. Bonyolultabb a feladat, ha
a rendelkezésre alldsi id6k is adottak (1 | 7; | Ciax). Meg lehet mutatni,
hogyha a megmunkaldsi idok mindegyike egy idéegységnyi (1 | r;, p; =
1 | Chax), akkor a megszakitds szintén nem vezet jobb megolddsra, mert
akkor van értelme megallitani egy munkat, ha egy 1j érkezik, viszont erre
rendelkezésre allasi idok egészek.

Ezzel szemben viszont konnyedén tudunk olyan egygépes kisebb példakat
mutatni, amikor segit nekiink a megszakitds. Ilyen az 1 | 7; | Lpax és
az 1 | r; | > C; feladat is. Legyenek a megmunkalasi idék p=[4,1], a
rendelkezésre allasi idok r=[0,1] és a hatdridék d=[5,2]. Ekkor az alabbi
abrardl leolvasva lathatjuk, hogy a megszakitas segitett nekiink, kisebb lett
az atfutasi id6 vagy a késés.

| B | Iz | I | Jll |
T T T TR i 4 F & w5
megszakithato optimalis nem megszakithato

A megszakithaté esetben az L., = 0, a mésik feladatban mar L., = 1,
ugyanigy a megmunkéldsi id6k Gsszegére nézve az els6 esetben > C; =7 az
optimum, ha megszakithatéak a munkak, mig ha nem, akkor > C; = 8.

Parhuzamos gépek esetén mas a helyzetiink, mert miutan egy munkat
megszakitottunk, lehetséges, hogy késébb mér masik gépre keriil at. Itt
is tudunk olyan esetet talalni, ahol segit nekiink a megszakitds, példaul a
P2 | p = 2| Chax feladatban, amelyet az el6bbi 3.1-es fejezetben méar lattunk.
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51 Plp;=1, 1| > wU; és P|p; =1, intree| > w;U;

Vizsgéljuk parhuzamos gépeken az egységnyi hosszi munkak iitemezését.
El6szor a rendelkezésre allasi idok adottak és a késé munkak silyozott osszegét
szeretnénk minimalizalni.

A feladat megoldasahoz el6szor nézzilkk meg a time window problémat,
amikor minden j munkédnak tudjuk a hataridejét (P | p; = 1, r;, d; | —)
és szeretnénk ezeket elvégezni az [r;, d;| id6intervallumban, mert ha ezt
meg tudjuk tenni, akkor 1étezik megengedett megoldasa az iitemezésiinknek,
ahol mindegyik feladat a megfelel6 idéintervallumban késziil el. Akkor van
megoldasa a time window problémanak, ha a megfelel6 megszakithato fe-
ladatnak is. FEzt felhasznalva belathato, hogy az eredeti iitemezési fela-
datunkban a megszakithatosag hozzavétele nem segit nekiink az optimum
csokkentésében.

Lemma: A time window probléméanak (P | p, = 1, r;, d; | —) van
megengedett megoldasa akkor, és csak akkor, ha a megfelel6 megszakithaté
feladatnak van megengedett megoldasa.

Bizonyitas:

A megszakithato valtozati feladatunk (P | p; = 1, r;, d;, pmitn | —)
megegyezik az aldbbi folyam feladattal, ahol a maximum kapacitdsa a (j,k)
élnek éppen w;y:

munkek intervallumok

L]
L]

ujr = 1 Ugpp =M
T,
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Az els6 oszlopban a munkakat lathatjuk, amelyekrdl tudjuk, hogy min-
degyik egységnyi hosszi, ezek lesznek a forrasok. A masodik oszlop csticsai
idSintervallumokat jelolnek, mégpedig ugy, hogy a [k, k + 1] id6sdvnak a k.
csucs felel meg. A legkisebb ilyen k-t az Osszes munka koziil a legkorabban
hozzaférhets elérési ideje hatérozza meg (s := minr;), mig a legnagyob-
bat a legkés6bbi hatérid6 idépontja (¢ := maxd;). Az abran azért ¢t — 1-ig
szdmozzuk az idéintervallumokat jel6l6 csicsokat, mert ez a [t — 1, t[ -et
jeloli és t-ig mehetlink el maximum, az a legkésébbi hataridénk. Akkor van
él a munkak és az id6intervallumok kozott, tehat (j, k) él akkor létezik, ha
a j munka elérési idépillanata legalabb k és a hatarideje legfeljebb k + 1
(rj < k < d; —1). Ekkor ennek a kapacitdsa u;, = 1, ezzel lehetové
tessziik, hogy megszakitas nélkiil is teljesiteni tudjuk az adott feladatot egy
egységnyi idGintervallum alatt. Berajzoltunk a végére egy nyel6 cstcsot is
(T-t), ahova minden id6intevallumhoz tartozé pontbdl megy él és minde-
gyik kapacitdsa éppen m, upr = m. Ez azért sziikséges, hogy egyszerre,
egy egységnyi idointervallumon beliil az m gépen futtathato 1« m egységnyi
kapacitasunkat ne tudjuk tullépni.

Latjuk, hogy akkor van megolddsa a megszakithat6 valtozati litemezési
feladatnak, ha létezik megfelelé folyam ezen a grafon. Ezt jeloljik xj-val,
ami tehat azt mondja meg nekiink, hogy a j csicsbol mennyi egységnyi folyik
at a k csucsba ebben a folyamban. Ekkor létezik ehhez megengedett titemezés
is ugy, hogy a j munkat x;; ideig hagyjuk a [k, k + 1] idintervallumban a
gépeken. Ezt meg tudjuk tenni a McNaughton algoritmussal (mindegyik &
intervallumra). ElsGsorban azért, mert teljesiil, hogy semelyik munka sem
hosszabb az intervallum hosszandl, igy nem fog egyszerre tobb gépen futni
(zj, < 1), illetve nem léphetjitk til az adott intervallumban lefuttathaté
munkdk maximumat (m * 1) az ide keriil6 munkékkal, mert

n
E Tjp < m.
j=1

A lemma abbdl az allitasbdl kovetkezik, hogy ha van a folyam feladatnak
megengedett megoldasa, akkor van egész szamokkal vett megoldasa is.[4] O

Tétel: A P | p; = 1, r; | > w;U; feladatndl a megszakithatésdg en-
gedélyezése nem vezet jobb megoldésra.

Bizonyitas:
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Vegyiik egy optimalis megoldasat a P | p; = 1, r;, pmtn | > w;U; fe-
ladatnak és legyen S azon munkak halmaza, amelyeket idoben be tudunk
fejezni. Az elobbi lemmé&bdl kovetkezik, hogy egy nem megszakithato iite-
mezésben is el tudjuk késziteni hatdridére az S-beli munkékat, illetve ekkor
a nem megszakithaté feladat optimuma szintén optimélis a megszakithaté
valtozati feladatra nézve is. O

A kovetkez6 feladatban hasznélni fogjuk a be-fenyé (intree) kifejezést,
amellyel a megel6zési feltételeinket tudjuk korlatozni, mégpedig gy, hogy az
a csucs, amelyik legutoljara végzédo munkét jeloli, barmelyik masik pontbdl
elérhetd és rajta kivil az 6sszes tobbi csticsbol egy él indul ki. Tehat egy
munka (a legutolsét leszamitva) csak egy masik munkanak lehet a kézvetlen
megeldzési feltétele.

Lemma: A P | p; = 1, intree | ) w;U; feladatra a megszakitas megengedése
nem vezet jobb eredményre.

Bizonyitas:

Legyen S a P | p; = 1, intree, pmtn | > w,;U; feladat optimalis
iitemezése és legyen ekkor L az idében befejezett munkak halmaza. Legyen
S’ azon résziitemezése S-nek, amely az L halmaz munkdibdl all és megoldja
ezaltal a time window problémat a [0, d;] id6intervallumokra. Jeldljitk k-
val a legkés6bbi hatarid6t az L-beliek koziil (kK = max;er, d;). Ezutdn, ha a
forditott titemezését vesszitk az S’-nek, akkor az megoldjaa P | p; =1, r; =
k —dj, outtree, pmin | Ciax < k feladatot (ezt nevezziik el ()-nak). Mivel
az S’ iitemezésben mindegyik munka befejez6dott a hataridejéig és azon tul
biztos nem nyult, ezért a forditott iitemezésben elérhetové legkorabban a
korabbi hataridejétol valhat egy munka az 1j iitemezésben. Ez az idopillanat
k-t6l, azaz a mostani kezddpillanattol k — d; idéegységnyire taldlhato.

Brucker és szerzétarsai bizonyitasahoz hasonléan — amit a 4-es fejezetben
lathattunk — meg lehet mutatni, hogy a P | p; = 1, r;, outtree, pmtn |
Chax < k feladatnak van optimélis nem megszakithaté megoldasa.[3] Tovabba
(-nak is van nem megszakithaté megoldéasa, amelynek a megforditott iiteme-
zése egy nem megszakithaté optimélis titemezése a P | p; = 1, intree, pmitn |
> w;U; feladatnak. O
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5.2 Plp =17

Ebben a fejezetben a P | p; = 1 | Y T} feladatrdl fogjuk beldtni, hogy
a megszakithatésag lehetévé tétele nem vezet jobb megoldasra. Ennek a bi-
zonyitasa megszakithatd és nem megszakithato feladatok optimumanak tobb
tulajdonsagan alapszik, amelyeket a kdvetkezo lemmékban fogunk megnézni.

Az egyszerliség kedvéért a hataridejiik alapjan szamozzuk a munkédkat d; <
dy... < d,.

Lemma: A P|p; =1, |) 1 feladatnak létezik optimélis megoldédsa gy,
hOgy Cl S CQ S Cn-

Bizonyitas:
Legyen d; < d;, viszont indirekt tegytik fel, hogy C; < C;. Haaz i ésa j
munkat kicseréljiik, akkor a T; értéke az aldbbival csokken:

A; = max{0, min{C; — C;,C; — d;}}

Itt azért kell egy bizonyos érték és a nulla szam maximumat nézniink, mert
ha az i. munka id6 elott elkésziil mar az els6 esetben is, akkor a minimum
a C; — d; érték lesz, ami negativ, de az nem lehetséges. Belegondolva, ha a
megcserélés elott is mar T' = 0, akkor hamarabb befejezve az i. munkat sem
lesz jobb eredményiink, ugyanugy 0 marad a 7.

Nézziik meg, hogy mi torténik akkor, ha nem tudjuk befejezni hataridére
az 1. munkat. Ekkor két estiink van. Az elsd, ha megcserélve a két feladatot
mar idére el tudjuk késziteni az ¢ munkét (azaz C; < d; és T} = 0), akkor a
régi késés értékével tudjuk csokkenteni a mostanit, azaz C; — d;-vel. A masik
esetben, hidba hozzuk el6rébb az i. munkat, igy sem tudjuk idére elkésziteni
azt. Ekkor a régi késés C; — d; volt, a mostani C] — d; = C; — d;, mivel
mindegyik munka egységnyi hosszi. Ezeket kivonva egymdasbdl [C; — d; —
(C; —d;) = C; — C}] kapjuk a mésik tagot. Példdul: d; =2, C; =10, C; =4

I I
e 1 4 3 g s 6 7T 8 ‘¢ ¢

Ekkor a két munkdt megeserélve: Cj = 4, € = 10. Itt jol ldtszik az
abran, hogy a két piros szakasz hosszdnak a kiilonbsége éppen C; — Cj.
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A masik esetnél is lathatjuk az alabbi példaban, ahol d; = 7, hogy
felcserélés utan méar idében befejezédik az i. munka, ezért a csere elotti
késéssel fog csokkenni T;, amelynek értéke C; — d;.

—
-t

Hasonléan atgondolva a Tj értéke a kovetkezdvel csokken:
Ay = max{0, min{C; — C;,C; — d;}}

Tudjuk, hogy d; < dj, ezért Ay < Ay, igy ilyen cseréket végrehajtva egy
optimalis megoldason, az optimum nem néhet. O

Nézziik meg, hogy miért nem vezet jobb megoldasra a megszakithatésag
engedélyezése a P | p; = 1| > T; feladatnal.

Legyen S egy optimalis megolddsa a nem megszakithaté feladatunknak
és legyen a munkék befejezési ideje C1, ..., C,. Az eldbb belattuk, hogy ez
az optimalis megoldas lehet a hataridok szerint nem csokkend sorrendben
torténd iitemezéssel is. Ekkor az ¢. munkat felirhatjuk a koévetkezok sze-
rint: ¢ = km + 1, ahol 1 <[ < m és k > 0. Az i. munka hamarabb
nem keriilhetett a gépre, mert elotte egyetlen gép sem volt szabad. Az i-
t megel6z6 k idéintervallumban k * m munkédt tudtunk befejezni, illetve a
mostani idéintervallumban az [. helyre keriil az ¢ feliilrol nézve, azaz az I.
gépen hajtjuk végre azt. A befejezési ideje ilyenkor az aldbbi: C; = k + 1.
S6t, az elézéek alapjan i/m < C; = [i/m], ahol az egyenldség akkor teljesiil,
ha épp az utolsé (m.) gépre tettikk a munkat. Tovabbd, ha i > m, akkor az
alabbi Osszegzést kapjuk:

Yoo Ci=lk+1)+ (m— k=i
j=i—m+1
Itt m darab befejezési id6t adunk Ossze, mégpedig az i-t0l visszafelé haladva,
onmagat is belevéve, éppen ezért a j-t legkorabban az els6 oszlop utolsé —
m. gépen 1évé — munkajatél szamithatjuk, mert ennél korabban nem lesz
(indexelés szerint) az adott munka el6tt méar (m — 1) litemezett feladatunk.
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Az i-vel egy oszlopban 1évék befejezési ideje megegyezik, mindegyiké k +
1 és osszesen [ ilyen munka van. Ez adja az els6 tényezét. A masodik
tag az i el6tti oszlopban az m darab munkdbd6l még fennmaradé (m — 1)
munka befejezési idejét adja Ossze, melyek mindegyike k. Az alabbi abran
konnyebben elképzelhetjiik ezeket:

k
A
7 7y
p
| e . T
J5 >~ 1
m <
Ji
Jo | b | - | = | Jim
\

Miésrészt legyen S egy tetsz6leges optiméalis megoldésa a megfeleld meg-
szakithat6 véltozatt feladatnak (P | p; = 1, pmtn | Y T;) és legyenek a
befejezési id6k C1, ..., C,. Az el6bb belattak alapjdn ekkor feltehetjiik, hogy
Cr < <G

Lemma:
C; > max{1,i/m}
és '
K3
Z C;>i,1>m
j=i—m+1
Bizonyitas:

A lemma els6 része egyértelmiien kovetkezik az elérhet6 gépek kapacita-
sabol. Amikor az i. munka befejezodik, mar az Osszes el6tte 1évo is véget
ért, amelyek osszmegmunkdldsi ideje 7, mert egységnyi hosszusaguak. Ezek
elvégzésére legaldabb i/m idGegység sziikséges, de mivel megszakithatéak a
munkak, lehet hogy az i-nél nagyobb indexi munkéaba is belekezdtiink mar,
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ezért ez egy alsé korlatot ad nekiink. Az i/m hanyados, ha kisebb 1-nél
(1 < i < m), azaz a legels6 idéintervallumban szerepelnek, akkor a legjobb
esetben is ezen ¢ munkdk megszakitas nélkil titemezve legkorabban az 1
id6pillanatban lehetnek kész, ezért kell az 1 és az i/m maximumét nézniink.

A lemma mésodik részének bizonyitasanal elsé 1épésként i = n-re nézzik
meg az allitast. Jelolje L; az S {itemezésben a j gép (j = 1,...,m) ledlldsi
idejét, amikor mar nem keriil ra tobb munka. Feltehetjiik, hogy a j. gépen
allasidé nélkil iitemeziink a [0, L;] idéintervallumban és a ledllasi idék az
alabbi sorrendben kovetik egymast: Ly > --- > L,,. Tudjuk, hogy

D Li=) pi=n
j=1 j=1

ezért elegendd belatnunk, hogy

n

> CyziLj:i.
j=1

j=n—m-+1

Mivel az elsé gép dolgozik a legtovabb, ezért a j. gép ledllasanak pillanatdig
az Osszes 1, ... j gép még foglalt, s6t az L; idopillanatig még legalabb j munka
nincs kész (kiilonben mar valamelyik gép ledllt volna és egyszerre egy munka
csak egy gépen lehet), ezért a j. legnagyobb befejezési id6 legalabb L;:

Cp—jt1 > Lj.

Ebbol mar kovetkezik a fentebbi egyenlétlenség.

A t6bbi esetre — amikor ¢ < n — gondolhatunk az S egy résziitemezéseként,
ahol csak 1-t0l i-ig szerepelnek a munkék. Ezt konnyen atalakithatjuk egy 1j
iitemezéssé, ahol az 1,...,7 munkdkat allasidé nélkiil iitemezziik ugy, hogy a
befejezési id6k nem csokkend sorrendben kovetik egymést az indexelés sze-
rint. Ekkor az el6bbi bizonyitast erre is levezethetjiik és igy tovabb. O]

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy az S megoldds nem rosszabb az S-
nél. Ennek a bizonyitdsnak az alapjaul a kovetkezé lemma fog szolgélni,
ami megmutatja, hogy ha van egy olyan ¢ munka, amelynek késése az S
{itemezésben nagyobb, mint az S-ben, akkor taldlhatunk egy r indexet (r <1i)
tigy, hogy az Osszkésése az r,r + 1,..., i munkdknak az S iitemezésben ma-
ximum akkora lehet, mint ezen ésszeg az S {itemezésben nézve.
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Lemma: Minden i munkdhoz tudunk taldlni egy olyan r munkét (i—m+1 <
r < i), amire teljestil, hogy

(Ahol a T; az S iitemezésen beliili késést jeldli, a ’fj pedig az S-hez tartozot. )

Bizonyitas:
Esetszétvalasztast alkalmazunk.

1. Ha C; < C;, akkor i-nek vdlasztva az r-et pont a lemmét kapjuk
eredményiil.

2. Ha C; > C; és i nem késik az S iitemezésben, akkor az el6z6 lemma és
az azt megel6z6 egyenléség (C; = [i/m]) alapjan a kovetkezot kapjuk

Ci=[i/m] < [C1],

mert a lemma szerint i/m < C;, ezért ez az egyenlétlenség a felsd
egészrésziiket véve is teljestilni fog. Mivel d; egész szam, ezért ez azt
eredményezi, hogy az i nem késik S iitemezésben sem. Ha r = i-t
valasztjuk, akkor a lemma eredményét kapjuk.

3. Az utolsé eset, ha C; > C; és i késik az S {itemezésben. Ahhoz, hogy
meghatarozzuk az r indexet, nézziik csak a kovetkezd m munkat ¢ :=
t—m-+1,i—m+2,...,9 = km+[. Ezen munkak résziitemezése az
S-en beliil a kovetkez6 dbran lathato.

e fm +1

52 i =km+1

- t=i—m+1

M, km _
k-1 k k+1 0
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Amig i késik S-ben, a kovetkez6t kapjuk:
dl<él<622k+1,
sot az alabbi is teljesiilni fog:

dy <dpy1 < <d; <k<Cy <o

IN
Ql

ezért a t,...i egyike se késziil el id6ben S-ben.

Tovébba legyen T a kovetkezd:

T = iTJ = imaX{O,aj — dj} =
j=t j=t

(Ennek a maximuma mindig a Uj — dj, mivel ez sosem lesz negativ,
mert C'; legalabb akkora, mint d;.)

=Y (Cj—dj) =) Ci=Y di=i—-Y d
Jj=t j=t j=t =t

Az el6bb mar belattuk, hogy Z;:i_m 41 6j = 1, innen a legutolsé
kovetkeztetés.
(a) Ezen beliil az els6 eset, ha minden j = ¢, ..., i munkdra teljesiil,

hogy é’j > d;. Ekkor ezek koziil semelyik munka sincs idében

befejezve az S iitemezésben és a kovetkezot kapjuk:

T = zl:j:‘] = imax{O,CN’j —dj} = zz:éj —i:d] Zl—zl:d]
j=t Jj=t j=t j=t j=t

Itt az utolsé egyenlétlenség szintén az el6z6 lemmabdl kovetkezik.
Az el6z6 két allitasbol kovetkezik, hogy T > T, ami a késések
Osszegét adja a t,...,7 munkdknak S {itemezésben, amely tehét
nem haladja meg az S {itemezésben 16v8 késések Gsszegét. Az r-et
t = i — m + 1-nek valasztva teljesiil a lemmabeli allitas erre az
alesetre vonatkoztatva.
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(b) Az utolso eset, ha létezik olyan s munka a {¢,...,7 — 1}-beliek
koziil, amelyre teljesiil Cy < d,, azaz az s idében befejezédik S-
ben. Jelolje ez az s a legnagyobb indexii ilyen munkat. Ebbdl
kovetkezik, hogy az s-nél nagyobb indexii (j = s+ 1,...,i) mun-
kékra teljesiil, hogy C; > d;. Tovébba:

C;<Cy<d, <k<Cy,

ahol j=t,...,s
Ebbol kovetkezik:

> -3 6= Y h-36-6- 3 4

Jj=s+1 J=s+1 Jj=s+1 Jj=s+1
:m{Zc—E:d_Zp }]ﬁ—Zﬂ
j=s+1 Jj=s+1
= > (Ci=d)+ ) (C;=C)= > T,
j=s+1 j=t Jj=s+1

Ha r-et s 4+ 1-nek vélasztjuk, akkor pont a lemméaban szereplo
eredményt kapjuk. O]

Az el6z6 lemmét felhasznalva belathatjuk, hogy a P | p; = 1| > Tj fela-
datnal a megszakithatosag engedélyezése nem csokkenti az optimumot.

Tétel: A P | p; =1 | > T; feladatra a megszakithatésdg nem vezet jobb
iitemezésre.

Bizonyitas:

Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan megszakithatd titemezés, amely
jobb a nem megszakithaté feladat optimuméandl. Legyen S a jobb iitemezés,
melyben az ¢ minimalis értékekre teljesiil

T > T,

Jj=i+1 J=i+1
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Az el6z8 lemmét felhasznalva kapunk egy olyan r < ¢ indexet, amelyre
S T > Z;:r T';. Ebbdl kovetkezik:

J
2. 12> T
j=r Jj=r

Ez ellentmond ¢ minimalitdsanak, mert n-re is teljestl, igy nem igaz az a
feltevés, hogy létezik jobb megszakithatd titemezés. O]

5.3 P2 |pj=1, ;| X wT;

Ebben a fejezetben megnézziik, hogy mi torténik akkor, ha két gépilink
van, mindegyik munka egységnyi hosszu, elérhetoségi idejiiket is ismerjiik és a
sulyozott, nemnegativ késésiiket szeretnénk minimalizalni. Azt allitjuk, hogy
a megszakithatosag nem vezet ilyenkor se jobb eredményre. Eloszor tegyiik
fel, hogy csak harom munkank van és vizsgaljuk csak ezekre az allitést.

Lemma: Minden esetben létezik harom munkéra nézve a P2 | p; = 1, pmin |
> w;T; feladatnak nem megszakithaté optimalis megoldésa.

Bizonyitas:
Feltehetjiik hogy a munkak a hataridejiik szerint vannak rendezve, d; <
dy < ds. Tekintsiik az alabbi harom esetet:

1. Els6 esetben legyen a d3 = 0, azaz mindhdrom munka hatarideje 0.
Ekkor > w,;Tj = 3 w;C; és az eredmény McNaughton tételébol kovet-
kezik [8].

2. A masodik esetben legyen d3 > 2. Tudunk adni ilyenkor is optimalis
itemezést. Az elsé két munka hatarideje maximum ds és lehet hogy
kisebbek 2-nél és esetleg késni fognak (ha d; = 0 vagy dy = 0), viszont
mindkettét a kezdd iddpillanattol inditani tudjuk, ennél gyorsabban
nem lehet befejezni Sket. Ekkor az els6 és a mésodik munkat a [0, 1]
idSintervallumban végezziik el és a harmadik munka az [1, 2] interval-
lumban kertil a gépre. Tehat az utolsé munka késése T5 = 0 lesz és az
els6 két munka optimadlisan lesz iitemezve (még megszakithato esetben
is).
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3. Harmadik esetben nézziik meg, mi torténik d3 = 1 esetén. Tegyiik fel,
hogy k a legkisebb sillyal rendelkez6 az {1, 2, 3} munkék koziil. Ekkor
ennek a munkénak kell hétulra keriilnie, azaz az [1, 2] idintervallumba,
a masik kettd pedig a [0, 1]-ban végezziik el, hogy optimalis litemezést
kapjunk. Ez abbdl kovetkezik, hogyha k hamarabb végzodne, akkor a
wi T} csokkenne, viszont a tobbi munka késése novekedne és legalabb
akkora sullyal kertilnének szamitasba, mint amennyivel a k csokkentette
az Osszeget, hiszen mindegyik munka hatarideje maximum egy lehet
(dy < dy < ds<1)ésaw,=min{w,ws,ws}. O

Nézziikk meg egy példa nem megszakithatd esetét véve eloszor: dy =
1, dy = 1, d3 = 1. Ekkor, ha optimalisan iitemeziink, két munkat tudunk
idore elvégezni, az utolso késése 1 lesz, ezért célszerti annak a legkisebb stllyal
rendelkez6 munkanak lennie. Megszakithato esetben ugyanez lesz az opti-
mum, mert ha megszakitanank az egyik idore elvégzett munkat, akkor latjuk,
hogy annak a késése n6 (amennyivel a mésiké csokken) és nagyobb stllyal
szorzodik, mint a k tette azelott.

Mivel a hataridék egészek (rdaddsul maximum 1 lehet mindegyik) és a
munkak hossza egy id6egységnyi, célszerli lesz a késéseket is egész értékekre
allitanunk azért, hogy mindig a kovetkezd legkisebb silyt munkahoz vegyiik
a leheto legtobbet a késésekbol, megszakitds miatt ne keriiljon at egy nagyobb
stulyt munkahoz az adott késésmennyiség egy toredéke.

A tovabbiakban ezt a lemmat fogjuk hasznalni és a segitségével meg-
mutatjuk, hogy az elsé idGegység alatt a P2 | p; = 1, r;, pmitn | Y w1}
feladatnak az optimalis megoldasaban nincsen megszakités.

Lemma: Vegyik a P2 | p; = 1, r;, pmtn | Y w,T; feladat egy lehetéges
példajat és legyen r := minj_, r;. Tegyiik fel, hogy létezik legalabb harom
darab ¢ munka, melyre r; = r teljesiil, illetve legalabb négy munka, melyre
r; < r+ 1igaz. Ekkor létezik egy optimalis megoldas, melyben ketté munka
megszakitas nélkil elvégezheté az [r,r + 1] idSintervallumban.

Bizonyitas:

Legyen S egy optimalis megolddsa a megszakithaté valtozati feladatunk-
nak és legyen I az alabbi munkak halmaza I = {i | r; <r+1}. Ezen halmaz
elemeit {1,2,3,4} rendezziikk a munkédk befejezési idejei szerint, azaz C; <
Cy < O3 < (4. Ha a négy munkat folyamatosan tudjuk iitemezni, akkor Cy
minimum értéke r + 2 lesz, de lehet hogy csak késébb tudjuk befejezni, mert
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egy késobb végzodé munkaba is belekezdtiink mar. Tovabbé az 6sszes tobbi
1 € I munkéra, ami nem ezen négy munkak kozé tartozik Cy < C; teljestl.

Legyen az I’ halmaz azon munkék Osszessége, melyek egy része [r,r + 2|-
on van iitemezve. Mivel minden elérhetési id6 egész, ezért r; < r+ 1 minden
1 € I" munkara. Azaz I’ részhalmaza I-nek.

Hozzunk létre egy 1j litemezést az alabbi 1épések szerint:

1. Szedjik ki az osszes i € I' U {1,2,3} részmunkat, amelyek [r, C4[ in-
tervallumon talalhatéak. Az egyazon munkdhoz tartozo részeket csat-
lakoztassuk egymashoz és készitsiink egy-egy részmunkat beloliik.

2. Utemezziik optimalisan az {1,2,3} munkakat [r,r + 2[ intervallumon.
Ezek koziil kettd (jeloljiik j-vel és I-lel) az [r,r + 1] id6intervallumra
keriil és a harmadik (nevezziik k-nak) keriiljon az elsé gépre (M;) az
[r + 1,7 + 2] intervallumon.

M,y b k

M, {

[ J IS A

F r+1 ri2

(Itt zolddel jeloljiik a tobbi munka altal megszakitott részeket. Fehérrel
hagyjuk az iires idésavokat.)

3. Harmadik lépésként rendezziik az I’-ben 1évé részmunkdkat a meg-
munkalasi idejiik szerint nem novekvé sorrendben balrdl jobbra hal-
adva feltoltve az ires részeket [r 4+ 1, Cy| intervallumon elészor az My,
majd az M, gépen (McNaughton algoritmus szerint).

Az igy kapott iitemezés megvaldsithatd, mert ha az M, gép végén tilfolyik
az utolsé munka, tehat nem fejezddik be az utolsé iddintervallumban, akkor
az My gépen fog folytatdédni r + 1-t6l, azaz az adott munkanak nem lesz
idobeli atfedése a két gépen, igy helyes litemezést kapunk. Az 1j iitemezés
is optimalis, egyrészt azért, mert az utolsé elotti lemmaban beldttuk, hogy az
{1, 2, 3} munkak iitemezése optimadlis akkor is, ha a megszakitas megengedett.
Masrész pedig a befejezési ideje az 0sszes tobbi munkanak nem csokken, azaz

Cy < (C;mindeni e I'UI. O
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Tétel: A P2 |p; =1, rj | Y w;T}; feladatra a megszakithatésag nem vezet
jobb megoldasra.

Bizonyitas:

Elegendé megmutatnunk, hogy 1étezik igy optimélis S megolddsa a P2 |
p; = 1, rj, pmtn | Y w;T; feladatnak, hogy az [r,r + 1] intervallumon
a munkak nincsenek megszakitva. Aztan indukcioval kovetkeztetiink, hogy
arra a probléméra, amelyet S {itemezésben az [r,r + 1| id6intervallumon
1évo munkak eltavolitasaval kapunk, 1étezik optimalis megoldas megszakitas
nélkil. FEz az allitas igaz olyan problémaéakra, ahol r; = r elérhetéséggel
kevesebb mint 3 darab ¢ munkat taldlunk vagy kevesebb mint 4 olyan ¢
munkank van, ahol r; < r + 1. Kilonben az éllitasunk az utolsé lemmabol
kovetkezik. O

A fejezetet a How Useful are Preemptive Schedules ciml cikk alapjan
dolgoztam ki, amelyet P. Brucker, S, Heitmann és J. Hurink publikalt [2].
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Melléklet

A J = {j,j2 -, Jn} munkdkat szeretnénk M = {M;, My, ..., M,

//////

gépeken iitemezni. Adottak a megmunkéldsi idék (p;), a silyok (w;) és a

hataridék (d,).

al By

1. «a, azaz a gépek

(a) 1-egy gép

(b) P — parhuzamos gépek
(¢) P2 — két parhuzamos gép
(d) Q — uniform gépek

(e) R — fliggetlen gépek

2. (B, azaz a feltételek

(a) r; — a j munka rendelkezésre allasi ideje
(

)
b) pmin — megszakithatésig
) prec — megeldzési feltételek

(c
(d) outtree — ki-feny6
(e) intree — be-feny6

(f) p; =1 — minden munka egységnyi hosszisagi

3. 7, azaz a minimalizadlandé célfiiggvény

(c) > w;C; — stlyozott atlagos atfutdsi id6

Lax — maximum késés

g) Y w;U; — késéssel elvégzett munkék stlyozott Osszege

h) > w;T; — a kés6 munkak késéseinek stlyozott Osszege
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