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Koszonetnyilvanitas

Koszonetet szeretnék mondani témavezetdémnek, Verhdczki Laszlonak, aki ismeretleniil is bizalmat
szavazott nekem, majd a rendszeres konzulticidk sordn segitett a kivdlasztott téma feldolgozasdban
és a szakdolgozat megirasaban.

Tovéabba szeretnék koszonetet mondani szaktarsaimnak a kozos tanuldsokért, a jegyzetekért és a sok
segitségért, amikkel hozzasegitettek az egyetem elvégzéséhez.

K6sz6nom a csalddomnak, a paromnak €s a barataimnak, hogy egyetemi tanulmanyaim sordn mellet-

tem voltak a legnehezebb idészakaimban is, és ezdltal segitettek végigmenni ezen a nehéz uton.



Eloszo

Az angol nyelvben a spline sz0 eredetileg egy fabol késziilt és részben meghajlithaté vonalzot je-
lent, amelyet kordbban a hajok tervezésében €s épitésében alkalmaztak a hajéacsok. Ezzel j61 meg
tudtak megrajzolni egy olyan gorbe vonalat, amely dthaladt tobb megadott ponton és olykor néhany
peremfeltételnek is megfelelt.

A XX. szazad masodik felében foként az autdk feliileteinek tervezésében olyan gorbéket és fe-
lilleteket alkalmaztak, amelyeket viszonylag kevés vezérld ponttal lehet meghatarozni és amelyeket
viszonylag egyszerti fliggvényekkel (tobbnyire alacsony fokszdmu polinomokkal) lehet leirni. A ki-
dolgozott tervezési eljarasok sordn arra torekedtek, hogy a felhaszndlé kevés adattal €s interaktivan
tudja vezérelni a gorbék alakjat. A tervezésnél a gorbeivek alakjat a vezérlGpontok helyének meg-
valtoztatasdval lehet modositani. A gorbék paraméterezésében szerepld fliggvények pedig olyanok,
hogy az értelmezési tartomanyuk felbonthaté olyan részintervallumokra, amelyeken polinomokkal
leirhatéak a fiiggvények lesziikitései. Ezeket a gorbéket aztan spline gorbéknek nevezték el. A spline
gorbékre vonatkozo eljarasokat ma mar a vektorgrafikai szoftverek is kiterjedten hasznéaljak. Emiatt a

szamitogépi grafika elméletében is szerephez jutnak a spline gorbék.

Szakdolgozatom célja egy olyan betekintést adni a spline gdrbék matematikai vilagdba, amely
altal konnyen kezelhetd algoritmusokat lehet kapni a szamit6gépes programozashoz. A téma szakiro-
dalméban alapkonyvnek szdmit Gerald Farin Curves and Surfaces for CAGD cimii [[1]] m{ive, amely a
korabbi kiaddsoknak egy kibdvitett véltozata. A dolgozat megirdsa sordn f6ként erre timaszkodtam.
A szemléltetd abrakat a GeoGebra matematikai szoftver alkalmazasaval magam készitettem el.

A spline gorbék elméletében a konvex geometria és a differencidlgeometria eszkozeinek a felhasz-
naldséra is sziikség van. A dolgozat elso fejezetében attekintésre keriilnek azok a geometriai fogalmak
és a veliik kapcsolatos azon éllitasok, amelyek felhaszndldsra keriilnek a kés6bbi fejezetekben.

A misodik fejezet a szakdolgozat 1ényegi része, melyben az approximdcios gorbékkel kapcsola-
tos eljarasokat targyaljuk. Els6ként a Bézier—féle gorbék elméletének az alapjait tanulményozzuk. Az
elnevezés Pierre Bézier francia mérnokre utal, aki az 1960-as évek elején a Renault miivek tervezo-
jeként dolgozta ki ezen gorbék alkalmazdasanak lehetségeit. Bemutatjuk a Paul de Casteljau, francia
matematikus nevéhez fiz6d6 algoritmust, miszerint a kontrollpontokbdl kiindulva szakaszok rekur-

ziv felosztdsdval is megkaphatjuk a Bézier—gorbe pontjait. Tébbek kozott megvizsgaljuk még, hogy



miként lehet egymdashoz csatlakoztani két Bézier—féle gorbeivet oly médon, hogy az Osszetett gorbe
mdsodrendben sima legyen.

Az ugynevezett B—spline gorbék elméletét az 1970-es évek elején fejlesztették ki. Ezen gorbetipus
elénye, hogy egy vezérl6pont pozicidjanak megvaltoztatdsa esetén a teljes approximécids gérbének
csak az a szegmense moédosul, amelyre ez a vezérlopont hatdssal bir. A fejezet végén a B-spline
gorbékrdl adunk egy attekintést.

A harmadik fejezetben azt a kérdést targyaljuk, hogy miként lehet adott pontsorozathoz egy olyan
gorbét illeszteni, amely az 0sszes ponton dthalad. Mint a gyakorlati vizsgélatok sordn kideriilt, cél-
szerl ezt gorbét a harmadfokd Hermite—féle gorbeivekbdl dsszedllitani. Ez esetben az illesztett gérbe
koordinatafiiggvényei harmadfoku polinomokként allnak el6 a gorbeiveknek megfeleld részinterval-

lumokon.



1. fejezet

Geometriai elokészités

1.1. Véges sok pont affin és konvex kombinacioi

Ebben az alfejezetben a jelolések bevezetése mellett értelmezni fogjuk véges sok pontnak az affin
és konvex kombindcidit, tovabba attekintjilk az ezekkel kapcsolatos alapvet6 Osszefiiggéseket, alli-
tasokat. A téma részletesebb targyaldsat a Szabo Laszl6 altal irt [4] jegyzet elsé fejezetében lehet
fellelni.

Az euklideszi tér pontjainak halmazat jeldlje X. Szokds szerint a pontokat nagy latin betlikkel,
példaul A, B, P, @ fogjuk jelolni. Az X részhalmazait ponthalmazoknak vagy alakzatoknak nevez-
ziik. Az egyeneseket és a sikokat kitiintett alakzatoknak tekintjiik.

Az A és B pontokon dtmend egyenest jelolje (A, B), az ket 6sszekots szakaszt pedig AB. A két
pont tavolsagat d(A, B) vagy AB fogja jelolni. Az A kezdGpontd és B végpontu irdnyitott szakaszra
a szokdsos 1@ jelolést alkalmazzuk. Emellett E az iranyitott szakasszal képviselt szabad vektort is
jeloli.

A térbeli szabad vektorok az dsszeadds és a valds szdmmal torténd szorzds miveletére nézve egy
3—dimenzids vektorteret alkotnak az R valds szamtest felett. Ezt a vektorteret tovabbiakban V' fogja
jelolni. A vektorok jelolésére félkovér kisbetiliket haszndlunk, példdul a, b, u, v.

Ha egy térbeli O pontot kezdSpontnak tekintiink, akkor egy tetszéleges P pontnak az O-ra vonat-
koz6 helyvektoran az O? vektort értjiik.

Mint ismeretes, a térbeli vektorok esetében értelmezni lehet két vektor skalaris szorzatat és a
vektoridlis szorzatukat is. Vegyiik az u, v € V' vektorokat. A szakdolgozatban a két vektor skalaris
szorzatdra u - v helyett, inkdbb az (u, v) jelolést alkalmazzuk. A két vektor vektoridlis szorzatdra a

szokdsos u X v jelolést haszndljuk.

Az alabbiak sordn attekintiink néhdny olyan a konvexitdssal kapcsolatos fogalmat és Osszefiiggést,

amelyekre a késdébbiek sordan majd hivatkozni fogunk.



Mint ismeretes, egy alakzatot akkor mondunk konvexnek, ha barmely két pontjanak az 6sszekotd
szakaszat tartalmazza. Eszerint az {ires halmazt is konvex alakzatnak tekintjiik. Konny belétni, hogy
konvex alakzatoknak a metszete egy konvex ponthalmaz, és ennek alapjan lehet bevezetni a konvex

burok fogalmat.

1.1.1. Definicié. Egy A alakzat konvex burkédn, az 4-t tartalmazé Osszes konvex alakzat metszetét

értjiik. Ezen konvex burokra a K onv(.A) jelolést alkalmazzuk.

1.1.2. Megjegyzés. A definiciobdl adédik, hogy a Konv(.A) konvex burok a legsziikebb olyan kon-
vex alakzat, amely tartalmazza az A ponthalmazt.

A véges sok pontbol dllo alakzat konvex burkaval kapcsolatosan igazak az alabbi kijelentések. Ha
adott két pont, akkor azok konvex burka az Sket 6sszekotd szakasz.
Ha véges sok olyan pontot vesziink, amelyek egy sikban vannak és nincsenek egy egyenesen, akkor
azok konvex burka egy olyan konvex sokszog, amelynek csicsai az adott pontok koziil keriilnek ki.
Ha adva van véges sok pont, amelyek nincsenek egy sikban, akkor azok konvex burka egy olyan

konvex poliéder, amelynek csucsai az adott pontok koziil kertilnek ki.

A pontok affin kombinaciéjanak fogalmahoz sziikségiink van az aldbbi 4llitasra.

1.1.3. Allitas. Legyenek adva a Py, ..., P, (n > 1) pontok és olyan oy, . .., v, valds szamok, ame-
lyek dsszegére fenndll Y  «; = 1. Tekintsiink a térben egy O kezddpontot, és vegyiik azt az R
pontot, amelynek helyvektordra teljesiil ﬁ =3 O‘le Ez esetben az R pont nem fiigg az O

kezddpont megvdlasztdsdtol.

Bizonyitas. Az allitasban szerepld O pont helyett valasszunk egy masik O’ kezdGpontot. Ekkor fel-
haszndlva az O'FP; = O'O + OP, és Yo a; =1 Osszefuggéseket azt kapjuk, hogy teljesiil

>, 0P = ¥ (00+0R)

(0 ,0)00+Y" w0 = 00+0k=0%

ami mdr igazolja is a kijelentést. [

A fenti allitas ismeretében mar értelmezni tudjuk az affin kombinacié fogalmat.

1.1.4. Definicié. Legyenek adva a Py,..., P, (n > 1) pontok és olyan aq, ..., a, valés szdmok,
amelyek Osszege 1 (vagyis Y. «; = 1). Kezd6pontként vilasszunk egy tetsz6leges O pontot. Az
@ => 07: helyvektor é4ltal meghatarozott R pontota P, ..., P, pontok ay, ..., o, egyiitt-

hatékkal vett affin kombinacidjanak mondjuk.

1.1.5. Definicié. Silyozott pontrendszerhez jutunk, ha egy véges P;,..., P, (n > 1) pontsorozat

minden eleméhez silyként hozzarendeliink egy w; (i = 1,...,n) valés szdmot.



Amennyiben fenndll a )" ,w; # 0 egyenlGtlenség, akkor ezen siilyozott pontrendszer silypontjdn
azt az S pontot értjilk, amelynek egy O kezdSponthoz tartozé helyvektorara fennall az
1 —
03 = =i— (O w, OP,) Osszefiiggés.
D i Wi '
1.1.6. Megjegyzés. A silypont a silyozott P, ..., P, pontoknak egy olyan affin kombinaci6ja, ahol
Wy .
az egyiitthatok értékei o; = =7—— (i =1,...,n).
Zr:le
Az affin kombinécidnak egy specidlis esete a konvex kombinécid, ahol az egyiitthatok kdzott nem

szerepelhet negativ szadm.

1.1.7. Definicié. Legyenek advaa P,..., P, (n > 1) pontok és olyan «y, . .., «, nemnegativ va-
16s szamok, amelyek Osszegére fenndll )"  «; = 1. Vilasszunk kezdopontnak egy O pontot. Az
O_}>% =3 O?@ helyvektor altal meghatarozott R pontota P, ..., P, pontok egy konvex kombi-
nicidéjanak mondjuk. Az a4, . . ., a, nemnegativ szimokat nevezziik a konvex kombinécié egyiittha-

toinak.

Rogzitsiink a térben egy O kezdSpontot, tovabba vegyiink két pontot A-t és B—t. Az A, B pontok
konvex kombinacioit a tér azon P pontjai alkotjdk, amelyek helyvektorai el6dllnak az
O? (1 —1) OA + OB alakban valamely ¢ € [0, 1] valés szammal. Ebbdl pedig az 0P =
OA + tﬁ kifejezés adodik. Ennek kovetkeztében mar vildgos, hogy a két pont Osszes konvex

kombindacidinak halmaza éppen az AB szakasz.

1.1.8. Definicié. Legyen adva a térben két pont A és B, tovabba olyan w,, wp nemnegativ va-
16s szamok, hogy w4 + wg > 0. Az A, B pontpar szakaszdnak a w,, wp sulyoknak megfe-

lelé felosztasan azt értjiik, hogy kijeloljiik az AB szakasz azon P pontjat, amelynek helyvektora

OP=_—"4 oAy "B _ OB

A‘|‘UJB wa +Wp

1.1.9. Megjegyzés. Az AB szakaszon vegyiink egy P pontot és annak a végpontoktél mért AP, BP
tavolsagat. Ha tekintjiikk a wy = BP, wg = AP silyoknak megfelel$ felosztast a szakaszon, akkor

éppen a P pontot kapjuk.

Az aldbbi 4llitds igazoldsdra nem tériink ki a szakdolgozatban. A bizonyitds megtalalhaté a [4]]

jegyzet 1.2. alfejezetében.

1.1.10. Allitas. Legyen adott egy H ponthalmaz. Tekintsiik a H pontjaibdl képzett dsszes konvex
kombindciot és az dltaluk alkotott ponthalmazt. Az igy nyert alakzat megegyezik a H ponthalmaz
Konv(H) konvex burkdval.

A geometridban az analitikus targyaldshoz altaldban derékszogli koordinata-rendszert alkalmaz-

nak. A térben vegyiink fel egy Descartes-féle koordinata-rendszert, amelynek O legyen a kezdGpontja
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és1i, j, k az alapvektorai. Ezek paronként egymdsra merdleges egységvektorok, melyek a szabad vek-
torok V' terének egy bazisat adjak. A tovabbiakban feltessziik azt is, hogy az i, j, k vektorhdrmas egy
jobbrendszert képez.

Tekintsiink a térben egy P pontot. Ennek az O kezd&pontra vonatkoz6 O? helyvektora egyértel-
miien all el6 az i, j, k alapvektorok linedris kombindciéjaként az O? = zpi+ ypj + zpk alakban.
A linedris kombindcidban szerepld xp, yp, zp egyiitthatokat mondjuk a P pont koordinatdinak az
adott koordinata-rendszerben. Eszerint a P pontnak megfelel az (zp, yp, zp) szdmhdrmas, melyet a
P koordinéta-harmasanak mondunk.

A tér koordindtdzdsdnak nevezzilk azt a £: X — R3 leképezést, ahol tetszbleges P € X pontra
fenndll £(P) = (xzp, yp, zp). Vilagos, hogy £ egy bijektiv megfeleltetést ad a tér pontjainak halmaza
és a valés szamharmasok R? tere kozott.

A £: X — R? koordindtdzdssal az X teret azonositani lehet a valés szamhdrmasok R? terével.
Ez pedig lehetdséget ad arra, hogy az alakzatok geometriai jellemzdinek vizsgdlatdhoz a valds fligg-

vénytan eszkozeit is alkalmazzuk.

1.2. Gorbék az R? euklideszi térben

Ebben az alfejezetben attekintjiik azokat a gorbékre vonatkozo fogalmakat és 0sszefiiggéseket, melye-
ket majd alkalmazni fogunk a dolgozat tovdbbi fejezeteiben. A targyalds elsddlegesen az interneten
elérhetd [6] jegyzetre tdmaszkodik. Abban fellelhetSek azon Osszefiiggések €s allitdsok igazolésai,

melyeket ezittal bizonyitds nélkiil mondunk ki.

1.2.1. Az R3-beli C''-osztalyu gorbék

Tekintsiik a valés szimharmasok R? a halmazat. Ezen természetes médon értelmezhetd az 6sszeadds
és a szdmmal val6 szorzds miivelete. Eszerint az R3-beli u = (uy,ug,u3), v = (v, v2, v3) elemek
Osszegét az u + v = (uy + v1, us + va, uz + v3) kifejezés irja le. Az u—nak egy A € R szdmmal vett
szorzatat pedig a \u = (Auy, Aug, Aug) Osszefiiggés adja meg. Ezen miveletekre nézve az R? egy
vektorteret ad az R valds szdmtest felett.

Az R3 vektortér természetes bazisanak nevezziik az e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1)
vektorhdrmast. Ezen bdzist alkalmazva tetszdleges R3-beli u = (uy, us, u3) vektorra fenndll az

3 s
u=> . ue; egyenldség.

Az R? vektortéren vezessiik be a a természetes skaldris szorzdst. Ez azt jelenti, hogy valamely
u = (uy,uy, us), v = (v1, s, v3) vektorok skaldris szorzatit az (u, v) = S0 u, v; 6sszefiiggés adja
meg. Ennek alapjan egy u vektor hosszdn az ||u|| = y/(u, u) nemnegativ szdmot értjiik. Nyilvanvalg,

hogy az e, e,, e; természetes bazis egy ortonormdlt bazisa a térnek. Ily médon defindlni lehet két



vektor vektorialis szorzatat is az

€ € €3
uxv= (UQ’U3 — u3vg)e1 —+ (u3v1 — ulvg)eg + (Ulvg — Ugvl)eg = U1 U Us
V1 Uy Vs

kifejezéssel.

Az R3 elemeit nemcsak vektoroknak, hanem pontoknak is tekinthetjiik. Ily médon beszélhetiink
R3-beli ponthalmazokrdl, vagy mas széval alakzatokrél. Valamely R3-beli p, q pontok tdvolsigan a
d(p, q) = ||p — q|| nemnegativ szdmot értjiik.

Az el8z8 alfejezetben az X euklideszi téren vettiink egy ¢: X — R? koordinatdzdst, vagyis
egy bijekci6t, amely az X térbeli alakzatoknak R®-beli alakzatokat feleltet meg. Ennek alapjén az
R? térben is bevezethetjiik az egyenes, a szakasz és a sik fogalmat. Az X térbeli egyeneseknek,
szakaszoknak és sikoknak a ¢ bijekci6 szerinti képei adjdk az R3-beli egyeneseket, szakaszokat és
sikokat.

A dolgozatban az [ egy nyilt vagy zart valds intervallumot fog jelolni. Vegyiink egy
r : I — R? vektorértékii leképezést. Legyenek x,, x5, x3 : I — R azok a val6s fiiggvények,

amelyekkel tetsz6leges ¢ € [ helyen teljesiil az
I‘(t) =T (t) e; + l’g(t) €2 + $3(t) €3

egyenldség. Ezek az x1, x5, w3 valds fliggvények az r leképezés koordinatafiiggvényei.

Az r vektorfiiggvény akkor folytonos, ha mindharom koordinatafiiggvénye folytonos. Az r vek-
torfliggvény abban az esetben differencidlhatd, ha a koordinatafiiggvényei derivdlhatdak, és ekkor az
r’(t) derivaltra fenndll

r'(t) = 21 (t) er + ah(t) ex + 25(t) e3 .

Hasonléan lehet értelmezni az r vektorfiiggvény magasabb rendi differencidlhatosagat is.
1.2.1. Definicié. Az R? térbeli paraméterezett gérbén egy r : I — R? folytonos leképezést értiink.

AzR3-beli r(I) = {r(t) |t €]} ponthalmazt, vagyis a leképezés értékkészletét, az r paraméterezett

gorbe palydjanak nevezziik.

A tovabbiakban paraméterezett gorbe helyett inkdbb csak a gorbe elnevezést alkalmazzuk, a palyat
pedig olykor gorbeivnek hivjuk. Meg kell azt is emliteni, hogy a szakirodalomban a leirt pélyara is

szokds alkalmazni a gorbe elnevezést.

1.2.2. Definicié. Azr : [ — R? gorbét C*—osztalytinak mondjuk (k > 1), ha a koordinatafiiggvényei

legaldabb k—szor folytonosan differencidlhat6ak.
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1.2.3. Definicié. Legyen adott egy C'—osztdlyd r : I — R? gorbe. Az r/(t) derivdltat a gorbe t-beli
sebességvektoranak nevezziikk. A gorbét reguldrisnak mondjuk, ha tetszdleges ¢t € [ értékre fennall
r'(t) # 0. Az ilyen gorbe t helyen vett érintGjén azt az egyenest értjiik, amelyik dthalad az r(¢) ponton

és parhuzamos az r'(t) vektorral.

1.2.4. Megjegyzés. Vegyiink egy C'—osztalydr : [a, b — R gorbét. Ezen gorbének értelmezni lehet
az {vhosszét a beirt toréttvonalak hosszai alapjan. Mint ismeretes, a gorbe {vhosszit az fab llr’(t)]| dt
integral adja meg.

A tovédbbiakban alkalmazni fogjuk majd a gorbe sebességének a nagysdgat méré v : [a,b] — R
fiiggvényt is, melyet a v(t) = ||r'(¢)|| kifejezés ir le. Ennek integraldsaval kaphatjuk meg a gorbe

ivhosszat.

1.2.5. Definicié. Egy C'—osztalydr : I — R? gorbérdl akkor mondjuk hogy ivhossz szerint paramé-
terezett, ha fenndll ||r/(¢)|| = 1 béarmely ¢ € I-re.

1.2.2. Az R3-beli C*—osztalyu gorbék geometriai jellemzdi

A spline gorbék elméletében fontos szerepet jatszanak a C?—osztalyd gorbék. Ugyanis, ezek mdr

elegend6en simdk a gyakorlati alkalmazasok szamara.

1.2.6. Definicié. Legyen adott egy C?—osztalyd r : I — R reguldris gorbe. Ezen gorbe t-beli érints

egységvektordanak mondjuk a T'(t) = r'(t) vektort. A gorbe ¢ helyen vett gyorsuldsvektordn az

[l
r”(t) mdsodrendd derivaltat értjiik.

Az érintd egységvektorokkal egy T : I — R? vektorfiiggvényt nyeriink, amely folytonosan diffe-
rencidlhaté. Ezt alkalmazva lehet értelmezni a gorbiiletet. Emlékezziink rd, hogy v(¢) az r'(t) sebes-

ségvektor hosszat jeloli.

1.2.7. Definicié. A C?-osztdlytd r : I — R3 reguldris gérbének a t helyen vett gorbiiletén a

1
k(t) = — ||T'(t)|| nemnegativ szamot értjiik.

v(t)

1.2.8. Megjegyzés. A gorbiilet értéke kiszamithat6 az els6 két derivalt vektorbdl a

_ @) xr"@)|

A MBIk

Osszefiiggés alapjan. A formula bizonyitdsa megtalalhat6 a [6] jegyzet 2.2. alfejezetében. Eszerint a
k(t) gorbiilet csakis akkor 0, ha az r/(t) és r”(t) vektorok parhuzamosak egymassal.
Amennyibena (T(t), T(¢)) = 1 egyenlet mindkét oldalét derivéljuk ¢ szerint, akkor a T'(¢), T’ (¢)

vektorok skaldris szorzatdra (T(t), T'(t)) = 0 adddik, tehdt ezek merSlegesek egymadsra.
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1.2.9. Definicié. Legyen adva egy olyan C?—osztdlyd r : I — R? reguldris gorbe, amelynek a ¢
helyen vett gorbiilete nem 0. Ekkor az F(t) = ol T’(t) vektort a gorbe t—beli fénormadlis
egységvektoranak mondjuk. A B(t) = T(t) x F(¢) vektort nevezziik a gorbe binormadlis egységvek-
tordnak a t paraméterd pontban. Az ortonormalt T(t), F(t), B(¢) vektorhdrmast a gorbe ¢ helyen

vett Frenet-bazisanak hivjuk.

1.2.10. Definicié. Legyen adott egy olyan C?—osztdlyd r : I — R3 reguldris gorbe, amelynek a ¢
helyen vett gorbiilete nem 0. A gorbe t—beli simuldsikjanak mondjuk azt az r(¢) pontot tartalmazé

sikot, amelyet az r'(t), r”(t) vektorok feszitenek ki.

1.2.11. Megjegyzés. A Frenet-bazis vektorait az aldbbi sorrendben is meg lehet hatarozni:

1 X )
- (4] (t), B(t) 000 x ()] F(t) = B(t) x T(t).

Ugyanis, a binormilis egységvektor merdleges a simuldsikra.

T(t)

1.2.12. Definicié. Legyen adott egy C*—osztalyd r : I — R3 reguldris gorbe, amelynek a ¢ helyen

vett gorbiilete nem 0. A gorbe ¢—beli simulokore az a kor, amelynek sikja a simulésik, sugara r = ﬁ

és centrumaa ¢ = r(t) + ﬁ F(t) pont.

1.2.1. ébra. Egy sikbeli gorbe érint§je €s simuldkore.

1.2.13. Megjegyzés. A pontbeli simul6kor masodrendben érintkezik a gorbe palydjaval. Ugyanis, ha
a gorbe palydjan és a simulokoron konstans 1 sebességgel haladunk végig, akkor az igy kapott két

vektorfiiggvénynek a pontbeli elsé két derivaltja megegyezik.
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Amennyiben més sebességgel haladunk végig a gorbe palydjan, akkor egy masik leir6 vektorfiigg-

vényt kapunk. Ehhez kapcsolddik a kovetkezd fogalom.

1.2.14. Definicié. Legyen adott egy C?—osztdlyd r : I — R? reguldris gorbe. Egy J intervallumon
vegyiink egy olyan h : J — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvényt, amire igaz, hogy
h(J) = I és barmely u € J helyen h/(u) > 0. Ekkoraz T = ro h : J — R? gorbérdl azt mondjuk,

hogy azt az r gorbe atparaméterezésével nyertiik.
Vildgos, hogy a T = r o h gorbe is C*—osztélyu és a derivaltjaira teljesiil
v (u) = ' (u) r'(h(u)), i'(u) = h"(u) ¥’ (h(w)) + (W' (u))* " (h(u)).

Igazolhat6, hogy a pontbeli érintd, a simuldsik, a gorbiilet és a simulokor csakis a gorbe palyajatol
fligg, az dtparaméterezésnél ezek nem véltoznak meg.
Amennyiben a h fliggvény linedris az u valtozdéra nézve, akkor az dtparaméterezést linedrisnak

mondjuk. Ez esetben h'(u) egy konstans és h”(u) = 0.

1.2.15. Megjegyzés. Megfelel h fiiggvényt alkalmazva elérhetd, hogy az atparanéterezéssel kapott
r=roh:J — R3 gorbe ivhossz szerint legyen paraméterezve, vagyis teljesiiljon ||¥/(u)|| = 1

barmely u € J-re.

1.2.3. Csatlakozé C*—osztalyu gorbék

Ezt kdvetSen mindig feltessziik, hogy a tekintett gorbe regularis. Tekintsiink olyan C?—osztalyd
ri: [0,b;] = R3ésry: [0,by] — R® gorbéket, melyekre igaz ry (b)) = ra(0). Eszerint az els gor-
beiv végpontja megegyezik a masodik gorbeiv kezdSpontjaval. Ezt a pontot nevezziik el csatlakozasi

pontnak.

1.2.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az r; és ry gorbék palyai elsrendben siman csatlakoznak egy-

mashoz, ha a csatlakozdsi helyen vett érintd egységvektoraik megegyeznek, azaz teljesiil
Tl(bl) - T2(O)

1.2.17. Definicié. Az r; és ry gorbék palydi masodrendben simdn csatlakoznak egymashoz, ha fenn-
all T1(by) = T2(0) és teljesiil még az alabbi két feltétel egyike:
(1) A csatlakozasi helyen mindkét gorbe gorbiilete 0.

(2) A csatlakozési helyen a két gorbe simlokore megegyezik.

Az éltalanos esetben a csatlakozési helyen nem tiinik el a gorbiilet. Masodrendben sima csatlako-

zasndl ekkor a két gorbe gorbiilete és a Frenet-bazisuk is megegyezik a csatlakozdsi pontban.
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1.2.18. Allitas. Legyenek ry : [0,b] — R3 ésry : [0, by] — R olyan C*—osztdlyii girbék, melyekre
igaz r1(by) = ro(0). A gorbék pdlydi mdsodrendben simdn csatlakoznak egymdshoz akkor és csak
akkor, ha van egy olyan « pozitiv szdm és egy olyan [ valos szdm, melyekkel a derivdlt vektorokra

fenndllnak az
ry(0) = ary(by),  r3(0) = a’r{(bs) + Bri(b1)

egyenldségek.

Bizonyitas. Vildgos, hogy a csatlakozasi helyen akkor lesznek azonosak a gorbék érintd egységvek-
torai, ha az r/(b1) és r5(0) vektorok megegyezd iranytak. Ez pedig akkor igaz, ha fenndll r},(0) =
ar) (b)) valamely « pozitiv szamra.

Vegyiik észre, hogy az elso feltétel fenndlldsa esetén a csatlakozds akkor lesz masodrendben is

sima, ha teljesiil az
ri(b) xr{(b1)  15(0) x r5(0)

O R FAOTE
egyenldség. Ugyanis, ha a fenti egyenlet mindkét oldalan a O vektor szerepel, akkor a két gorbe

gorbiilete egyarant 0. Ha viszont nem tiinik el a két gorbe gorbiilete, akkor ebbdl az 6sszefiiggésbdl
mar kovetkezik, hogy a csatlakozasi helyen a gorbék gorbiiletei és a Frenet—bazisai is megegyeznek.
Ez pedig azt jelenti, hogy a csatlakozdsi pontban a simul6korok is azonosak.

Ha kihaszndljuk, hogy a sebességvektorokra igaz r,(0) = ar}(b;), akkor behelyettesités és

egyszer(sités utdn az el6z06 egyenl6ségbdl az
o (ry(bs) x x{(b1)) = r}(b1) x r3(0)
Osszefliggéshez jutunk. EbbdI pedig
ry(bs) x (@”r{(b) —13(0)) = 0

adodik. Ismeretes, hogy amennyiben két vektor vektoridlis szorzata 0, akkor a két vektor parhuzamos,
vagyis az egyik egy szamszorosa a masiknak. A fenti egyenldség szerint tehat van olyan [ szam, hogy
igaz o1y (b)) — r5(0) = Br)(b;). Ebbdl viszont mar kivetkezik az r4(0) = a2y (b)) + Br) (b))

Osszefliggés az ry, gorbe gyorsuldsvektordra. [J
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2. fejezet

Approximacios spline gorbék

2.1. Egy altalanos tervezési modszer

A gorbék tervezésének egyik jol bevalt modja, hogy ahhoz rogzitett bazisfiiggvényeket €s a helyiiket
valtoztathat6 vezérlopontokat alkalmaznak. A gorbét leiré vektorfiiggvényt a bazisfiiggvényekkel és
a vezérl6pontokkal hatdrozzak meg, vagyis azokkal fejezik ki. Ily médon a gorbe alakjat az egyes
vezérlopontok helyzetének valtoztatdsaval lehet mdédositani. A megtervezett gorbe adattaroldsat a neki

megfelel6 vezérl6pontok koordinatdival lehet megoldani.

Vegyiink egy [a, b] zart intervallumot, és azon olyan k—szor folytonosan differencidlhat6

By, By, ..., By, : [a,b] — R fuggvényeket, melyekre tetszbleges ¢t € [a, b] helyen fenndllnak a
SPBit)=1,  Bjt)>0(j=0,1,...,n)

Osszefiiggések. A tovabbiakban ezeket bazisfiiggvényeknek vagy sulyfiiggvényeknek mondjuk.

Tekintsiink az R? térben egy tetszbleges po, p1, .. ., P pontsorozatot. Vegyiik azt az
r: [a,b] — R? gorbét, amelyet az

r(t) = Xiso Bit) - pi
osszefiiggés hatdroz meg barmely ¢ € [a, b] esetén. Ekkor az r vektorfiiggvény k—szor folytonosan
differencidlhatd, vagyis egy C*—osztalyu gorbét ad. Ez éltaldban nem halad 4t a py, p1,. .. P, pon-
tokon, vagy csupdn a pontsorozat egyes elemein halad at. Emiatt ezt approximacios gorbének szokds
mondani.

A po, P1,---,Pn pontokat az r : [a,b] — R?® approximdciés gorbe kontrollpontjainak (vagy
vezérldpontjainak) hivjuk. A bazisfiiggvényekre kiszabott feltételek miatt a gorbe palydja benne van
a kontrollpontok konvex burkdban. Alkalmasan vélasztott stlyfiiggvények esetén a gérbe valamelyest
kozeliti azt a torottvonalat, amelyet a szomszédos kontrollpontok 6sszekotésével nyeriink.

A tervezési eljardsokban célszerlinek bizonyult olyan bazisfiiggvényeket alkalmazni, melyeknek

az [a, b] egyes részintervallumaira vett leszikitései alacsonyabb fokszdmu polinomfiiggvények.
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P2
Po

P3
Py

2.1.1. édbra. Egy approximdcids gorbe a kontrollpontokkal.

A dolgozat ezen fejezetében a legismertebb gorbetervezési eljarasokat fogjuk attekinteni, tanulma-

nyozni. A targyalds alapjdul a G. Farin 4ltal angol nyelven irt [[1] konyv relevans fejezetei szolgdlnak.

2.2. A Bézier—féle gorbék

A gorbetervezési eljardsok elméletének kidolgozdsdban fontos szerepet jatszottak az tgynevezett

Bézier—féle gorbék. Ezek leirdsdhoz a binomidlis egyiitthatok alkalmazésara is sziikség van.

2.2.1. Definicié. Adott n pozitiv egész szam esetén n—edfokud Bernstein—féle polinomfiiggvényeknek

mondjuk azokata B : R — R (i = 0,1,...,n) valds fiiggvényeket, melyeket a

n

) (L=t

(4

i) = (
Osszefliggés ir le, amelyben ¢t € R.

A tovdbbiakban a BY polinomfiiggvény alatt majd a konstans 1 valds fiiggvényt értjiik, tehdt erre
teljesiil BY(t) =1 (t € R).

Vildgos, hogy az n—edfokd Bernstein—féle polinomok nemnegativak a [0, 1] intervallumon, tovab-
bé fenndll By (0) = 1és B}'(1) = 1. Ezeket csak akkor alkalmazhatjuk bazisfiiggvényekként, ha azt is
megmutatjuk, hogy az 6sszegiik mindeniitt 1. Ehhez pedig elegendd a binomialis tételt alkalmaznunk

az (1 — t) + t 6sszegre. Ugyanis, eszerint teljesiil

n

L=(1—t)+t)" =) (7;)(1 — )" = ZB?(L‘).

=0

A fenti észrevételek alapjan mar kimondhat6 az aldbbi definicio.
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2.2.2. Definicié. Vegyiink az R térben n+1 szdmd pontot (n > 1), melyek legyenek pg, p1, - -, Pn-
Azt az r : [0,1] — R® paraméterezett gorbét, amelyet az r(t) = > I, BI'(t) - p; kifejezés ir
le, egy n—edfoku Bézier—féle gorbének mondjuk. A py, pi,..., P, pontokat a Bézier—féle gorbe

kontrollpontjainak nevezziik.

A Bézier—féle gorbeivnek py a kezdGpontja és p,, a végpontja, hiszen teljesiil r(0) = pg és
r(1) = p; A tobbi kontrollponton dltaldban nem halad 4t a gorbe. A kezdGpontban és a végpont-

ban a kontrollpoligon szakaszai megadjdk az érint6 irdnyat, mivel a sebességvektorokra teljesiil

I'/(O) = n(p1 — Po), r'(1) = n(pn — Pn-1)-

2.2.1. dbra. Egy otodfoku Bézier—féle gorbeiv a kontrollpontokkal.

2.2.3. Megjegyzés. Vildgos, hogy az els6foku Bézier—féle gorbeiv a py, p; pontokat 9sszekotd sza-

kasz, mivel ekkor fenndll r(t) = (1 —¢) po + t p1.
2.2.4. Megjegyzés. Azt : [0, 1] — R3 masodfokd Bézier—féle gorbét az

Osszefliggés irja le. Tegyiik fel, hogy a pg, p1, p2 kontrollpontok nem kollinedrisak. A gorbe pontjai
ezek affin kombin4cidi, tehat benne vannak a harom pontot tartalmazé sikban. Vildgos, hogy az r
sikgorbe koordinatafiiggvényei masodfokd polinomok. Ennek alapjan igazolhatd, hogy a masodfoku

Bézier—gorbe egy parabolaiv.
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Po

P2

P1

2.2.2. dbra. A masodfoku Beziér—féle gorbe palydja egy parabolaiv.

2.2.5. Megjegyzés. A harmadfokd Bézier—féle gorbét az
r(t) = (1—)*po+3(1 — )t p1 +3(1 — ) p2 + * py

osszefiiggés irja le, amelyben ¢t € [0, 1]. Amennyiben a py, pi, p2, ps vezérlpontok nincsenek
egy sikban, akkor ez mdr egy térbeli gorbe. A gorbe mentén az r'(t) sebességvektor és az r”(t)

gyorsulasvektor is véltozik.

A Bernstein—féle polinomfiiggvényeknek van egy kedvez6 tulajdonsdguk, miszerint elallithatoak

az 1-gyel alacsonyabb fokszdmuakbol egy linedris sulyozassal.

2.2.6. Allitas. Az m—edfokii (m > 1) Bernstein—polinomokat ki lehet fejezni az (m — 1)—edfokii
Bernstein—polinomokbol az aldbbi formdban
B"(t) =tB"'(t)+ (1 —t) B™ (¢t (i=1,...m—1),
By'(t) = (1 —t) By~ (t), B (t) =t Bp=i(t).
Bizonyitas. Mivel a Bernstein—féle polinomok definicidja alapjan fenndll Bj*(t) = (1 —t)™,
B™(t) = t™ és megdllapodds szerint B (t) = 1, az utobbi két egyenl3ség nyilvéan igaz.
—1 -1
Ismeretes, hogy a binomidlis egyiitthatkra teljesiil az m = (m ) + (m , ) egyenlo-
i

1 1—1
ség. Ennek alapjan az éllitdsban szerepld elsd Osszefiiggést az alabbi levezetés mar igazolja:

t BNt + (1—1) B (1) =
P L N S C I S (UL NC R e
(") a-0 -0 ("7 a0

1—1 7

K?—T) + (m@_ 1)} (I—t)m 't = <T> (1— )"t = B (t).
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2.3. A de Casteljau—algoritmus

A de Casteljau—algoritmus alkalmazdsdval egy r : [0, 1] — R3 Bézier—gorbének egy adott
t (t € [0,1]) paramétert r(¢) pontjit megkaphatjuk oly médon, hogy a kontrollpontokbdl kiindulva
pontparok szakaszain felosztdsokat hajtunk végre az 1 — ¢, t silyozdassal. Az aldbbiak sordn ismertet-
juk az algoritmust, amely val6jdban vektorfiiggvényekrdl szol, és igazoljuk a kijelentést.

Az R? térben legyen adva egy po, p1, .- -, Pn (n > 2) pontsorozat. Kiinduldsként tekintsiik azokat
a bY:[0,1] - R® (k= 0,1,...,n) konstans vektorfiiggvényeket, melyekre fenndll b)(t) =
pr (t€[0,1]). Az algoritmusnak megfelelden vegyiik azon b} : [0,1] = R* (j=0,1,...,n—1)

linearis vektorfiiggvényeket, melyeket a
bi(t) = (1—1)bj(t) +tbj,(t) = (1—t)p; +tpjn  (t€[0,1])

Osszefliggések hatdroznak meg. Nyilvanvald, hogy ezek a gorbék a p;, p;;: pontokat dsszekotd
szakaszokat irjdk le.

Az algoritmus utasitdsa szerint a mar meghatérozott (m — 1)—edfokd b7 ~! vektorfiiggvényekbdl
szdrmaztatjuk az m—edfokd b : [0,1] - R* (m <n; i=0,1,...,n —m) vektorfiiggvényeket a
bi'(t) = (1—t)bI" (1) +tbi'(t)  (t€[0,1])
osszefiiggéssel. Ily médon az algoritmus végén a by : [0, 1] — R3 gorbét kapjuk, amelynek koordi-

natafiiggvényei n—edfoku polinomok.
A kapott gorbékre vonatkozdan igaz a kdvetkezd allités.
2.3.1. Allitas. Az algoritmussal definidlt m—edfokii b : [0,1] — R3 gorbékre teljesiil a
bi*(t) = >°70 B (t) Piy; (m=1,2,...,n; i=0,1,...,n—m)
osszefiiggés, vagyis a b’ gorbe megegyezik a p;, Pi+1,- - -, Pitm kontrollpontokkal meghatdrozott
m~—edfokii Bézier—féle gorbével.

Bizonyitas. Az éllitas igazolasat az m fokszdmra vonatkozé teljes indukcidval végezziik el.
Az m = 1 esetben a teljesiilés nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy a t véltozdjdban (m — 1)-edfokd bf’l vektorfiiggvényekre igaz a kijelentés

(2 < m < n). Ezen indukcids feltevést felhaszndlva az m—edfoku b]" vektorfiiggvényekre a

bi(t) = (L —1)b" }(t) + b} (t) =

m—1 m—1
(1—1)- Z By t) piys +t- Z By t) Pitj
j=0 j=0

egyenlGséget nyerjiik tetszGleges ¢ € [0, 1] esetén. Ebbdl dtrendezéssel adddik a

—1
b(t) = (1= t) By () pi+ ) (1 =) By (t) + ¢ B (8) ) Pisy + t BZi () P
j=1

3
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osszefiiggés. A fenti egyenletbdl a Bernstein—polinomokra vonatkozé 2.2.6. Allitds alkalmazasdval a
kivant

bi"(t) = Z;'n:o B}'”@) Pi+j
egyenldséghez jutunk. [J

2.3.2. Kovetkezmény. Az algoritmussal nyert b} : [0, 1] — R3 vektorfiiggvény megegyezik a
Po, P1,- - -, Pn kontrollpontok dltal meghatdrozott n—edfokii Bézier—féle gorbével.

2.3.1. dbra. Egy otodfokd Bézier—gorbe r(1/2) pontjdnak kijel6lése az algoritmussal.

2.3.3. Megjegyzés. A de Casteljau—algoritmus végrehajtdsa soran az 9sszes b} (¢) pontot gy kap-
tuk meg, hogy a b!" ' (¢), b"7'(¢) pontok 6sszekotd szakaszdn az 1 — ¢, ¢ silyozdsnak megfelels
felosztast hajtottunk végre. (Lasd az 1.1.8. Definiciét.) Ezen felosztasok legvégén pedig az n—edfoku
Bézier—gorbe ¢ paraméterdi pontja adédik. Ezerint a kontrollpontokbdl kiindulva az 6sszekot6 szaka-

szok megfeleld ardnyu felosztidsaival megkaphatjuk a Bézier—féle gérbe pontjait.

Ismeretes, hogy amennyiben egy szakaszt az egyik pontjdval felosztjuk két részszakaszra, akkor
ezek ardnydt a parhuzamos vetités megorzi. Illy médon a de Casteljau—algoritmus kovetkeztében igaz
az alabbi kijelentés.

2.3.4. Kovetkezmény. Az R? térben legyenck adva a py, pi,---,Pn (n > 3) pontok. Vetitsiik le

pdrhuzamosan ezen pontokat a tér egy rogzitett sikjdra és az igy nyert vetiileti pontok legyenek
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do, di, - - -, Qn. Ha vessziik a qo, qu, . . . , q, kontrollpontokkal meghatdrozott n—edfokii Bézier—gorbét,

akkor az megegyezik a kiinduldsi pontokkal meghatdrozott Bézier—gorbe paralel vetiiletével.

2.4. Bézier—féle gorbeivek masodrendben sima csatlakozasa

Vegyiink az R? térben négy pontot, melyek legyenek po, p1, P2, Ps. Ezek meghatdroznak egy har-
madfoku Bézier—gorbét, amelyet most jeloljon ri. Emiatt teljesiil v, (t) = 320 B3(t) p; (¢ € [0, 1]).
Csatoljunk ehhez egy masik harmadfoku Bézier—gorbét oly mddon, hogy a gorbeivek csatlako-

zdsa masodrendben sima legyen. A mdsodik 1 : [0,1] — R? Bézier—gorbe vezérlGpontjai legyenek

Qo, q1, qa, q3. Eszerint fenndll ro(t) = 320 B3 (t) q.

A csatlakozds az elsd iv ry(1) végpontjdban és a mésodik iv ry(0) kezdSpontjaban torténjen. Ez
esetben teljesiil ps = qp. A csatoldsi helyen a két gorbe érint6 egységvektordnak és simulékorének
meg kell egyeznie a masodrendben sima csatlakozasnal. Az 1.2.18. Allits szerint ennek az a feltétele,

hogy legyen egy olyan « pozitiv szam €s egy [ valds szdm, amelyekkel fennéllnak az
1(0) = ari(1),  15(0) = a’r{(1) + Ari(1)
egyenldségek. A csatoldsi helyen a két gorbe els6 és masodik derivaltjai a kvetkezok:

I‘ll(l):3(p3—p2), r/1,(1):6(P3—2p2+p17)a
r5(0) = 3 (a1 — qo), r5(0) =6(q2 — 2q1 +qo) -

Az elsé feltétel szerint egy « pozitiv szammal teljesiilnie kell a
3(a1 —qo) =a-3(p3 — p2)
egyenldségnek. Ebbdl ps = qo miatt a
Qi =ps+a(ps—p2)=(l+a)ps—ap: QD

Osszefiiggéshez jutunk. Ez mindossze annyit jelent, hogy a q; pontnak rajta kell lennie a p; és p3
pontok 0sszekoto egyenesén.

A masodik feltétel szerint egy 3 valds szammal teljesiilnie kell a

6(Q2—2Q1+<10)2062‘6(133—2132‘1‘131)+5'3(P3—p2)

egyenldségnek is. Egyszertisités utdn ebbdl a

B
do :aQ(p3—2p2+p1)+—(P3—P2)—P3+2(h

2
Osszefiiggés adodik. Amennyiben a q; pontra vonatkozé (Q1) egyenldséget felhaszndljuk, akkor a
q2—042p1—(2a2+2@+§)p2+(1+a2+2a+§)p3 (Q2)
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kifejezést nyerjiik. Eszerint a qy kontrollpontot az « és [ egyiitthatok valtoztatasaval tudjuk csak
modositani €s ez a pont mindig benne van a p;, p2, p3 pontok sikjaban.
Egyediil a g3 kontrollpontot lehet szabadon valtoztatni a csatolt mdsodik Bézier—gorbénél, amennyi-

ben harmadfoku gorbéket alkalmazunk.

2.4.1. dbra. Masodrendben siman csatlakoz6 harmadfoku Bézier—gorbeivek: a = 0,8, [ = 2.

2.5. A racionalis Bézier—féle gorbék

A Bézier—féle gorbéket a kontrollpontok véltoztatdsaval lehet mddositani, illetve tervezni. A terve-
z€sre egy tovabbi lehetdséget ad az, ha a pontokhoz stlyokat is rendeliink és ezek értékének valtozta-
tdsdval modositjuk a gorbe palydjdnak az alakjat.

Vegyiink az R3 térben n + 1 szdmd pontot (n > 1), melyek legyenek po, Pi,--.,Pn. Ezen
pontok mindegyikéhez rendeljiink hozzd egy pozitiv valos szamot, egy ugynevezett sulyfaktort. A
tovdbbiakban a p; ponthoz rendelt stlyt jelolje w; (i = 0,1,...,n). Mivel a [0, 1] intervallumon a

Bernstein—polinomok nemnegativ értéktiek és silyok pozitiv valés szdmok a ) _,w, B} (t) Osszeg

is egy pozitiv szdm barmely ¢ € [0, 1]-re.

2.5.1. Definicié. Aztazr : [0, 1] — R? gorbét, amelyet az

= Bt
=2 sr " 1)9:?@) o

kifejezés ir le, egy n—edfoku racionédlis Bézier—féle gorbének mondjuk.
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2.5.2. Megjegyzés. Amennyiben a kontrollpontokhoz ugyanazt a silyt rendeljiik, akkor az eredeti

Bézier—féle gorbét irja le a definicéban szerepld Osszefiiggés.

Az r(t) gorbepont eziittal is a pg, p1, - - -, Pn VezérlGpontoknak egy konvex kombindciéja barmely
t € [0, 1]-re. Emiatt a racionélis Bézier—gorbe pdlydja is benne van a pg, pi,- .-, P, pontok konvex
burkaban.

2.5.3. Megjegyzés. Legyenek pg, p1, p2 nem kollinedris pontok. Ezekhez rendeljiik a wq, w; és
wy pozitiv sulyokat. Tekintsiik a harom kontrollpont €s a harom stly altal meghatarozott masodfoku
raciondlis Bézier—gorbét, amely benne van a harom pont sikjdban. Beldthatd, hogy ez el6éll egy ma-
sodfokd Bézier—gorbe, azaz egy parabola, centrilis vetiileteként. Ennek kovetkeztében a masodfoku

raciondlis Bézier—gorbe a sulyok értékétdl fliggben vagy egy ellipszisivet, vagy egy hiperbolaivet,

vagy pedig egy parabolaivet ir le.

2.5.1. dbra. Egy negyedfoku raciondlis Bézier—gorbe a wy = 1, wy =1, wy = 3, w3 =5, wy =1

sulyokkal.

2.5.4. Megjegyzés. A mellékelt dbran egy negyedfoku raciondlis Bézier—gorbe palydja van feltiintet-
ve, tovabba zold szinnel a (nem raciondlis) Bézier—gorbe. Lathatd, hogy a nagyobb stillyal rendelkezd

kontrollpontok maguk felé huzzdk el a gorbét.

23



2.6. A B—spline gorbék

A Bézier—féle gorbéknek van egy kedvezdtlen tulajdonsdguk. Amennyiben a kontrollpontok egyi-
kének a helyzetét megvaltoztatjuk, akkor a teljes Bézier—gorbe mdédosul. Ezt a problémat dgy lehet
kikiiszobolni, ha a Bernstein—polinomok helyett olyan folytonosan differencidlhaté sulyfiiggvénye-
ket alkalmazunk, amelyek az értelmezési tartomdnynak csak egy—egy részintervalluman pozitivak,
egyébként pedig eltlinnek, azaz 0 értéket vesznek fel. Ehhez adnak megoldést az dgynevezett B—

spline fiiggvények, melyek konstrukcidjat ebben az alfejezetben ismertetjiik.

Induljunk ki abbdl, hogy n + 1 szdmi py, p1, .- ., P» vezérlGpontot akarunk alkalmazni egy
Ck=1_osztdlyd (k > 2) gorbe tervezésénél. A gorbe értelmezési tartoménya eziittal legyen [a, b]. Az
n és k szamok ismeretében rogzitsiik az m = n+ 1 — k egész szdmot. Vegyiik az |, b] intervallumnak
egym+leleml a =uy < uy < -+ < Up_1 < U, =>b felosztdsat. A felosztas u; (i =0,1,...,m)
elemeit nevezziik csomépontoknak. Ezek az u; csomépontok m szamu részintervallumra osztjak fel
az [a, b] intervallumot. Algoritmikus eljardssal lehetSség van olyan C*~1—osztdlyd bézisfiiggvények
meghatarozasara, amelyek leirhatéak k—adfokd polinomokkal a felosztds szerinti részintervallumo-

kon. Ezeket a fiiggvényeket a linedris atlagolds modszerével lehet elddllitani egy rekurziv eljarassal.

Az aldbb ismertetett eljardst a szakirodalomban a Cox—de Boor—féle algoritmus elnevezéssel

szoktdk emliteni. Az ug, uq, ..., u, véges szdmsorozat kibdvitésével vegyiink egy olyan
Vo, V1, ., Unior NOVEkvE szamsorozatot, amelyre fennall u; = wvgy; (i = 0,1,...,m). Ehhez

rendeljiik a [c, d] intervallumot, ahol ¢ = vy és d = v, 105. Az algoritmus végrehajtdsaval olyan
N/ : [e,d] — R fiiggvényeket nyeriink, ahol a j fels6 index a 0, 1, ..., k értékeket veszi fel, az r alsé
index pedig a 0-t6l az m + 2k — j — 1 = n+ k — j értékig futja be az egész szdmokat. A felsd j index
arra utal, hogy a fliggvénynek a részintervallumokra torténd lesziikitései j—edfoku polinomok.
Algoritmus elinditdsahoz vegyiik azon N? : [c,d] — R (r =0,1,...,m+ 2k — 1) fiiggvényeket,

melyekre fennéll
N°(t)=1 ha v, <t<w., iletve N°(t)=0 ha t¢ [v,v.41)

Tegyiik fel, hogy az algoritmus alapjana j—1 (j = 1,..., k) fels6 indexhez tartoz6 fiiggvények mar

meghatdrozasra keriiltek. Ekkor az algoritmus utasitdsa szerint az N/ : [c, d] — R fiiggvényeket az

i t_vr i— Ur '1_t i—1
Ni(t) = ——— NI7Y(t) + 1~ NIt (C-dB)
() = T N ) + L )
Osszefiiggés adja meg, amelyben t € [c,d]. A formula szerint az N7 (r = 0,1,...,n + k — j)
fiiggvényeket linedris dtlagoldssal kapjuk meg az N7~ (r = 0,1,...,n+k+1 — j) fliggvényekbdl,

melyeket kordbban mar meghatdroztunk az algoritmussal.
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Az algoritmust leiré (C-dB) Osszefiiggésbdl mar kovetkezik, hogy az N7 fiiggvény a részinter-
vallumokon felirhat6 egy j—edfoku polinomként, tovabba csak a (v,, v,4j11) intervallumon vehet fel

pozitiv értékeket, a tobbi helyen eltlinik.

2.6.1. Megjegyzés. A j fokszamra val6 teljes indukcié médszerével igazolhato, hogy teljesiil
ST NG () = 1 barmely t € [vj, U ox] esetén,

Amennyiben a maximaélis k& fokszdmot vessziik, akkor fennall
S o NF(t) = 1 amennyiben ¢ € [a, b].

Az [a, b] intervallumon az NF (i = 0,1, ..., n) fiiggvények nemnegativak és az dsszegiik 1. Bdr
ezek a [c, d] intervallumon vannak értelmezve, a tovabbiakban csak az |a, b|-re torténd leszlkitéseiket
alkalmazzuk, mint sdlyfiiggvényeket. Bizonyithaté az is, hogy ezek a leszikitett fiiggvények (k —1)—

szer folytonosan derivalhatéak, de erre a szakdolgozatban nem tériink ki.

2.6.2. Definicié. Az NF : [a,b] — R (i = 0,1,...,n) fiiggvényeket az ug, ui,..., U, csomGpon-

tokhoz illesztett k—adfoku normalizalt B—spline fiiggvényeknek mondjuk.

2.6.3. Megjegyzés. Az ugy, uy,..., U, (m = n+1—Fk)csomdépontok az [a, b] intervallumot m szamu
részintervallumra osztjdk fel. Az N} fiiggvényeknek ezen részintervallumokra vonatkoz6 lesziikitési

k—adfoku polinomok. A normalizélt elnevezés arra utal, hogy a fiiggvények 6sszege 1.

2.6.4. Megjegyzés. Tekintsiik azokat az [a, b] intervallumon értelmezett valds fiiggvényeket, ame-
lyek (k — 1)—szer folytonosan differencidlhatéak, vagy mas széval C*~1—osztdlydak, tovdbbd az
[ty upy1] (r=0,1,...,m— 1) részintervallumokon vett lesztikitéseik k—adfokd polinomok. Vegyiik
észre, hogy ezek a fliggvények az 6sszeadasra és a valos szammal vald szorzdsra nézve egy vektorteret
alkotnak az R felett. Igazolhato, hogy a fenti algoritmussal nyert NF : [a,b] — R® (i = 0,1,...,n)
fliggvények ennek a vektortérnek egy bazisit adjak, azaz barmely ilyen fiiggvény egyértelmien 4ll

eld ezen B—spline fiiggvények linedris kombindcidjaként.

2.6.5. Megjegyzés. A B—spline fiiggvényeket val6jaban a kibdvitéssel kapott vy, vy, . .., Upior SZAM-
sorozatbodl nyertiik a Cox—de Boor—féle algoritmussal. Azt szokds mondani, hogy a

v = (vg, V1, ..., Untaor) csomopontvektorbdl kiindulva lehet meghatarozni a B—spline fiiggvényeket.
Ha vesziink az R? térben pg, p1,. .., P, kontrollpontokat is, akkor mar definidlhatjuk, hogy mit

értiink B—spline gorbén.

2.6.6. Definicié. Az R? térben legyenek adva a pg, P, - . ., P, pontok. Aztazr : [a,b] — R3 gorbét,

amelyetaz r(t) = Y ., Nf(t) p; Osszefliggés ir le egy k—adfokd B—spline gorbének mondjuk.

2.6.7. Megjegyzés. Altalinos esetben az N¥ B—spline fiiggvény az [a, b]-nek csak egy részinterval-
luméan nem tlinik el (vagyis azon vesz fel pozitiv értéket). Ha megvaltoztatjuk a p; vezérlGpont po-
zici6jét, akkor B—spline gorbének csak az az {ve mddosul, amely ennek a részintervallumnak felel

meg.
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2.6.8. Megjegyzés. A B—spline gorbék éltalaban nem haladnak 4t kontrollpontok egyikén sem. Azt
viszont meg lehet oldani, hogy a gorbe kezd6pontja py a végpontja pedig p,, legyen. Ezt ugy lehet el-

érni, hogy az u = (ug, uy, . . . , Uy, ) csomépontsorozat kibgvitésénél a v; = ug (i = 0,1,...,k—1)és
Vutkri = Um (1 =1,2..., k) csombértékeket valasztjuk. Ebben az esetben azt szokds mondani, hogy

A VL = Ug €S Uik = Uy, értékek tobbszords csomdpontok. Ilyen vilasztds esetén is alkalmazni lehet
a Cox—de Boor algoritmust, de a tobbszords csomdpontok miatt a (C-dB) kifejezésben a hanyadosok

nevezdjében a 0 érték is szerepelhet. Ekkor a hanyados értékét O—nak kell venni.

B-spline fiiggvények egy konkrét esetben

Példaként vegyiik az aldbbi egyszer(i esetet. Egy C?—osztilytd gorbét 5 vezérldponttal szeretnénk
tervezni a [0, 2] intervallumon. Eszerint fenndll n = 4, k = 3 és m = 2. A [0, 2] intervallumnak
vegyilk az up = 0, u; = 1, us = 2 felosztasat. Ezt a csomdpontsorozatot bovitsiik ki az alabbiak
szerint: vg = vy = vo = v3 = 0, vy = 1, v5 = v4 = v7 = vg = 2. Amennyiben végrehajtjuk
a Cox—de Boor-féle algoritmust ezen csomépontokra, akkor az N? : [0,2] — R (i = 0,1,2,3,4)
harmadfoki B—spline fiiggvényeket kapjuk, melyek polinomidlis kifejezései a kovetkezok:
N3(t) = (1 —t)® ha t € [0,1], illetve N3(t) = 0 amennyiben ¢ € [1,2].
743 _ 942
I 29243t hatel0,1],
ISIONS S o
1(2—1)3, amennyiben ¢ € [1,2].
t2
(3 —2t), hat e [0, 1],
$(t—2)?(2t —1), amennyibent € [1,2].
Beléthatd, hogy az N3 és N B—spline fiiggvényekre teljesiilnek az N3 (t) = N (2 —t) és
NJ(t) = N3 (2 — t) Osszefiiggések barmely ¢ € [0, 2] esetén.
A fenti fiiggvényekkkel és a pg, p1, P2, P3, P4 kontrollpontokkal meghatarozott
r : [0,2] — R? B-spline gorbe pdlydja van feltiintetve a kivetkezd 2.6.1. dbran. Vildgos, hogy
ez a gorbe C?—osztdlyd. Az dbran az r([0,1]) és r([1,2]) gorveivek kiilonbozs szinekkel vannak

megrajzolva.
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P1

Po

P2

P4

P3

2.6.1. dbra. Egy harmadfoki B—spline gorbe 5 kontrollponttal.
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3. fejezet

Interpolacios spline gorbék

3.1. Az interpolacios alapfeladat

Az R3 térben legyen adott egy nagyobb elemszdmi py, pi, ..., P, pontsorozat. Ehhez egy olyan
C?—osztélyd gorbét szeretnénk meghatdrozni valamely [a,b] zdrt intervallumon, amely sorrendben

halad at az 6sszes ponton.

A gorbeillesztés céljabol vegylink egy szigordan monoton novekvo ug, uq, . . ., u, szdmsorozatot,
melynek elemei legyenek a py, p1,- - -, Pn pontoknak megfelel paraméterértékek. Tekintsiink azon
C?—osztélyd r : [ug,u,] — R? reguldris gorbéket, melyekre fenndll r(u;) = p; (i = 0,1,...,n).

Azonban ezek koziil csak azokat szeretnénk alkalmazni, amelyek "j61 kovetik" a pontsorozat menetét.
Ezen feltételt szeretnénk valamelyest tisztazni.

Ha a pg, p1,.-.,Pn pontsorozat szomszédos elemeit 6sszekotd szakaszokat vessziik, akkor egy
torottvonalat kapunk, amelynek az adott pontokban dltaldban torése van, azaz nincs érint6je. Viszont a
pontokon dthaladé gorbék koziil ennek hossza a legkisebb. Emiatt olyan gobeillesztést keresiink, ahol
a gorbe ivhossza valamelyest kozeliti a torottvonal hosszdt (mds szoval azt 1ényegesen nem haladja
meg). Tovabbi szempont az, hogy a gorbe gorbiilete ne vegyen fel til nagy értékeket.

Ismeretes, hogy amennyiben az wug, uq,...,u, helyeken adva vannak a fiiggvényértékek, akkor
a Lagrange—féle féle interpolaciéval megadhaté az az n—edfokd polinomfiiggvény, amely a meg-
adott értékeket veszi fel az ug, uq,...,u, pontokban. Ennek alapjdn meghatarozhaté egy olyan
r o [ug,u,] — R3 gorbe, amelyre teljesiil az r(u;) = p; (1 = 0,1,...,n) illeszkedési feltétel és
amelynek koordinatafiiggvényei legfeljebb n—edfoku polinomok. Azonban nagyobb n értékeknél a
polinomfiiggvénynek sok szélsdértékhelye lehet és a grafikonja oszcilldlhat. Emiatt a Lagrange—féle

interpolacidval nyert vektorfiiggvény nem felel meg a fentiekben felvéazolt feltételeknek.

A gyakorlati alkalmazdsok sordn kideriilt, hogy célszer( olyan r : [ug, u,,] — R? gorbéket venni,
amelyeknek az [u;,u;41] (¢ = 0,1,...,n — 1) részintervallumokra vett lesziikitései alacsony fok-

szamu polinomokkal frhatéak le. Egy viszonylag egyszer( eljardsnak mondhaté az, amikor a teljes
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gorbének az intervallumokon vett r|[u;, u;1], (¢ = 0,1,...,n — 1) leszikitései, vagy mas széval a
szegmensei, harmadfokd Hermite—féle gorbék. Ebben a fejezetben ezt az interpolacios eljarast fogjuk
tanulmdnyozni. Targyaldsunk az [1]] alapkonyv 7. fejezetén alapul, de az ekvidisztans paraméterezés

esete joval részletesebben keriil kifejtésre a szakdolgozatban.

3.2. A harmadfoki Hermite—féle gorbe

Legyen adva az R? térben két pont pg és p;, tovdbba két vektor vj és vi. Egy olyanr : [0, 1] — R3
gorbét keresiink, amelynek py a kezd6pontja és p; a végpontja, ezen pontokban a sebességvektorai
vy €s vy, tovabbd a koordinatafiiggvényei alacsony fokszamu polinomok. Eszerint a polinomokkal
leirt r vektorfiiggvénynek eleget kell tennie az r(0) = po, r(l) = p; és r'(0) = vo, r'(1) = vy
feltételeknek.

Nem nehéz megmutatni, hogy ilyen r : [0, 1] — R3 gorbe egyértelmtien 1étezik, amennyiben a
koordinatafiiggvényeire azt is kikotjiik, hogy azok harmadfoku polinomok legyenek. Mint ismeretes,
egy harmadfoki ¢ : R — R polinomfiiggvény a ¢(t) = azt> + ast®> + a; t + ag alakban irhat6 fel
valamely ag, a1, as, asegylitthatokkal. Amennyiben a 0, 1 helyeken megadjuk a ¢ fiiggvényértékeit
és a derivéltak értékét, akkor ez a négy fiiggetlen feltétel mar meghatarozza a négy egyiitthatét és
ezaltal magat a polinomot.

Vegyiik azon Gy, Gy, Hy, H; : R — R harmadfoku polinomfiiggvényeket, melyekre teljesiilnek
az aldbbi feltételek:

Go(0)=1,  Go(1)=0,  Gy(0)=0,  Gy(1) =0,

Gi(0)=0, Gi(1)=1, G0)=0, G| (1)=0
Ho(0)=0,  Ho(1)=0,  Hy(0)=1,  Hy(l)=0,
H(0)=0, H(1)=0, H(0) =0 H(1) =1

Beldthatd, hogy ezek a polinomok a kdvetkezdk:

Go(t) =1— 312+ 213, Gi(t) =31 — 213,
Hy(t) =t — 2% 43, Hy(t) =13 — %

3.2.1. Definicié. A fenti kifejezésekkel leirt Gy, Gy, Hy, H; : R — R fiiggvényeket harmadfoku

Hermite—féle polinomfiiggvényeknek nevezziik.
A Hermite—féle harmadfoku polinomokat alkalmazzuk a kdvetkezd definiciéban.
3.2.2. Definicié. Aztazr : [0, 1] — R? gorbét, amelyet az
r(t) = Go(t) - po+ G1(t) - p1 + Ho(t) - vo + Hi(t) - vy
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Osszefliggés ir le, a pg, p1 pontokkal és a vy, v; sebességbektorokkal meghatarozott harmadfoku

Hermite—féle gorbének nevezziik.

A Hermite—féle polinomok tulajdonsigainak kovetkeztében ezen r gorbe koordinatafiiggvényei

harmadfokdak és teljesiilnek rd az r(0) = po, r(1) = p1, r'(0) = vo, r'(1) = v, feltételek.

3.2.1. dbra. Egy Hermite—féle harmadfoku gorbe.

3.2.3. Megjegyzés. Tekintsiik azt a harmadfokd Bézier—féle gorbét, amelynek kontrollpontjai

Qo = Po, 41 = Po + 3 Vo, 92 = P1 — 5 V1 €s q3 = p;. Egyszer(i szdmoldssal ellendrizhetd, hogy
ezen Bézier—féle gorbe és Hermite—féle gorbe harmadfoku koordinatafiiggvényei megegyeznek, tehat
a két gorbe azonos. A mellékelt 3.2.1. abran a Bézier—gorbe kontrollpoligonja is fel van tiintetve (kék

szinnel).

Az eredeti feladaton hajtsunk végre egy kisebb mddositast. Tegyiik fel, hogy ismét adva van két
pont pg, P1, tovabba két érintGvektor v és vy, de a keresett gorbe intervalluma ezittal legyen egy
tetszGleges [a, b] zért intervallum. A két ponthoz és a két sebességvektorhoz egy olyan T : [a, b] — R3

gorbét akarunk illeszteni, amelynek koordinétafiiggvényei harmadfoku polinomok és amelyre fennall:
r(a) =po, T(b)=p1, T(a)=vq, T(b)=v;.
Vegyilk a h(u) = Z;a kifejezéssel leirt h : [a,b] — R linedris fiiggvényt, amelyre nyilvdn
—a

1
teljesiil h(a) = 0, h(b) = 1és h'(u) = P Ezzel 4t lehet paraméterezni a py, p; pontokkal és a
—a

vo, Vv érintévektorokkal meghatédrozott r : [0, 1] — R? harmadfokd Hermite—féle gorbét. Azonban

az r o h Osszetett fiiggvény derivaltjaira (r o h)'(a) = =vo és (r o h)'(b) = 7 v; adédik az

intervallum végpontjaiban. Ezt figyelembe véve a keresett T : [a, b] — R3 harmadfokd gorbét az
u—a

f(u):G0<b_a>-po+G1< )-p1+H0< )-(b—a)v0+H1< >-(b—a)v1

Osszefiiggéssel irhatjuk le.

u—a

b—a

u—a

b—a

u—a

b—a
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3.3. Megoldas az interpolacios alapfeladatra

3.3.1. Ekvidisztans paraméterezés

A gorbeillesztési feladatndl elséként a paraméterezés kérdését kell tisztazni, vagyis azt, hogy az adott

Po, P1, - - -, Pn pontokhoz milyen eljardssal rendeljiik az ug, wuq, ..., u, paraméterértékeket.
A legegyszeriibb eljarast az u; =7 (i = 0,1,...,n) hozzarendelés jelenti. Ezt ekvidisztans para-

méterezésnek nevezik, mivel a szomszédos paraméterértékek tavolsdga 1, vagyis allandé. Tekintsiik
most ezt az esetet. Az Hermite—féle harmadfoku gorbéket alkalmazva meg tudunk adni egy olyan
Cl-osztdlyd r : [0,n] — R3 gorbét, amelyre r(i) = p; teljesiil. Mint ismeretes, az Hermite—féle
gorbék elballitdsdban a
Go(t) =1-312+2¢3, Gi(t) =3t*—2¢3, Ho(t)=t—2¢*+t>, H(t) = t>—t*> harmadfokd
polinomokat alkalmazzuk.

Jeloliink ki az 6sszes adott pontban egy v; (i = 0, 1,...n) sebességvektort valamely ejardssal.

Ennek egyik célszerti médja, haa v; = % (pj+1 — Pj+1) vektorokat vessziik amennyiben
1 <7 <n — 1, tovabbad kijeldljiik a v, v,, vektorokat is.

3.3.1. dbra. C'-osztélyud gorbeillesztés Hermite—féle harmadfokd gorbeivekkel.

Tekintsiik most azt az r : [0, n] — R? gorbét, amelynek az [¢, i + 1] részintervallumokra vonatkozé
r;:[i,i+1] = R3 (i=0,1,...,n— 1) lesztikitéseit az

osszefiiggés irja le, amelyben ¢ € [i,i + 1].
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Vildgos, hogy az igy nyertr : [0, n] — R? gorbe C''-osztélyu és dthalad a megadott pontokon. Az
r koordindtafiiggvényeinek az egyes részintervallumokon vett lesztikitései harmadfoku polinomok, és

a gorbe palydja harmadfokd Hermite—féle gorveivekbdl tevddik 6ssze. (Lasd a 3.3.1. dbrét.)

A tovébbiakban azt vizsgdljuk meg, miként kellene az érint6évektorokat megvélasztani ahhoz,
hogy a gorbe C?—osztlyu legyen. Ugyanis, ehhez a csatlakozési pontokban a Hermite—féle gorbe-
szegmensek masodik derivaltjanak is meg kell egyeznie. A Hermite—féle polinomok masodik deri-

valtjara a
Go(t) =12t — 6, G(t)=06—12t, H{(t) =6t —4, H{(t)=6t—2

kifejezéseket nyerjiik. Emiatt a polinomok masodrend( derivaltjaira a 0, 1 helyeken a
G§(0) = =6, G7(0) =6, HJ(0) = —4, H{(0) = =2 és
Gy(1) =6, G7(1) = —6, HJ(0) =2, H{(0) =4 értékek adédnak.
Vegyiink egy tetszleges j € {1, 2,...,n — 1} csatlakozasi helyet. A fentiek kovetkeztében az
r;_; gorbeszegmens végpontjaban és az r; szegmens kezd6pontjdban a gyorsuldsvektorokra igazak

az

1/

I‘j_l(j) = 6])]',1 — Gpj + 2Vj71 + 4Vj,

rj(j) = 6pj+1 — 6p; — 4v; — 2vjp
!

j—1
zasi helyen, ha a sebességvektorokra teljesiilnek a

kifejezések. Ezek alapjdn az r§_,(j) = r’/(j) egyenl&ség pontosan akkor teljesiil az dsszes csatlako-

Visi+4vi+ v = 3(Pj+1 - pj—l)

(j =1,2,...,n — 1) osszefiiggések. Az n + 1 szdmii sebességvektornak tehdt a fenti n — 1 szdmd
linedris egyenletet kell kielégitenie ahhoz, hogy az r : [0,n] — R? illesztett gorbe C?*—osztalyd
legyen.

Beldthatd, hogy amennyiben megadunk két érintdvektort, akkor a tobbi sebességvektort a fenti
egyenletek mar meghatarozzak. Célszerlinek latszik a kezddpontbeli v, €és a végpontbeli v,, érints-

vektorokat megadni.

3.3.2. Az altalanos paraméterezés esete

Tegyiik fel, hogy valamely eljardssal mir meghatdrozdsra keriiltek a pg, p1,. .., P, pontsorozat ele-
meihez tartoz6 ug, ui,...,u, paraméterértékek. Amennyiben csak egy C'—osztalyd gorbeillesztést
akarunk elvégezni, akkor elegendd az el6zd alfejezetben ismertett eljardson a megfelel6 mddositast
elvégezni.

Rendeljiink hozz4 a pontokhoz egy—egy v, sebességvektort. Ezek ismeretében az

r : [ug, u,] — R3 interpoldciés gorbét gy irjuk le, hogy a Hermite—féle polinomokat alkalmazva a
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részintervallumokra vonatkozoé lesztikitéseit adjuk meg. Jelolje r; (i = 0,1,...,n — 1) az [u;, w41
intervallumra torténd lesziikitést, és ezt hatdrozza meg az
U1 — Uy

n@:G&

)-@H—WW+H&

)'P1+G1< )'pi+1+

Uit1 — Uy

+H0( —) (Uig1 — ) Vi
Uitl — Ui Uit1 — U;

Osszefiiggés, amelyben ¢ € [u;, u;41].
Az érintdvektorok megfelel6 megvalasztisaval ezen édltalanos esetben is elérhetd, hogy az r gorbe

C?—osztalyu legyen. Ehhez az

1 1
. (j) = 6p;,_1 — 6p;) + 2vi 1 +4v;),
7-107) (uj_uj—l)Z( Pj-1 p;) (Uj_uj—l)( i—1 i)
1
r(j) = ———— (6p;y1 — 6p;) — 4vi 4+ 2v;
;U) (Uj+1—uj)2( Py+1~6p)) (Uj+1—uj)< ’ )

vektoroknak kell megegyezniiik a csatoldsi helyeken. Tehat a sebességvektoroknak ezittal is n — 1

szamu egyenletet kell kielégiteniiik.

A szakaszhosszak szerinti paraméterezés

7z

Az ekvidisztans paraméterezéssel eldallitott gorbe akkor ad megfelels illesztést, ha a pontsorozat
szomszédos elemeinek tdvolsdgaiban nincsenek nagyobb eltérések. Azonban ez sokszor nem 4ll fenn
a megadott pontsorozatra, ami aztdn oda vezet, hogy az illeszett gorbe sebességében nagyobb inga-
dozdsok adédnak.

Jobb gorbeillesztést kaphatunk, ha a pontsorozat dltal meghatarozott toréttvonal oldalhosszai sze-

rint paramétereziink. Az vy = 0 kezdeti érték vélasztdsa esetén ez azt jelenti, hogy az

Ui = Zi:l lpr — Proa] (i=1,2,...n)

paraméterértékeket alkalmazzuk. Amennyiben megelégsziink a C''—osztalyd gorbeillesztéssel, akkor
a v; érintévektorokat szabadon megvalaszthatjuk. Célszerli azonban kozel 1 hosszisagu sebességvek-
torokat vélasztani. Ugyanis ez esetben az illesztett gorbe sebessége végig 1-hez kozeli értékeket vesz

mayjd fel.
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