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1. fejezet

Bevezetés

Foldiink torténelme soran szamtalan alkalommal silytotta élévilagunkat kiilonféle
megbetegedések, melyek néha nem maradtak meg az egyszert kénnyebb lefolyasa kor
szintjén és jarvannya, esetlegesen vilagjarvannyé nétték ki magukat, melyek vagy egysze-
rien végig mentek a populacié nagy részén és immunitas alakult ki, akar véddoltas, akar
természetes immunitéis forméjaban; vagy periddikus szinten tjra és djra el6jonnek, mert

az adott betegségek folyamatosan véltoznak.

Szerencsére ezek nagy része ma mar ismert, igy a mechanizmusuk is, emiatt konnyebb

rajuk felkésziilni.

Sokféleképpen lehet a betegségeket csoportositani, példaul milyen alapi és hogyan
terjed. Els6 sorban ami fontosabb taldn, az az, hogy milyen alapon nyugszik, ebbdl is
kettd csoportot tudnék megemliteni. A virusok éltal terjesztett betegségek, mint példaul
az influenza, a kanyar6 vagy a baranyhimls, melyek egy része az elsé alkalom utan adhat
immunitast az Gjrafert6zés ellen, de van koztiik olyan is, mint az influenza, ami évrél évre
képes megujulni, igy hatékonyabb ellene az éves oltas, tovabba vannak esetek, amikor a
vakcina korai beadéasa a célszeri, mert lefolyassal jaro esetleges sulyos szovédmények nem
érik meg a természetes immunitést [4]. Beszélhetiink bakteridlis titon terjeddkrdl is, ilyen
az agyhértyagyulladéas vagy a tuberkulozis (masnéven tbc), melyek ellen mar ajanlatos a
védGoltas beadésa, mert nem biztositanak védettséget az tjrafert6zédés ellen és nagyon
gyakran halalosak.[3]. Masik szempont lehet a hogyan terjedés, ami megint csak széles
skaldn mozog. Ebbdl csak parat emlitenék példakkal egyiitt: személyes kapcsolat - szexu-
alis titon terjedd betegségek, csepfertézés - influenza, allat—ember kapcsolat - veszettség,
rovarcsipés - malaria [5].

Az eddigiek alapjan lattuk, hogy nem kevés betegségrsl tudunk beszélni, de mégis
mikor tekinthet6k jarvanynak, lehet-e elére jelezni, vizsgélni, megnézni, hogy nagyjabol

mire szamithatunk?



1.1. Mi az, hogy jarvany?

Egy a témaban irodott cikk szerint [1| a fertézések utjat harom kiilonféle csoportba
sorolhatjuk: kitorés, epidémia és pandémia.

A kitorésrdl akkor beszélhetiink, ha a koérsag varatlanul nagy szdmban fordul el és az
adott teriileten marad, esetleg innen kicsivel kiterjedhet.

Az epidémia, més néven jarvany, mar akkor keriil szoba, ha a fertézé betegség gyorsan
és tobb emberre terjed, mint ahogyan arra szamitanédnk és ehhez igazodva joval nagyobb
régioban is fordul el6. Ami ezt pandémidvd, azaz vilagjarvannya teszi, az az, hogy a régio
amire kiterjed mar orszag, akar kontinens mérett is lehet, ebbdl kifolydlag tobb embert
is érint, illetve tobb életet is kovetelhet.

Fontos, hogy akarmilyen betegségrsl vagy éallapotrol jarvany kapcsan nem beszélhe-
tiink, kell hogy fertézs is legyen, ugyan is példaul a rak sok halalesetért felelés, de nem

tekintik vilagjarvanynak, mivel nem fert&zé.

1.2. Hogy jon ide a matematika?

A matematikan beliil a differencidlegyenletek azok, amik az elmélet mellett egy jol meg-
foghato gyakorlati alkalmazast is nytjtanak szamunkra. Ezen egyenletek sokszintiségét az
is tanusitja, hogy mas tudoményteriileteken beliil, példaul miiszaki vagy tarsadalomtudo-
manyokban is elGfordul, f6ként ,folytonos ideji” folyamatok leirasara és viszgalatara.

Ez a teriilet tehat a jarvanyok modellezésében is nagy szerepet vesz ki. Segit egy eset-
leges kor lefolyasat, végkimenetelét megjosolni igy informéciot szolgaltatva a megfeleld
embereknek, hogy azok a sziikséges intézkedéseket megtehessék. A modellekhez sziiksé-
ges statisztikak egy ilyen folyamat esetén mar az elején adottak, de onmagukban ezekre
nem tamaszkodhatunk, hiszen a kiils6 hatasok sordn — folyamatos sziiletés és természetes
halalozas, vakcina adagolas, a virus valtozo terjedése — esetleges paraméter véltozasok
johetnek majd be, igy célszerii ezeket is frissen tartani vagy a modellt béviteni, hogy az
elérejelzésiink pontosabb legyen.

Ezekbdl is latszik, hogy mennyire sokszintien meglehet kozeliteni ezt a problémat, de
a tovabbiakban egy ennél egyszeriibb, alapabb jarvanyterjedési modellel és annak kisebb
modositasaival szeretnék majd foglalkozni, amit 1927-ben W. O. Kermack és A. G. Mc-
Kendrick hozott létre. A témaban mas hires orvos és matematikus — koztiik Daniel Berno-
ulli, akinek a figyelmét a himlg virus keltette fel [2] — is foglalatoskodott, de Kermack-ék
modellje az egyszertisége, bévithetGsége és viszonylag széles alkalmazasa miatt, jobban

ismert.



2. fejezet
Matematikai alapok osszefoglalasa

A kovetkezdkben célom osszefoglalni azokat az elméleti anyagokat, amelyeket a ké-
s6bbiekben fel is szeretnék hasznélni a modellek ismertetése kapcsan. Ehhez az aldbbi
szakirodalmak valtak segitségemre: [7], 8], [9], [10].

Késébbiekben az egyszertiség kedvéért jelolje a kovetkezd a valés n dimenzids pozitiv

szamokat: RZ; := {z € R" | x > 0}; és a nem negativ szimokat: R%, := {x € R" | z > 0}.

2.1. Differencialegyenletek

A differencidlegyenletek olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen kifejezés egy diffe-
rencialhato fliggvény és az ezen egyenletek kapcsolatot teremtenek az ismeretlen fiiggveé-
nyek és azok derivaltjai kozt.

Kozonséges differencidlegyenleteknek (KDE) nevezziik azokat, ahol a fiiggvény egyval-
tozos, mig parcidlis differencidlegyenleteknek (PDE) a tobb valtozosokat, de a szakdolgo-
zat keretein beliil ezzel nem foglalkozok. Az hogy egy egyenlet hanyad rendi, azt majd a
felléeps legmagasabb rendt derivalt fogja meghatarozni. Tovabbéa, ha az ismeretlen fiigg-
vény szamérték, akkor differencidlegyenletrdl, ha vektorérték, akkor differencidlegyenlet-

rendszerrdl beszéliink.

2.1.1. Definicié. Legyen F : R""? — R, n € N folytonos fiigguény és legyen Y : R — R
folytonosan differencidlhato fiigguény. Ekkor n-edrendid kozonséges differencidlegyenletnek

nevezzik a kovetkezdt:

F(t,Y(t),Y(t),...,Y™(t) =0.
2.1.2. Definicié. Ha f : R — R adott fiigguény, akkor az

Y™ () = f(t,Y (), Y(t),...,YO (1)

egyenletet n-edrendd explicit k6zonséges differencidlegyenletnek nevezziik.
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2.1.3. Tétel. Atviteli elv: Minden n-edrendd linedris differencidlegyenlet megfeleltethetd
n darab elsdrendi egyenletbdl dllo differencidlegyenlet rendszernek.

Az Y™ (t) = f(t,Y(1),Y(t),..., Y () egyenlet uj ismeretlen figguényekkel beve-
zetve, ahol y1(t) = Y (1), ya(t) = Y (1),..., yn_1 = Y D(t) az aldbbi rendszerré alakit-
hato:

Ualt) = Y (2)

\

2.1.4. Definicié. Legyen T'C R x R", f: T — R" folytonos és y : R — R™ folytonosan
differencidlhato figguények, tovdbbd §(t) = f(t,y(t)). Ekkor adott (to,yo) € T kezdeti

ertékek esetén az aldabbi

kezdeti érték feladathoz jutunk, amit szokds Cauchy feladatnak is nevezni.

2.1.5. Tétel. Peano-tétel: A (2.1) kezdeti érték feladatnak minden (to,yo) € D(f)
kezdeti feltétellel létezik megolddsa, ahol D(f) egy nyit halmaz.

2.1.6. Definici6. A (2.1) Cauchy feladatnak megolddsa globdlisan egyértelmd, ha a dif-
ferencidlegyenletnek (to,yo) € D(f) kezdeti feltétellel legfeljebb egyetlen megolddsa van.
Lokdlisan egyértelmi a megolddsa, ha (to, yo)-nak van olyan kérnyezete, melyre leszikitve
az [ fligguényt az 1y differencidlegyenletnek a vizsgdlt kezdeti feltételt teljesitd barmely két

megolddsa egqyenld.

2.1.7. Definicié (Lipschitz-feltétel). Egy g : R™ — R" fiigguény teljesiti a Lipschitz-
feltételt, ha létezik L > 0 Lipschitz-konstans, melyre:

l9(z) —g(y)| < Lz —y|, z,y € D(g).

A g figgvény lokdlisan teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha D(g) minden pontjinak létezik

olyan U kornyezete, melyre a g megszoritva teljesiti a Lipschitz-feltételt.

2.1.8. Tétel. Picard-Lindelof-tétel: Legyen f: R x R™ — R™ folytonos és y : R — R"
folytonosan differencidlhato figgvény. Ha f = f(t,y) a mdsodik vdltozdjaban teljesiti a
lokdlis Lipschitz-feltételt, akkor az (2.1) Cauchy problémdnak megolddsa minden kezdeti

feltétellel létezik és globdlisan egyértelm.



2.1.9. Definici6 (Egyensulyi helyzet és stabilitas). Azt mondjuk, hogy y* € R™ a (2.1)-
nek egyensilyi helyzete, ha igaz rd, hogy f(t,y*) =0 € R". Az y* egyensilyi helyzet stabil,
ha Ve > 030 >0: ||lyo—y*|| <0 = ||ly(t) —y*|| < e, ¥t > ty. Instabil az y*, ha nem
stabil. Az y* egyensilyi helyzet asszimptotikusan stabil, ha stabil és tlim lly(t) — y*|| = 0.
—00

Ennél a definiciénal megjegyezném azt, hogy ha létezik t* > 0, hogy y(t*) = y*, ahol

y* egyensulyi helyzet, akkor y(t) = y* minden ¢ > t*, toviabba ha létezik tlim y(t) = 79,
—00

akkor 7 egyensulyi helyzet.
2.1.10. Definicié (Autonom differencidlegyenletek). Ha az f: R™ — R™ folytonos figg-
vény teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt, akkor az y(t) = f(y(t)) egyenletet autonom diffe-

rencidlegyenletnek nevezziik, ha n = 1, illetve differencidlegyenlet rendszernek, ha n > 1.

2.1.11. Definici6é (Jacobi méatrix). Legyen adott eqy f : R™ — R™ folytonosan differen-
cidalhato figguény. Ekkor az f parcidlis derivdltjaibol képzett n X n-es madtrizot Jacobi-

mdtriznak fogjuk hivni.

Tehat, ha

T fl(.’El,...,.Z‘n>

akkor az ebbdl képzett Jacobi-matrix

on o
oxy Oz,
flay,. . zn)=1| + .
Ofn Ofn
9r, " o

2.1.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : R* — R™ kétszer folytonosan differencidlhato és
y* € R™ egyensulyi helyzete az 4(t) = f(y(t)) autondm egyenletnek. Ekkor, ha az f(y*)
n X n-es behelyettesitett Jacobi mdtriz minden \; € C (1 = 1,...,n) sajatértékére igaz,
hogy Re(\;) < 0, akkor y* stabil eqyensilyi helyzet. Ha 3 \;, melyre Re()\;) > 0, akkor y*

mstabil.

A tételhez még megjegyezném, hogy abbol, hogy Re();) = 0 még nem tudunk semmi-

lyen kovetkeztetést levonni.

2.2. Matrixok karakterisztikus polinomjai, sajatértékei

Ebben a szekcioban azon linearis algebrabeli fogalmakat szeretném tisztazni, melyek
korabban is elhangzottak, illetve a késébbiekben is alkalmazasra keriilnek. A definicidkat

és tételeket altaldnos T test felett mondom ki.



2.2.1. Definicié (Sajatérték, sajatvektor). Legyen adott A = (a;;) € T™*" mdtriz és
v € T" nemnulla vektor. Ha Av = v, ahol A € T tetszdleges, akkor X\ sajdtértéke, v pedig

a \-hoz tartozo sajdtvektora A-nak.

A definiciéban fontos, hogy nemnulla vektorra mondjuk ki, kiilonben, ha nulla lenne,

akkor a T' test minden eleme sajatérték lenne.
2.2.2. Tétel. Minden sajatvektorhoz csak eqy sajatérték tartozik.

2.2.3. Definicié (Karakterisztikus polinom). Egy A = (a;;) € T™*™ mdtriz karakterisz-

tikus polinomgjdan a ka(x) = det(A — xI) polinomot értjik, ahol I az n X n-es identitds

matriz.
a1 — & a12 . Q1np
921 Qoo — T ... (057
ka(z) = det(A—xl) =
QAnp1 (05%) e Qpp — X

2.2.4. Definicié (Aldeterminéans). Legyen A = (a;;) € T™*™ tetszdleges mdtriz és tekint-
stk a determindnsdt. Hagyjuk el az i-edik sort és j-edik oszlopot. Ekkor az igy keletkezett
(n — 1) x (n — 1)-es determindnst az a;; elemhez tartozo A;; eldjeles aldetermindnsnak

szokds hivni, melynek eldjelén a (—1)"7 -szeresét értjiik.

2.2.5. Tétel. Kifejtési tétel: Ha egy sor minden elemét megszorozzuk a hozzd tarto-
20 eldjeles aldetermindnssal, akkor az igy kapott szorzatnak az 0sszege a determindnssal

egqyenld.
j=1

2.2.6. Tétel. Legyen A € T "™ mdtriz és ka(x) karakterisztikus polinomja, tovabbd ennek
gyoktényezds alakja (—1)"(x—MN1) ... (x—\,). Ekkor ka(x) egy n-edfoki polinom, melynek
gyokei az A matriz \; € T (i = 1...n) sajdtértékes.

2.3. Runge-Kutta-mo6dszer

Végezetiil utolso részben a differencidlegyenletek kozelitésére hasznalt egyik egylépéses
modszert fogom levezetni, amit a modellek numerikus megoldasainél, és MATLAB kod

megirasanal is alkalmazok.

2.3.1. Allitas (Interpolacios polinom Lagrange-féle alakja). Legyen adott n darab (zy,yx)
pontpdr, tovabbd egy p(x) polinom, melyre teljesil, hogy p(xy) = yx (k =0,1,...,n). Ekkor

JI—ZL'j

p(z) = Zyk (), ahol l(x) = H (k=0,1,...,n) a Lagrange-bdzis.
i=0 =0
ik

T — Ty



Legyen adott (2.1) Cauchy feladat és 7 > 0 tetszsleges rogzitett szam. Keressiik azt a
p(z) polinomot, ami interpolaja y(t)-t, azaz az interpolacios polinom az aldbbi tulajdon-

sagokkal rendelkezik:

(1) p(tn) = yn, n € N interpolacios tulajdonsag.

(ii) p(t,+¢;7) = f(tn+cimp(tn+cT)), j =1...,5, azaz a t, + ¢;7 pontokban kielégiti
a (2.1) kezdetei érték feladatot.

Irjuk fel az interpolaciés polinomot a Lagrange-féle alakban (2.3.1), majd integraljuk le
0-tol 1-ig:

Pty +&71) = Zpt + 1) - 1;(€)

/Olp(tn +¢&T)dE = /0 Zp(tn + 1) - Li(€)dE

S 1
%[p(tn + iz = Y Pltn + &7) - / L (€)d¢
i=1 Jo
= b,

p(tn +7) —TZpt + ;1) b
.kl

A (i) tulajdonsag miatt p(t, + 7) = Yns1, p(tn) = Yn, ekkor amit eddig kaptunk:

yn+1:yn+7—zbi'kia TZGN

=1

ahol k; = p(t, + ¢;7) = f(t, + ¢, p(t, + ¢;7)). Most kiszamoljuk p(t, + ¢;7)-t. Vegyiik a

korabbi Lagrange alakot, de mostmér a k; helyettesitéssel és 0-t6l ¢;-ig integraljunk:
n+ET) Z kj -

/0 Bl + £7)de = /O R
bt + 7o =20k [ 100

—_——



Osszeségében az alabbi s-lépcsés Runge-Kutta modszert kapjuk a (2.1) feladat koze-

litésére:
Yn+1 :yn—f—TZbZkfz, nGN
=1

ki= f(ta+amyn+7Y _ay k), (i=1...,s)

=1

(2.2)

ahol s € N a lépcsSk szama, b;, a;; € R a stlyok, ¢; € [0,1] csomépontok, ¢, = tg + nr,
ahol 7 valojaban a lépés nagységa, k; pedig a csomoépontokbeli meredekségek kozelitése.
Ezt a modszert azért nevezik egylépésesnek, mert a soron kovetkezé ponthoz mindig elég

lesz nekem tudni azt, hogy az el6z6 helyen milyen érték szerepel.

2.3.2. Definicio. (Konzisztencia) Azt mondjuk, hogy eqy egylépéses mddszer konzisztens
at > 0 iddpillanatban, ha

T—0

1%t + )| = lly(t +7) = [y(t) + 7(f, 7. t,y()]]] — 0,
és p-ed rendben konzisztens t-ben, ha dc > 0, hogy
[t + I = [ly(t +7) = [y(t) + 7O(f, 7.ty < et = O(r"*),

ahol ®(f,7,t,y(t)) az egylépéses modszer maga és '*(t+7) az egylépésben elkivetett hiba.

2.3.3. Definicié. (Konvergencia) Azt mondjuk, hogy eqy egylépéses mddszer konvergens
at > 0 iddpillanatban, ha

=10
n

le@®] = lly(t) = ynll —— 0,
és p-ed rendben konvergens t-ben, ha 3c > 0, hogy
e[l = ly(t) = yall < e = O(77),

ahol y, a mddszer dltal kapott n-edik pont és e(t) az dsszes lépés utdn megjelend hiba.

2.3.4. Allitas. Ha eqy eqylépéses mddszer p-ed rendben konzisztens, akkor p-ed rendben

konvergens.

2.3.1. Kozonséges negyedrendii Runge-Kutta-moédszer

A negyedrend Runge-Kutta-modszer (réviden RK4) az egyik legelterjedtebb modszer

kozonséges differencialegyenletek kozelitésére. Ennek oka, hogy a moddszer negyedrendig
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egzakt, azaz a lépésenként elkovetett hiba 6todrendi (2.3.4), igy ez a fajta megkozelités

stabil, tovabba megfelelGen hasznéalva pedig igen pontos szamitasokhoz is hasznalhato.
Tekintsiik tovabbra is a (2.1) Cauchy feladatot és a modszer (2.2)-es altalanos alak-

jat. Ekkor az RK4 paraméterei (2.b) egy tgy nevezett Butcher-tablo (2.a) segitségével

megadhato az aldbbi modon:

Ci|auin a2z ... Qs 0 0 0 0 0
Co | G21 Qg ... Qg 1/211/2 0 0 O
: : oo : /21 0 1/2 0 0
Cs | Qs1 As2 ... UOgs 1 0 0 1 0
by by ... b, 1/6 1/3 1/3 1/6
2.a. dbra. Butcher tabl6 altaldnos alakja 2.b. abra. RK4 Butcher tabl6ja

Leirva tehat az alabbi n-szerinti rekurzios 1épésekkel kapjuk az y(t) kozelitését:

Ynt1 = Yn + %(/ﬁ + 2ky + 2k3 + ky)

n7 y’I’L)

T T

T T
n+ =k
7y +2 2)

t +Tyn+7_k73)

AA/—\A



3. fejezet

A modellek

Ebben a fejezetben célom felépiteni az alap Kermack-McKendrick modellt, tovabba
két variansat is bemutatni, majd ezen egyenletek viselkedését vizsgalni. Ehhez az alabbi

szakirodalmakat vettem alapul: [2], [6], [11].

3.1. A Kermack—McKendrick modell

A modell alapjat azt képezi, hogy a populaciot rekeszekbe fogjuk osztani, ezért szokas
az ilyen modelleket rekeszes modelleknek is hivni. A rekeszek kozti atmenetelt fogjuk
matematikailag differencidlegyenletek segitségével leirni, ami az adott csoport valtozésat
is nyomon fogja koveti.

Kiilonféle fertézésekhez kiilonbozs rekeszes modellt szokés alkotni, de a legalapabb
amit nézni fogunk, az SIR modell. A névben a bettik mindig az osztalyokat fogjak jelolni,
jelen esetiinkben: Susceptible, egészséges /fertézhets egyedek; Infected, a fertézottek; Reco-
vered, a rezisztensek. A fiiggetlen valtozonk az id6 lesz, emellé tarsul ketts, az atmenetelt
leir6 mértékek. Ezekkel fogjuk matematikailag kifejezni a csoprotok méretének valtozéasait
az id6beli derivaltakkal, igy kezdetben egy-egy differencialegyenletet kapva.

A folytonosség elérése miatt, a klasszisokat leiré fliggvények, melyeknek korabban em-
litett derivaltjait fogjuk majd venni, nem az egyedek szdmat, hanem az egyedek tomegét

fogja megadni az adott idépillanatban, azaz
e S(t) - fertézhets egyedek tomege a t. iddpillanatban,
o [(t) - fertézottek tomege a t. idépillanatban,
o R(t) - rezisztensek tomege a t. idépillanatban,

tovabba a fentebb emlitettek alapjan legyen « a fertézés, 5 a gydgyulas mértéke.
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3.1.1. Modell felépitése

A 3.a abra szemlélteti a modellt, ehhez tesziink most észrevételeket, feltételeket:

(i) Mindenki egyenlé modon interaktal a masikkal és egységnyi id6 alatt a populacio

egy fert6zott tagja alN masik taggal érintkezik.
(ii) Az I osztalyt idGegységként S egyed hagyja el.

(iii) Nem vesziink figyelembe sziiletést és természetes halélozast.

B
(s 1)

3.a. dbra. SIR model folyamabraja

Ezek utan azt mondhatjuk, hogy annak a valészintisége, hogy a t. id6pillanatban egy

S(t
fert6z6 egyed egy egészségessel érintkezik % Az (i) miatt ekkor az 1j betegek szama
S(t
minden idépillanatban aN - % = aS(t), igy az 14j fert6zések aranya idGegységként

aS(t)I(t) lesz.
Felhasznalva ezen levezetést és a (ii) észrevételt a kovetkezd differencialegyenleteket

irhatjuk fel, amelyek egy rendszer fognak alkotni:

(

S(t) = —aS(t)I(t)

[(t) = aSH)I(t) — BI(t) Vt>to (3.1)

R(t) = BI(t)

\

ahol o pillanatban (Sy, Iy, Ry) € R%O kezdeti értékek adottak, tovabba a, 8 € R<. Vegyiik
észre, hogy Sy + Iy + Ry = N, de meggondolhato, hogy ez allandé marad, mert

amibdl azt kapjuk, hogy
S(t) + I(t) + R(t) = konstans = N, (3.2)

minden t > t; pillanatban.
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3.1.2. Egyensiilyi helyzetek és ezek stabilitasai
S(1)
Legyen ¢(t) = f(y(t)) = |I(t)|, ahol f : R® — R? y : R — R3 mindemellett
R(t)
y* = (S*, I*, R*) € R? az egyensiilyi helyzet.
Vizsgaljuk meg az y(t) = 0-t:

S(t) —aS(t)I(t)
g(t) = fly(t) = | i(t) | = |aSH)I(t) — BI(t)| =0,
R(t) BI(t)

ebbdl pedig kapjuk a kdvetkezs egyenletrendszert

—aS(t)I(t) =0
aS(t)I(t) — pBI(t) =0 (3.3)
0

amibe, ha y* egyenstlyi helyzetiinket behelyettesitjiik (2.1.9), akkor megmutathato, hogy
I* = 0, tovabba S*, R* > 0 tetszdlegesek, tehat y* = (5%, 0, R*), de (3.2) tulajdonsag
miatt S* + R* = N = R* = N — 5% azaz y* = (5%,0, N — S*) alakd, ami végtelen sok
egyensulyihelyzet.

Hogy megtudjuk a helyzet stabilitasat, irjuk fel a rendszer Jacobi-matrixat (2.1.11)

—al(t) —aS(t) 0
F(S(t),I(t),R(t)) = | al(t) aS(t)—F 0], (3.4)
0 15} 0

majd helyettesitsiik be az egyenstlyi helyezetet

0 —aS* 0
f(S*0,N =S )= 10 aS*—B 0| = A. (3.5)
0o B 0

Ezek utan az A matrix sajatértékeit hatarozzuk meg a karakterisztikus polinomja segit-
ségével (2.2.5, 2.2.6)

—A —aS 0
det(A—A)=|0 aS*—B—-X 0|=X(aS"—B-)) =0,
0 3 —A

12



ebbdl pedig kapjuk, hogy a sajatértékek A\ = Ay = 0 és \3 = aS* — 3. Az y* stabilitasa
tehat Re(\3) el6jelétdl fiigg. Ha ez pozitiv, akkor biztosra allithatom, hogy instabil lesz,
viszont ha negativ, akkor 2.1.12 tétel és az utana tett megjegyzés értelmében nem tudjuk

megallapitani a stabilitast.

3.1.3. Numerikus megoldas

Most vizsgaljuk meg az egyenletrendszeriink egy par megoldasat és érdekesebb esete-
it, a negyedrendd Runge-Kutta-modszert alkalmazva. Ezt azért merem meglépni, mert
szeretnénk kapni egy kis elképzelést arrol, hogy mégis hogyan nézhet ki a gorbe bizonyos
paraméterek mellet, viszont egy ilyen kaliberi differencialegyenlet rendszernél az analiti-

kus megoldéas mar joval tobb eréforrast venne igénybe.

Tehat adott a (3.1)-es egyenletrendszeriink és mellé y(to) = (So, lo, Ro) € R, kezdeti
értékiink. Ekkor (2.3) alapjan az SIR modelliink numerikus megoldasa az alabbi formaba

frhato fel:

soal s w1 Tesl [ws] [as
Lo | = | I | +2 | [M ] 2|6 [ +2 6|+ k] |
Ron| |Ra kR KR KEL kR

ahol kS, kI, k' (j = 1,2,3,4) az aldbbiak:

= ff(tna Sn7 [na Rn) == OéSn[n — 6[71
k{% = fR(tna Sna Ina Rn) = ﬁIn

Ktk kR
B = foltn+ 5, Sn + o0 L+ 20, R+ =50)
kST kf ki
= filta+ 5. Su+ 5 L+ =5 Ryt 250
kS o Kl
— falty +»; S, + ;T I+~ 1T Rt =50)
kS Kl kR
= fltn+ 5, Sn+ 2 I+ 25, R+ —27)
kST i Kl
K = filt +;S + =5+ 2 R+ =)
KT, KT Kl
kR = frlte + = 2T 2l
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ki = fo(ty +7,Sn + k57, I, + ki1, R, + k&)
ki = fr(ta + 7,80 + k57, I, + k7, Ry + ki'r)
ki = fr(ta + 7, S, + k37, I, + ki, R, + kfiT)

Mivel a modelliink valojaban egy normalizalt valtozat, ez azt jelenti, hogy az N = 1,
azaz S(t) + I(t) + R(t) = 1 minden t-re, igy "valos” adatok helyett a populaci6 eredeti
méretével leosztott Sy, Iy és Ry-t adjuk meg. A rendszer nem lineéris, ezért az egyensulyi
helyzetek vizsgalata soran a linearizacié miatt csak lokalisan tudunk valamit modani. Az
egyszeriiség miatt a tovibbiakban a kezdeti értékek 1j valtozata fog szerepelni, emelett
az abrazolas sordn nem csak kész gorbék, hanem az RK4 soran kiszamolt pontok is jelen
lesznek. A stabilitas vizsgalat soran, ha a harmadik sajatérték A3 > 0, akkor biztosra
allithatom, hogy a rendszer instabil, igy azzal kiilon nem foglalkozok, csak az altalanos

esetnél.

Altalanos eset:

SIR model SIR model
0.9 T : T T 0.9 : : : T
Sit) ¥ S(t)
0.8 —*—t) | § 0.8 f —*— 1t} |
—*—Ri(l) —*—R(t)

0.7 1 0.7 q
5 5
= 06 = 06
g 5
aos aos
o o
a a
‘S 04 ‘G 04
0 7
7] 7]
® 0.3 ©
£ £

0.2

0.1

0 . \ | | .
0 5 0 16 20 25 30 3 40 45 50 0 5 0 16 20 25 30 3 40 45 50
tlime tlime
a=0.55=025 a=0.25 8=0.5

3.b. abra. SIR: ¢ € [0,50], y(to) = (0.823,0.177,0), 7 = 1

A 3.b abrakon a modell egy altalanos viselkedése figyelheté meg, annak fliggvényében,
hogy a p = % reprodukcios rata egynél kisebb vagy nagyobb-e. Tovabba, ha egyensulyi
helyzetek tekintetében nézem, akkor az elsg eset egy instabil helyzetre példa, ekkor (3.5) A
matrix harmadik sajatértéke A3 = a.S*— 3 > 0, ez az abran latszik is, hogy lokalisan eltart
a kiindulési pontbol, még a mésodiknal azt figyelhetjiik meg, hogy viszonylag hamar az
indulastol valami (S*,0, N — S*) egyenstlyi helyzet behtizza a rendszert, ekkor A3 < 0, de
a 2.1.12 tétel és megjegyzése miatt nem mondhatjuk, hogy ez stabil lenne. Ez egy durvabb
perturbalasnak is tekinthetd, mert (1,0,0) pontbol inditva a rendszert kiilonbozs «a,  és

e € Ry mellett az (1 —€,¢,0) viselkedése szemlélhets a két abran.
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A Re(A3) <0 eset:

Tekintsitk most a (0,0, N) egyensulyi helyzetet. Ha ezt a (3.4) Jacobi-méatrixba be-
helyettesitjiik, akkor a (3.5) A matrix sajatértékei ez esetben Ay = Ao = 0 és \3 = —f.
A stabilitasi tétel és megjegyzése miatt nem tudjuk megallapitani a rendszer stabilitasat,
de valahol érezziik, hogy ennek stabilnak kellene lennie a feladat szempontjabol, ugyanis
ilyenkor mindenki rezisztens, tehat nincs kit fert6zni. Azért, hogy valami képet mégis kap-
juk errdl a helyzetrdl ezt a pontot kicsit perturbaljuk. A 3.c abra y(ty) = (0,¢,1—¢) esete
szemlélteti ezt a folyamatot kiillonbozd kicsi e-ok mellett, ahol minden esetben a rendszer
a (0,0,1) ponthoz tart lokalisan.

SIR model SIR model

E
E
E
E
E
E
E
o
@

S(t) s |
0.9 —— () | —x—(t)
—¥*—R(t) —*—R(@)|

o
5,1

N

o
>
3
3
E
!
Wk

e o
o

IS

mass of population
&

mass of population
o o
N w

e o
w

o
¥
o

e

» — =S == = == = =T ST

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

o

o 4
o

t1ime tlime

y(to) = (0,e,1 —¢) y(to) = (0.6 — €,£,0.4)

3.c. abra. SIR: t € [0,4], « = 0.2, 5 = 0.4, 7 = 0.25, ¢ € {0,0.005,0.015,0.025}

Kicsit altalanosabban is vizsgalva a (S*, 0, N —S*) helyezetet S* # 0 esetén ugy, hogy a
A3 = aS* — [ < 0 teljesiiljon tovabbra is, a perturbaci6é utan hasonl6 eredményhez jutunk,
mint az el6z6 esetben. A 3.c jobb abrajan lathatoak az eredmények. Az (S*—e,e, N —S*)
sordn az ¢ folyamatos novelésével, a kisérlet alapjan allithatom, hogy a rendszer itt is
valami kozeli ponthoz fog tartani lokalisan, a A3 < 0 feltételhez valé ragaszkodas miatt, de
tovabbra se mondhatjuk, hogy a rendszer stabil lenne, mert As-on kiviil a tobbi sajatérték

tovabbra is nulla.

A Re(A3) =0 eset:

Legyen az 1j egyenstlyi helyzet amit vizsgalunk a (é, 0, N — é) pont. A (3.4) Jacobi-
a «
maétrixba beirva, (3.5) A sajatértékei ebben az esetben a A\ = Ay =0és A\3 = a—— = 0.
«
A 2.1.12 megjegyzése alapjan tudjuk, hogy errdl se mondhatunk tébbet, ami miatt mégis
érdekes az a — és p viszonya, mert ha p < 1 abbdl kovetkezik, hogy é > 1 és ha tartjuk
a «

B B

magunkat az N = 1-hez, akkor N — — =1 — — < 0 lesz, aminek a feladat szempontjabol
e Q@
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nincs értelme. Vizsgaljuk a <§ —eg,6,1— g) kiilénboz6 € € R>o mellett. A 3.d négy
abraja a rendszer viselkedését mutatja, a kezdeti € = 0 esetben ahonnan indult oda tart,
de amint ezt egy kicsit is noveljiik, ezzel a rendszert kibillentve, a két S(t) és R(t) gorbe
egyre jobban tavolodik a kezdeti értéktsl, mig az I(t) tart nullahoz, azaz az egész rendszer

szintén valami (S*,0, N — S*) helyzetbe tart.

SIR model
0.6 T T
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3.d. abra. SIR: ¢ € [0,100],y(to) = (0.578 — ,e,1 — 0.578), a = 0.5, 8 = 0.289, 7 = 2

3.2. Az anyai eredetd immunitas

A kovetkezSkben az el6z6 alfejezetben taglalt SIR modell egy olyan moédositasat fo-
gom ismertetni, melynek {6 Gjitdsa az anyai eredet immunitas, masszoval a velesziiletett
immunitas behozasa a képbe.

Itt arrél van sz6, hogy a gyakorlatban bizonyos betegségek esetén az jsziiléttek nem
egybdl fertézhetSként sziiletnek, hanem kezdetben egy atmeneti védettséggel rendelkez-
nek, amit az anyatol kapnak, ezutan &k is veszélyeztetté valnak. Ezért a modelliink ki fog

egésziilni a Maternally-derived immunity, azaz az anyai eredetd immunitassal rendelkezé
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egyedek osztéalyaval, az 6sszes tobbi osztaly valtozaltan, tovabba a fiiggetlen véltozonk az
id6 marad, de emellé a korabbi két mértékhez, fertézés és gydgyulés, csatlakozik a passziv
immunitast elvesztésének a mértékét leird konstans.

Most is célszeri a klasszisokat gy kezelni, hogy a populacioé nagysiga helyett a tomeg

valtozasat fogjak kozolni, tehat
e M (t) - passziv immunitassal rendelkezs egyedek tomege a t. idépillanatban,
e S(t) - fertézhetk tomege a t. idépillanatban,
o [(t) - fertézottek tomege a t. idépillanatban,
e R(t) - gyogyultak tomege a t. idépillanatban,

tovabba « a fertézés, 5 a gyogyulads és v az anyai immunités elvesztésének a mértéke.

3.2.1. Modell felépitése

A modellt a 3.e abra szemlélteti, az észrevételek és feltételek nem sokban térnek el

egy 1j pontot leszamitva:

(i) Az M osztalybol yM ujszilott 1ép ki idGegységenkeént.

(ii) Mindenki egyenld modon interaktél a masikkal és egységnyi id6 alatt a populacio

egy fert6zott tagja alN masik taggal érintkezik.
(iii) Az I osztalyt idSegységként 51 egyed hagyja el.

(iv) Nem vesziink figyelembe sziiletést és természetes halalozast.

B
(o s

3.e. abra. MSIR model folyamébréja

Felhasznalva (i)-t és az SIR modellt (3.1), az alabbi modositott differencidlegyenlet

rendszert kapjuk, amire innentél kezdve csak MSIR modellként fogok hivatkozni:
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ahol t, pillanatban (Mo, So, Iy, Ro) € RY kezdeti értékek adottak, tovabba a, §, v € Rxg.
Ahogy az SIR modellnél, igy az MSIR esetében is My + Sy + Ip + Ry = N, de itt is

megmutathatd, hogy ez idében allandé marad, mert

amibdl azt kapjuk, hogy
M(t)+ S(t) + I(t) + R(t) = konstans = N, (3.7)

minden ¢ > t, pillanatban.

3.2.2. Egyensilyi helyezetek és ezek stabilitasai

M(t)
S(t)
Legyen most ¢(t) = t)) = .
gy y(t) = f(y(t)) i)
R(t)
y* = (M*,S* I*, R*) € R* az egyensilyi helyzet.

,ahol f:R* = R* y: R — R* ezek mellett

Nézziik g(t) = 0-t:

M(t) —yM(t)
_ S0 | _ | —asurm +ar) |
00 =100 = | = g o | =°
R(t) pI(t)
ez alapjan az alabbi egyenletrendszert kapjuk
' —M(t) =0
—aS(t)I(t)+~yM(t) =0 (3.8)

aS(t)I(t)—pI(t) =0

\ pIt) =0

melybe behelyettesitve az y* egyensilyi helyzetet kijon, hogy M* és I* nem lehet mas
mint nulla, emiatt S*, R* > 0 tetsz6legesek, de (3.7) miatt S*+ R* = N = R* = N — S*,
igy y* = (0,5*%,0, N — S*) alaku.
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Stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel a Jacobi-matrixot (2.1.11)

—y 0 0
v —ad(t) —aS(t)

o O O O

(M(2), S(), I(t), R(t)) = 3.9
forw, s 1. = | o0 T (39)
0 0 B
és nézzik meg az y* egyensilyi pontban

-y 0 0 0

. 0 —aS* 0
£0,80,N -8 = | ' “ —. B, (3.10)

0 aS*—p3 0

0 Ié] 0

majd B karakterisztikus polinomjaval a sajatértékeket megkeressiik (2.2.5, 2.2.6)

Y= 0 0 0
A —aS* 0
det(B—\)=| « _
0 0 aS*—B—\ 0
0 0 3 ~A
—A —aS” 0
—(—7=N]0 aS*—B-X 0=
0 3 —A

= (=7 = NN (aS" = 5= )\) =0,

ebbdl kapjuk, hogy A\ = —v, Aa = A3 = 0 és \y = aS* — (. Tehat y* stabilitasa csak
Re(\y)-t6l fiigg, ha ez pozitiv akkor biztosan instabil, de minden mas esetben a 2.1.12

tétel és megjegyzése alapjan nem tudjuk eldonteni a helyzet stabilitasat.

3.2.3. Numerikus megoldas

Ebben a részben is a negyedrendii Runge-Kutta-modszert fogom hasznélni egzaktséga
miatt. Nagyjabol minden ugyan tgy fog zajlani, mint SIR esetében, csak kiegésziilve az
M osztéllyal, igy a koztes pontokbol is tobbet fogunk szamolni. Ekkor a (3.6)-os rendszer
(2.3) alapjan felirt numerikus alakja egy tetsz6leges y(to) = (Mo, So, Iy, Ro) € R, kezdeti
értékkel:
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Mn+1 Mn k’{w k,é\d k,‘é\/[ ki\/l

S, S, kS kS A
= += w2 22| ]

Lnir Lo| 6] |# kL k] K

Ryt R, kR kR KR [KR

ahol kM k5 kL kE (5 =1,2,3,4) az aldbbiak:

J 02900

EM = far(tn, My, Sp, Iy, Ry) = —y M,

kS = fs(tn, My, Sy, I, Ry) = —aS, I, + v M,
k' = fi(tn, My, Sy, I, R,) = aS,1,, — BI,
k= fr(te, M, Sp, I, R,) = B1,

kM kS kL kR
B = fuultn + 5, My + =55, S+ =5 L+ S5 Ry 4+ =50
kMr kST kit kBT
kf—fs(t+;M+ = Su L L+ L R+ )
T /{:M kST kl kBT
M, -~ 1_[n mT . M
fl(t—|—2 +28+2,+2,R+2)
T k;M kST kit kRr
kR = frltn+ = My + 22— S, + 2~ I, + 2— R, + =)
2’ 2 2 2 2
T kM kST klr kRr
= fyl(t M, +2" g 220 po el po T
fM(+2 +2 +2,+2,+2)
kS = fsl(t N VAL S+k2STI+kZTR+@)
2’ 2 't g 2
kMr kST kf kBT
fz(t—i—;M—l— Syt 25 I+ 5 R+ )
kMr kS kf kRr
= frltn+ 5. My + =57, S0+ 25 Ly =2 Ry =57)

kM = far(tn + 7, My, + K37, S, + ks, I + Kir, Ry, + kitT)
kY = fs(ty +7, My + kX7, S, + k57, I, + ki1, R, + kF7)

kD = fr(tn +1, M, +kEY7,S, + k}?T, I, + kit R, + klir)

kR = fr(t, +7, M, + k:éVIT, S, + k:g?T, I, + k’?I)T, R, + k1)

Az MSIR modell ezen véltozata is normalt, azaz M(t) + S(t) + I(t) + R(t) = N =1
minden t-re, igy valos adatok helyett a populéacio eredeti méretével leosztott kezdGértéke-
ket fogunk megadni. Hasonldéan a rendszer nem linearitasa miatt az egyensilyi helyzetek
vizsgalata lokalisan fog zajlani. A kezdeti értékek ujvéltozata fog szerepelni az abraknal,
illetve az RK4 kiszamolt pontjai is vizualizalva lesznek. A stabilitést tekintve a Re(A\y) > 0

esetet biztosan mondhatom instabilnak, igy kiilon nem foglalkozok vele.
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Altalanos eset:

MSIR model

MSIR model
P TRy PP ETET g, -

o
©
©

o
@
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o
~

sor S

S =

5} 5]

S 06 S 06
Q Q
8os 8os
ko] ko]

0 04 @ 04
@ 8
£03 £ 0.34

Hed
)
oS ¢
N}

e
o

o
=

t1ime tlime

a=03,8=02 a=02 8=03

3.f. abra. MSIR: ¢ € [0,100], y(to) = (0.289,0.7,0.01,0.001), v = 0.15, 7 = 2

Nézziik a 3.f két abrajat. A p = ¢ reprodukcios rata ennél a modellnél is szerepet
kap, ennek fiiggvényében valtozik a A\, = «aS* — [ sajatérték elGjele is, igy hatarozva
meg, hogy instabil esetet kapunk, ez a baloldali abra, vagy valami stabilnak latszo, de
val6jaban nem megmondhato dolgot (2.1.12 tétel és hozza tartozé megjegyzés). Mind a
két esetben latszodik, amit kordbban ki is szdmoltunk, hogy a rendszer mindig valami
(0,5%,0, N — S*) ponthoz tart, ami jobban belegondolva érthets, mert az M osztaly, ha
nincs bent a sziiletés mint tényezd, a kiiirtilésre van itélve, igy az [ is, mert egy id6é utéan

elfogynak a fert6zhets egyedek.
A Re(\g) <0 eset:

MSIR model

—*— M(t)
—%—S(t)
08 — () ||
—*—R()

o
w
ook
i"
k
3
*
*
*

mass of population

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t1imt—>
3.g. abra. MSIR: t € [0, 3], y(to) = (0,0.7,£,0.3 —¢), « = 0.3, 5 = 0.54,
1
7=0.01, 7 = 2, & € {0,0.005,0.015,0.025}
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Vegyiink olyan a-t és f-t, hogy Ay = aS* — f < 0 mindig teljesiiljon. Ekkor a két
Ay = A3 = 0 sajatérték mellett lesz két negativ is, ugyanis \; = —y < 0 tetsz6leges
v € Ry mellett mindig igaz. Ez a rendszer szintén rendelkezik ilyenkor egy specialisabb
egyenstlyi helyzettel (0,0, 0, N), azaz amikor mindenki rezisztens és nincs kit fert6zni, ami
esetében nem kell megkovetelni, hogy Ay < 0 legyen, mert S* = 0 miatt \y, = =35 < 0
mindig fennall. Ennél az altalanosabb (0, S*, 0, N — S*)-ot nézziik, ahol feltevésiink megint
az, hogy valami stabilnak vehet§ dolgot kapunk, mert a fert6zottek osztalya nulla, igy
nincs ki fert6zzon, tehat nincs mozgés a klasszisok kozt, de a két nulla sajatérték miatt ez
nem megallapithato (2.1.12 és megjegyzése), ezért perturbalunk egy pontot és az alapjan
fogunk kovetkeztetni, ez lathato a 3.g abran. Azt tapasztaljuk a linearizécio és a kisérletek
soran, hogy kimozditva a rendszert egy kicsi e-nal a gorbék egy kozeli ponthoz fognak

tartani lokalisan, azaz stabilnak latszanak.

A Re(M\y) =0 eset:

MSIR model MSIR model
0.7 : . 0.7 T T T
—*— M(t) —*¥—M()
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ —%—S(t) —*—S(t)
0.6 ——|(t) 0.6 M—u— I(t)
—*—R(t) —¥*—R(t) -
c o L
§os §os
= =
° ®© .
3 3 l
D04 [ oot s kSRR SR A g 04 M
I i i o 1
a a
503 S oaf
2] 0\
2] (%2}
© @
€02 £02
0.1 0.1
O AAAHAHK A AN AR A AN FARAR AN K AR AR H HAH AR A IR 0 FHRRRERRIRRRRHRRIISRHHIBIRHHRI O
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t, t,
time time
e=0 e =0.005
MSIR model MSIR model
0.7 : . 0.6 T T T
—*— M(t) —*—M()
* RS e S(t) ¥
06T | 0.5F el VRE
R ||| e e R RO L
c 051 * * S
S S 04 ]
K KR
3 3
g g
[N S 03
G 03 G
] &
© @ 0.2
€02 £
o1l 0.1
O R R TR R I IO Y tdoitcg s R A PNPRRRPPARRRRRAA |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
ttime ttime
e =0.015 e =0.025

3.h. abra. MSIR: ¢ € 0,100}, y(to) = (0,0.625 — ¢,,1 — 0.625), o = 0.4, 8 = 0.25, 7 = 2
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Tekintsiik az alabbi egyenstlyi helyzetet <O, é, 0, N — é) Ekkor a (3.10) matrixba
o

Q@
beirva kapjuk a Ay = —7v, Ay = A3 = 0 sajatértékek mellé a \y = Oéé — [ = 0-t. Ezen
helyzet stabilitdsa tovabbra sem mondhaté meg (2.1.12 és megjegyzége), igy egy tetszo-
leges (0, g —e,e,N — g) pontbdl inditott rendszer viselkedését kell megint nézni kicsi
g-okra. A 3.h abrain lathato az eredmény. Ahogy SIR esetében, igy itt is azt tapasztaljuk,
hogy a linearizacio soran az altalunk végzett kisérletben az ¢ folyamatos finom névelésé-
vel a rendszer két gorbéje, S(t) és R(t) eltart a kiindulési ponttol, mig az I(t) ismét tart

nulldhoz.

3.3. Immunitas hiadnya

Végezetiil, a modell egy olyan egyszertibb variansat szeretném ismertetni, ami azon
esetekben fog hasznossa valni, ahol a kor lefolyasa utan, gondolhatunk itt egy egyszert
megfazasra, nem alakul ki tartés immunitéas.

Az alapja az egésznek, hogy az SIR recovered osztalyat kivessziik a képbdl, és azon
egyedek, akik atestek a fertézésen visszakeriilnek a fert6zheték kozé. Tehat marad a sus-
ceptible és az infected csoport, illetve a két mérték, a gyodgyulas és fertézés mértéke,
mindezek mellett tovabbra is az id6 marad a fliggetlen valtozonk.

A Kklasszisokat szintén ugy fogjuk kezelni, hogy a populacié témegét fogjak kozolni,

azaz
o S(t) fertézhetdk tomege a t. idépillanatban,
o [(t) fert6zéttek tomege a t. id6pillanatban,

és jelolje ismét « a fertézés, § a gyogyulas mértékét.

3.3.1. Modell felépitése

A modellt a 3.1 abra szemlélteti. Az észrevételek és feltételek ugyan azok, mint SIR

esetében:
(i) Mindenki egyenl modon interaktal a masikkal és egységnyi id6 alatt a populécio
egy fert6zott tagja a/N masik taggal érintkezik.
(ii) Az I osztalyt idGegységként S egyed hagyja el.
(iii) Nem vesziink figyelembe sziiletést és természetes halalozést.
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3.i. abra. SIS model folyamabraja

Az SIR modellnél (3.1) elmondottak alapjan épitjiik fel a differencialegyenlet rendszert,
azzal a modositassal, hogy az R osztaly hidnydban azon I egyedek, akik eddig R-be
mentek, most visszakeriilnek S-be, innen jon az SIS elnevezés is, melyet a késébbiekben
is hasznalni fogok:

S(t) = —aSt)I(t) + BI(t)
_ Vi >t (3.11)
I(t) = aS(t)I(t) — BI(t)

ahol ¢y pillanatban (S, ly) € ]RZZO kezdeti értékek adottak, tovabba «, § € Ryy. Ahogy
a korabbiakban, igy itt is So + Iy = N, de szintén megmutathato, hogy idében allando

marad a populacié mérete, mert
S(t)+1(t) = —aSH)I(t) + BI(t) + aSt)I(t) — BI(t) =0
amibdl kapjuk, hogy
S(t) + I(t) = konstans = N, (3.12)

minden t > t; idépillanatban.

3.3.2. Egyensilyi helyzetek és ezek stabilitasai

Legyen y(t) = f(y(t)) = [ ], ahol f : R? — R? y : R — R2 mindemelett

1(t)

y* = (5%, I*) € R? az egyensilyi helyzet.
Nézziik g(t) = 0-t:

[5@] ) [—aS(t)I(t) + 81 (t)] o
im] | aswiw-pIe) |

ami alapjan az alabbi egyenletrendszert kapjuk

(3.13)



melybe behelyettesitve az y* egyensulyi helyzetet

—aS T+ BIF =0
aS*T* — BI* = 0 = I*(aS* — B) =0

amibdl jon, hogy I* = 0 vagy S* = é, amik kielégitik a (3.13)-as egyenletrendszert. Az
o

egyenstlyi pontok tehét ezen rendszer megoldésai y; = (S*,0) és ys = <§, N — g)
A helyzetek stabilitasédhoz irjuk fel (3.1) Jacobi-matrixat (2.1.11)
: —al(t) —aS(t)+p
f(S(@),1(t) = (3.14)
al(t) aS(t)—p
Y] eset:
. 0 —aS*
£(5%,0) = oSO (3.15)
0 aS*—p

ennek sajatértékei a karakterisztikus polinomjaval (2.2.5, 2.2.6)

-\ —aS*+p

det(C’1 —)\[) =
0 aS*"—p—A

— @S —B—A) =0

melybd] kapjuk, hogy A" = 0 és AS* = aS* — 3.

Y, eset:

f‘(ﬁ,N— ) = “ =: Cy (3.16)
o a (N— g) aé 5

ennek sajatértékei a karakterisztikus polinomjaval (2.2.5, 2.2.6)

—aN+p—-X 0

det(Cy — NI) =
(C2=AD) aN—§3 =\

— (—aN +B8—=A)(=\) =0

melyb6l kapjuk, hogy A2 =0 és AS? = —aN + 3.
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Mindkét egyensilyi helyzet esetében, ha a paramétereket gy adom meg, akkor elér-
hetd, hogy instabil helyezetet kapjak, azaz Re(A\S*) > 0 legyen (i = 1,2). Minden mas

esetben a 2.1.12 tétel és megjegyzése értelmében nem megéllapithato.

3.3.3. Numerikus megoldas

Utoljara ezen differencialegyenlet rendszeriinket is megnézziik a negyedrendd Runge—
Kutta-modszer segitségével. Szinte teljesen ugyan az lesz a menet, mint a korabbiakban,
azaz (3.11)-es rendszer alapjan felirjuk a numerikus alakot (2.3), ahol y(ty) = (S0, lo) €
R2, kezdeti érték adott:

Sh, Sy, kY S kS kS
In+1 In 6 kl kg k'3 ]{Z4
ahol kS, k! (j = 1,2) az alabbiak:
kf = fS(tm Sm In) = —aSyl, + ﬁln
kL = fi(tn, Sn, 1) = @S, 1, — BI,
kST kLt
> = fs(tn + 5 5 ,Sp + —— 5 n+ 9 )
I T kS kI
N ] L
ky = fi(t, + = 5’ , S+ — 5 + 5 )
S T kS k]
— I, + 2~
ky = fs(t+28+2 +2)
k:S k:I
KL= f,(t, + =, 8, I,
3 fl( + 2 + 2 Y + 2 )
kS = fs(tn+ 7,80 + k57, I + ki7)
ki = fr(t,+ 7,8, + k57, L, + Ki7)

A SIS modelliink valojaban egy normalizalt valtozat, mint ahogy a tébbi modelliink

is az volt, azaz S(t) + I(t) = N = 1 minden t-re,

eredeti méretével leosztott kezdd értékeket fogunk

igy valos adatok helyett a populacio

megadni. Ez a rendszer sem linearis,

igy itt is csak lokalisan beszélhetiink az egyensilyi helyzetekrsl. A két egyensiilyi helyzet

miatt, a korabbiakhoz eltérGen ezeket kiilon-kiilon nézem a A\S* varidnsaira.
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y; = (5*,0) esete:
A korabban megjegyzett S(t) + I(t) = 1 miatt, csak S* = 1 lehet, tehat (3.15) C}
méatrix masodik sajatértéke )\201 = a — (3 lesz. ElGjele a mar tobbszor is taglalt p = %

reprodukeios ratatol fog fiiggeni, ugyanis, ha A\S* > 0, akkor a > f, de p > 1-bdl is
kovetkezik, hogy o > [, ez esetben instabil helyzetrél van szd, hiaba I* = 0, kis e

valasztéassal az (1 — e,¢) méar eltart a kiindulasi ponttol (3.j abra).

SIS model
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——1(t) |

e
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e
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T T

mass of population
o o
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e
N}
T

01

t1imt—>

3.j. abra. SIS: ¢t € [0,50], y(to) = (1 —¢,¢), « =0.32, 3 =0.18, 7 =1,
e € {0,0.005}

Ellenkez6 esetben, ha p < 1, akkor a@ < 3, amibdl jon, hogy )\201 < 0, amir6l nem
tudunk semmit (2.1.12 tétel és megjegyzése). Az y; pont perturbalasaval képet kapunk
a helyzet viselkedésrdl, ahol minden esetben az S(t) és I(t) gorbe az (1,0) ponthoz fog
tartani (3.k abra).

SIS model

—*—5(1)
——1p) | |

mass of population
© © o o o o o ©
N w £ o o ~ co ©o

o

o
N
IS
e}
©
S

t1ime

3.k. abra. SIS: t € [0,10], y(tg) = (1 —£,¢), «a = 0.3, 3 = 0.5, 7 = 0.5,
e € {0,0.005,0.015, 0.025}

Ha pedig p = 1, akkor a = 3, igy ,\§1 = 0, errél megint nem tudunk mit megéallapitani

(2.1.12 tétel és megjegyzése). Meggondolhato, hogy ha o = (3, akkor mindegy honnan
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inditom a rendszert, amennyi keriil az I osztalyba, annyi keriil S-be is, igy olyan allando
gorbéket kapva, melyek minden idépillanatban ugyan azt az értéket adjak vissza, ez a

kisérlet soran is latszodott (3.1 abra).

SIS model

e
©

s
—*—I(t) | ]

mass of population
o © o e o o o
N w -~ [$,] (=2} ~ [s2]

e

—————————3

0.5 1 1.5 2

o
o

time

3.1. abra. SIS: t € [0,2], y(to) = (1 —e,¢), « = 0.5, § = 0.5, 7 = 0.25,
& € {0,0.005,0.015,0.025}

Yy = (Q,N — é) esete:

(0% (0%

Ennél az esetnél is valojaban y5 = <é, 1- é), az S(t) + I(t) = 1 miatt, emellett
a a

a (3.16) C, matrix masodik sajatértéke \S? = —a 4  lesz. El6jele ennek is a p-tol fog
fiiggeni, ugyanis, ha )\202 > 0, akkor 8 > « lesz, ami p < 1-bdl is kovetkezik, de ekkor

1 — — < 0 lesz, aminek a feladat szempontjabol nincs értelme.
@

A p > 1 esetnél viszont 8 < a, tehat )\202 < 0, amely esetben a stabilitds nem ismert
(2.1.12 tétel és megjegyzése). A y; pont perturbalasaval azt figyelhetjiikk meg, hogy a

kisérlet soran S(t) és I(t) gorbe is kozel marad a kiindulési ponthoz, azaz stabilnak latszik.

SIS model
0.75 T T
M " " & & " " " ()
0.7 : ¥ ——F ¥ : ——It) [
0.65 1
S osr
S
@
S 055
g
a 05
G
o 0451
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£ o04f
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03 :ﬁ:«—!ﬁi ¥
0.25 - - -
0 2 4 6 8 10

time

3.m. abra. SIS: t € 0, 10], y(ty) = (0.7021 —e,1 — 0.7021 +¢), a = 0.47, = 0.33, 7 = 1
e € {0,0.005,0.015,0.025}
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Ha pedig p = 1, akkor a = 3, de ezesetben s =1, azaz y3 = (1,1 —1) = (1,0)

o
lesz, ami ugyan az, mint yj egyensulyi helyzet )\201 = 0 esete, ahol a kisérlet sordn azt
tapasztalhattuk, hogy a goérbék semmilyen médon nem tartanak el a kiindulési ponttol,

mindegy milyen e-nal billentem ki az (1,0) pontot.
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4. fejezet

7.arszo

A szakdolgozatom megirasa kézben a modellezés és modellek egy olyan vilagiaba tud-
tam elmélyedni, amely mindig képes megijulni, ezek mellett aktualitasa sosem vész el.

Az alap SIR modell mellet tovabbi ketts varidnsat, MSIR és SIS, mutattam be, de
ezeknél sokkal bonyolultabb is lehet a helyzet. Minden modell b&vithets és alakithato egy
tetszGleges szituacio lekovetésére. Az altalam bemutattottak a legalapabbak voltak, tehat
az id6 milasaval nem keriiltek be vagy ki természetes sziiletés vagy halalozés altal az
egyedek, illetve a kiilonbozé mértékek is dllandodak voltak, nem pedig idében valtozoak.

Bévithetdségét tekintve hozzaadhatunk az eddigiekhez a mar taglalt sziiletés-halélozési
tényezén kivil, 1uj klasszisokat, mint példaul SEIR esetében, ahol az E azon egyedek
osztalya lesz, akikben még lappang a kor, vagy az SIRV és SIRD, ahol a SIRV esetében
az S osztalybol nem csak a fertézottek I osztalyaba keriilhet az egyed, hanem az oltottak
V osztalyaba, még az SIRD esetében az I-bél nem csak R-be de a halottak D osztalyaba
is van mozgés. Ezeken kivil minden kombinalhaté mindennel, azaz az MSIR és SEIR
modellbdl megalkothatjuk az MSEIR modellt, vagy az immunitéast elhagyva, illetve azt
feltételezve, hogy nem allando, az eddigiekbdl 4j valtozat alkothaté, ilyen példéul SEIS
vagy MSEIRS, ahol utobbi esetben a rezisztencia nem végleges.

Atalakitast nézve, az eddigiek mind azt feltételezték, hogy mindenki mindenkivel
ugyan ugy interaktal illetve, hogy a mértékek mind allanddak, de moédosithatod a dolog
aképpen, ha az egyedek ismeretségi grafjara eresztem ra a modellt, ahol nem mindenki
interaktal a masikkal egyformén. El6fordulhat olyan helyzet is, ahol a kor soran kiilon-
b6z6 karanténokat alkodhatunk, melyen megint méasként hatnanak az eddigiek, példaul
karantén ovezeten beliil terjedhet méasképp a fertézés vagy forditva.

Osszegezve tehat az eddigieket, az alap modell és két variansan kiviil messzemendleg
nem sikeriilt eleget bemutatnom ebbdl a témakoérbdl, mert a mindennapok valtozo vilaga

mindig méas és mas helyzetbe hozhatja tarsadalmunk ismert jarvanyainak tutjat.
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Matlab koédok

A kovetkezdkben az altalam irt MATLAB kodok szerepelnek, melyek a gorbék vizu-

alizaciojat segitették els.

sir rk4.m

function [Y] = sir_rk4(s0, i0, r0, alpha, beta, a, b, M)

h = (b—a) /M;
T = a:h:b;

dS =Q(t,s,i,r) —alphaxsxi;
dl =Q(t,s,i,r) alphaxsxi — betaxi;
dR =Q(t,s,i,r) betaxi;

SIR = zeros (3, Mt1);
SIR(1,1) = s0;
SIR(2,1) = i0;
SIR(3,1) = r0;

for j = 1:M
kS1 = dS(T(j), SIR(1,j), SIR(2,j), SIR(3,j));
kIl = dI(T(j), SIR(1,j), SIR(2,j), SIR(3,j));
kR1 = dR(T(j), SIR(1,j), SIR(2,j), SIR(3,j));

kS2 = dS(T(j)+0.5%h, SIR(1,j)+kS1x0.5xh, SIR(2,j)+kI1x0.5xh, SIR(3,
j)+kR1%0.5%h);

k12 = dI(T(j)+0.5%h, SIR(1,j)+kS1%0.5xh, SIR(2,j)+kI1*0.5%xh, SIR(3,
j)+kR1x0.5%h);

kR2 = dR(T(j)+0.5«h, SIR(1,j)+kS1%0.5xh, SIR(2,j)+kI1*0.5xh, SIR(3,
j)+kR1%0.5%h);

kS3 — dS(T(j) +0.5%h, SIR(1,j)1kS2%0.5%h, SIR(2,j) kI2%0.5%h, SIR(3,
j)+kR2%0.5%h) ;

KI3 — dI(T(j)+0.5%h, SIR(1,])kS2%0.5%h, SIR(2,j)+kI2%0.5%h, SIR(3,
j)+kR2x0.5%h) ;
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kR3 = dR(T(j)+0.5«h, SIR(1,j)+kS2%0.5xh, SIR(2,j)+kI2%0.5%h, SIR(3,
j)+kR2%0.5%h) ;

kS4 — dS(T(j)+h, SIR(1,j)+kS3xh, SIR(2,j)+kI3*h, SIR(3,j)+kR3*h);
kI4 — dI(T(j)+h, SIR(1,j)+kS3«h, SIR(2,j)+kI3«h, SIR(3,j)+kR3xh);
kR4 — dR(T(j)+h, SIR(1,j)+kS3xh, SIR(2,j)+kI3*h, SIR(3,j)+kR3xh);

SIR(1,j+1) = SIR(1,j) + (1/6)%(kS1+2xkS2+2xkS3+kS4)xh;
STR(2,j+1) = SIR(2,j) + (1/6)*(kI1+2xkI2+2xkI3+kI4)xh;
SIR(3,j+1) = SIR(3,j) + (1/6)(kR1+2+kR2+2+kR3+kR4)+h;

end

plot (T,SIR(1,:),"'g—*", 'LineWidth', 1)
hold on

plot (T,SIR(2,:), 'r—«', 'LineWidth', 1)
hold on

plot (T,SIR(3,:), 'b—x', 'LineWidth', 1)

legend ('S(t) "', '"I(t)', "R(t)")

title ('SIR model")

xlabel ('t {time}', 'FontSize', 14)

ylabel ( 'mass of population', 'FontSize' 14)

end
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msir rk4.m

MSIR

MSIR

MSIR

MSIR

MSIR

MSIR

MSIR

MSIR

function [Y] = msir rk4(m0, sO, i0, r0, alpha, beta, gamma, a, b, M)
h = (b-a)/M;
T = a:h:b;
dM =Q(t ,m,s,i,r) —gammasm;
dS =Q(t ,m,s,i,r) —alphaxsxi 4+ gammasm;
dIl =Q(t ,m,s,i,r) alphaxsxi — betaxi;
dR =@(t ,m,s,i,r) betaxi;
MSIR = zeros (4, M+1);
MSIR (1,1) m0;
MSIR(2,1) = s0;
MSIR(3,1) = i0;
MSIR (4,1) = 10;
for j = 1:M
kM1 = dM(T(j), MSIR(1,j), MSIR(2,j), MSIR(3,j), MSIR(4,j)):
kS1 — dS(T(j), MSIR(1,j), MSIR(2,j), MSIR(3,j), MSIR(4,j));
kI1 = dI(T(j), MSIR(1,j), MSIR(2,j), MSIR(3,j), MSIR(4,j));
kR1 = dR(T(j), MSIR(1,j), MSIR(2,j), MSIR(3,j), MSIR(4,j));
kM2 = dM(T(j) +0.5%h, MSIR(1,j) kM10.5%h, MSIR(2,j)+kS1%0.5%h,
(3,j)+kI1«0.5%h, MSIR(4,j)+kR1%0.5x%h);
kS2 = dS(T(j)+0.5%h, MSIR(1,j)+kM10.5%h, MSIR(2,j)+kS1#0.5xh,
(3,j)+kI1%0.5%h, MSIR(4,j) kR1%0.5%h);
kI2 — dI(T(j)+0.5%h, MSIR(1,j)+kM1%0.5%h, MSIR(2,j)+kS1%0.5%h,
(3,j)+kI1%0.5%h, MSIR(4,j) kR1%0.5%h);
KR2 — dR(T(j) +0.5%h, MSIR(1,j) kM1%0.5%h, MSIR(2,j)+kS1%0.5%h,
(3,j)+kI1x0.5%h, MSIR(4,j)+kR1x0.5%h);
kM3 = dM(T(j) +0.5%h, MSIR(1,;j)+kM2%0.5%h, MSIR(2,j) kS2#0.5%h,
(3,j)+kI2x0.5xh, MSIR(4,j)+kR2x0.5xh);
kS3 = dS(T(j)+0.5%h, MSIR(1,j)+kM2x0.5%h, MSIR(2,j)+kS2%0.5xh,
(3,j)+kI2%0.5%xh, MSIR(4,j)+kR2%0.5xh);
kI3 — dI(T(j)+0.5%h, MSIR(1,j)+kM2%0.5+h, MSIR(2,j) kS2#0.5%h,
(3,j)+kI2x0.5+xh, MSIR(4,j)+kR2x0.5xh);
kR3 = dR(T(j)+0.5%h, MSIR(1,j)kM2%0.5%h, MSIR(2,j)+kS2%0.5%h,
(3,j)+kI2%0.5%xh, MSIR(4,j)+kR2%0.5xh);
M4 — dM(T(j)+h, MSIR(1,j)+kM3«h, MSIR(2,j)+kS3h, MSIR(3,]j) +kI3h,

MSIR (4, j )+kR3xh) ;

kS4 = dS(T(j)+h, MSIR(1,j)+kM3«h, MSIR(2,j)+kS3xh, MSIR(3,j)+kI3xh,

MSIR (4 ,j)+kR3xh) ;
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kI4 — dI(T(j)+h, MSIR(1,j)+kM3«h, MSIR(2,j)+kS3xh, MSIR(3,j)+kI3h,
MSIR (4, j )+kR3#h) ;

kR4 = dR(T(j)+h, MSIR(1,j)+kM3xh, MSIR(2,j)+kS3xh, MSIR(3,j)+kI3xh,
MSIR (4, j ) +kR3#h) ;

MSIR(1,j+1) = MSIR(1,j) + (1/6)(kMI+2+kM2+2+kM3+kM4) *h ;
MSIR(2,j+1) = MSIR(2,j) + (1/6)(kS1+2xkS2+2xkS3+kS4)xh;
MSIR(3,j+1) = MSIR(3,j) + (1/6)(kI1+2+kI2+2xkI3+kI4)xh;
MSIR(4,j+1) = MSIR(4,j) + (1/6)(kR1+2+kR2+2+kR3+kR4)h;

end

plot (T, MSIR(1,:), 'k—x', 'LineWidth', 1)

hold on
plot (T, MSIR(2,:), 'g—x', 'LineWidth', 1)
hold on
plot (T, MSIR(3,:), 'r—«', 'LineWidth', 1)
hold on

plot (T, MSIR(4,:), 'b—x', 'LineWidth', 1)

legend ('M(t)"', 'S(t)', "I(t)", "R(t)")
title ( 'MSIR model')

xlabel ('t {time}', 'FontSize',14)

ylabel ( 'mass of population', 'FontSize' 14)

end
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sis rk4.m

function [Y] = sis_rk4(s0, i0, alpha, beta, a, b, M)

h = (b-a)/M;
T = a:h:b;

dS =Q(t,s,i) —alpha*s*xi + betaxi;
dl =Q(t,s,i) alpha*sxi — betaxi;

SIS = zeros (2, M+1);
SIS(1,1) = s0;
SIS(2,1) = i0;

for j 1:M
kST = dS(T(j), SIS(1,j), SIS(2,j));
kIT = dI(T(j), SIS(1,j), SIS(2,j));

kS2 — dS(T(j)+0.5%h, SIS(1,j)+kS1x0.5%h, SIS(2,j)+kI10.5%h);
kI2 — dI(T(j)+0.5%h, SIS(1,j)+kS1%0.5xh, SIS(2,j)+kI1%0.5%h);

kS3 = dS(T(j)+0.5%h, SIS(1,j)+kS2x0.5xh, SIS(2,j)+kI2*0.5xh);
KI3 — dI(T(j) +0.5%h, SIS(1,j) kS2x0.5%h, SIS(2,j)+kI2*0.5%h);

kS4 = dS(T(j)+h, SIS(1,j)+kS3xh, SIS(2,j)+kI3%h);
kI4 = dI(T(j)+h, SIS(1,j)+kS3xh, SIS(2,j)+kI3*h);

SIS(1,j+1) = SIS(1,j) + (1/6)(kS1+2xkS2+2+kS3+kS4)«h;
SIS(2,j+1) = SIS(2,j) + (1/6)x(kI1+2xkI2+2+kI3+kI4)xh;

end

plot (T,SIS(1,:),"'g—x', 'LineWidth', 1)
hold on
plot (T,SIS(2,:), 'r—=', 'LineWidth', 1)

legend ('S(t)', '"I(t)")

title ('SIS model")

xlabel ('t {time}', 'FontSize', 14)

ylabel ('mass of population', 'FontSize', f14)

end
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