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Bevezetés

A matematika vilaga szélesen kiterjed mas tudoményteriiletekre is. Az interdiszciplinaris tudo-
manyok még inkabb teret kaptak az utdbbi idében. A szdmitogépek elterjedésével és fejlodé-
sével matematikai modellek egyre precizebben és pontosabban tudjdk visszaadni a valdsagot.
A legtobb tudomanyteriiletben elengedhetetlen a matematikai szemlélet, ugyanis a matematikai
szdmolasokkal sokszor konnyen lehet aldtdmasztani, vagy éppen megcéfolni egy adott allitast.

Eppen ezért gondolom, hogy szakdolgozatom témdja rendkiviil érdekes és aktudlis.

Szakdolgozatom kozpontjaban az antigén-antitest reakciok dllnak, ezeken beliil a bivalensen
kotédo antitesteken van a hangstly. Bivalensen kotottnek nevezziik azokat az antitesteket, ame-

lyek egy id6ben két antigénnel is kapcsolddnak.

Szakdolgozatom els6 fejezetében ismertetem azokat a matematikai fogalmakat, amik sziiksé-
gesek a kés6bbiek megértéséhez.

A masodik fejezetben egy kis betekintést nytjtok az immunoldgidba, tobbek kozott bevezetem
az antigén és antitest fogalmat, és ismertetem az immunrendszer miikodését. Utdna altaldnosan
frok a lejtsz6do reakcikrél. Végiil sz6t ejtek az ELISA-rél, ami a szakdolgozatomban targyalt
reakciok egyike.

A harmadik fejezetben ismertetem a szakdolgozatom kdzpontjaban allo, egy antitest klénos re-
akciok matematikai lefrdsat kiilonb6z6 modellek segitségével.

A negyedik fejezetben roviden felvdzolom a reakcidkat tobb antitest klon esetén.

Végiil az utolso, 6todik fejezetben bemutatom a kordbban taglalt folyamatok szimulédcidit Mat-

Lab szoftver segitségével.



1. Matematikai eloismeretek

Ebben a fejezetben ismertetem a szakdolgozatom megértéséhez sziikséges matematikai alapfo-

galmakat, definiciokat és tételeket.

1.1. Differencialszamitas

1. Definicié. Legyen az f egyviéltozos fiiggvény értelmezve az xy pont egy kornyezetében. Azt

mondjuk, hogy az f fiiggvény az xy € R pontban differencidlhato, ha a

o 400 = f(x0)
X—X0 X —X0
véges hatarérték 1étezik. A hatarértéket az f fiiggvény xo pontbeli derivaltjdnak vagy differen-

cidlhanyadosanak nevezziik.
. ., , . 2 . e / r df
Az xo pontbeli derivdltat az alabbi médokon jelolhetjiik: f'(xo) , f(xo) , d—(xo).
X

2. Definicié. Az f fiiggvény derivdltfiiggvényének nevezziik és f’-vel jeldljiik azt a fiiggvényt,

amely értelmezve van mindazon x helyen, ahol f differencidlhatd, és ott értéke f(x).

3. Definicié. Egy intervallumon értelmezett f fiiggvény differencidlhato, ha az intervallum min-
f(x) = f(xo)
X —Xp
nek véges (egy oldali) hatdrértéke van az intervallum azon xy végpontjaiban, ahol f értelmezve

den belsd pontjdban differencidlhat6, valamint az kiilonbségi hanyados fliggvény-

van. Az f fliggvény folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6 és a derivaltfiiggvénye

folytonos.

1. Tétel. Legyen f folytonos egy |a,b| intervallumon és differencidlhaté (a,b)-n. Ekkor
e [a,b]-n f akkor és csak akkor monoton csokkend, ha f'(x) < 0 minden x € (a,b)-re, és
akkor és csak akkor monoton névekvd, ha f'(x) > 0 minden x € (a,b)-re.
e ha f'(x) <0 minden x € (a,b)-re, akkor f szigorian monoton csokkend [a,b]-n, és ha
f(x) > 0 minden x € (a,b)-re, akkor f szigoriian monoton névekvd [a,b]-n
4. Definicié. Legyen f egyvaltozos valds fiiggvény és xo € D(f).

e Az f fiiggvénynek az x( helyen lokdlis minimuma van, ha van olyan 6 > 0 szim, melyre
minden x € D(f)N(xp—8,x0+ J) esetén f(x) > f(xo). Ekkor az xo pontot az f fiiggvény
lokdlis minimumhelyének nevezziik. Ha f(x) > f(xo), x # xo, akkor az xp pontot az f

fliggvény szigorii lokdlis minimumhelyének nevezzik.

o Az f fliggvénynek az xo helyen lokdlis maximuma van, ha van olyan d > 0 szam, melyre
minden x € D(f) N (xo— &,x0+ 6) esetén f(x) < f(xo). Ekkor az xy pontot az f fiiggvény
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lokdlis maximumhelyének nevezziik. Ha f(x) < f(xg), x # xo, akkor az xy pontot az f

fliggvény szigorii lokdlis maximumhelyének nevezziik.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f differencidlhato xo-ban. Ha f-nek lokdlis szélséértéke van xo-ban,
akkor f'(xo) = 0.

5. Definicié. Legyen az f fiiggvény differencidlhaté az xo pont egy kornyezetében. Ha az f’
derivaltfiiggvénynek létezik a derivaltja xo-ban, akkor f’ xo-beli deriviltjt az f fiiggvény xo-
beli mdsodik derivdltjdnak (vagy mdsodik differencidlhdnyadosdnak) nevezziik.
Jelolése: " (xo).
e 7/~ £'G)

11 — 1 X)—J (X0 .

fixo) = lim == —

Ha f”(xo) 1étezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer differencidlhaté xo-ban.
Az f fiiggvény masodik derivaltfiiggvényének nevezziik és f”-vel jeloljiik azt a fiiggvényt,
amely azokban az x pontokban van értelmezve, ahol f kétszer differencidlhat6, és ott az értéke

[ ().

3. Tétel. Legyen az f fiiggvény kétszer differencidlhaté xo-ban. Ha f'(xo) =0 és f"(xp) < 0,
akkor f-nek az xo hely (szigori) lokdlis minimumbhelye, ha f'(xo) = 0 és f"(xo) > 0, akkor

[f-nek az xo hely (szigori) lokdlis maximumhelye.

6. Definicié. Legyen [ intervallum, akkor az f : I — R” fiiggvény koordinatafiiggvényeinek
nevezziik azokat az fi, ..., f, : I — R fiiggvényeket, amelyekre f(7) = (fi(¢),..., fn(¢)) minden
t € I esetén.

7. Definicié. Legyen [ intervallum és f: [ — R” fiiggvény. Ha f minden koordinatafiiggvé-
nye differencidlhat6 a 7o € I pontban, akkor az f fiiggvényt differencidlhaténak mondjuk a #
pontban, és az ottani derivaltja f'(t9) = (f{(z),..., f;,(t)).

8. Definicio. Legyen f: R" — R™ egy vektorértéki fiiggvény, melynek koordinatafiiggvényeit
jelolje rendre fi, ..., fiu. Ekkor minden (xi,...,x,) € D(f) esetén

f(xl,x2,...,xn) = (f]()Cl,XQ,..7.X'n),f2(.x1,x2,...xn),...,fm(XI,xz,...,Xn)).

Ha f minden koordinatafiiggvényének mindegyik véaltoz6 szerinti parcidlis derivéltja 1étezik az
x € D(f) pontban, akkor a fiiggvény elsérendd parcidlis derivaltjait tartalmazo aldbbi matrixot

az f fiigvény x pontbeli Jacobi-mdtrixanak vagy derivdltmdtrixanak nevezzik:

0 0
8—2@) a—)];(x)
fl(x)= : B
am 8}71
a—{;l(x) a—{:n(x)



1.2. Differencialegyenletek

9. Definici6. Ha f : R""! — R 6sszefiigg nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, ak-

kor az
() = ft,x(2),%(t), .., x" V(1))

egyenletet n-edrendii explicit kozonséges differencidlegyenletnek nevezzik, ahol x : R — R az

ismeretlen fiiggvény, amely intervallumon van értelmezve és folytonosan differenciélhato.

10. Definicié. Ha f : R"T! — R” &sszefiiggs nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, ak-
kor az x(t) = f(t,x(t)) vektoregyenletet n-dimenzids elsérendii explicit kizonséges differencidl-
egyenlet-rendszernek nevezziik, ahol x : R — R" az ismeretlen vektorértékd fiiggvény, amely

intervallumon van értelmezve €s folytonosan differencialhato.

X1
Legyenek az x ismeretlen fliggvény koordinatafiiggvényei xi,...,x,, ekkor x = | * |, mely-
Xn
X1
nek a derivaltfiiggvénye x = | : |. A differencidlegyenlet-rendszert megadé f : R**1 — R”
Xn

fliggvény koordinatafiiggvényei legyenek f1, ..., f,, ekkor a vektoregyenletet atirhatjuk egyen-
letrendszerré.

x1(t) = fi(t,x1(2),...,x, (1))

X(1) = f(t,x(t)) <~
Xn(t) = fult,x1(2), ..., xn(1))
11. Definicié. Az f: R" — R” fliiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha 1étezik olyan L > 0,

melyre
[f) = fWI<Llx—yl,  xyeD(f).

Az L szamot Lipschitz-konstansnak hivjuk.
Az f:R" — R” fiiggvény teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt, ha D(f) minden pontjanak létezik
olyan U kornyezete, melyre az f|y leszikitett fliggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt.

4. Tétel (Egyértelmiiség tétele).

Legyen f: R x R" — R" Osszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos és a mdsodik vdl-
tozojdban lokdlis Lipschitz-feltételt teljesito fiiggvény, tovdabbd legyenek x,y : R — R" olyan
megolddsai az x(t) = f(t,x(t)) differencidlegyenletnek, melyekre létezik olyan ty € R, hogy
x(t9) = y(to). Ekkor x(t) = y(t) minden t € D(x) ND(y) esetén.

5. Tétel (Picard-Lindelof-tétel).
Legyen f : R x R" — R" osszefiiggd nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény. Ha f =
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f(t,x) a mdsodik vektorvdltozdjdban teljesiti a lokdlis Lipschitz-feltételt, akkor az x(t) = f(t,x(t))
differencidlegyenlet megolddsa minden x(ty) = xo, (to,x0) € D(f) kezdeti feltétellel létezik, és

globdlisan egyértelmii.

12. Definicio. Az x(t) = a(t)x(t) + b(¢) differencidlegyenletet elsérendii linedris differencidl-
egyenletnek nevezziik, ahol a és b ugyanazon a nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiigg-

vény. Ha b(t) = 0 konstansfiiggvény, akkor az egyenlet homogén, ha nem, akkor inhomogén.

6. Tétel. Az x(t) =a(t)x(t) +b(t), t € I els6rendii linedris differencidlegyenlet megolddsai
x(1) = A / b(t)e AOdr = CAD 4 x,(1),  xe I, (1.1)

ahol A az a fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye és x, a differencidlegyenlet egyik (partikuldris)

megolddsa.

13. Definicié. Ha az f : R" — R” 0sszefiiggd nyilt halmazon értelmezett fiiggvény teljesiti a
lokélis Lipschitz-feltételt, akkor az x(¢) = f(x(¢)) vektoregyenletet autoném rendszernek ne-

vezziik.

14. Definicié. Legyen f : R" — R" és x(¢) = f(x(7)) autoném rendszer. Ha a p € D(f) ér-
tékl konstansfiiggvény megoldds, akkor ezt az autondm rendszer staciondrius megolddsanak

nevezziik, a p € R” pontot pedig a rendszer egyensiilyi pontjdnak.
7. Tétel. Legyen f:R" — R". Az x(t) = f(x(t)) autoném rendszernek akkor és csak akkor
egyensiilyi pontja p, ha f(p) = Ogn.

15. Definicié. Legyen x(¢) = f(x(z)) autoném rendszer és legyen p egyenstlyi pont. Jelolje
t — ¢(t,q) a rendszer megoldasat az x(0) = g kezdeti feltétellel.

e A p egyensulyi pontot stabilnak nevezziik, ha minden € > 0 szdmhoz 1étezik olyan 6 > 0
szam, melyre minden g € D(f) esetén |p —¢q| < 6 = |@(t,q) — p| < € (minden ¢ > O-ra).

e A p egyensulyi pontot aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil és a stabilitdsa defi-

nici6jdban a feltételt teljesité minden g-ra [11_>m o(t,q) = p.

e A p egyensulyi pontot instabilnak nevezziik, ha nem stabil.

8. Tétel. Legyen f : R — R olyan differencidlhaté fiiggvény, melyre x(t) = f(x(t)) autoném

egyenlet és annak p egyensiilyi pontja.
e Ha f'(p) <0, akkor p aszimptotikusan stabil.

e Ha f'(p) > 0, akkor p instabil.

9. Tétel. Egy A n X n-es mdtrix det(A — AI) karakterisztikus polinomjdnak gyokei a mdtrix

sajdtértékel, jelilje ezeket multiplicitdssal Ay, Ay, ..., Ay. E sajdtértékek osszege a mdtrix nyoma,



vagyis a fédtloban dllé elemek dsszege: A+ Ay + ... + A, = TrA. E sajdtértékek szorzata pedig
a mdtrix determindnsa, azaz A - Ay - ... - A, = detA.

Minden 2 x 2-es mdtrixra

det(A — AI) = A% — TrAA + detA,

TrA +/Tr2 A — 4detA
5 .

AMa=

10. Tétel. Tekintsiik az x(t) = Ax(t) dllando egyiitthatés homogén linedris rendszert, ahol A €

R™" mdtrix.

e Ha minden sajdtérték valos része negativ, akkor a Orn egyensiilyi pont aszimptotikusan

stabil.

e Ha minden sajdtérték valos része nempozitiv, a 0 valos részii sajdtértékek egyszeres gyo-
kei a karakterisztius polinomnak és van 0 valos részii egyszeres sajdtérték, akkor a Orn

egyenstulyi pont stabil, de nem aszimptotikusan stabil.

e Ha van olyan sajdtérték, melynek valos része pozitiv vagy van 0 valds részii tobbszoros

sajdtértek, akkor a Orn egyenstilyi pont instabil.

Ha f : R?> — R? osszefiiggd nyilt halmazon értelmezett kétszer folytonosan differencialha-
t6 fiiggvény, akkor az x(¢) = f(¢,x(t)) kétdimenziés nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer
egyensulyi pontjainak tipusa meghatdrozhat6 az egyensulyi pontbeli Jacobi-matrix karakterisz-
tikus polinomja nyomanak, determinansanak és diszkrimindnsdnak el6jelébdl, ha egyik sajatér-

ték valos része sem nulla.

n-dimenziéban az egyenstlyi pont stabilitdsi tipusat allapithatjuk meg a derivaltmatrixot fel-

hasznalva a kovetkezd tétel szerint:

11. Tétel (Linearizalasi tétel).
Legyen [ : R" — R" osszefiiggd nyilt halmazon értelmezett kétszer folytonosan differencidlhato
fiiggvény, és legyen p az x(t) = f(x(t)) autonom rendszer egyensiilyi pontja.

e Ha az f'(p) mdtrix minden sajdtértékének valds része negativ, akkor p aszimptotikusan

stabil egyensiilyi pont.

e Ha az f'(p) mdtrixnak létezik pozitiv valds részii sajdtértéke, akkor p instabil egyensiilyi

pont.

16. Definicié. Legyen f : R” — R” folytonos fiiggvény. A V : D(f) — R fiiggvényt az x(t) =
f(x(2)) autoném rendszer elsd integraljanak nevezziik, ha a rendszer minden x megolddséra

t— V(x(1)), t € D(x) konstansfiiggvény.
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2. Immunbiokémiai eloismeretek

2.1. Immunolégiai ismeretek

Az immunbioldgia, vagy immunoldgia, a biol6gidnak az a része, ami a szervezetben lejatsz6dé
védekezd folyamatokkal foglalkozik. A sz6 eredete a latin immunitas sz6, melynek jelentése
mentesség, védettség. A modern orvosldssal az immunfolyamatokrol is bebizonyosodott, hogy
Osszetett, széleskor(, bioldgiailag nagy jelent6ségli folyamatok, melyek kerete egy onmagat
megujitd, hilézatot alkotd felismerd rendszer, az immunrendszer.

Az immunrendszer 3 kiilonboz6 alapfunkciot 14t el: felismerés, informaciok tovabbitdsa és ef-
fektor (végrehajtd, pusztitd) funkciok. A felismerés sordn a szervezetnek kiilonbséget kell ten-
nie a szervezet sajat és nem sajat struktirdi kozott és ezekre eltérden sziikséges reagdlnia. A sa-
jat anyagokkal szemben tolerancidnak kell kialakulnia, az idegen anyagokkal szemben azonban
sziikséges immunvélasz. Ezeket az anyagokat semlegesiteni kell, elpusztitani, végiil eltdvolitani
a szervezetbol.

Hogy a folyamatokat megértsiik, sziikséges el6szor tisztdzni az antigén fogalmat. Antigénnek
nevezziik azokat az anyagokat, melyeket az immunrendszer bizonyos sejtjei specifikus médon
felismernek. Az antigén molekula azon részlete, amely felismerésre keriil, az antigén determi-
nans, vagy mas néven epitop. Egy antigén akar tartalmazhat tobb epitdpot is. A felismert antigé-
nek indukélhatnak immunvalaszt és toleranciat egyarant. Az antigének nem feltétlen kérokozok,
lehetnek a sajat szervezetiink részei is. Egészséges esetben az immunrendszer a szervezet sajat
anyagaival szemben toleranciit mutat, azonban autoimmun folyamatok esetén felléphet immun-
valasz a sajat szervezettel szemben is. Immunvélasz sordn az immunrendszer antitesteket, mas
néven ellenanyagokat termel, amelyek olyan fehérjék, amik képesek a szervezetbe bekeriild ide-
gen anyagokat kozvetlen inaktivdlni vagy kozvetett uton elpusztitani. Az antitestek felismerik
az antigének egyedi részét és kotédnek hozzajuk a Fab-régidikkal. Ebben a kotott (komplex)
allapotban a szervezet mar képes felismerni az idegen anyagot, igy 1étrejohet immunvdlasz.

Az immunvdélaszban tobbféle sejt jatszik szerepet: az antigén prezentdlo sejtek, a T-limfociték,
illetve B-limfocitdk. A sejteken kiviil kulcsszerepet jatszhatnak még bizonyos szervek, ezeket
nevezziik limfoid szerveknek, vagy mds néven nyirokszerveknek. A limfoid szervek kozott meg-
kiilonboztetiink elsddleges és masodlagos limfoid szerveket. Az elsddleges nyirokszervek (koz-
ponti nyirokszervek) {6 feladata a fehérvérsejtek, mas néven limfocitdk képzése, illetve a szer-
vezet itt tanulja meg, hogy milyen anyagokat ismerjen fel sajatjaként. A masodlagos nyirokszer-
vek a B- és T-limfocitdknak biztositjdk a helyszint ahhoz, hogy az antigénnel taldlkozhassanak.
Elsédleges limfoid szerv a voros csontveld, illetve a csecsemdmirigy (timusz). Médsodlagos nyi-
rokszervek kozé tartozik példaul a 1ép vagy a nyirokcsomok. Két tipusat kiillonboztetjilk meg a
limfocitaknak: a vords csontveldben 6ssejtekbdl kialakuld B-limfocitdkat, illetve a B-sejtek egy
a timuszba elvandorolt csoportjat nevezziik T-limfocitdknak. Ekkor ezeket a a sejteket naivnak

nevezziik, ugyanis még nem taldlkoztak a specifikus antigénjiikkel. Aktivalodds utdn nevezziik

11



Oket effektor sejteknek.

Az ellenanyagok vagy antitestek az immunrendszer humordlis immunvélasza sordn keletkez-
nek. Elterjedt elnevezés még az immunglobulinok, melyek olyan fehérjék, amik ellenanyagként
funkciondlnak. Ezeket a fogalmakat gyakran szinonimaként haszndljak. Az immunglobulinokat
Ot osztdlyba soroljuk: IgG, IgA, IgM, IgD és IgE. Ezek koziil amiket kiemelnék az IgG és az
IgA. Az IgG a legfontosabb immunglobulin, ugyanis a vérben és az szovetkozi folyadékban
taldlhat6 ellenanyagok tilnyomo tobbsége ebbe az osztilyba tartozik. A virusok, baktériumok
és gombdk elleni védekezésben van nagy szerepe. Az IgA a vérbeli antitestek 15-20%-at te-
szi ki, f6leg a nydlkahartydk felszinén taldlhat6. Fo feladata a testfelszinre jutott, lenyelt vagy

belélegzett patogénekkel szembeni védekezés.

Az immunrendszer miikodése

B-sejtek a masodlagos nyirokszervbe mennek, ahol egy antigénre specifikussa véalnak. Mikor
egy antigén bekeriil a szervezetbe, a T-limfocitdk felismerik Oket és elinditjdk a védekezési
folyamatot. Ezutdn a B-sejtekbdl szdrmazé plazmasejtek elkezdik termelni az antitesteket. (A
T-sejtek segitségével tudja a szervezet, hogy milyen antigénre specifikus B-sejtnek sziikséges
antitesteket termelnie.) A termelt antitestek reakcioba 1épnek az antigénekkel és kialakul az
immunkomplex. A limfocitdk hatdsira felszabadul6 anyagokat érzékelve faldsejtek (vagy mas
néven fagocitdk) aktivdlédnak és elpusztitjdk, majd bekebelezik a komplexet. Végiil a korabbi
effektor B- és T-sejtek mellett kialakulnak B- és T-memdriasejtek, amik segitségével kialakul
az immunmemdria, ami az antigénnel valé kovetkezd taldlkozaskor sokkal gyorsabb és specifi-

kusabb immunvalaszt eredményez.

Kétféle immunvélaszt kiillonboztetiink meg. A velesziiletett immunitds embriondlis korban ala-
kul ki és nem igényel taldlkozast a kérokozéval kordbban. Eppen ezért ez az immunvélasz
nem specifikus a kérokozoéra, azonban rendkiviil gyorsan, percek alatt 1ép miikodésbe. A szer-
zett immunitdsra sziiletésiink utdn tesziink szert, természetes (példaul fert6zések), vagy mes-
terséges (védodoltasok) uton. Ez az immunvélasz lassabban 1€p életbe (par nap alatt), azonban
hatékonyabb, ugyanis az immunrendszer felismeri a behatol6 antigént és molekuldi célzottan
valaszolnak az antigénekkel szemben, sejtes és nem sejtes mddon. A két immunvélasz egyiit-
tes mikodése kell az egészséges védekezd mechanizmushoz. A szerzett immunitds nagy eld-
nye, hogy dltala immunolégiai memoria alakul ki. Egy kordbban mér felismert antigén ellen
erdsebb, gyorsabb, specifikus immunvalaszt képes adni a szervezet, illetve ennek segitségével

tudjuk meghatarozni, hogy az adott személy fert6z6tt-e vagy dtesett-e mdr a fertdzésen.

Sziikséges még bevezetniink a klonalitds fogalmat. Adott plazmasejt egyféle kémiai szerkezetii
antitesteket termel, ezért azok egy antigénre vonatkozé mindkét reakcidsebességi dllandodja is
kozos. Ha egy oldat csak azonos szerkezet(i antitesteket tartalmaz, azt monoklondlisnak nevez-

ziik, ha pedig tobbféle szerkezetlit, akkor poliklondlisnak.
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2.2. Reakciokinetikai ismeretek

Ebben a fejezetben bevezetem a disszocidcio €s az asszocidcié fogalmakat, amik elengedhetet-
lenek ahhoz, hogy a kovetkez fejezeteket megértsiik.

Disszocidcionak nevezziik azt a folyamatot, amely sordn egy molekula vagy molekularis komp-
lexum szétbomlik két Osszetevdjére, E-re és S-re. A betlik az enzim, illetve szubsztrit széra
utalnak, azonban mds tipust résztvevdi is lehetnek egy ilyen folyamatnak. Ez a folyamat re-
verzibilis, azaz megfordithat6. Megforditottjat asszocidcionak, vagy rekombinaciénak hivjuk,

amely sordn E és S 0sszeall ES komplexumma.

A folyamatokat a kovetkezd reakcidegyenlettel irhatjuk le:

ESEE4s,

a

ahol a az asszocidcid, d a disszocidci6 roviditése. A reakciok gyorsasdgat a reakciosebesség-
gel szokds jellemezni, amely az id6egységenként és térfogategységenként lejatsz6do reakcidok
szamat adja meg. A disszocidcio reakcidsebessége (v;) ardnyos ES koncentracidjaval abban az

esetben, ha ES disszocidcidja fiiggetleniil megy végbe a tobbi oldott anyagtol:

Vd :kd[ES], (21)

ahol k; a reakcid sebességi dllanddja, [ES] pedig az ES koncentracidja. A szogletes zdrdjel
a tovdbbiakban is a zdrdjelben 1évd molekula vagy komplexum koncentraciéjit fogja jelolni.
Elsorendii kémiai reakcionak nevezziik a (2.1)-beli sebességgel lezajlo folyamatot. A reakciod

sebességi allandojat pedig elsdrendii sebességi dllandonak hivjuk.

Asszociacio akkor kovetkezik be, amikor molekulak talalkoznak, ekkor az asszociaci6 reakcio-

sebessége (v,) ardnyos mindkét résztvevd molekula koncentracidjaval:

va = kg [E] [S]v (2.2)

ahol k, a reakcio sebességi allanddja. Mdsodrendii kémiai reakcionak nevezziik a (2.2)-beli
sebességgel lezajlé folyamatot. A reakcié sebességi dllandojat pedig mdsodrendii sebességi dl-

landonak hivjuk.
Az asszocidcids-disszocidcids folyamat egyensulyi helyzetre vezet, ahol v; = v,, azaz
ka[ES] = ka[E][S]. (2.3)

Az egyenletet dtrendezve a kdvetkezd Osszefiiggésre jutunk:
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Kp=—, (2.4)
illetve ennek reciprokaként a K4 asszocidcids egyensilyi dllandé fogalma:

ka

Ki=-2.
A kd

(2.5)
A reakcidk és az egyenletek kapcsan tapasztalhatjuk, hogy egyes adatok, mennyiségek térfoga-
ti, mig masok felszini koncentraciéban dllnak a rendelkezésiinkre. Ezeket a kovetkezoképpen
tehetjiik egyenértékivé. Jelolje [X] az X anyag oldatbeli, [X|g a felszini koncentraciéjat. Legyen
X molszama ny. Vegyiink egy A felszint, amelyre X homogén mdédon kik6t6détt. Ha innen X
anyag felszabadul, és belekeriil V' térfogatu oldatba, szintén homogén mdédon, akkor a kovetke-
70k lesznek igazak:
nx = [X]sA = [X]V.

Az egyenletet dtrendezve lathatjuk, hogy é-vel val6 szorzdssal térhetiink &t felszini koncentra-

c6bdl térfogati koncentricidba:

2.3. Az ELISA immunesszé

Az ELISA egy széles korben hasznalt biokémiai mddszer a laboratériumi analitika és diag-
nosztika terén. A elnevezés az enzyme-linked immunosorbent assay roviditése, ami enzimhez
kotott ellenanyag-vizsgalatot jelent. A mddszer feladata az, hogy észleljen és mennyiségileg

z_ 2

meghatdrozzon egyéb anyagok kozott 1évo peptideket, fehérjéket, antitesteket és hormonokat.

A szilard fazisti ELISA folyamatnak tobb valtozatat fogom most ismertetni. Ami ezekben ko-
z0s, hogy elsd 1épésben egy antigént rogzitiink a reakcidtartdly faldra. Ez a feliilet dltaldban
egy 96-lyuku polisztirol lemez (mikrotiter lemez). Ezutdn az antigénre rdengediink egy olda-
tot, amely olyan antitesteket tartalmaz, amik megkotik a rogzitett antigént. Ez antigén-antitest
komplex kialakuldsahoz vezet. A szabadon maradt antitest molekuldkat egy tisztitd moséssal

tavolitjuk el.

A direkt ELISA esetén a rogzitett antigént egy olyan antitest koti meg, amely egy enzimmel koz-

vetleniil kapcsolddik. Miutdn kialakulnak a komplexek, az oldathoz olyan szubsztritot adunk,
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amely reakcidba 1€p az antitesthez kotott enzimmel, ezt az esetek tobbségében szinreakcio jelzi.

A szinreakci6 intenzitdsabol kovetkeztethetiink a kikotddott antitestek koncentracidjéra.

Az indirekt ELISA esetén két 1épésben kapcsolodnak antitestek. Els6 1épésben az antigénhez
jeloletlen antitestek kapcsolddnak. Mdsodik 1épésben az els6dleges antitesthez kapcsolédnak az

enzimmel megjellt masodlagos antitestek.

299

A szendvics ELISA esetében egy ugynevezett ,.elfogd” antitest felhasznaldsaval rogzitjiik az an-
tigént a lemezen. Utdna ehhez kapcsolédhat egy els6dleges antitest, majd ahhoz egy enzimmel

kapcsoldd6 masodlagos antitest.

A kompetitiv ELISA annyiban kiilonbozik tarsait6l, hogy itt az antigén nem csak felszinhez

kotott, hanem kordbban oldott allapotban is reagédlhat az antitestekkel.

Enzim Szubsztrat

o4

L O Szubsztrat
Enzim Szubsztrat Masodlagos antitest Enzim (%:{g
0§ VAN 7\ 5
5"" /\

e
e

Enzim

O
/)k\ ElsGdleges antitest ) \ Ylmgé . tigen ./)k\

e @ o

DIREKT ELISA INDIREKT ELISA SZENDVICS ELISA KOMPETITIV ELISA

Az ELISA-vizsgédlatokat diagnosztikai eszkozként haszndljdk kiilonbozo teriileteken, legsza-
mottevébben az orvostudomédnyban. Alkalmazzak egy-egy betegséget jelzd antigén jelenlétének
megéllapitdsara, illetve annak eldontésére is szolgdl, hogy a péaciens kordbban atesett-e mér az
adott betegségen. Szamos betegség detektdldsara alkalmas, tobbek kozott a maléria, HIV virus,
hepatitis C és B, vagy éppen a SARS-CoV-2 viruséra. Ezenkiviil gyakran hasznélt médszer az
autoimmun betegségek nyomonkovetésére is. Ha a vizsgélat célja specifikus antitestek kimu-
tatdsa, akkor a vizsgélat sordn az adott betegség specifikus antigénjét rogzitik a feliiletre, majd
ehhez adjdk a pdciens higitott szérumat. Amennyiben a vizsgalat elvégzése utan tapasztalnak
szinvaltozast, az azt jelenti, hogy az illet6 szervezetében jelen van, vagy kordbban jelen volt a
korokozd, hiszen a vizsgalat kimutatta, hogy a vérében megjelenik a hozz4 specifikusan kotodd
antitest. Ha nem torténik l4that6 reakcid, akkor a paciens negativ az adott betegségre vagy nem

alakult ki a szervezetében antitestes immunvalasz.
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3. Mono- és bivalens kotodés antigén-antitest reakciokban mo-

noklonialis oldat esetén

Ebben a fejezetben az immunkomplex képz6dés dinamikajat és egyensulyi allapotait vizsga-
lom. A folyamat sordn egy antigén csak egy antitesthez kot6dhet, mig egy antitest kotddhet
csak egy, illetve mindketté Fab-régidjaval is antigénhez. Feltessziik, hogy a vizsgalt térfogati

koncentracidk térben, a felszini koncentraciok pedig az antigén feliilleten homogének.

A reakciok sordn a kikotddott antitestek takaréhatdst okozhatnak, ami jelen esetben azt jelenti,
hogy a komplex egy kornyezetében més antitestek nem tudnak kotést kialakitani antigénekkel,
ugyanis az antitest miatt nem férnek hozzajuk. Hairomféleképpen fogjuk emiatt megvizsgélni a
reakcidkat: az elsd esetben nem vessziik figyelembe az antitestek takaréhatdsat, a masodikban
csak részben, ekkor egy egyszeriibb, konnyebben kezelhetd modellt kapunk, mig a harmadik

esetben szdmolunk vele, igy egy pontosabb, de kicsit bonyolultabb modellre jutunk.
A reakciok leirdsahoz az aldbbi jeloléseket fogom haszndlni.

[AD|7: antitestek kezdeti (6sszes) koncentrdcija, pozitiv konstans.

[Ag|r: felszinre kinyomtatott antigén kezdeti (6sszes) koncentrdciéja, pozitiv konstans.
Ab: oldatbeli szabad antitest.
Ag: kinyomtatott szabad antigén.

AbAg: monovalensen kot6do antitesttel képzett komplex.

AbAg,: bivalensen kotddo antitesttel képzett komplex.

//////

Kpi: Ab egy Fab-régidja és Ag disszocidcids egyensulyi dllanddja, Kp; = ,%
Kpy: AbAg és Ag disszociicios egyensulyi dllanddja, Kpy = ,fa—dz.

V: az oldat térfogata.

A: akinyomtatott antigén felszine.

N: Avogadro-szam.

A kovetkezd reakciodk jatszédnak le:

Ab+Ag 28 ApAg, AbAg+Ag =2 AbAg
ky 2ky
Ekkor az asszocidcié masodrendd, a disszocidcio elsdrendd kémiai reakcid. A reakciosebességi
allandok attdl fiiggden valtozhatnak, hogy az antitesteknek hany szabad, illetve kotott Fab-
régidja van. Az elsd reakcid asszocidcios reakcidsebességi dllanddja 2k,1, mivel az antitest bar-
mely Fab-régigjaval kotddhet. A médsodik reakcié disszocidcids reakcidsebességi dllanddja 2k,

mert a bivalensen kotott antitest barmely Fab-régidjaval levalhat.
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3.1. Alapmodell a takaroéhatas figyelembevétele nélkiil

A komplexek, illetve a szabad antitestek koncentracidjara vagyunk kivédncsiak, éppen ezért a

reakcidkat a kovetkezo differencidlegyenlet-rendszer irja le:

UAPAS] _ oty 4B Ae] — kalAbAG] + 2l AbAG:] ~ inlAbA]Ag]
WAPAL] _ kalabag]iag] - 2k,4bAg) .G
AP 2k avag) - 2kaas]jag) )

A differencidlegyenlet-rendszer megértéséhez a kovetkezdket kell végiggondolnunk.

Mikor az [AbAg] véltozasat vizsgaljuk, az egyenlet elsG tagja jelenti azt, hogy a szabad antites-
tek, illetve szabad antigének koncentricidjatol fiiggben 2k, reakcidsebességi dllanddval alakul-
hatnak ki a komplexek. Emellett az egyszeresen kotott komplexek koncentracidja akkor is nd,
amikor egy kétszeresen kotott komplex valamelyik Fab-régiéjardl k,; reakcidsebességi dllando-
val levdlik egy antigén, ezt latjuk a harmadik tagban. Az egyszeresen kotott komplexek akkor
fogyhatnak, mikor egy komplex k; disszocidcids dllandéval felbomlik, vagy k,» asszocidcios
allandéval bivalensen kotott komplex lesz bel6le. Az utébbi a monovalensen kotott antitestek

és a még szabad antigének koncentracidjatol fiigg.

A masodik egyenletben a bivalensen kotott atntitestek koncentracidjat vizsgaljuk. Ezek akkor
alakulhatnak ki, ha egy kordbbi monovalensen kotott antitest megkdt még egy antitestet: ennek
sebessége fiigg a mar meglévl egyszeres komplexek és a szabad antigének koncentraci6jatol,
illetve a médsodik antigén megkotésének k,o asszocidcids reakcidsebességi dllandgjatdl. A két-
szeres komplexek szdma negativan véltozik, ha barmelyik Fab-régi6jardl levalik az antigén,
ennek sebessége a 2k, reakciésebességi dllanddnak €s a bivalensen kotott antitestek koncentra-

cidjanak szorzata.

A harmadik egyenlet jobb oldaldnak elsé tagja szerint a szabad antitestek koncentracidja akkor
nd, ha egy korabbi monovalensen kotott antitestrdl levélik az antigén. Azonban egy komplex ki-
alakuldsakor - ami fiigg a szabad antitestek és szabad antigének koncentréacigjatdl- a szabad anti-
testek koncentréacidja csokkenni fog. Mivel nekiink a szabad antitestek koncentracidjanak vélto-
zésa térfogati koncentracidban sziikséges, és az egyenlet jobb oldaldn k;[AbAg] — 2k, [AD][Ag]
felszini koncentracioban adott, ezért az ekvivalens térfogati koncentracioba %—Vel valé szorzas

viszi at.

A (3.1) rendszer 6sszefiiggd, ugyanis az utolsé egyenletet %—Val szorozva az egyenletek 0ssze-

gének jobb oldala 0, igy a rendszer elsé integrdljat kapjuk.
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%([AbAg] +[AbAga] + %[Ab]) —0.

Vv
[AbAg] +[AbAgy] + —[AB] = C € R.

Nyilvanvaldan zért rendszerrdl besz€liink, ezért a teljes antigén és a teljes antitest koncentracié
is dllando, csak a kotott és nem kotott antigén, illetve antitest arany fog véltozni. Eppen ezért
lathatjuk, hogy kezdetben, azaz at = (0 idSpillanatban, amikor még nem alakultak ki komplexek,
[ADAg] és az [AbAg;] koncentriciGja nulla, illetve a szabad antitestek koncentriciéja megegye-
zik az §sszes antitest koncentraciéjdval, tehdt [AbAg|,—o = [AbAg2],—0 = 0 és [Ab],—o = [AD]r.
Ezért

A[AbAg| +A[AbAg,| + V[Ab] = V[AD]|r. (3.2)

Az antigének anyagmegmaraddséaval egyetemben megmarad a felszini koncentracidjuk is, ami
kezdetben [Ag|r, ezért

[Ag]r = [Ag] + [AbAg] + 2[AbAg:). (3.3)
A (3.1) egyenletrendszer egyensiilyi helyzetei

Az egyenletrendszer egyensulyi pontjai a differencidlegyenlet-rendszer jobb oldaldnak zérushe-

lyei:
2ka1[AD)[Ag] — ka[ADAG| + 2k4[ADAg] — ka2 |[ADAg[Ag] = 0
ka2[AbAg||Ag] — 2ky[ADAg] =0 (3.4)
A (kalAbAg) — 2k [AB][Ag) = 0

%
Megfigyelhetjiik, hogy egyensiily esetén [Ab] # 0 és [Ag] # 0. Ha barmelyik is O lenne, ak-
kor a (3.4) egyenletrendszer utolsé egyenletébdl kovetkezne, hogy [AbAg] = 0, ebbdl viszont
a masodik egyenleten keresztiill az is kovetkezne, hogy [AbAg,| = 0. Ez azt eredményezné,

hogy a korédbbi (3.2) és (3.3) antitest és antigén koncentracié megmaradds miatt [Ab]7 = 0 vagy

[Ag]r = 0, amivel ellentmonddsra jutnank.

Az egyenletrendszert egyszerdsitjiik egy vele ekvivalens 2 egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszerre:

ka2 [AbAgl[Ag] — 2ka[AbAg>] =0
ka[AbAg) — 2k, [Ab][Ag]) =0

A szabad antitestek, illetve antigének koncentracidjat kifejezhetjiik az 0sszes antigén, illetve
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antitest koncentracidjaval és a komplexek koncentracidival:

[AD] = [AD|r — é[AbAg] — é[AbAgz], [Ag] = [Ag]T — [AbAg] —2[ADAg>). (3.5)

Az dsszefiiggéseket beirva az egyszerisitett egyenletrendszerbe, a kovetkezdket kapjuk:

ka2|AbAg] ([Ag]T — [AbAg] — 2[AbAg>]) — 2ky[AbAg>] =0

A A . (3.6)
ka[AbAE] — 2kq1 ([Ab]r —AbAY - [AbAgz]) ([Ag]r — [AbAg] - 2[AbAg>]) =0
(3.6) els6 egyenletébdl kifejezve [AbAg,]-t:
ko |AbAg|(|Ag|T — |ADA
Abagy) = K2 lAbASI(Asly — [AbAg]) (3.7)

2(ka2[AbAG] +kq)

[ADAg>]-t behelyettesitve (3.6) masodik egyenletébe, negyedfoki egyenletet kapnank [AbAg]-
re, azonban a negyedfoku tagok kiesnek, igy egyszer(isitések és kiemelések utdn a kovetkezd

egyenletet kapjuk:

4A A
<k5212kd +4kq1 kg [Ab] T — Vkalkgz [Ag]r — Vkalkade) [AbAg)?

2A
+ (Zkazkf, — &ka1k [AD)7[Ag] T + 6karkarka[Ab] T — Kt kc21> [AbAg)?

2A A
+ (kf] — 6ktkaaka[AD]r [Ag]r +2Kka1 K AB]r + Tkat Ki[AS)r + T katkaaks [Ag]%> [AbAg]
— 2k, 1 k3[Ab)7[Aglr =0
Immunolégiailag azok a megolddsok lesznek értelmesek, amelyek valdsak, pozitivak, illetve
kisebbek, mint a kezdeti ¥ [Ab]r, illetve [Ag]7.

Latjuk, hogy ebben az esetben egy bonyolult, legfeljebb harmadfoki egyenletet kapunk. A mo-

dell médositasdval azonban ez nagyban leegyszeriisodik.

3.2. Egyszeriibb modell a takar6hatas részleges figyelembevételével

De Michele és szerzo6tarsai [4] cikkének Otlete szerint az egyszeresen kotott antitestek szabad
Fab-régidja olyan szabad antigént probal megkotni, ami a széban forgd antitest altal eltakart
antigén felszinen van. Feltessziik, hogy az eltakart felszinen nincs mds kotott antigén, igy ott
a szabad antigének koncentrdciGja megegyezik [Ag|r-vel. Ebben a koztes esetben az egysze-

res komplexek képzddésekor nem szdmolunk azzal, hogy a kikotddott antitestek takaréhatdsara

19



csokken a szabad antigének koncentricidja. Az egyenletrendszerben a kiilonbséget az alapeset-
hez képest az jelenti, hogy az elsd, illetve a mdsodik egyenletben a kétszeres komplex képzddé-
sére vonatkozé tagban [Ag| helyett [Ag]r-vel szamolunk. Ekkor a helyzetiink j6val leegyszer-

sodik, amit a kovetkez6 szamolasokban lathatunk.

A moédositott differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezd:

d[AZAg] = 2kq1[AD][Ag] — ka[ADAG] + 2ky[AbAg)] — kaa[AbAg][Ag] T ‘
% = ka2|AbAg[Ag]T — 2ka[AbAg:] . (38
@ - é(kd [AbAg] - Zkal [Ab] [Ag]) )

A (3.8) egyenletrendszer egyensiilyi helyzetei

A differencidlegyenlet-rendszer jobb oldaldnak zérushelyei:

2ka1[AD][Ag) — ky[ADAg] + 2k4[AbAgs] — ko [AbAg][Ag]T = 0
ka2 [AbAg][Ag]T — 2ka[ADAG] =0 (3.9)
2 (kalAbAg] — 2k [AB][Ag)) =0

Megfigyelhetjiik, hogy egyensily esetén [AD] # 0 és [Ag] # 0, mint ahogy (3.4)-nél lattuk.

Az egyenletrendszert most is egyszerdsitjiik egy vele ekvivalens 2 egyenletbdl 4ll6 egyenlet-

rendszerre:

ka2[ADAg|[Ag]T — 2ka[AbAg:] = 0}
ka[AbAg] — 2k, [AD][Ag]) =0 ]

A szabad antitestek, illetve antigének koncentracidjat (3.5) szerint kifejezhetjiik az 6sszes anti-

gén, illetve antitest koncentracidjdval és a komplexek koncentracidival.

s

Ezeket az Osszefiiggéseket beirva az egyszer(sitett egyenletrendszerbe, a kovetkezdket kapjuk:

ka2 [ADAg][Ag]T — 2k4[AbAg2] =0

A A
kalAbAg) = 2ka1 ([AB]7 — T [AbAg) — T [AbAG:] ) ([Ag]r — [AbAg) —2[AbAg]) = 0
(3.10)
(3.10) elsS egyenletébdl kifejezve [AbAg;]-t:
kaa[AbAg][A
AbAg,| — Ka2lAPAS)iAgr (3.11)

2ky
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A
Az egyenletek egyszertibbségért vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen g = % és
koo |A
Y= %j%, illetve
x = [AbAg], y = [AbAg)). (3.12)

Ezeket a jeloléseket alkalmazva y = yx.

Behelyettesitve y-t (3.10) masodik egyenletébe a kovetkez6 masodfoku egyenletet kapjuk:
kgx — 2k, ([Ab]T —qgx— qy) ([Ag]T —x— 2y) =0

kax —2kq1 ([Ab]r — q(1+7)x) ([Ag]r — (1+27)x) =0

Zkalq(l + ’}’)(1 +2}/)x2 — <2ka1(1 +2}/> [Ab]T +2ka1q(1 +’}’) [Ag]T +kd)x+2ka1 [Ab]T[Ag]T =0.
(3.13)

Lathattuk, hogy az alapmodellben, ahol a kétszeresen kotott komplexek keletkezéséhez sziik-
séges [Ag] koncentriciét nem éllandé [Ag]r-nek tekintettiik, az egyensilyi helyzetek szdmo-
lasakor egy bonyolultabb, harmadfokd egyenletre jutottunk. Ez a médositds egy egyszer(ibb,

masodfoku egyenletre vezet.

Legyen a (3.13) egyenlet bal oldala P(x) masodfoki polinom. Ennek a diszkrimindnsa
(2ka1 (1+27)[Ab)7 +2ka1q(1+7)[Aglr +ka)* — 16k519(1 +7)(1+27)[Ablr[Ag)r

= (2ka1 (1+27)[Ablr — 2ka1q(1+ 7)[Aglr +ka)* + 8karkaq(1+7)[Ag]r > O,
igy két valds gyoke lesz. A Viete-formuldkat felhaszndlva megvizsgdljuk a gyokok eldjelét.

A gyokok szorzatdra vonatkozé Viete-formula:

Zka] [Ab]T[Ag]T
2ka1q(1+7)(1427)

X1 Xy =

Mivel a szorzatuk pozitiv, ezért a gyokok eldjele megegyezik.

A gyokok Osszegére vonatkoz6 Viete-formula:

— (ka1 (1 +27)[AB]7 + 2ka1q(1 + 7)[Ag]r +ka)

> 0.
2ka19(1+7)(142y)

Xl +x=—

A gyokok elgjelérdl a korabbi Viete-formuldbdl tudjuk, hogy megegyeznek, ezért az dsszegiik

akkor lehet csak pozitiv, ha mindkettd gyok pozitiv.

A (3.10) egyenletrendszer immunoldgiailag értelmes ([AbAg], [AbAg,]) megoldasait keressiik.
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Egy megoldds immunoldgiailag akkor értelmes, ha mind a kettd koordindta nemnegativ és

AbAg)+2AbAg) < [Agly <= (1+27)x<[Agly = x< [‘f];y, (3.14)
valamint
% 1 D]
[AbAg] + [AbAg:] < TIABlr <= (1+7x < [Ablr = S G19

Ezekre a feltételekre azért van sziikség, mert ezek garantéljdk azt, hogy nem képzddott tobb

komplex anndl, mint amennyi a kezdeti antigén és antitest mennyiségbdl lehetséges.

A két egyenlGtlenséget megvizsgaljuk, hogy teljesiilnek-e P polinom gyokeire. P(x) polinomba
behelyettesitjilk a maximum értékeket, amiket x felvehet egy immunolégialag értelmes megol-

désban, és vizsgdljuk az eldjeliiket.

2
P< Aglr ) :zka1q<1+y><1+zy>( g )

(3.14) vizsgalata:

142y 142y

[Aglr
142y

— (2ka1 (1+27)[AD]7 + 2ka1q(1 + Y)[Ag]T + ka) +2ka1 [Ab]T[AglT = —

P(0) > 0 miatt ez csak akkor lehetséges, ha kisebbik gyokre P < 0, a nagyobbra P > 0. igy

A
kovetkezik, hogy a két gyokbdl az egyik kisebb lesz, mint 1[ —f]ZT}/

, a masik pedig nagyobb.

(3.15) vizsgalata:

2
[Ablr ) _ [AD]7
P(q(1+y)) —ZkaICI(1+7)(1+27/)(q(1+y))

Ab)r

[ kd [Ab]7
q(1+7)

<0.
q(1+7)

—(2ka1 (1 +27)[Ab] T + 2ka1q9(1 + 7)[Ag]T + ka) + 2ka1 [AD]T[Ag]T = —

A kordbbihoz hasonl6an az immunoldgiai értelmességhez sziikséges, hogy a két pozitiv gyok

[AD]T
q(1+7)

kisebbik immunoldgiailag értelmes, a nagyobbik azonban nem.

egyike kisebb, mint , és ez P(0) > 0 miatt teljesiil. Latjuk, hogy a gyokok koziil a
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Stabilitdsvizsgdlat

Mivel a (3.2)-beli elsd integrdl az ismeretlen fiiggvények linedris kombinécidja, ezért a (3.8)
rendszer stabilitasvizsgdlatit elég a (3.8) elsd két egyenletébdl allo kétdimenzids rendszerre

elvégezni.

frjuk be (3.8) els6 két egyenletébe (3.5) két képletét, haszndlva a (3.12)-beli jeloléseket.

% = 2ka1 ([Ab)r — gx — qy) ([Ag]T —x = 2y) — kax+ 2kgy — kazx[Ag]T} (3.16)

y = kazx[Ag]T — 2kdy

Legyen (3.16) két egyenletének jobb oldala f(x,y), illetve g(x,y), majd az igy kapott fiiggvé-
nyeket parcidlisan derivéljuk x, illetve y szerint.

F(x,y) = 2ka1 ([Ab]7 — gx — qy) ([Ag]r — x — 2y) — kax + 2kgy — ka2 [Ag] 7,
g(x,y) = ka2 [Ag]Tx —2kgy.

A parcialis derivéltak:

9f _

ox _ZkaIQ([Ag]T —x—2y) — 2ka1 ([Ab]T —qx—qy) —ka _kaZ[Ag]Tv
d

a—;v = —2ka1q([Ag]r —x —2y) — 4ka1 ([AD]7 — gx — qy) + 2ky,

dg

g - aZ[Ag]T7

Jg

3" —2ky.

! af df
g 98
8 ox  Jy

derivaltmatrix nyomara, illetve determindnsara vagyunk kivancsiak az immunolégiailag értel-
mes egyensulyi pontban. Ha ott Det > 0 és Tr < 0, akkor az egyensilyi pont aszimptotikusan

stabil, ha azonban Det > 0 és Tr > 0, akkor az egyensilyi pont instabil.
Az elgjeleket konnyen belathatjuk, a kovetkezd Osszefiiggéseket felhasznélva.

Tudjuk, hogy
[Aglr —x—2y =[Ag] >0, [Ab]r —gx—qy=[Ab] >0, x,y>0

illetve, hogy mindkét asszocidcids és a disszocidcids reakcidsebességi dllando pozitiv.
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= —2ka1q([Ag]T —Xx— Zy) —2kg1 ([Ab]T —qgx— qy) —ka|AglT — 3kg < O.

( 2ka1q([AglT —x—2y) — 2ka1<[Ab]T_qx_qy)_kd_kaZ[Ag]T><_2kd>
( )( 2ka1q([Aglr —x—2y) — 4ka1([Ab]T—qx—qy)+2kd)
<2ka1q [Aglr —x— 2y)+2ka1([Ab]T—qx qy)+kd)-2kd
+(2ka1q Ag]r—x—2y)+4ka1([Ab]T—c1x—qy))- ka2[AglT > 0.

Mivel Tr < 0 és Det > 0, az immunoldgiailag értelmes egyensulyi pont aszimptotikusan stabil.

3.3. ELISA-reakcio a takarohatas részleges figyelembevételével

Az ELISA immunesszében az oldatbeli antitestek szama nagysagrendekkel nagyobb a kinyom-
tatott antigén molekuldkéndl, igy a reakcié sordn [Ab] = [AD|r, ezért a modellben feltessziik,
hogy [Ab] = [Ab]r konstansfiiggvény, amivel a reakcid lefrasa 1ényegesen egyszeritisodik, ugyan-
is [Ab] nem vdltozik, igy a differencialegyenlet-rendszer két egyenletre médosul. Ekkor az egy-

szerlibb differencidlegyenlet-rendszer linedris:

d[AbAg] = Dka1[AD]T[Ag] — kg[ADAg] + 2k [AbAgs)| — ko |[ADAg][Ag]T
" bd i | (3.17)
ng = ka2[ADAg|[Ag|T — 2kq[AbAgy)

A
Ez (3.8)-nak az a specidlis esete, mikor v =0.

Ennek az egyenletrendszernek az egyensulyi pontjat keressiik. A differencidlegyenletek jobb

oldaléat egyenl6vé tessziik nulldval, és megoldjuk az egyenletrendszert.

2ka1 [Ab|T[Ag] — ka[ADAG] + 2kq[ADAG:] — ka2 |[ADAg|[Ag]T = 0} G.18)
ka2 [ADAg][Ag]T — 2k4[APAg2] =0
A (3.18) egyenletrendszert egy vele ekvivalens, egyszeriibb alakra hozzuk:
2kq1[AD|7[Ag] — ka[AbAg] = 0} 519
ka2 [ADAgl|AglT — 2k [AbAg] =0

Liathatjuk, hogy egyensilyban [Ag| # 0, mivel [Ag] = 0 azt eredményezné, hogy mind [AbAg],
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mind pedig [AbAg;] nulla lenne a (3.19) egyenlet szerint, ami pedig ellentmond az [Ag|r > 0

feltevésnek.

(3.19) masodik egyenletébdl kifejezziik [AbAg,]-t, mint (3.11)-ben:

ka2 |ADA
AbAgy) = FelAbAgl ), (3.20)
2ky
ADbA
Liathatjuk, hogy egyestilyban [Ag|r-nek homogén linedris fiiggvénye lesz [[ m Agz]] .
8
. _ kao|AglT ] L
A (3.12)-ben bevezetett jeloléseket alkalmazva y, = Txe. Felhasznalva (3.5) masodik
d
egyenletét helyettesitsiink be (3.19) masodik egyenletébe.
koo |A
2kar[Ablr ([Aglr — x. - %x) — kgx, =0,
. 2ka1 [Ab]T [Ag]T . 2ka1 [Ab]T [Ag]T
e = 2k, 1]( Z[Ab]T[Ag]T - k Z[Ag]T ' (321)
Dkt [AB] + =2 +hy 2ka1[Ab]T<1+“k—)+kd
d d

A 3.2 alfejezetbeli esethez képest még jobban egyszerlisodik az egyenlet, az egyenstlyi pontra

egy elséfoku egyenletet kapunk.

Az egyensiilyi helyzetet vizsgaljuk olyan szempontbdl, hogy immunoldgiailag redlis-e. Azt tud-
juk a képletbdl, hogy x, és y, nemnegativ, igy azt kell vizsgélnunk, hogy a kezdeti antigén

koncentrdciéval milyen viszonyban van. Vizsgaljuk meg [Ag]r-hez képest:

kao|A
+ 2] =Xet2ye = | 1+ ——— | xe
[AbAg] + 2[AbAgs)] 2y (1 a2l g]T>

ka
- kaz[Ag]T) 2k [AD]7 [Ag]r
=1+ < [Ag]r.
( ka 2ka1[Ab]T<l+%> kg

Mivel az egyenl6tlenség teljesiil, ezért az egyensilyi pont immunolégiailag értelmes.

Vizsgéljuk meg az 6sszes komplex koncentracidjat. Immunolégusok mérései szerint az dsszes
komplex egyensilybeli koncentricidja szigmoid fiiggvénye In[Ag|r-nek. Vizsgéljuk meg, hogy

[Ag]T novelésével milyen fiiggvénye lesz a komplexeknek.

ko lA
[AbAg] + [AbAgs] = xo+ye = <1+ a2l g]r>xe

2y
_ (1 ylaldelr) 2k Atlridgly

) ka1 [AB]7 (1 T —k"zg‘g]T

d

2k ’
d >+kd
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Ha [Ag]r — oo, akkor [ADAg] + [ADAg>] is a végtelenbe tart, ami immunoldgiailag nem redlis,

mert egy szigmoid fiiggvény felsd aszimptotdjdhoz kellene tartania In[Ag]y fiiggvényében [6].
Differencialegyenlet-rendszer

A differencidlegyenlet-rendszer linedris:

i = 2ka [AD]7 ([Aglr —x = 2y) — kax +2kay — ka2 [Ag]”} , (3.22)

y=kap [Ag] X —2kgy

ennek matrixa:

—2k,1 [Ab]T —kpn [Ag]T —k; —4k, [Ab]T + 2k,
ka2|Ag)T —2kq

Sziikségiink van a matrix nyomdnak és determindnsdnak elgjelére, hogy meghatdrozzuk az
egyensulyi pont stabilitdsat.

Nyom:
TrD = —2k,1 [Ab|7 — ka2 [Ag]T — 3kg < O.

Determinans:

detD = ( — 2k, [Ab]T — koo [Ag]T - kd) ( — de) — ( — 4k, [Ab]T + de) (ka2 [Ag]T)
= 2kd(2ka1 [Ab]T + kd) + 4k, kn [Ab]T[Ag]T > 0.

Mivel TrD < 0 és detD > 0, ezért az egyensulyi pont aszimptotikusan stabil.
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3.4. A kikotodott antitestek takarohatasat teljesen figyelembe vevo modell

ELISA immunesszé esetén

[4] alapjan a komplex allapotba kikotddott antitestek eltakarjdk egy bizonyos kornyezetiikben a
szabad antigéneket. Eppen ezért a tobbi antitest szimara elérhet antigének mennyisége csok-
ken. A modell felallitdsakor két dolgot feltételeziink: a Fab-régidk teljesen flexibilisek, illetve,
hogy az egyszeresen kotott antitest S, a kétszeresen kotott antitest pS(p > 2) antigénfeliiletet
takar el, és ezek a kiilonboz6 antitestek altal eltakart feliiletek diszjunktak.

Egy egyszeresen kikot3dtt antitest 4ltal eltakart antigének mélszama [Ag|rS, kétszeresen k-
tottnél [Ag]rpS. Ekkor a szabad, mds antitestek dltal hozzaférhet6 antigének felszini koncent-
racidja a kovetkezOképpen valtozik a (3.5) képlet alapjan. Eloszor az Osszes antigén koncent-
racidjabdl kivonjuk a mar kialakult komplexbeli antigének koncentracidjat - az ezekben talalt
antigének jelenleg kotésben vannak. Az utolsé tagban azt latjuk, hogy a kialakult komplexek
altal kitakart S, illetve pS feliileteken taldlhat6 antigéneket is kivonjuk az 0sszes antigén kon-
centraci6jabol. A hozzéaférhetd antigéneket /1 indexszel jeloltem, az 4tlagos koncentricidjuk az

antigén feliileten

[Agln = [Ag]r — [AbAg] — 2[AbAg>] — [Ag]TNS([AbAg] + p[AbAg,))
= [Ag]r — (1+ NS[Ag]r)[AbAg] — (2+ pNS[Ag]T) [AbAg:).

A takaréhatdssal szamolt differencidlegyenlet-rendszer a kdvetkezd:

dIADAS] _ 1 [AB]r [Ag]s — kaAbAg] + 2kaAbAg2] — kunlAbAg][Ag]y
" ; i ] (3.23)
ng = ka2[ADAg|[Ag|T — 2ka[AbAg?]

Az egyensulyi helyzet megtaldldsahoz a jobb oldalt egyenl6vé tessziik nullaval, majd az egyen-

letrendszert a (3.19)-hez hasonldan egyszer(ibb alakra hozzuk:

2ka1[Ab]r ([Ag]T — (14 NS[Ag]r) [AbAg] — (2 + pNS[Ag]r) [AbAg2]> — ky[AbAg] =0

ka2[AbAG[AglT — 2ka[ADAg,] = 0
(3.24)

A maésodik egyenletbdl
ka2[AgT

ADAg,| =y = |APA

majd (3.24)-bdl kifejezve [AbAg| = x-et, a kovetkezs egyenletre jutunk:
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2k [Ab]r ([Ag]r — (1+NS[Aglr)x — (2+pNS[Ag]T)"“22[;‘j]Tx) —kgx =0,

Az egyenletet megoldva az egyenstlyi pont a kdvetkezd lesz:
2ka1 [Ab]T [Ag]T

ka1 [AD]T (1 +NS[Ag]r + (2 + pNS[Aglr) %) + kg

xe:

(3.25)

Ekkor x, €és y. nemnegativ, igy azt kell még bizonyitanunk, hogy a keletkezett komplexekben

1évG antigének mennyisége nem haladja meg a kezdeti [Ag|7-t.

[AbAg] +2[AbAg,] < [Aglr <+ <1+ka2[Ag]T>xe§[Ag]T — xegﬂ
kd 1 ka2[Ag]T

+ &
(3.26)

(3.20)-at, (3.25)-0t illetve a harmadik sorban (3.26)-ot felhaszndlva a kovetkezd Osszefiiggést
kaphatjuk a kotott antigének koncentracidjara:

[AbAg] + 2[AbAg,] = x, + ~2281T aZ[Ag]T
- (1+ ka2[AglT ) k.1 [Ab]7[Ag]r
2ka1 Ab]T(l +NS[Ag]T+ <2+pNS[Ag] )ka22[25]T) +kd
lAglr 2kq1 [AD]r[Ag]r
< (1+ ) a1 [A]7 ko Ag]T k
< (1+ a2l[21g )( ) < [Ag]r.

ezért az egyensilyi pont immunoldgiailag értelmes.

Az 0sszes komplex koncentracidja egyensulyi helyzetben

koA
[AbAg] + [AbAgs] = xo + 2 g]rxe
2ky
_ (H_kaz[Ag]T) 2ka1[AD]7[Ag]r
a 2k — _

Ez [Ag]r-nek egy olyan racionalis tortfiiggvénye, ahol mind a szdmldl6, mind a nevez$ egy ma-
sodfokd polinomja [Ag|r-nek. Ezért az 9sszes komplex koncentracidjanak [Ag]r és igy In[Ag|r
fiiggvényében is véges hatarértéke van [Ag|r — oo esetén.
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Differencidlegyenlet-rendszer

Az egyszerilibb modellhez hasonléan a differencidlegyenlet-rendszer linedris. Bevezetve az
x = [AbAg] és y = [AbAg,]| jeloléseket a kivetkezs:

%= 2 [AB]7 (1Agly — (14 NS[Aglr)x— (2+ PNSIAglr)y) — k¥ + 2kay — ko Aglrx
y = kaa[AglTx — 2kgy
Az egyenlet egyszeriibb alakra hozdsara vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

a =1+ NS[Ag]r,
B =2+ pNS[Ag]r.

Ekkor a differencidlegyenlet-rendszer:

X =2k, [Ab]]‘ ([Ag]T —Oox — ﬁy) —kgx+2kgy — koo [Ag] Tx}
Y = ka2[Ag]rx — 2kgy

A stabilitds megallapitdsdhoz sziikséges tudnunk a rendszer métrixa nyomdnak €s determindn-
sanak elGjelét.

A rendszer matrixa

b [ 20k [AD)T — kg — kap[AglT  —2Bka1[Ab]7 + 2ky
ka2[AglT —2ky 7

ennek nyoma
TrD = —20tka1 [ADb] T — ka2 [Ag]T — 3k4 < 0,

illetve a determinansa

detD = ( — 20k, [Ab]T —kg—kp [Ag]T) ( — de) — (kaZ [Ag]T) ( - Zﬁkal [Ab]T + de)
=2k, (ZOCkal [Ab]T + kd) +2Bkaika [Ab]T[Ag]T > 0.

Mivel TrD < 0 és detD > 0, ezért az egyensilyi pont a teljes takaréhatés figyelembevételével is

aszimptotikusan stabil lesz.
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4. Mono- és bivalens kotodés antigén-antitest reakciokban po-

liklonalis oldatban ELISA immunesszé esetén

A poliklondlis esetben az antitesteknek tobb klénja van, amelyek az elérhetd antigénekért ver-
sengenek. A kiillonbozd klénok kiilonbozé reakcidsebességi dllanddkkal képesek kotést kiala-
kitani az antigénekkel. A reakciokat ELISA immunesszében vizsgaljuk, el6szor a takarohatast
részlegesen, majd teljesen figyelembe véve. A reakcidk leirdsahoz a kovetkezd jeloléseket hasz-

nalom:

[Ag]r: felszinre kinyomtatott antigén kezdeti (6sszes) koncentracidja, pozitiv konstans.
[ADb]7: azi-edik antitest klon kezdeti (6sszes) koncentracidja, pozitiv konstans.
Ag: kinyomtatott szabad antigén.
Ab;: i-edik klénbdl szarmazé szabad antitestek az oldatban.
AbijAg: monovalensen kotddo i-edik klonbeli antitesttel képzett komplex.

AbiAg,: Dbivalensen kotddo i-edik klonbeli antitesttel képzett komplex.

kq1i:  az i-edik klonbeli antitest egy Fab-régidja és egy antigén asszocidcidjdnak reakcidsebességi

allandéja, pozitiv konstans.

kapi: AbjAg és Ag asszocidcios reakcidsebességi dllanddja, pozitiv konstans.

------

antitest klon esetén, pozitiv konstans.

N: Avogadro-szam.

4.1. Egyszeriibb modell a takar6hatas részleges figyelembevételével

d|Ab;A .
% = 2kq1i[Abi|7[Ag] — kailADiAg] + 2k4i[AbiAg] — kanilADAg][Ag]T, i=1,2,..,n
d|Ab;A .
% = kanilAbiAg[Ag)T — 2kai[AbiAgs], i=1,2,..n
(4.1)
[Ag]-t kifejezhetjiik [Ag]r és a komplexek segitségével:
[Ag] = [Ag|r — [Ab1Ag] — [AbrAg| — ... — [Ab,Ag] — 2[Ab1Ags] — 2[AbrAgo] — ... — 2[Ab,Ag)].
Ekkor az egyenletrendszer a kovetkez6re modosul:
d|Ab;A
RS kb (Agls — Wbiag] — .~ Wbyg] —2MAbiAg] — ..~ 2Abydgs)
— kqilAbiAg] + 2kai[AbiAgy] — ka2ilAbiAg][Aglr  i=1,2,..,n
d|Ab;A .
% —kanilAbiAg[Agr — 2kailAbiAg)) i=1,2,..n
(4.2)

30



(4.2) egyenletrendszert a kovetkezd matrixos alakra hozhatjuk:

[Ab1Ag]
[AblAgz]
[AbnAgz]
dt N
: [Ab1Ag] 2ka11[Ab]r[Ag]T
| [AbzAg] 2]{012 {Abz]]‘ {Ag}T
|
A i B
| . .
|
N o [AbnAg] 2kaln {Abn]T{Ag}T
ka21|Ag|T 0 : —2kyy O [Ab1Ago] 0
| [AbyAg)] 0
| )
|
| : :
O ka2n [Ag] T : O —2kay [AbnAgZ] 0
A-val és B-vel a kovetkez6 részmatrixokat jeloltem:
—2ka11[AD1 |1 —2kq1 — ka21[Ag)T  —2ka11[AD1]7 —2kg11[Aby )T
A= .
—2ka1n|Aby)T —2katn|Abulr ... —2ka1n|Aby|T —2kan — kaon[Ag)T
—4ka11[AD1 |7 +2kg1  —4kan1[Abr]T ... —4ka1[Abi]T —4kq11[Aby |7
B = e
_4ka1n[Abn]T _4ka1n[Abn]T cee _4ka1n[Abn]T _4ka1n[Abn]T + 2kdn

4.2. A kikotodott antitestek takarohatasat teljesen figyelembe vevo modell

Az egy klonos esethez hasonldan ekkor is egy egyszeresen kikotddott antitest S, a kétszeresen

kotédott antitest pS (p > 2) antigénfeliiletet takar el. Ekkor egy klon szdmara hozzéaférhet

antigének koncentracidja a kovetkez6re médosul.
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[Agln =[Ag|r — [Ab1Ag] — 2|Ab1Ags] — [AbAgl — 2|AbyAgo] — ... — [AD,Ag) — 2[AD,Ag)
— [Ag]rNS([Ab1Ag] +p[Ab1Ag2]) — [AglTNS ([Ab2Ag] + plAbrAgs)) —
— [Ag]rNS([AbuAg] + p[AbuAg)))
=[Ag)r — (1+NS[Ag]r)[Ab1Ag] — (2+ pNS[Ag)r)[Ab1Ag:] —
— (1 +NS[Aglr) [AbyAg] — (2+ pNS[Ag]r) [AbrAg2).

A poliklonalis esetben is a kovetkezd jeloléseket alkalmazom:
a=1+NS[Aglr, B =2+pNS[Ag]r.

Ekkor

n

Agly = [Ag]7 Z( [AbiAg] +ﬁ[AbAg2])
i=1

Tobbklonos esetben az egyenletrendszer a kovetkezd lesz:

d|Ab;A 3
dlAbiAg] d; 8l _ 2ka1i[AbilT ([Ag]r — at|[Ab1Ag] — B]Ab1Ags] — at|AbyAg] — BlAbyAgs] — ...
— a[Ab,Ag] — B [AbnAgz]) — kqi|Ab;Ag) 4 2ky;|[AbiAga] — ka2ilAbiAg)|Ag]T
d|Ab;A
[ dt gz] - aZI[Ab Ag] [Ag]T - del[Ab AgZ] i=1,2,..,n

Vs
4.3)
A 2n szamu egyenletbdl all6 (4.3) egyenletrendszert a kovetkezd métrixos alakba irhatjuk:

[Ab1Ag]

Ab,Ag
[AblAgz]

[AbnAgz]
dt
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ka1 [Ag]T O

O kaZn [Ag ] T

A*-gal és B*-gal a kovetkezd részmatrixokat jeloltem:

—2ka11[Ab1 |70 —2kg1 — ka1 [AglT  —2ka11[AD1| 100

[Ab1Ag] 2ka11]Aby |7 [Aglr

[AbyAg] 2ka12[Abs) 7 [Ag]T
[AbnAg] + 2ka1n {Abn]]— {Ag} T
[Ab1Ago] 0
[AbyAg| 0
[AbnAgZ] 0

—Zkall[Abl]T(X

A* =
_Zkaln[Abn]Ta _2ka1n[Abn]Ta _Zkaln[Abn]Ta - 2kdn — Ra2n [Ag]T
—2ka11[Ab1]1B 42k —2ka11[Ab1]TB ... —2ka11[Ab1]7 B
B* = -
—2ka1n[Aby) 7B —2ka1n[AbylTB ... —2ka1n[Abyn) 7B + 2k4y
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5. Numerikus szimulaciok

P

Ebben az fejezetben numerikus szimuldcidkkal illusztrdlom az el6z0 fejezetekben leirtakat a
Matlab szoftver segitségével. Munkam soran végig Gustaf Soderlind professzor (Lundi Egye-
tem) differencidlegyenlet megoldé ode23sdc12 programjat haszndlom a Matlab beépitett meg-
oldéprogramja helyett. Konzulensemen keresztiil a programkddot kozvetleniil a professzort6l
kaptam tudomdnyos kutatds céljabél és Fedorszki Addm segitett a hasznalatiban, megértésében.
A MatLab beépitett ode23s tiiggényével szemben az ode23sdcl2 program szamos kiegészit
programot tartalmaz. Tobbek kozott azzal is gazdagabb, hogy egy adott differencidlegyenletre
meghatdrozza a megoldds sordn hasznialand6 megfelels 1épéskozt, amelyet késdbb a program-
ban paraméterként tudtunk rogziteni a szimulalds elstt. Igy pontosabb numerikus megolddsokat
kaphattunk, mivel merev differencidlegyenleteket szerettiink volna megoldani, melyek megol-
ddsdnak pontossdgat nagyban meghatdrozza az alkalmas 1épéskoz. A szimuldcidkban szdmolt

egyensulyi pontokhoz is a MatLab szoftvert hasznédltam.

5.1. Numerikus szimulaciok monoklonalis oldat esetén

A szimuldciokkal az immunkomplexek képzddésének dinamikdjat mutatom be. A szimuldciok-

ban haszndlt M = mol /dm? a térbeli koncentracié mértékegysége, neve molaritds.

1. Szimulacié. Az elsé szimuldciéban azt az dltaldnos monoklondlis esetet vizsgdlom, ahol egy-
dltalan nem vessziik figyelembe a takarohatast. Ekkor a (3.1) a szimulalt differencialegyenlet-

rendszer, a felszin és térfogat adat a szilard tazisu ELISA-ban haszndlatos.

Antitest kl6nok | [Ab]7 | [Ag]r ka1 kao kg A %
szama M) (mol/dm?) | M~1s™!) | M~ 's~1dm™1) (s7h (dm?) (dm?)
1 0%} 107" |s5.10°| 0,5-10° |5-1073|1,96-10> | 10~*

5.1.1. tablazat. Az 1. Szimulacié paraméterei
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5.1.1. dbra. A komplexek és az antitestek koncentracidja az id6 fiiggvényében az 1. Szimulaciéban

Mar az adatokon is latjuk, hogy a reakcioban résztvevd antigének molszdma nagysagrendekkel

kevesebb, mint a rendelkezésre 4116 antitest. Ha minden antigénhez kotddne antitest, akkor sem

véltozna szamottevden [Ab], éppen ezért tlinik konstansnak. Ezt demonstralja az 5.1.1 dbrank.

2. Szimulécié. A masodik szimuldciéban azonos nagysagrendi antigén is antitest molekula-

szammal dolgoztam, hogy [Ab] viltozdsa jol lathaté legyen.

Antitest klénok | [Ab]r | [Ag]r ka1 kao kq A 1%
szama ™M) (mol/dm?) | M~'s71) | M~ ls~lam™1) (s7H (dm?) (dm?)
1 10°8] 1079 | 5.103 | 0,5-10° |5-1073 | 4-1073 | 107*

5.1.2. tdblazat. Az 2. Szimulacié paraméterei
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5.2.1. dbra. A komplexek és az antitestek koncentricidja az id6 fliggvényében a 2. Szimuldciéban

Az 5.2.1. dbrdn mar szemmel ldthaté [Ab] csokkenése. Koriilbeliil [Ab]-nek a 3%-a keriil kotott
4llapotba. A komplexek koncentrici6ja mol /dm?-ben nagysagrendekkel kisebb, mint a szabad

antitestek koncentracidja M-ben, ezért az el6bbit az dbran kozelit6leg nulldnak latjuk.
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5.2.2. dbra. A komplexek és az antitestek koncentracidja az id6 fiiggvényében a 2. Szimul4cidban,
egységes nagysiagrendben

5.2.2. abréan egységessé tettem az antitestek és a komplexek nagysagrendjét. Latjuk, hogy ko-
riilbeliil kétszer annyi lesz az egyszeresen kotott, mint a kétszeresen kotott antitest. Az dbrardl
leolvashatjuk, hogy a két egyensiilyi érték [AbAg] =~ 1,63 - 10712 mol/dm?, illetve [AbAg;] ~
6,91-10~'2 mol /dm?.
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5.2.3. dbra. A komplexek koncentracidjanak az 6sszes komplex koncentraciéjdhoz viszonyitott ardnya a
2. Szimulaciéban
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5.2.4. abra. A komplexek egymdshoz viszonyitott ardnya a
2. Szimuldciéban
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Az 5.2.3. és az 5.2.4. dbrékon is l4thatjuk, illetve az egyensilyi pontokbdl kiszdmolhatjuk, hogy
4,22-szor annyi lesz a kétszeresen kotott antitestek koncentracidja, mint az egyszeresen kotot-

teké.

3. Szimulacié. Ebben a szimuladciéban a [4] alapjan moédositott, részlegesen figyelembe vett ta-

karohatassal felirt (3.8) differencidlegyenlet-rendszert szimuldlom. Ehhez a 2. Szimuldcio ada-

tait hasznalom.
Antitest klénok [Ab] T [Ag] T ka1 ko kg A |4
szama (M) (mol/dm?) | M~'s71) | M~ ls~lam™) (s7H (dm?) (dm?)
1 108 ] 1079 | 5.103 | 0,5-10° |5-1073 |4-1073 | 107*
5.1.3. tdblazat. Az 3. Szimuldcié paraméterei
A1
110
® © ¢ o 9 o ¢ & ¢ 9 9
0.9+ 1

0.8F 4 * % % ¥ ¥ *  * £ * F

0.7 | ¥ 1
0 06l +  [AbAg] molidm? |
5 * % [AbAg,] mol/dm?

é 0.5, 7 1073[Ab] mol/dm?® I

= ¢ [AbAg]+[AbAg.] molidm?

8 sy [AbAg]+[AbAg,] |
0.3p 1
0.2 5 1

b+ + + + + + + + + 4

0.1%+ 1

0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

idé (s) %104

5.3.1. dbra. A komplexek €s az antitestek koncentracidja az id6 fiiggvényében a 3. Szimul4cidban,
egységes nagysdgrendben

Az 5.3.1. 4bran j6l latjuk a komplexek és az antitestek koncentracidvéltozdsat is. Ebben az
esetben is a kétszeresen kotott antitestek lesznek jelen nagyobb részben, kortilbeiil 80%-ban.
Az immunkomplexek hatarértéke a (3.13)-as masodfoku egyenlet immunoldgiailag értelmes
megoldésa. A szamitas altal adott értékeket kozelitik az dbrdn 14thaté komplexek koncentracioi,
amikor t — oo. Az egyensiilyi értékek [AbAg] ~ 1,59-10~!2 mol /dm? és [AbAg;] ~ 7,94 - 10712
mol /dm?.
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5.3.2. dbra. A
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5.3.3. dbra. A komplexek egymdshoz viszonyitott ardnya a 3. Szimuldciéban
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Ebben az esetben egyensilyi helyzetben 4,99 lesz a kétszeresen és az egyszeresen kotott anti-

testek ardnya, amelyet az 5.3.2. és 5.3.3. dbrdkon is lathatunk.

Egyensilyi helyzetben

2. Szimulacio

3. Szimulacio

[AbAg](mol /dm?) 1,63-10712 | 1,59-10712
[AbAg;](mol/dm?) | 6,91-10712 | 7,94.10712
[AbAg»)/[AbAg] 4,24 4,99

5.1.4. tdblazat. A 2. és a 3. Szimul4ci6 egyensiilyi helyzeteinek 0sszehasonlitdsa

Az5.1.4. tablazatban 6sszehasonlitva a 2. és 3. Szimul4ciot latjuk, hogy a részlegesen figyelem-
be vett takar6hatdssal szamolt modellben, ezekkel az adatokkal, valamennyivel nagyobb lesz a
kétszeresen kotott antitestek ardnya. Ez redlisnak is tlinik, ugyanis itt a kétszeres komplexek

kialakuldsat leiré reakcidsebességi tagban [Ag] helyébe a ndla nagyobb [Ag|r keriilt.

4. Szimulacié. Ebben a szimuldcioban attérek az ELISA reakcié vizsgdlatara. Ekkor azt fel-
tételezziik, hogy a kezdeti antitestek szama nagysagrendekkel tobb, mint a kezdeti antigének
szama. Ehhez a (3.17) differencidlegyenlet-rendszert szimulaljuk. A szimuldcioban felhasznalt
adatok a kovetkezok:

Antitest klonok [Ab]T [Ag]T ka1 ko kg
szama (M) (mol/dm?) | M~Is71) | M~ 's~1dm™1) (sh
1 108 107" | 5.10°] 0,5-10° |5-1073

5.1.5. tablazat. A 4. Szimulacié paraméterei
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5.4.1. dbra. A komplexek koncentracidja az id6 fiiggvényében a 4. Szimulaciéban

5.4.1. 4dbran lathaté az immunkomplexek képzddésének dinamikdja monoklondlis oldat esetén,
ELISA reakciot feltételezve. Az immunkomplexek hatarértéke a (3.18)-as egyenlet egyensulyi
pontja. A (3.21) egyensulyi pont szamitas altal adott értékeket kozelitik az dbran l4athaté komp-
lexek koncentraciéi, amikor ¢ — oo. Az egyensilyi pontok [AbAg] ~ 1,92-10~!3 mol/dm?,
illetve [AbAgs] ~ 9,61 -10~* mol/dm?. A 4. szimul4ciéban lathatjuk, hogy valéban ezekhez

az értékekhez tartanak a koncentraciok. Az hatarértékek 98%-at koriilbeliil 23 perc alatt érik el.
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5.4.2. dbra. A komplexek koncentraciéjanak egymdashoz és az dsszes komplex koncentricidjahoz
viszonyitott ardnya a 4. Szimulaciéban

5. Szimulacié. Ebben a szimuldcioban azt a monoklonalis esetet vizsgalom meg, mikor ELISA
reakciot feltételeziink, és szamolunk a komplexek takar6 hatdsdaval. Ekkor egy egyszeresen ko-
tott antitest altal kitakart teriiletet a kovetkez6képpen szdmolhatjuk. A [4]-es forrds alapjin az
antitest Fab-régioinak hossza 6 — 7 nm ko6zott mozog. A szimuldcioim alatt a szamtani k6zép-
pel, 6,5 nm-rel szamoltam. Teljes rugalmassdgot feltételezve legnyitottabb allapotban a karok
135°-0s szoget zdrnak be. Ekkor a hiromszdgbdl a szinusz tételt hasznalva meghatdrozhato az
dltaluk kitakart korfeliilet 12 nm hosszu sugara. Atvéltva az értékeket dm?-be, egy egyszeresen
kotott antitest 4ltal kitakart feliilet S = 1,4471071% ~ 4,52 10~ dm?. Feltételezziik, hogy egy
kétszeresen kotott antitest 28 feliiletet takar el. Ekkor (3.23) a szimulalt differencialegyenlet-

rendszer.
Antitest klénok | [AD]r | [Ag]r ka1 k.o kg S
szama M) (mol/dm?) | M~'s7) | M s ldm™) ) (dm?)

1 108 107" {5103 | 0,5-10° |5-1073 | 4,52-10714

5.1.6. tdblazat. Az 5. Szimulacié paraméterei
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5.5.1. dbra. A komplexek koncentracidja az id6 fiiggvényében az 5. Szimul4ciéban

Az5.5.1. dbran l4thatjuk, hogy komplexek a megszokott médon monoton novekedéssel tartanak
a (3.25)-ben szamolt egyenstlyi értékhez, [AbAg] =~ 1,90 - 10~'3 mol /dm? és [AbAg>] ~ 9,52 -
10~'4 mol /dm?.

Egyensiilyi helyzetben | Részlegesen figyelembe vett takardhatds | Teljesen figyelembe vett takaréhatds
[AbAg](mol /dm?) 1,9231-1013 1,9032-10713
[AbAg>](mol /dm?) 9,6155-10~ 14 9,5161-10~ 1

[AbAg>]/[AbAg] 0,5 0,5

5.1.7. tablazat. Takar6hatds figyelembevételében kiilonbozé ELISA modellek egyensilyi helyzeteinek
Osszehasonlitdsa

Latjuk, hogy a teljesen és a részlegesen figyelembe vett takar6hatassal szamolt ELISA esetén
az egyszeresen a kétszeresen kotott antitestek ardnya mindkét esetben 1/2, mert mindkét modell
egyensulyi egyenletrendszerének masodik egyenlete szerint

[AbAgQ] ka2

A o A8l =

1
[AbAg] — 2k; 2

A szimul4ci6 adatai mellett j6 kozelités csak részlegesen szdmolni a takaréhatdssal.
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5.5.2. dbra. A komplexek koncentraciéjanak egymdashoz és az dsszes komplex koncentricidjdhoz
viszonyitott ardnya az 5. Szimuldciéban

5.2. Numerikus szimulaciok poliklonalis oldat esetén

Ebben a fejezetben szimuldlom az immunrendszert 10 specifikus klon esetén. A (2.4)-ben de-
finidlt Kp értékek természetes alapi logaritmusa (azaz In(Kp)) legyen In(2,5-1077) vérhat6
értékid és 0,2 szordsd normadlis eloszlast. A kiilonbozé klonok esetén egy Fab-régi6 és egy anti-
gén asszocidcidjanak reakcidsebességi dllanddjanak a természetes alapu logaritmusa (In(k,1;))
keriiljon ki egyenletes eloszldsbol és véletlenszertien vegyen fel értéket a [0,8 -In(10%);1,2 -
In(10%)] intervallumbdl.

Minden klén esetén Ab;Ag és Ag asszociacids reakcidsebességi dllandéja (k,p;) legyen az [S]-
2 —2.10% 1/dm. Az [Ab;]7 min-

beli méréseredmény alapjan a kovetkez6 ardnnyal szdmitva:
ali
den esetben Kp;-vel ardnyos, a kovetkezs osszefiiggéssel leirva: [Ab;|r =4 - 1073 - Kp; - ¢;, ahol

c; véletlenszertien vesz fel értéket a [0,8; 1] intervallumbél. Legyen [Ag]r = 10~'? mol /dm?.

Ezen feltételek mentén véletlenszerlien generdlt értékek az aldbbi tabldzatban lathatok.
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flonok [?1]\]41}; [(]1(\14);] (Mljallsl”) (M—lskﬁldm—w (skfi)

Ab; | 8,0869-10710 | 2,4494.1075 | 7,2089-10% | 1,4417-10% | 1,77-1072
Aby | 8,7352-10710 | 2,6648-1075 | 2,2607-10% | 4,5214-10% | 6,02-10"2
Abs | 8,3401-10710 | 2,1029-107° | 9,7211-10> | 1,9442-10% |2,04-1072
Abs | 9,6185-10710 | 2,4189-1075 | 1,4982-10% | 2,9964-10% | 3,62-102
Abs 1,1947-107° | 3,1110-1073 | 2,0213-10% | 4,0426-108 | 6,29-1072
Abg | 8,2714-10710 | 2,1034-1075 | 1,6430-10% | 3,2860-10% | 3,46-102
Ab; | 1,0499-10710 | 2,8191-107° | 3,9367-10* | 7,8734-107 | 1,11-1072
Abg | 7,8979-10710 | 2,0009-107° | 9,9549-10% | 1,9909-10% | 1,99-102
Aby 1,2888-1077 | 3,3967-107° | 6,4337-10% | 1,2867-10%8 |2,19-1072
Abyo | 8,9854-10710 | 2,6928-107° | 4,6620-10> | 9,3240-107 | 1,26-1072

6. Szimulacié. Ebben a szimuldcioban 10 klon esetén vizsgdlom a reakciokat részlegesen fi-
gyelembe véve a takarohatdst, ELISA immunesszében. A klonok adatait az 5.2.1. tablazat

tartalmazza. A szimuldlt differencidlegyenlet-rendszer a (4.2), ahol n = 10, illetve [Ag]r =

10~ 2mol /dm?.

koncentracio (molfdm2}
w

3]

5.2.1. tdblazat. A kiilonb6z6 klénok paraméterei

[9)]

B

x107'8
R o ' 2t ' ' ' £
I + [AbAg] | |
% [AbAg]
i [AbAg] | |
o [AbAg]
v [AbAg]
I [AbAg] | |
[Ab,Ag]
i > [AbAg] |
% [AbgAg]
L [Ab, Ag]| -
Z[Ab Ag]
¢ & 2 2 & % % % £¢
1 2 3 4 5
ido (s) x10*

5.6.1.4bra. Az egyszeresen kotott antitestek koncentraciovaltozasa az id6 fiiggvényében a 6.

Szimulacidéban
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3 =107 . . . .
PR : #s : : 3
2-5_-,} * [Ab1A92] 1
* [AbAg)
&> [Ab,Ag,]
s 2T O [AbAg, |
E v [AbAg,]
o 15l [AbAg,] | |
ke [Ab_Ag_]
= > [AbgAg)]
§ {:F x  [AbAg.] |4
= v [AbyAG,
o Z[AbAg,]
> >
s I ¥ 3 % 8% % ¢
1 2 3 4 5
id6 (s) x10%

5.6.2.4bra. A kétszeresen kotott antitestek koncentracidvaltozasa az idd fliggvényében a 6.
Szimulaciéban

7. Szimulacié. Ebben a szimuldciéban komplexek takaréhatdsat teljesen figyelembe vessziik.
A szimulalt differencidlegyenlet-rendszer a (4.3), n = 10 esetén. Ekkor tovabbra is a 5.2.1.
tablazat adatait haszndljuk, kiegészitve azzal, hogy egy kikotddott antitest altal kitakart feliilet
hasonléan a monoklondlis esethez S = 4,52 - 10~'* dm?, illetve [Ag];7 = 10~ ?mol /dm?-rel
szamolva, p =2 esetén oo = 1,0271 és B = 2,0542.
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7 % 1 0 T T T _|
:?c; £2 z z 5 b 5 5 £
6 4 + [Ab 1Ag] i
* [Ab,Ag]
I [AbAg] | |
C\IA 5 Tz
g 9 O [Ab,Ag]
=]
= v [AbAg]
EA4r [Ab,Ag] | |
2
4;5; ar > [AbAg] | 1
9 % [AbgAd]
£ol v [Ab,Adl|
o Z[AbAg]
2 3 4 5
idS (s) x10*
5.7.1.4bra. Az egyszeresen kotott antitestek koncentracidvéltozasa az id6 fiiggvényében a 7.
Szimulaciéban
3 X 1 0-1 ? T T T T
b R 4 A1 i b z H
2.52-2 + [AbAg,] | 4
* [Ab,Ag,]
— ¥ [Ab Ag,]
§ 2| o [AbAg,) | ]
g L7 [AbSAQQ]
9 151 [AbgAg,l | |
E ¥ [Ab_Ag,]
é > [AbgAg,]
s 171 x  [AbAg.] | A
P
v [Ab,Ag,]
I Z[AbAg,]
> > g P P > [> >
1 2 3 4 5
id6 (s) x10*

5.7.1.abra. A kétszeresen kotott antitestek koncentraciévaltozasa az idé fiiggvényében a 7.

Szimulaciéban
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A részlegesen figyelembe vett takar6hatdssal szamolt modell a teljesen figyelembe vett takaro-
hatdssal szamolt modellnek egy olyan specidlis esete, ahol o = 1 és B = 2. Latjuk, hogy kis
[Ag|r esetén a 7. Szimuldcidban « és B alig tobb, mint a 6. Szimuldcidbeli oo = 1 és B =2. Az
abrédkon is azt tapsztaljuk, hogy szinte nincs eltérés a két eset kozott. Ez is megerdsiti azt, hogy

kis [Ag|7 esetén redlis csak részlegesen figyelembe venni a takaréhatdst.
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Osszefoglalas

A szakdolgozatomban 0sszesen 6 modellen keresztiil vizsgéltam a bivalens kotddést antigén-
antitest reakciokban.

Ezek kozott hangsulyosabbak voltak a monoklondlis reakcidk, itt bonyolultabb modellekkel
kezdtem a vizsgalatot, majd 1épésenként egyszeriisitettem, igy immunoldgiailag még redlis, de
konnyebben kezelhetd modellekre jutottam. Bar ebben a szakdolgozatomban a poliklonélis re-
akciokat csak felvazoltam, sziikséges ezeket is megérteni, ugyanis az immunrendszeriinkben ez
a gyakoribb jelenség.

A vizsgalt példakon azt tapasztaltuk, hogy egy modell bonyolitdsa, hidba volt indokolt biol6-
giai szempontbol, a pontossdgon nagy mértékben nem javitott, cserébe a szamoldsi folyamatot
hosszadalmassa és koriilményessé tette. Egyes modelleken alkalmaztuk az ELISA feltételeit,
miszerint dllandénak tekintettiik azokat a valtozokat, amelyek véltozdsa eltorpiilt a tobbi részt-
vevO moédosuldsa mellett. Ezeken a modelleken keresztiil mi is tapasztaltuk, hogy redlis és cél-
szerl az ilyen megkozelitése egyes problémdknak.

Lathattuk, hogy ezen a téren is sziikség van matematikai szemléletre, illetve a szamitégépes

szimulécidkra. Ezek segitségével konnyebb prognosztizalni a lejatszodé reakciokat.
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