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Koszonet
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1. fejezet

Bevezetés

Primszamnak nevezziik azokat a természetes szamokat, amelyeknek pontosan két
osztojuk van a természetes szamok kozott (a szam maga és az 1). A primek a
természetes szamok halmazanak felbonthatatlan (irreducibilis) elemei. Végtelen sok
primszam van. Ennek az allitasnak a legkordbbi bizonyitédsat Euklidész adta meg
Elemek cimi munkajaban, I.E. 300 koriil.

A ma ismert legnagyobb primszam a 28289933 _ 1 Ez az 51. Mersenne-prim, ami
24 862 048 szamjegybdl all.

SMinden tudatlan feltehet olyan kérdést a primszdmokrol, amelyre a leg-

bolcsebb ember sem tudja a vdlaszt.”
— Godfrey Harold Hardy

A primszamokkal kapcsolatban rengeteg megoldatlan probléma van. Ilyen példa-
ul az Ikerprim-sejtés, az n?+41 alakt primek szamanak végtelensége vagy a Mersenne-
primek szaménak végtelensége. Ezekre csak kiilonb6z6 sejtések vannak, de a bizo-
nyitasok még varatnak magukra.

A szakdolgozatban bizonyitasok vannak bemutatva a primszamok végtelenségé-
re, elemi becsléseket adunk a primszamok szamara, foglalkozunk reciprokosszegekrél
sz610 tételek bizonyitasaval, a primszamtétellel és a primszamok szamanak becslését
érdekes diagramokkal szemléltetem, melyeknek alapul szolgalo két Python program-
kod megtalalhatd a dolgozat végén, a fliggelékben.

y B 1 £y >




2.
Definicidok és bizonyitasok

Az elsé fejezetben egyrészt alapvets definicidkat ismertetek, mint a felbonthatatlan,
a primszam, illetve a kapcsolatuk az egész szdmok halmazan. Majd a primek tesz-
telésérdl irok.

Masrészt 3 kiilonb6z6 bizonyitast mutatok be a primszamok végtelenségét igazolva,
kiilonb6z6 modszerekkel, kiillonb6zé neves matematikusoktol, kiilonb6zé korokbol.

2.1. Felbonthatatlan definicio

Azt mondjuk, hogy egy f egységtdl kiillonbo6z6 egész szam felbonthatatlan, ha minden
olyan esetben, amikor elGall két egész szam szorzataként, a szorzatnak legalabb az
egyik tényezGje egység. Azaz tetszGleges a illetve b egész szamra:

f=a-b=a vagy b egység.

2.2. Primszam definicio

Azt mondjuk, hogy egy p egységtdl kiilonbozs egész szam primszam, ha minden
olyan esetben amikor p két egész szdm szorzatanak osztoja, akkor p a szorzat leg-
alabb egyik tényezGjének is osztoja. Azaz tetszbleges a illetve b egész szamra:

pla-b = pla vagy p|b.

2.3. Felbonthatatlan és prim egész szamok korében

Tétel :
Minden primtulajdonsagt elem felbonthatatlan Z-ben.

Bizonyitas : ( [1] alapjan)
Tegyiik fel, hogy p tetsz6leges prim, és tekintsiik ennek valamilyen felbontésat:
p=a-b

Azt kell bizonyitani, hogy az a és b koziil az egyik sziikségképpen egység kell legyen.
A p = a- b felbontasbol egyrészt kovetkezik, hogy teljesiilnek az a|p és b|p osztha-
tosagok.
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Mésrészt, mivel az egész szamok halmaza egységelemes, ezért minden elem osztoja
onmaganak. Igy p = a - b-bdl kovetkezik, hogy teljesiil a p|ab oszthatosag is. De p
primtulajdonsidga miatt ekkor a p|a és p|b oszthatosagok koziil legalabb az egyik
teljesiil.

Tegyiik fel, hogy p|a teljesiil. A bizonyitas elején ugyanakkor megallapitottuk, hogy
a|p is teljesiil.

Az egymassal valo oszthatosaghol kdvetkezik, hogy a és p egymas asszocialtjai, ami-
bél kovetkezik, hogy b sziikségképpen egység.

Ha p|a mégsem teljesiil, akkor p primtulajdonsaga miatt p|b biztosan teljesiil. Ek-
kor kovetve ezt a gondolatmenetet arra jutunk, hogy a egység.

Igaz tehat, hogy barmely primnek barmilyen felbontésaban az egyik tényez6é min-
denképpen egység.

Azaz valoban minden prim felbonthatatlan.

Tétel : A Szamelmélet alaptétele:

Tetsz6leges 0-t6l és egységtol kiilonbozs szam felbonthatd véges sok felbonthatatlan
szam szorzatara és ez a felbontés egyértelmi, a sorrendtdl és egységtényezsktsl el-
tekintve.

Tétel :
Minden felbonthatatlan szam primszam Z-ben.

Ennek a bizonyitédsa a Szamelmélet alaptételének felhasznélasaval az Euklideszi al-
goritmussal torténik.

Erre a bizonyitasra szakdolgozatomban nem térek ki, az minden elemi szamelmélet-
tel foglalkoz6 konyvben megtalalhato.

Mindezek alapjan:
Tétel :
Az egész szamok halmazaban a primszamok és a felbonthatatlanok megegyeznek.
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2.4. FEratoszthenész és primtesztelés \/n — ig

A primszamok elGallitasanak ma is gyakran hasznélt modszere Eratoszthenész gorog
matematikustol szarmazik. A szita megnevezés utal a modszerre, mivel az 1-t6] n-ig
felirt szamokbol "szitaljuk ki" az Osszetett szamokat. Amely szamok fennmaradnak,
azok a primek (az l-en kiviil). Az eljaras lépései:

1. Egyesével felirjuk a szamokat 1-t6l n-ig.

2. Megkeressiik az els6 1-nél nagyobb szdmot, ami nincs sem kihtzva sem kari-
kazva.

3. Ezutan bekarikdzzuk, majd kihtizzuk a szam tobbszoroseit.
4. A masodik 1épéstdl ismételjiik az eljarast.

5. Az algoritmus akkor élljon le, amikor az aktuéalis szam négyzete nagyobb, mint
az n.

6. Elegendd az 1 és \/n kozotti szamokkal elvégezni a szitélast, mivel ha egy szam
n-nél kisebb és Gsszetett, akkor van y/n-nél kisebb prim osztéja.

Bizonyitas :

Legyen n € N és a az n legkisebb primosztoja és legyen:
n=a-b

ezért az a megvéalasztisa miatt: n < b, tehat a®> < a-b
igy adodik, hogy: a? <n

a<+/n

Ezzel bebizonyitottuk a 6. 1épést.

2.5. Euklidész féle bizonyitas (I.E. 300)

Euklidész allitasa, Elemek cimt munkijabol, a kovetkezs: ,,a primszamok darabsza-
ma nagyobb barmely adott (véges) szamnal”, a bizonyitasa pedig igy szol:

Tegyiik fel, hogy a primszamok darabszama véges. Legyen ez a szam m. Szoroz-
zuk Ossze mind az m darab primet, majd adjunk hozza egyet. A kapott szam egyik
primmel sem oszthaté a halmazunkbol, hiszen barmelyikkel osztva egyes maradékot
kapunk, az egy pedig egyik primmel sem oszthato. A szorzat tehat vagy maga is
prim, vagy oszthato egy olyan szammal, ami nincs benne a fenti véges halmazban.
(Ez azért igaz mindig, mert minden 1-nél nagyobb egésznek van primosztoja) Mind-
két esetben legalabb m-+1 darab primszam létezik, ami ellentmond annak a kezdeti
feltételezésnek, hogy m darab primszam van. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik
fel, hogy p1,p2, ps- .., pr az Osszes primszam. Ekkor készitiink egy szamot, amely
mindegyik primmel osztva 1-et ad maradékul:

m=p1-pa-ps---cprt L

A szam tehat vagy maga is prim, vagy oszthato egy olyan szammal, ami nincs a
felsorolt primek kozott. (Ez azért igaz mindig, mert minden 1-nél nagyobb egésznek
van primosztoja). Mindkét esetben k+1 darab primszam létezik. Ellentmondas.
Tehat végtelen sok primszam létezik.
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2.6. Goldbach bizonyitas (1730)

Azon alapszik, hogy végtelen sok primszam van, mert végtelen sok Fermat-szam van.
Belatjuk, hogy barmely két Fermat-szam F, = 22" + 1 relativ prim. Indukciéval
belatjuk, hogy F,, —2 = Fy - Fy ----- F,,,_1. Valoban, ha m osztja példaul Fj-t és
F,-et (k <n) , akkor m osztja 2-t is, tehat m = 1 vagy 2. De m = 2 nem lehet,
hiszen minden Fermat szam pératlan. Ha n = 1, akkor Fy = 3 és F} —2 = 3. Az
indukcios feltevésbdl:

n n—1
15 = (] F)F. = Fu(F, - 2) =
k=0 k=0

2.7. Lagrange bizonyitas (1800)

Definicié : A Mersenne-szamok az M, = 2P — 1 alakt szamok, ahol p prim.
Tétel : Lagrange tétele Ha G egy véges (multiplikativ) csoport és U egy részcso-
portja, akkor |U| osztja |G|-t.

A bizonyitas primszamok végtelenségére [9] szerint:

Tegyiik fel, hogy P véges és p a legnagyobb prim. Tekintsiik a 2P — 1 alakd tgyne-
vezett Mersenne-szamot, és mutassuk meg, hogy 27 — 1 barmely ¢ primosztoja p-nél
nagyobb.

Ez éppen a kivant kovetkeztetést adja.

Legyen g a 2P — 1 valamely primosztoja, azaz 2 = 1 (mod ¢). Mivel p prim, ez
azt jelenti, hogy a Z, test Z,\ {0} multiplikativ csoportjaban a 2 elem rendje p.
Ennek a csoportnak ¢ — 1 eleme van.

Lagrange tételébdl tudjuk, hogy minden elem rendje osztja a csoport rendjét, ese-
tiinkben p|g — 1, tehat p < gq.

Fejezet 2 Rusz Balazs 7



3.

Primszam eloszlas

Ebben a fejezetben [2| alapjan ismertetem az elméletet.

3.1. Primszamok szama

Definici6é: Tekintsiik a természetes szamoknak a részsorozatat. Legyen a sorozat
x-nél nem nagyobb elemeinek szama u(x). A sorozat stirtiségén a kovetkezd hatéar-
értéket értjiik (ha létezik):

u(z)

lim —=.
r—o00 I

Tétel: Legyen 7(x) az x-nél nem nagyobb primszamok szama. Ekkor

lim @ =0,
Tz—o00 I

tehéat a primszamok sorozata 0 strtség.

3.1.1. FelsS becslés 7(z)-re

Tétel: Tetsz6leges x > 0 szdmra, az x-nél nem nagyobb primek szorzatara igaz a

kovetkezd:
H p < 4%

Bizonyitas (Erdés Pal, Kalmar Laszlo):
1) Legyen n egész szam. Teljes indukciot alkalmazva, bizonyitjuk, hogy:

Hp < 4"

a)n = 1, 2, 3-ra a tétel igaz.
b) T.f. hogy igaz a tétel az 1, 2, 3...,m szdmok mindegyikére. Bizonyitani akarjuk,
hogy igaz m-+1-re is.
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A péros és paratlan eseteket kiilonvalasztjuk
I) Paros: m = 2k —1 >3
Az indukcios feltevés:

I[Ir = I » < 7,

p<m p<2k—1

m + 1 = 2k > 4, ezért az m+1 egy 2-nél nagyobb péaros szdm, tehat nem
primszam.
Ezért az idukcids feltevés felhasznélaséval:

Hp:Hp: Hp<42k_1<42k.

p<m+1 p<2k p<2k—1

Tehat a tétel igaz m+1-re.
IT) Paratlan: m = 2k
Az indukcios feltevés:

Hp :Hp < 4%k

p<m p<2k

Kiilonvalasztva a k-+1 alatt levs és a k+2 illetve 2k+1 kozé esé primeket.

[He=11r2=11» II ».

p<m+1 p<2k+1 p<k+1 k+2<p<2k+1

k + 1 < 2k, ezért az indukcios feltevés felhasznaléséaval:

IIr <4 @

p<k+1

A (Zk]j 1) binomiélis egyiitthato szamlalojaban szerepel mindegyik prim, nevez§jében
viszont egyik sem. Egyszertsiteni nem lehet, ezért a (Qk]j !

szorzatéaval. Tehat:
H | 2k +1
PIV &

) oszthatd ezen primek

k+2<p<2k+1
2k +1
o< o
k+2<p<2k+1
Maésrészt
2k +1 B 2k +1
k S \k+1)

tehét

2% +1\ 1[[2k+1 2% + 1 TeN (2k+1\ 1,
() =0 ()5 () -

Ezért az (2), (3) alapjan:

H b < (21@]:1) <4 )

k+2<p<2k+1

Fejezet 3 Rusz Balazs 9
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Ekkor az (1), (4) alapjan:

H p = H p<4k+1.4k:42k+1‘

p<m+1 p<2k+1

Tehat a tétel igaz m+-1-re.
Az indukciés bizonyitast befejeztiik, a tételt igazoltuk egész n-re.

2)
Legyen x tetsz6leges pozitiv valés szam.
Felhasznalva az 1)-et [x|-re, adodik, hogy:

Hp :Hp < 4l < g7,

p<z p<[z]

Igy a tételt 1) és 2) alapjan bizonyitottuk.
Tétel:
Létezik olyan ¢ > 1 konstans, hogy elég nagy x-re:

X

<c- .
m(x) <c gz

Bizonyitas : Az el6z6 tétel segitségével.

Ebben a bal oldalon levé szorzat tényezdinek a szama 7(z). Mivel m(x)-re kerestink
fels6 becslést, ezért ugy csokkentjiik a szorzatot, hogy a kis primeket elhagyjuk és a
megmarado tényezdk legkisebbikét irjuk a szorzat minden tényezdje helyébe. Igy ez

adodik:
ez [I »> (/aE@=wm

p<e a<p<z

Az el6z6 tétel szerint ezért:
(ﬁ)(ﬂ(r)fﬂ(ﬁ)) < 47
Logaritmusra tériink:

{r(z) = 7(Va)} log vV < wlog4,

tovabba ] ]
§7r(x) logz — 5%(\/5) logz < xlog4

m(x)logz < w(y/x)logz + zlog 16.
Alkalmazva a m(y/z) < \/x Osszefiiggést, leosztva log(x)-el:

m(x) < vz +log 16 - .
log

Ha x — oo, akkor
1
log x \/5

Fejezet 3 Rusz Baléazs 10



Elemi becslések a primszamok szamaéara

Elég nagy x esetén:

<3 —logl6

logx

Vv < (3 —1log16) -

Xz

logz’

Tehat
T

m(x) <3

logx
A tételt belattuk.

3.2. Csebisev tétele

A tovabbiakban also becslést fogunk megadni 7 (z)-re.

Az alapgondolat, hogy egy n szam és a kétszerese kozé es§ primszamok szorzatat
becsiiljiik alulrél, felhasznalva azt, hogy a (2:) binomialis egyiitthatd oszthato ezzel
a szorzattal.

Nem trivialis, hogy mindig létezik n és 2n kozé es¢ prim.

Alabb ennek az allitasnak mutatjuk be a bizonyitésat, amit elgszor Bertrand sejtett
meg 1845-ben, majd Csebisev bizonyitott 1852-ben, ezért nevezziik Csebisev tétel-
nek.

Csebisev tétele:

Legyen n > 1 egész szam. Ekkor az (n, 2n) nyilt intervallumba mindig esik prim-
Szam.

Bizonyitas: Erdgs Pal bizonyitésa

1. El6szor vegyiik a kévetkezd szorzatot:
A= H .
n+1<p<2n

Errél fogjuk bizonyitani, hogy nem fires, tehat A > 1.
ElsGsorban bizonyitjuk, hogy:

2

n

Ez igaz, hiszen (2:) egész szam, melynek szamlalojaban az A minden tényezsje
szerepel, nevez§jében egyik sem, egyszertsitésnél nem esik ki A egyik tényezGje
sem.

2. Megadjuk A primtényezss elGéllitasat:
2n\  (2n)!
n) (n)?

Fejezet 3 Rusz Baléazs 11
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Most alkalmazzuk a Legendre féle formulét a faktoridlisok primtényezés elGal-

litasara: -
n! = prp , ahol v, = Z {2} :

k
p<n k=1 p

A formula alapjan (27?) kanonikus alakja a kovetkezd:

()=t = I

p<2n

£ ()0 )}

Ez az 6sszeg csak véges sok tagbol 4ll, ugyanis ha p* > 2n, akkor [17} =0

Felhasznéljuk, hogy tetsz6leges pozitiv valos x-re igaz a kovetkezd:

0<[2z]—-2-[2] <1,

2n n
<[] -2 [5] <1

Ez alkalmazva z = ﬁ—ra:

Tehat ha a szumma tagjainak szama o, akkor v, < a,
Ekkor p*» < 2n < p*»*! miatt:

p’YP S pVP S 277/ S pyp+1'

Most felbontjuk a Hngn p?-t harom tényezdre, melyek koziil az egyikben A-
beli primek szerepelnek.

(QS)IHpup:Hpup. I » I

ps2n p<V2n V2n+1<p<n n+1<p<2n

A 3 tényezét a kovetkezs bettikkel jeloljiik:

V2n+1<p<n

D= 1] »~
n+1<p<2n
p < pr < 2n < p»*l alapjan v, értéke lefeljebb 1, mivel p* > (n+1) > 2n.
Tehat:
D < A.

A-ra szeretnénk als6 becslést kapni, ezért elegendd D-re als6 becslést keres-
niink.

Ha (i?)—re kapunk als6 becslést, B-re illetve C-re pedig fels6t, akkor megvan
D-re az als6 becslés.

Fejezet 3 Rusz Baléazs 12
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3. Also becslés (T)—re

2n 2n
> , havr=0,1,...n—1,n+1,..., 2n.
n v

Tehét:
2n 2 (on 9
2 1 > =2°"
() -2 ()
2n 22n 4m
> = .
n 2n + 1 2n + 1
4. Felss becslés B-re
p’? < 2n

miatt B minden tényez&jének helyébe irhatunk 2n-et. Felhasznaljuk, hogy a
tényezsk szama m(v/2n):

B < (2n)"V?) < (2n)V?-1,

5. Fels6 becslés C-re
C-ben v, legfeljebb 1, hiszen p* > (v/2n + 1)? > 2n.
Tehat v, = 0 vagy v, = 1 Megmutatjuk, hogy:

— <p<n
3 p=

esetén v, = 0.

n 1-2-3-...-n

A szamlaloban nem szerepel a p, csak a 2p. A nevezSben p szerepel, de 2p
nem. Tehat a szamlalot és nevezdt egyarant elosztva p-vel kiesik a p. Azaz

(Qn) _ 2020 —1)..(n+1)

ilyen p-kre:
v, =10
De ekkor
C < II
V2nt1<p<an

El6bbibél a [, p < 4" tétel felhaszndldséval :
C <47
Ekkor az eddigieket Gsszesitve igaz a kovetkezs:

4m 4n/3 4n/3
= > .
(2n+1)(2n)V22—1.4%  (2n+ 1)(2n)V2-1 = (2n 4 1)V

D >

Most bizonyitjuk, hogy D > 1.

Fejezet 3 Rusz Baléazs 13
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6. Bizonyitjuk, hogy elég nagy n-re D > 1
Kiindulunk ebbdl:

n/3 n/3
4 / _ 4 / _ 4%—\/%10g4(2n+1).

(2n + 1)vV2n [4log4(2n+1)]m

Tehat
D> 4g7\/%log4(2n+l)’

lim % —V2nlog,(2n+ 1) = oo,

n—o0

ezért, ha elég nagy n-t vesziink, pl. 577

g —V2nlog,(2n + 1) > 0 lesz.
Ezekszerint n > 577 esetén
D > 1.
azaz
A> 1.

7. Most bizonyitjuk, hogy A > 1, ha n < 577 esetén is.
Vegyiik a kovetkezd sorozatot 577-ig:

2,3,5,7,13,23,43, ..., 571

Tetszdleges v-re

Pv—1 <py < 2]71/71
Most megmutatjuk, hogy tetszéleges n < 577-re az [n+1,2n| intervallumban
van prim.
Ha n-+1 a sorozat egy eleme, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor legyen
p’ és p” a sorozat két olyan eleme, amelyre igaz:

p<n+1<yp’,

ezért
n+1<p’<2p <2n.

Tehat p” az [n+1, 2n] intervallumba esik.
Ezzel belattuk Csebisev tételét.

3.2.1. Also6 becslés 7(z)-re

Als6 becslést Csebisev tételét felhasznalva fogunk adni.
Tétel:
Létezik olyan 0 < ¢’ < 1 konstans, hogy = > 2-re:

x
x)>c - .
() log x
Bizonyitas:
Csebisev tétele alapjan:
4n/3
p>—re.
n+1<p<2n (2n + 1)\/%
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Most logaritmusra tériink

Z p> glogél —V2nlog(2n + 1).

n+1<p<2n

A tagok szama 7(2n) — w(n) és log 2n a legnagyobb tag a bal oldalon.
log 2n{m(2n) — w(n)} > glogél —V2nlog(2n + 1),

Osztunk log 2n-nel:

log2 2n log(2n+1) log2 2n
2n) — > : - V2 > : —2V2
m(2n) = m(n) 3 log2n " log 2n 3 log2n "
log2 2n
2n) > . — 2V 2n.
m(2n) 3 log2n "
Ha elég nagy n-et vesziink, akkor v/2n lényegesen kisebb, mint 102”2”, ezért:
log2 2n
2n) > . .
m(2n) 3 log2n
Péros szamra ezzel mar bizonyitottuk is a tételt.
Legyen most x egy tetszéleges pozitiv valos
x log 2 2 [%}
n(@) > 72 |2]) ke
2 4 log(2[%))
log2 2(3—1) log2 =z log2 1
4 logz 4 logz 2 logaz

Tovabbé igaz, hogy :
log 2 1 log 2 1

2  logx 2log2 2’

Ezért, elég nagy x-re:

() 4 log x 2 4logx
rlog2 — % logQ—%. x
4logx 4 log
Tehat van olyan ¢’ konstans, hogy:
x
>
m(x) > ¢ gz

Ezzel bizonyitottuk a tételt.
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4.

Primek reciprokosszege

Ebben a fejezetben a primszamok reciprokosszegének divergencia tulajdonsagat fo-
gom vizsgalni.

Miel6tt azonban ratérnénk a primszamok reciprokosszegére, el6szor megvizsgaljuk a
természetes szamok reciprokosszegét illetve a négyzetszamok reciprokosszegét is.

4.1. Harmonikus sor

Harmonikus sornak nevezziik a

1 11
Yo o=l4o ot
ln

2 3

alak sort.
A sor elnevezése abbodl adodik, hogy barmely tagja elGall az 6t megeléz6 és az 6t
kovets tagok harmonikus kozepeként:

2 2 1

1 1

n—1 n+1

Egy h hulldmhosszt hang felhangjainak a hullémhosszai 2(n = 2,3, ...). Konkrétan
h/2,h/3,. .., h/8 rendre az oktav, az oktav és kvint, a masodik oktav, a két oktéav
és nagy terc, a két oktav és kvint, a két oktav és kis szeptim, valamint a harmadik
oktav hullamhosszai.

AY>*, % sor tehat tartalmazza a hangot az Osszes felhangjaval egyiitt, a felhango-
kat tobb nyelven is harmonikusoknak nevezik

A harmonikus sor részletosszegei nagyon lassan névekednek az n novelésével. Példa-
ul ahhoz, hogy a részletosszeg meghaladja az 5-6t, legalabb 83 tagot kell 6sszeadni.
Ahhoz, hogy meghaladja a 10-et, 12 367 tagot kell 6sszeadni. A lassi novekedés
ellenére a részletosszegek mégis a végtelenhez tartanak.

Tétel:
A harmonikus sor divergens.

Bizonyitas:
A tételre két kiilonb6z6 bizonyitast is adunk [5] alapjan.
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1. Ha a sor n-edik részletosszege s,,, akkor minden n-re:

T . LU
S2n = Sn = 2 o 2 n) =

1 n n 1 S 1 1
n+1 2n ) — 2n 2
Tegyiik fel, hogy a sor konvergens és az O0sszege A.

Ekkor n — oo esetén s, — s, =& A — A = 0, ami lehetetlen.
2. Ha n > 2%, akkor:

SR
Sn_ — PR p—
2 ok
PR (D (I I IS
2 3 4 5 8 2k—1 41 2k | =
1 1 1 1 1
>14-4+2- - +4- -+ 425 =14k

2 4 8 2 2

Igy lim,, .o s, = o0, tehéat a sor divergens és az Osszege 0o.

4.2. Négyzetszamok reciprokosszege

Tétel:
A négyzetszamok reciprokosszege konvergens.

i1—1+1+1+ .
2T 49 2

Bizonyitas:
Az n-edik részletOsszegre:

n

1 - 1 “ 1 1 1
ZZ._Qfl‘Fisz:l—i-iZQ(i_l—z)22—E<2.

=1

Ezzel belattuk, hogy > oo & < 2.

AS ™, n—12 sor példéja egyike azoknak a ritka eseteknek, amikor a sor Osszegét
pontosan meg lehet hatarozni. Ez egy kivételnek tekinthets, egy véletlenszertien
felirt konvergens végtelen sor 0sszegét altalaban nem tudjuk zart alakban megadni.

A XVII. szédzadban és a XVIII. szazad elején sokan probaltak a sor 6sszegét meg-
hatarozni. Végiil Johann Bernoulli és Euler egymastol fiiggetleniil felfedezték, hogy:
oo 1 2
Y 5=~ 1,64493.

— 6

Ennek a ténynek ma mar tébb mint egy tucat bizonyitasa ismert (lasd pl. [6]).
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4.3. Primszamok reciprokosszege

Egy olyan tételt bizonyitunk, amely arra a tényre mutat ré, hogy a természetes
szamok sorozataban a primszamok viszonylag stirtin fordulnak els.
E tétel a primek reciprok-értékeinek sorara vonatkozik.

Tétel:

Az x-nél nem nagyobb primszamok reciprok értékeinek az Gsszege minden hataron
tul nd, az x novekedtével.

Tehat divergens a

1
2,

végtelen sor.
Bizonyitasok: [3],[2] alapjan.
[. Erdés Pal indirekt bizonyitasa, melyet egyetemi hallgatd kordban adott meg.

Egyrészt tegyiik fel, hogy a sor konvergens.
Ekkor valaszthato egy K korlat, melynél nagyobb primek koziil barmennyi recip-
rokanak az Gsszege kisebb lenne % -nél.
Jeloljiik r-rel a K-nal nem nagyobb primek szamat.

Masrészt becsiiljiik meg a természetes szamok szamét egy N korlatig, két csoport-
ba bontva 6ket. Azok, amelyeknek van K-nél nagyobb prim osztdja, elfordulnak
legalabb egyszer K és N kozti primek tobbszorosei kozt.

Eszerint az ilyen egészek szama nem nagyobb, mint:

=[x
K<p<N p K<p<N p

A “p<N }D Osszeg pedig, indirekt feltevés szerint, kisebb mint %

Minden pozitiv egész szam egy négyzetszam és egy négyzetmentes szam szorzatara
bonthat6. Ez a gondolat alapjan, az olyan egészeket, amelyeknek viszont nincsen
K-nal nagyobb prim osztéja, felbontjuk egy négyzetszam és egy négyzetmentes szam
szorzatara.

A négyzetszam tényezd [v/N]| kiilonboz6 értéket vehet fel.

A négyzetmentes tényezd kanonikus felbontasaban csak az els6 r primszam szerepel-
het, azok is legfeljebb az elsé hatvanyon, ezért az ilyen tényezdk szama legalabb 2".
(Az els6 tényezonél nem vettiik figyelembe, hogy van-e K-nal nagyobb prim osztdja,
a masodiknéal pedig, hogy nem nagyobb-e N-nél. Ez teljes indukcioval igazolhato).
Igy kapjuk a kovetkezs egyenlStlenséget:

1
N < =N 4 [V/N]2" < =N + VN2,

2
Atrendezve és leosztva v/ N-nel:

DN | —

1
ém < 2",

De ez nem lehetséges, mivel az egyenlStlenség jobb oldala a K megvélasztasaval
rogzitett érték, viszont N lehet akarmilyen nagy.
A feltevés tehat helytelen, igy bizonyitottuk a tételt.
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II. Euler bizonyitasa. A divergencia tényén kiviil becslést is adott a tételben
szerepld Osszegre.
A bizonyitas soran felhasznalunk analizis tételeket, mint:

1.
1
S L oogn, (o2 2)
=1
2. ) 5
1
logl_x:x+%+%+---§x+x2,ha0§x§§;
3.

l
1

E 72 < 2, tetsz6leges [ > 0.

k=1

Vegyiik az alabbi szorzatot, ahol x > 3 egész:
1 1 1
AJZH(1+—+—2+---+7)
p<a p p pr

és

El6szor megmutatjuk, hogy

Vegyiik pl. az x=10 és részletezziik Ay tényezsit.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7
A = (”fﬁ*g—ﬁﬂ) <1+§+3—2+3—3) (”5*?) (1+?+ﬁ>'
Hogyha k < 10, akkor k kanonikus elGallitasdban csak a 2, 3, 5, 7 lehetnek és
legfeljebb akkora hatvanyon, mint Ajp-ben. Tehat elGallithato tetszéleges & < 10
szam e primhatvanyok szorzataként.
Ha Ajp-ben elvégezziik a szorzast, akkor minden tag % alaku, illetve tetszéleges
k < 10 esetén fellép az % tag.
Azaz

10
1
— < Ayp.
Z = 10
k=1
Az egyenl@ség nem allhat fenn, mivel ha a szorzasnal egy tényez6bdl az utolso tagot

és a tobbibdl az els6t valasztjuk, akkor a nevezében egy 10-nél nagyobb szam &ll.

: 10 . "
Ennek a reciproka nem szerepel » >, _, % -ben, de szerepel Ajp-ben. Mivel ez pozitiv,

ezért az egyenlGség nem lehetséges. Ez altalanosithato:
1
A>3 7
k=1
és 1. analizis tétel felhasznéalasaval:

A, > logx.
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Minden tényez&je A,-nek egy mértani sor, ebbdl dsszegzés utan adodik:

vp+1
1—
v !

1 1
p<w p p<w p

Utolso két Osszefiiggésiinket Osszevonva

lng<H1i1‘

p<lz p

Most logaritmusra tériink (Megtehetjiik, mert = > 3, igy mindkét oldal pozitiv)

1
loglog x < Zlog 1T

p<z p
Felhasznélva a 2. analizis tételt:

loglogx < Z%jLZl

2
p<x p<z p

A 3. analizis tétel miatt:

Mindent 0sszegezve
1
Z — > loglogz — 2.
p<z p

Ezzel bizonyitottuk a tételt.
Ez a tény szemlélteti, hogy viszonylag lassan névekednek a primszamok, tehat elég
gyakran helyezkednek el az 0sszes természetes szam kozott.

A tovabbiakban bizonyitjuk, hogy még erdsebb tétel is igaz, miszerint a
sort kozeliti a loglog x fiiggvény.

1
p<z p

4.3.1. Aszimptotikus egyenlGség

Tétel:
Létezik olyan c¢ konstans, hogy elég nagy n-re

1
Z — —loglogn| < c.
p<n p
Tétel:
Aszimptotikusan egyenls a Zp < % sor és a loglogn fiiggvény.
Tehat -

ZPSH % _

n—oo log logn
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Bizonyitas:|2]
A bizonyitas soran felhasznalunk analizis tételeket, mint:

1.
1
r—log(l+z) <z’ ha0<z< o
2.
! k
onvergens;
— k2log k B
3.
Z;—IO logn| <c
“— klog(k +1) &8 '

A tételiink bizonyitasat parcialis szummalas (Abel féle atrendezés) segitségével vé-
gezzik.
Most a S _ L sort rendezziik 4t a 3 _ 982 sor szerint (amely aszimptotikusan

p<n p p<n p
log n). Legyen
log p
fln)=>" —=
p<n p
illetve
p<n

f(n) definici6ja miatt:

0 ha k nem prim,

PO — flk—1) = {

- ha k=p prim.
Ezért o
0 a k nem prim,
f(k)—f(k—l)—{1o§p ha k = p prim.
Tehat

" f(k) — — fk+1)— f(k)
logk: z; log k +1)

g(n) =
k=2

Most atrendezziik f(n) szerint. Legyen

fi(n) = f(n) —logn.

Ekkor a Zp<n lop —logn| <5 egyenl6tlenség felhasznélasaval n > ng-ra:

[f1(n)] <5. (4)

Igy az el6z6 két kifejezés alapjan

filk+1)— fi(k) Slog(k+1)—logk
Z log(k + 1) - Z log(k+1) (5)
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Vizsgéaljuk most meg (5) utolso6 tagjat

-1

nz log(k +1 log k Z log (1++

— log(k —|— log(k +1
_Zlog 1—|- log2_log(1+g)_
log(k + 1 log2 log(n+1)
B "L log (1+ )+1_10g(n—|—1)+ logn
B “— log(k +1) log(n+1)  log(n+1)
log 1 + logn
= Z . (6)

log(k + 1 log(n +1)

Most alkalmazzuk z = %—ra az els@ analizis tételt.
Ekkor
! 1 1+ L < !
—_— — O — —_—
G k) SR

log(k + 1) > 0-val végigosztunk

log
Z klog k: +1) Z log(k

- 1
< -
; k2log(k + 1)

eredményre jutunk.
A 2. analizis tétel felhasznalasaval

log +1
Z klog k: +1) Z log(k k

\_/

n [e.9]

1 1

<y <y =

Zk?logk Zk?logk b

k=2 k=2
ahol ¢; pozitiv konstans. Masrészt a log(1l + z) < x alapjan

- o~ 2 )
k log( k +1 log(k + 1

Tehat

log
Z klog k: +1) Z log(k

Felhasznélva a 3. analizis tételt:

"\ log (1+ 1)
Zk—ﬂ —loglogn

< Co,
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ahol ¢y konstans.
A (6) alapjan, ha elég nagy az n

Lo
g —loglogn| <

lo
g — loglogn

logn
log(n +1)

<C2+1:C3. (7)

Az (5) utolso tagjanak felss becslését elvégeztiik. Most kovetkezik az elss tagja.
(4)-bd8l az np-lal:

n—1
fi(k+1) — filk+1) - fi(k — filk)
z} logk‘+1 Z logk—{—l Zl logk~|—1) B
n—1
B filk+1) = fi(k) fi(no+2) — fi(no+1)
_C4+knzo+l oglk+1) 7 log (no +2) i
Ji(no+3) — fi(no +2) fln—1) - filn-2)  flr) - filn-1)
T log (ng + 3) o log(n — 1) - logn

Parcialisan szummalva:

f1 — fi(k) filn)  fi(no+1)
; log k:—i—l) _Cll_l—logn_log(no—i-Q)+

1 1
+ f1(no +2) (1Og(n0+2) —log(n0+3)>+...+

+ filn —1) <10g(nl_ 1) 10;71) ‘

A (4)-esbdl és az elgbbibgl kovetkezik

1(k+1) — fi(k)
log(k + 1)

<cy+

lo 2+log2

n—1 1 1
o _Z: <logy a log(l/+1)) -

1 1
—c5+5 - <
s <log (ng+2) log n)
5

log (ng + 2)

< c5 + = Cg,

ahol ¢s, cg konstansok.
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Osszegezve az eddigieket (5), (7) felhasznélasaval, elég nagy n-re:
lg(n) —loglogn| < ¢z,

ahol ugye
1
gn)=>» -
p<n p

Ezzel bizonyitottuk az elsd tételt.
Ebbél adodik a masodik tétel is, miszerint

Zpﬁn zl) _

n—oo loglogn

Aszimptotikusan egyenlGek.
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D.

Primszamtétel

A Primszamtétel leirja a primszamok aszimptotikus eloszlasat a természetes szadmok
kozott.

Bizonyitast ad arra az elképzelésre, hogy a primszamok egyre kevéshé gyakoriak,
ahogy novekednek, pontosan szamszertsitve ennek elGfordulasi sebességét.

Tehat azt az elképzelést formalizalja, hogy a szamok novekedésével egyre kisebb a
valoszintisége annak, hogy 1 és egy adott szam kozotti primszamot taldlunk. Ez a
valoszintiség kortlbelil n/In(n).

Példaul a legfeljebb 1000 szamjegyt pozitiv egész szamok koziil koriilbeliill minden
2300-bol egy primszam, mig a legfeljebb 2000 szamjegyt pozitiv egész szamok koziil
koriilbeliil minden 4600-bol egy primszam. Mas szoval, az els6 N egész szam kozott
az egymast kovets primszamok kozotti atlagos kiilonbség nagyjabol In(N).

Csebisev mar 1848-ban bebizonyitotta, hogy elég nagy x-re a [2,x| intervallum-beli
primszamok stirtisége osztva log x-szel aszimptotikusan két (1 koriili) korlat kézott

marad:
m(z)

1 < < Cg,

z
logx

ahol
0,922 <c1 <1< ey <1,105.

Sylvester 1892-ben bizonyitotta még kisebb konstansokra, mégpedig

0,956 < c; <1< ey <1,045.

Ismertetem a primszamtételt és kiilonozs Osszefiiggéseket [4], [7] alapjan.
Primszamtétel:

Létezik a kovetkezs hatéarérték:

lim W(f)
n—=oo
log x
és értéke 1.
Szokasos jeloléssel
(1) = —
() ~ .
log
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A tételt Riemann gondolatai alapjan bizonyitotta be egyméastol fiiggetlentil Jacques
Hadamard és Charles Jean de la Vallee Poussin.
Poussin azt is igazolta, hogy minden x > 2-re

1
— —dt
m(2) /2 logt

Itt a hibatag tetszsleges és fix K-ra kisebb mint logLKm, ha x elég nagy.
To6bbszori probalkozéasok soran sikeriilt a kitevében szereplé log x kitevGjét javitani
kb. %—re Korobov és Vinogradov szovjet matematikusoknak.

1
< cpre 28 n)?

Egy gyengébb, de nagy konstanst nem tartalmazo becslés Rosser és Schoenfeld ne-
véhez fiizédik, akik bebizonyitottédk, hogy n > 67 esetén
n n

- <7(x) < 5

logn — 3 logn — 3

A tétel elsd elemi szamelméleti bizonyitasat Erdds Pal és a norvég Atle Selberg
adta, részben kozosen dolgozva.
Az elemi sz6 ebben az Osszefliggésben azt jelenti, hogy nem hasznél komplex fiigg-
vénytani eszkozoket, csak elemi analizisbeli becsléseket, ezek a bizonyitasok rendki-
viil faradsdgosak és nagyon gyenge hibatagot adnak.

07

The Density of Primes Less Than x
0.8

0.5
PNT 1/In(x)

PNT 14(In{x)-1)

04 prirne density piddx

03

40 ac 120 160 200

5.1. abra. Az x-nél kisebb primek stirtisége. Forras: primes.utm.edu

Az utolso fejezetben egy program segitségével szemléltetem két becslés pontos-
sagat az x novekedtével.
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6.

Ikerprimek

Ikerprimeknek hivjuk a primtulajdonsagta p, p+2 parokat.

Ikerprim-sejtésnek nevezik azt a sejtést, hogy végtelen sok olyan p primszém van,
amire p+2 is prim. (Ilyen példaul 3,5; 5,7; 11,13; 17,19 vagy 51, 53)

A sejtést el6szor Eukleidész fogalmazta meg i. e. 300 koril.

Ezt bizonyitani azéta sem sikeriilt.

6.1. Brun tétele

Az ikerprimek reciprokosszegének konvergencidja az ikerprimek sorozatanak strtisé-
gébdl kovetkezik.
Jelolje my(z) az olyan p < x primek szaméat, melyre p + 2 is prim (azaz m(x) a
legfeljebb x értéki ikerprimek szama).
Ekkor z > 3 esetén:
z(log log x)*
mo(z) =0 | ———— ).
(log z)?

Az ikerprimek a primeknél kevésbé stirtiek (majdnem egy logaritmikus taggal).
Ebbdl a korlatbol kovetkezik, miszerint az ikerprimek reciprokosszege konvergens.

> Grama) G ) () -

p:p+2

Osszeg vagy véges sok tagot tartalmaz, vagy pedig ugyan végtelen, de konvergens és
értéke a Brun-konstans.

Az ikerprimek 10'%-ig torténd kiszamolasa alapjan 2002-ben Pascal Sebah és Partich
Demiched a B ~ 1,902160583104 értéket becsiilte a Brun-konstansra.

Mas jelent@s eredmények az ikerprim-sejtéssel osszefiiggésben:

1. Chen 1973-ban igazolta, hogy van végtelen sok olyan p primszam, hogy p+2
primszam vagy két primszam szorzata.

2. Erdés Pal 1940-ben megmutatta, hogy létezik olyan c<1 konstans és végtelen
sok p prim, hogy
q—p<clnp.
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3. Ez utébbi eredmény azota mar jelentGsen megjavult. Goldston, Yildirim és
Pintz Janos magyar matematikus belatta azt, hogy minden pozitiv ¢ konstans
megfelel.

4. Jitang Csang 2013-ban bebizonyitotta, hogy végtelen sok olyan primszampéar
létezik, amelyek kiilonbsége kevesebb mint 70 millié. Ez azért nagy eredmény,
mert a kiilonbség egy véges szam. Ez az eredmény az ezt kovets években
rohamosan javult, el6szor 4680-ra, majd végiil a Elliott-Halberstam sejtés jo-
voltabol 12-re.

Az ikerprimek szazalékos aranya az dsszes
primszam kozott
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6.1. abra. Az ikerprimek szazalékos aranya lathato kiilonb6zd intervalumokban.
Forréas: hugin.com.au/prime

Aléabb egy programkod eredményét mutatom be, amely az ikerprimek kozotti
ikerprimhézagok viselkedését szemlélteti.
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7.

Programozas

Ebben a fejezetben két kiilonboz6 programkodot és ezek eredményét mutatom be.

Els6sorban a -
r 1
és —dt,
log 5 logt

két becslésnek fogom vizsgélni a pontossagat az x novekedésével, amelyek a prim-
szamok szamat becsiilik adott x-ig.

Maésodsorban pedig az ikerpimek kozotti hézagok nagysagat, viselkedését vizsgalom
és szemléltetem az x noévekedésével.

A programkodjaim Python nyelven ir6dtak és a Google Colab online feliilete volt
a futtatési kornyezet.

7.1. Két becslés primszamok szamara x-ig

Az els6 programommal két dolgot szeretnék bemutatni:

Egyrészt kifratom egy tablazatban kiilonb6zé nagyobb x-ek esetén a szémot, a
szamig levs primszamok szamat, tehat a 7(x)-et, majd a két becslés pontossagat:
Az els6 becslés, mely a primszamtételbsl adodik

A masodik becslés, mely Poussin bizonyitéasabol adodik

()
J2 g dt

Ezek az aranyok a primszémok szamanak becslésének pontossagat mutatjak meg,
mely varhatéan ahogy az x né egyre pontosabb, azaz kozelit az 1-hez.

Az eredményeim a kovetkezdk (par példat mutatok be):
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Szam (x) Pi(x) Pi(x)/ (x/1n x) Integral
10001 1229 1.16926 @.965519
20002 2262 1.14392 9.962777 118811 18453 1.13149 ©.987515
30003 3245 1.13861 9.967885 120012 11302 1.12799 0.985846
40004 4203 1.14146 @.976494 130013 12168 1.12623 ©.985731
50005 5133 1.14012 9.980214 146014 13e11 1.12931 0.989648
60006 6857 1.13589 9.980249 150015 12850 1.12642 0.988225
70007 6937 1.13474 @.982037 160016 14685 1.12312 ©.986293
80008 7837 1.1327 9.98291 170017 15498 1.12684 ©.990487
90009 8715 1.13059 9.98311 180018 16344 1.12485 0.989647
1le0010 9593 1.13164 @.986087 190019 17178 1.12275 ©.988676

7.1. d4bra. A tablazatban lathatoak a becslések pontossagai 10 000-es novekedéssel
10 000-tsl 190 000-ig.

A fenti tablazat alapjan elmondhat6, hogy az elsé becslés 10 000-t6l indulva 4
szazadot is javul, 1,12-re.
A mésodik becslés pedig csak 2 szazad koriil javul, viszont ez sokkal kozelebb van
1-hez, 0,98 pontossagi.

Masrészt lassunk most egy diagramot is a kozelitések viselkedésérdl:

14

13

12 4

114

Pontossag marteke

10

0.9 4

0a T T T
107 10t 10° 108 10* 1w
Szamtengely

7.2. dbra. Pontossag a primszamok szaméanak becslésére, két kiilonb6z6 modszerrel.

A vizszintes tengely logaritmikus, igy lehet leginkabb szemléltetni, hogy az ele-
jén, 10 kisebb hatvanyain mi torténik.
A diagramon lathato, hogy mindkét becslés 100 utan kezd koézeledni az 1 fele.
Tehat 100 utan kezd val6jaban pontosabb becsléseket adni, majd elkezdi aszimpti-
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tikusan kozeliteni az 1-et.

Az integralos becslés sokkal jobban kozeliti alulrél az 1-et, mar 10° utan 0,98 és
annal pontosabb a becslés.

A primszéamtétel alapjan hasznalt becslés pedig még 10°-nél is csak 1,1 pontossagt
becslést ad, ez nagyon lassan tart 1 felé a késébbiekben is.

7.2. Az ikerprimek kozotti tavolsag

Az ikerprimek kozotti tavolsagokrol azért készitettem el ezt az abrat, mert érdekes
megfigyeléseket tehetiink a hézagok szemléltetésével.
Ilyen megfigyelés példaul, hogy egy a - log(x) + b fiiggvényt kezd el kévetni.

350

300

250

u
=
=1

Ikerprim hézagok

&
B

T T T T
0.0 0z 04 06 08 10
Sramtengely 1eB

7.3. dbra. Lathatoak az ikerprim hézagok .

A fenti abrén az lathato, amikor x = 100 000 000-ra futtattam le, ami t6bb mint
az elsé 400 000 ikerprimet tartalmazza.

Az ikerprim hézagokat 100-asaval atlagoltam, mert igy az extrém kiugrasok kiilon-
b6z6 iranyokba nem lathatoak.

Erre azért volt sziikség, mivel két ikerprim kozott néhol egészen kis kiilonbség (nagy

szamoknél is) , néhol pedig nagyon nagy kiilonbség van. Emiatt nem lenne lathato
a tendencia.

A tendencia, mely azt mutatja, hogy a
23,75 - log(x) — 184,52

fiiggvény adja meg a legpontosabban ezen ikerprim hézagok atlagos aranyat az x
novekedtével.
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8.

Befejezés

A dolgozatban lathattunk alapvets definiciokat, tételeket, illetve bizonyitasokat a
primekrél.

Osszegezve a munkat, harom f6 témat érintettiink, ezek a kovetkezok:

Az els6 a primszamok eloszlésa és a primszamtétel volt. Elemi becsléseket mutat-
tunk be és ezekre bizonyitasokat is adtunk a szakirodalom alapjan.

A masodik a természetes szamok, négyzetszamok és primszamok reciprokosszege.
Itt a hangsily a primek reciprokosszegén van, amivel kapcsolatban belattunk kiilon-
b6z tételeket és egy becslést is adtunk.

A harmadik az ikerprim sejtés, mely kapcsan megemlitettiik Brun tételét és 4 kii-
16nb6z6 eredményt is, amibdl kettének kdzvetlen magyar vonatkozasa van.

Végiil két Python programkod eredménye van bemutatva, a primszamok szadmara
két becslés illetve az ikerprimhézagok viselkedésének abrazolasa.

A dolgozatot az alabbi érdekes dbraval fejezem be.

8.1. abra. Korkoros abrazolas a primek eloszlasara (Forras: thatsmaths.com) .
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Fluggelék

A T7.1-es abra programkdédja:

import math

import numpy as np

from numpy import arange

from pandas import read csv

from tabulate import tabulate

from locale import LC NUMERIC
import scipy.integrate as integrate
import scipy.special as special

def is_prime(n):
for i in range(2, int(math.sqrt(n)) + 1):
if n%i1—0:
return False
return True #eldonti eqy szamrol, hogy prim—e

def count (h):
sz = 0
zs = ||
for i in range(2, h):
if is_prime(i) = True:
sz = sz + 1
zs .append (sz)
return zs #megszamolja hany primszam van adott bemenetig

x = 200000
quotients = ||
qquotients = |[]
ff = count(x)

for number in ff[1:]:
quotients.append( ff [number| / (number / np.log(number)) )
#elso becsles pontossaga

for number in ff[5:]:
k, r = integrate.quad(lambda t: 1/np.log(t), 2, number)
qquotients.append ( ff [number| / k)
#masodik becsles pontossaga
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a = [1]
for g in range(0,1000000):
a.append (1)
q = [[’Szam_(x)’, "Pi(x)’, ’Pi(x)/(x/In_x)’, ’Integral’]]

for i in range(5,199000):
if 1%10001 =— O:
w = [i, ff[i—2], quotients|i—2] , qquotients|[i—2]]
q.append (w)

)

print (tabulate(q, headers='firstrow ’, tablefmt="fancy grid’))

A 7.2-es abra programkddja, mely a 7.1 eredményeit hasznalja fel:

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot (quotients) #az elso becsles pontossaga
plt.plot (qquotients) #masodik becsles pontossaga
plt.plot(a)

plt .axis ([1, x, 0.8, 1.4])

plt.ylabel (’Pontossag_merteke ’)

plt.xlabel (’Szamtengely ")

plt . xscale(’log’)

plt .rcParams|"figure. figsize"| = (12,7)

plt .show ()

A 7.3-as abra abrazolasidhoz sziikséges értékek kiszamolasa:

import math

import numpy as np

from numpy import arange

from pandas import read csv

from scipy.optimize import curve fit

def objective(x, a, b):
return a * np.log(x) + b

def is_prime(n):
for i in range(2, int(math.sqrt(n)) + 1):
if n%i1—=—0:
return False
return True #eldonti eqy szamrol prim—e

Fejezet 8 Rusz Balazs 35



Elemi becslések a primszamok szamaéara

start = 2

end = 50000000
t = ]
I =]
1

for in range(start, end):
=i 42
if (is_prime(i) and is_prime(j)):
t.append ((j))
for k in range(0, len(t)—1):
l.append (t [k+1]—t[k]) #Listazza az ikerprim hezagokat
p—20
q = [l
quotients = ||
11 =1
tt = ]

for m in range(0, len(1l)—1):
p = p + 1l[m]
if (m+ 1)%100 = 0:
q.append (p)
tt.append(t|m]|)
p=20
print (q)
for number in q:
quotients.append (number / 100)

#100—as csomagokban atlagolja a hezagok nagysagat

popt, curve fit(objective , tt, quotients)

a, b = popt
#kiszamolja a fuggvenyt amit az atlagok kozelitenek

x = np.linspace(start + 1000,end,100)
y = a % np.log(x) + b

A 7.3-as dbra programkodja:

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot (tt, quotients)

plt.plot(x, y, 'r’)

plt . axis ([ 10000, 50000000, 0, 300])
plt . ylabel ( ’Ikerprim_hezagok ’)
plt.xlabel (’Szamtengely’)

plt .rcParams|"figure. figsize"| = (16,9)
plt .show ()
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