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Köszönet

Köszönöm szépen témavezetőmnek, Dr. Gyarmati Katalinnak az egész szakdolgo-
zatom készítése alatt nyújtott munkáját és segítségét bármilyen kérdésben.
Hálával tartozom családomnak és barátaimnak, amiért elősegítették ennek a szak-
dolgozatnak a létrejöttét, illetve nem utolsó sorban egykori matematika tanáraim-
nak, amiért megszeretették velem ezt a tudományágat, megmutatták a szépségét és
fontosságát.
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1. fejezet

Bevezetés

Prímszámnak nevezzük azokat a természetes számokat, amelyeknek pontosan két
osztójuk van a természetes számok között (a szám maga és az 1). A prímek a
természetes számok halmazának felbonthatatlan (irreducibilis) elemei. Végtelen sok
prímszám van. Ennek az állításnak a legkorábbi bizonyítását Euklidész adta meg
Elemek című munkájában, I.E. 300 körül.
A ma ismert legnagyobb prímszám a 282589933 − 1. Ez az 51. Mersenne-prím, ami
24 862 048 számjegyből áll.

„Minden tudatlan feltehet olyan kérdést a prímszámokról, amelyre a leg-
bölcsebb ember sem tudja a választ.”

– Godfrey Harold Hardy

A prímszámokkal kapcsolatban rengeteg megoldatlan probléma van. Ilyen példá-
ul az Ikerprím-sejtés, az n2+1 alakú prímek számának végtelensége vagy a Mersenne-
prímek számának végtelensége. Ezekre csak különböző sejtések vannak, de a bizo-
nyítások még váratnak magukra.

A szakdolgozatban bizonyítások vannak bemutatva a prímszámok végtelenségé-
re, elemi becsléseket adunk a prímszámok számára, foglalkozunk reciprokösszegekről
szóló tételek bizonyításával, a prímszámtétellel és a prímszámok számának becslését
érdekes diagramokkal szemléltetem, melyeknek alapul szolgáló két Python program-
kód megtalálható a dolgozat végén, a függelékben.
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2.

Definíciók és bizonyítások

Az első fejezetben egyrészt alapvető definíciókat ismertetek, mint a felbonthatatlan,
a prímszám, illetve a kapcsolatuk az egész számok halmazán. Majd a prímek tesz-
teléséről írok.
Másrészt 3 különböző bizonyítást mutatok be a prímszámok végtelenségét igazolva,
különböző módszerekkel, különböző neves matematikusoktól, különböző korokból.

2.1. Felbonthatatlan definíció
Azt mondjuk, hogy egy f egységtől különböző egész szám felbonthatatlan, ha minden
olyan esetben, amikor előáll két egész szám szorzataként, a szorzatnak legalább az
egyik tényezője egység. Azaz tetszőleges a illetve b egész számra:

f = a · b ⇒ a vagy b egység.

2.2. Prímszám definíció
Azt mondjuk, hogy egy p egységtől különböző egész szám prímszám, ha minden
olyan esetben amikor p két egész szám szorzatának osztója, akkor p a szorzat leg-
alább egyik tényezőjének is osztója. Azaz tetszőleges a illetve b egész számra:

p |a · b ⇒ p|a vagy p| b.

2.3. Felbonthatatlan és prím egész számok körében
Tétel :
Minden prímtulajdonságú elem felbonthatatlan Z-ben.

Bizonyítás : ( [1] alapján)
Tegyük fel, hogy p tetszőleges prím, és tekintsük ennek valamilyen felbontását:

p = a · b

Azt kell bizonyítani, hogy az a és b közül az egyik szükségképpen egység kell legyen.
A p = a · b felbontásból egyrészt következik, hogy teljesülnek az a|p és b|p osztha-
tóságok.
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Másrészt, mivel az egész számok halmaza egységelemes, ezért minden elem osztója
önmagának. Így p = a · b-ből következik, hogy teljesül a p|ab oszthatóság is. De p
prímtulajdonsága miatt ekkor a p|a és p|b oszthatóságok közül legalább az egyik
teljesül.

Tegyük fel, hogy p|a teljesül. A bizonyítás elején ugyanakkor megállapítottuk, hogy
a|p is teljesül.
Az egymással való oszthatóságból következik, hogy a és p egymás asszociáltjai, ami-
ből következik, hogy b szükségképpen egység.
Ha p|a mégsem teljesül, akkor p prímtulajdonsága miatt p|b biztosan teljesül. Ek-
kor követve ezt a gondolatmenetet arra jutunk, hogy a egység.
Igaz tehát, hogy bármely prímnek bármilyen felbontásában az egyik tényező min-
denképpen egység.
Azaz valóban minden prím felbonthatatlan.

Tétel : A Számelmélet alaptétele:
Tetszőleges 0-tól és egységtől különböző szám felbontható véges sok felbonthatatlan
szám szorzatára és ez a felbontás egyértelmű, a sorrendtől és egységtényezőktől el-
tekintve.

Tétel :
Minden felbonthatatlan szám prímszám Z-ben.

Ennek a bizonyítása a Számelmélet alaptételének felhasználásával az Euklideszi al-
goritmussal történik.
Erre a bizonyításra szakdolgozatomban nem térek ki, az minden elemi számelmélet-
tel foglalkozó könyvben megtalálható.

Mindezek alapján:
Tétel :
Az egész számok halmazában a prímszámok és a felbonthatatlanok megegyeznek.
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Elemi becslések a prímszámok számára

2.4. Eratoszthenész és prímtesztelés
√
n− ig

A prímszámok előállításának ma is gyakran használt módszere Eratoszthenész görög
matematikustól származik. A szita megnevezés utal a módszerre, mivel az 1-től n-ig
felírt számokból "szitáljuk ki" az összetett számokat. Amely számok fennmaradnak,
azok a prímek (az 1-en kívül). Az eljárás lépései:

1. Egyesével felírjuk a számokat 1-től n-ig.

2. Megkeressük az első 1-nél nagyobb számot, ami nincs sem kihúzva sem kari-
kázva.

3. Ezután bekarikázzuk, majd kihúzzuk a szám többszöröseit.

4. A második lépéstől ismételjük az eljárást.

5. Az algoritmus akkor álljon le, amikor az aktuális szám négyzete nagyobb, mint
az n.

6. Elegendő az 1 és
√
n közötti számokkal elvégezni a szitálást, mivel ha egy szám

n-nél kisebb és összetett, akkor van
√
n-nél kisebb prím osztója.

Bizonyítás :
Legyen n ∈ N és a az n legkisebb prímosztója és legyen:
n = a · b
ezért az a megválasztása miatt: n ≤ b, tehát a2 ≤ a · b
így adódik, hogy: a2 ≤ n
a ≤

√
n

Ezzel bebizonyítottuk a 6. lépést.

2.5. Euklidész féle bizonyítás (I.E. 300)
Euklidész állítása, Elemek című munkájából, a következő: „a prímszámok darabszá-
ma nagyobb bármely adott (véges) számnál”, a bizonyítása pedig így szól:

Tegyük fel, hogy a prímszámok darabszáma véges. Legyen ez a szám m. Szoroz-
zuk össze mind az m darab prímet, majd adjunk hozzá egyet. A kapott szám egyik
prímmel sem osztható a halmazunkból, hiszen bármelyikkel osztva egyes maradékot
kapunk, az egy pedig egyik prímmel sem osztható. A szorzat tehát vagy maga is
prím, vagy osztható egy olyan számmal, ami nincs benne a fenti véges halmazban.
(Ez azért igaz mindig, mert minden 1-nél nagyobb egésznek van prímosztója) Mind-
két esetben legalább m+1 darab prímszám létezik, ami ellentmond annak a kezdeti
feltételezésnek, hogy m darab prímszám van. Indirekt módon bizonyítunk. Tegyük
fel, hogy p1, p2, p3. . . , pk az összes prímszám. Ekkor készítünk egy számot, amely
mindegyik prímmel osztva 1-et ad maradékul:

m = p1 · p2 · p3 · · · · · pk + 1.

A szám tehát vagy maga is prím, vagy osztható egy olyan számmal, ami nincs a
felsorolt prímek között. (Ez azért igaz mindig, mert minden 1-nél nagyobb egésznek
van prímosztója). Mindkét esetben k+1 darab prímszám létezik. Ellentmondás.
Tehát végtelen sok prímszám létezik.
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2.6. Goldbach bizonyítás (1730)
Azon alapszik, hogy végtelen sok prímszám van, mert végtelen sok Fermat-szám van.
Belátjuk, hogy bármely két Fermat-szám Fn = 22

n
+ 1 relatív prím. Indukcióval

belátjuk, hogy Fm − 2 = F0 · F1 · · · · · Fm−1. Valóban, ha m osztja például Fk-t és
Fn-et (k <n) , akkor m osztja 2-t is, tehát m = 1 vagy 2. De m = 2 nem lehet,
hiszen minden Fermat szám páratlan. Ha n = 1, akkor F0 = 3 és F1 − 2 = 3. Az
indukciós feltevésből:

n∏
k=0

Fk = (
n−1∏
k=0

Fk)Fn = Fn(F n − 2) =

=
(
22

n

+ 1
) (

22
n − 1

)
= 22

n+1 − 1 = Fn+1 − 2.

2.7. Lagrange bizonyítás (1800)
Definíció : A Mersenne-számok az Mp = 2p − 1 alakú számok, ahol p prím.
Tétel : Lagrange tétele Ha G egy véges (multiplikatív) csoport és U egy részcso-
portja, akkor |U| osztja |G|-t.

A bizonyítás prímszámok végtelenségére [9] szerint:
Tegyük fel, hogy P véges és p a legnagyobb prím. Tekintsük a 2p − 1 alakú úgyne-
vezett Mersenne-számot, és mutassuk meg, hogy 2p−1 bármely q prímosztója p-nél
nagyobb.
Ez éppen a kívánt következtetést adja.
Legyen q a 2p − 1 valamely prímosztója, azaz 2p ≡ 1 (mod q). Mivel p prím, ez
azt jelenti, hogy a Zq test Zq \ {0} multiplikatív csoportjában a 2 elem rendje p.
Ennek a csoportnak q − 1 eleme van.
Lagrange tételéből tudjuk, hogy minden elem rendje osztja a csoport rendjét, ese-
tünkben p|q − 1, tehát p < q.

Fejezet 2 Rusz Balázs 7



3.

Prímszám eloszlás

Ebben a fejezetben [2] alapján ismertetem az elméletet.

3.1. Prímszámok száma
Definíció: Tekintsük a természetes számoknak a részsorozatát. Legyen a sorozat
x-nél nem nagyobb elemeinek száma u(x). A sorozat sűrűségén a következő határ-
értéket értjük (ha létezik):

lim
x→∞

u(x)

x
.

Tétel: Legyen π(x) az x-nél nem nagyobb prímszámok száma. Ekkor

lim
x→∞

π(x)

x
= 0,

tehát a prímszámok sorozata 0 sűrűségű.

3.1.1. Felső becslés π(x)-re

Tétel: Tetszőleges x > 0 számra, az x-nél nem nagyobb prímek szorzatára igaz a
következő: ∏

p≤x

p < 4x.

Bizonyítás (Erdős Pál, Kalmár László):
1) Legyen n egész szám. Teljes indukciót alkalmazva, bizonyítjuk, hogy:∏

p≤n

p < 4n.

a) n = 1, 2, 3-ra a tétel igaz.
b) T.f. hogy igaz a tétel az 1, 2, 3...,m számok mindegyikére. Bizonyítani akarjuk,
hogy igaz m+1-re is.
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A páros és páratlan eseteket különválasztjuk
I) Páros: m = 2k − 1 ≥ 3

Az indukciós feltevés: ∏
p≤m

p =
∏

p≤2k−1

p < 42k−1,

m + 1 = 2k ≥ 4, ezért az m+1 egy 2-nél nagyobb páros szám, tehát nem
prímszám.

Ezért az idukciós feltevés felhasználásával:∏
p≤m+1

p =
∏
p≤2k

p =
∏

p≤2k−1

p < 42k−1 < 42k.

Tehát a tétel igaz m+1-re.
II) Páratlan: m = 2k
Az indukciós feltevés: ∏

p≤m

p =
∏
p≤2k

p < 42k.

Különválasztva a k+1 alatt levő és a k+2 illetve 2k+1 közé eső prímeket.∏
p≤m+1

p =
∏

p≤2k+1

p =
∏

p≤k+1

p
∏

k+2≤p≤2k+1

p ,

k + 1 ≤ 2k, ezért az indukciós feltevés felhasználásával:∏
p≤k+1

p < 4k+1. (1)

A
(
2k+1
k

)
binomiális együttható számlálójában szerepel mindegyik prím, nevezőjében

viszont egyik sem. Egyszerűsíteni nem lehet, ezért a
(
2k+1
k

)
osztható ezen prímek

szorzatával.Tehát: ∏
k+2≤p≤2k+1

p |
(
2k + 1

k

)
∏

k+2≤p≤2k+1

p ≤
(
2k + 1

k

)
. (2)

Másrészt (
2k + 1

k

)
=

(
2k + 1

k + 1

)
,

tehát(
2k + 1

k

)
=

1

2

[(
2k + 1

k

)
+

(
2k + 1

k + 1

)]
<

1

2

2k+1∑
v=0

(
2k + 1

v

)
=

1

2
·22k+1 = 22k = 4k. (3)

Ezért az (2), (3) alapján:∏
k+2≤p≤2k+1

p ≤
(
2k + 1

k

)
< 4k, (4)

Fejezet 3 Rusz Balázs 9
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Ekkor az (1), (4) alapján:∏
p≤m+1

p =
∏

p≤2k+1

p < 4k+1 · 4k = 42k+1.

Tehát a tétel igaz m+1-re.
Az indukciós bizonyítást befejeztük, a tételt igazoltuk egész n-re.

2)
Legyen x tetszőleges pozitív valós szám.
Felhasználva az 1)-et [x]-re, adódik, hogy:∏

p≤x

p =
∏
p≤[x]

p < 4[x] ≤ 4x.

Így a tételt 1) és 2) alapján bizonyítottuk.
Tétel:
Létezik olyan c > 1 konstans, hogy elég nagy x-re:

π(x) < c · x

log x
.

Bizonyítás : Az előző tétel segítségével.
Ebben a bal oldalon levő szorzat tényezőinek a száma π(x). Mivel π(x)-re keresünk
felső becslést, ezért úgy csökkentjük a szorzatot, hogy a kis prímeket elhagyjuk és a
megmaradó tényezők legkisebbikét írjuk a szorzat minden tényezője helyébe. Így ez
adódik: ∏

p≤x

p ≥
∏

√
x≤p≤x

p > (
√
x)(π(x)−π(

√
x)).

Az előző tétel szerint ezért:

(
√
x)(π(x)−π(

√
x)) < 4x.

Logaritmusra térünk:

{π(x)− π(
√
x)} log

√
x < x log 4,

továbbá
1

2
π(x) log x− 1

2
π(
√
x) log x < x log 4

π(x) log x < π(
√
x) log x+ x log 16.

Alkalmazva a π(
√
x) <

√
x összefüggést, leosztva log(x)-el:

π(x) <
√
x+ log 16 · x

log x
.

Ha x → ∞, akkor √
x

x
log x

=
log x√

x
→ 0.

Fejezet 3 Rusz Balázs 10
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Elég nagy x esetén: √
x

x
log x

< 3− log 16

√
x < (3− log 16) · x

log x
.

Tehát
π(x) < 3 · x

log x
.

A tételt beláttuk.

3.2. Csebisev tétele
A továbbiakban alsó becslést fogunk megadni π(x)-re.
Az alapgondolat, hogy egy n szám és a kétszerese közé eső prímszámok szorzatát
becsüljük alulról, felhasználva azt, hogy a

(
2n
n

)
binomiális együttható osztható ezzel

a szorzattal.
Nem triviális, hogy mindig létezik n és 2n közé eső prím.
Alább ennek az állításnak mutatjuk be a bizonyítását, amit először Bertrand sejtett
meg 1845-ben, majd Csebisev bizonyított 1852-ben, ezért nevezzük Csebisev tétel-
nek.
Csebisev tétele:
Legyen n > 1 egész szám. Ekkor az (n, 2n) nyílt intervallumba mindig esik prím-
szám.
Bizonyítás: Erdős Pál bizonyítása

1. Először vegyük a következő szorzatot:

A =
∏

n+1≤p≤2n

p.

Erről fogjuk bizonyítani, hogy nem üres, tehát A > 1.
Elsősorban bizonyítjuk, hogy:

A

∣∣∣∣(2nn
)
.

Ez igaz, hiszen
(
2n
n

)
egész szám, melynek számlálójában az A minden tényezője

szerepel, nevezőjében egyik sem, egyszerűsítésnél nem esik ki A egyik tényezője
sem.

2. Megadjuk A prímtényezős előállítását:(
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
.

Fejezet 3 Rusz Balázs 11
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Most alkalmazzuk a Legendre féle formulát a faktoriálisok prímtényezős előál-
lítására:

n! =
∏
p≤n

pγp , ahol γp =
∞∑
k=1

[
n

pk

]
.

A formula alapján
(
2n
n

)
kanonikus alakja a következő:(

2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
=

∏
p≤2n

pνp ,

νp =
∞∑
k=1

{[
2n

pk

]
− 2 ·

[
n

pk

]}
.

Ez az összeg csak véges sok tagból áll, ugyanis ha pk > 2n, akkor
[
2n
pk

]
= 0

Felhasználjuk, hogy tetszőleges pozitív valós x-re igaz a következő:

0 ≤ [2x]− 2 · [x] ≤ 1,

Ez alkalmazva x = n
pk
-ra:

0 ≤
[
2n

pk

]
− 2 ·

[
n

pk

]
≤ 1.

Tehát ha a szumma tagjainak száma αp, akkor νp ≤ αp

Ekkor pνp ≤ 2n ≤ pνp+1 miatt:

pγp ≤ pνp ≤ 2n ≤ pνp+1.

Most felbontjuk a
∏

p≤2n p
νp-t három tényezőre, melyek közül az egyikben A-

beli prímek szerepelnek.(
2n

n

)
=

∏
p≤2n

pνp =
∏

p≤
√
2n

pνp ·
∏

√
2n+1≤p≤n

pνp ·
∏

n+1≤p≤2n

pνp ,

A 3 tényezőt a következő betűkkel jelöljük:

B =
∏

p≤
√
2n

pνp ,

C =
∏

√
2n+1≤p≤n

pνp ,

D =
∏

n+1≤p≤2n

pνp ,

pγp ≤ pνp ≤ 2n ≤ pνp+1 alapján νp értéke lefeljebb 1, mivel p2 ≥ (n+1)2 > 2n.
Tehát:

D ≤ A.

A-ra szeretnénk alsó becslést kapni, ezért elegendő D-re alsó becslést keres-
nünk.
Ha

(
2n
n

)
-re kapunk alsó becslést, B-re illetve C-re pedig felsőt, akkor megvan

D-re az alsó becslés.
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3. Alsó becslés
(
2n
n

)
-re(

2n

n

)
>

(
2n

ν

)
, ha ν = 0, 1, ..., n− 1, n+ 1, ..., 2n.

Tehát:

(2n+ 1)

(
2n

n

)
>

2n∑
ν=0

(
2n

ν

)
= 22n

(
2n

n

)
>

22n

2n+ 1
=

4n

2n+ 1
.

4. Felső becslés B-re
pνp ≤ 2n

miatt B minden tényezőjének helyébe írhatunk 2n-et. Felhasználjuk, hogy a
tényezők száma π(

√
2n):

B ≤ (2n)π(
√
2n) < (2n)

√
2n−1.

5. Felső becslés C-re
C-ben νp legfeljebb 1, hiszen p2 ≥ (

√
2n+ 1)2 > 2n.

Tehát νp = 0 vagy νp = 1 Megmutatjuk, hogy:

2n

3
< p ≤ n

esetén νp = 0. (
2n

n

)
=

2n(2n− 1)...(n+ 1)

1 · 2 · 3 · ... · n
.

A számlálóban nem szerepel a p, csak a 2p. A nevezőben p szerepel, de 2p
nem. Tehát a számlálót és nevezőt egyaránt elosztva p-vel kiesik a p. Azaz
ilyen p-kre:

νp = 0.

De ekkor
C ≤

∏
√
2n+1≤p≤ 2n

3

.

Előbbiből a
∏

p≤n p < 4n tétel felhasználásával :

C < 4
2n
3 .

Ekkor az eddigieket összesítve igaz a következő:

D >
4n

(2n+ 1)(2n)
√
2n−1 · 4 2n

3

=
4n/3

(2n+ 1)(2n)
√
2n−1

>
4n/3

(2n+ 1)
√
2n
.

Most bizonyítjuk, hogy D > 1.
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6. Bizonyítjuk, hogy elég nagy n-re D > 1
Kiindulunk ebből:

4n/3

(2n+ 1)
√
2n

=
4n/3

[4log4(2n+1)]
√
2n

= 4
n
3
−
√
2n log4(2n+1).

Tehát
D > 4

n
3
−
√
2n log4(2n+1),

lim
n→∞

n

3
−
√
2n log4(2n+ 1) = ∞,

ezért, ha elég nagy n-t veszünk, pl. 577
n

3
−
√
2n log4(2n+ 1) > 0 lesz.

Ezekszerint n > 577 esetén
D > 1.

azaz
A > 1.

7. Most bizonyítjuk, hogy A > 1, ha n ≤ 577 esetén is.
Vegyük a következő sorozatot 577-ig:

2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, ..., 571

Tetszőleges ν-re
pν−1 < pν < 2pν−1

Most megmutatjuk, hogy tetszőleges n ≤ 577-re az [n+1,2n] intervallumban
van prím.
Ha n+1 a sorozat egy eleme, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor legyen
p′ és p′′ a sorozat két olyan eleme, amelyre igaz:

p′ < n+ 1 < p′′,

ezért
n+ 1 < p′′ < 2p′ ≤ 2n.

Tehát p′′ az [n+1, 2n] intervallumba esik.
Ezzel beláttuk Csebisev tételét.

3.2.1. Alsó becslés π(x)-re

Alsó becslést Csebisev tételét felhasználva fogunk adni.
Tétel:
Létezik olyan 0 < c′ < 1 konstans, hogy x ≥ 2-re:

π(x) > c′ · x

log x
.

Bizonyítás:
Csebisev tétele alapján: ∏

n+1≤p≤2n

p >
4n/3

(2n+ 1)
√
2n
.
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Most logaritmusra térünk∑
n+1≤p≤2n

p >
n

3
log 4−

√
2n log(2n+ 1).

A tagok száma π(2n)− π(n) és log 2n a legnagyobb tag a bal oldalon.

log 2n{π(2n)− π(n)} >
n

3
log 4−

√
2n log(2n+ 1),

Osztunk log 2n-nel:

π(2n)− π(n) >
log 2

3
· 2n

log 2n
−
√
2n

log(2n+ 1)

log 2n
>

log 2

3
· 2n

log 2n
− 2

√
2n

π(2n) >
log 2

3
· 2n

log 2n
− 2

√
2n.

Ha elég nagy n-et veszünk, akkor
√
2n lényegesen kisebb, mint 2n

log 2n
, ezért:

π(2n) >
log 2

3
· 2n

log 2n
.

Páros számra ezzel már bizonyítottuk is a tételt.
Legyen most x egy tetszőleges pozitív valós

π(x) ≥ π(2
[x
2

]
) >

log 2

4
·

2
[
x
2

]
log(2

[
x
2

]
)
>

>
log 2

4
·
2
(
x
2
− 1

)
log x

=
log 2

4
· x

log x
− log 2

2
· 1

log x
.

Továbbá igaz, hogy :
log 2

2
· 1

log x
<

log 2

2 log 2
=

1

2
,

Ezért, elég nagy x-re:

π(x) >
log 2

4
· x

log x
− 1

2
=

log 2 · x− 2 log x

4 log x
>

>
x log 2− x

2

4 log x
=

log 2− 1
2

4
· x

log x
.

Tehát van olyan c′ konstans, hogy:

π(x) > c′ · x

log x
.

Ezzel bizonyítottuk a tételt.
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4.

Prímek reciprokösszege

Ebben a fejezetben a prímszámok reciprokösszegének divergencia tulajdonságát fo-
gom vizsgálni.
Mielőtt azonban rátérnénk a prímszámok reciprokösszegére, először megvizsgáljuk a
természetes számok reciprokösszegét illetve a négyzetszámok reciprokösszegét is.

4.1. Harmonikus sor
Harmonikus sornak nevezzük a

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

alakú sort.
A sor elnevezése abból adódik, hogy bármely tagja előáll az őt megelőző és az őt
követő tagok harmonikus közepeként:

2
1

1
1

n−1

+ 1
1

n+1

=
2

(n− 1) + (n+ 1)
=

1

n
.

Egy h hullámhosszú hang felhangjainak a hullámhosszai h
n
(n = 2, 3, . . . ). Konkrétan

h/2, h/3, . . . , h/8 rendre az oktáv, az oktáv és kvint, a második oktáv, a két oktáv
és nagy terc, a két oktáv és kvint, a két oktáv és kis szeptim, valamint a harmadik
oktáv hullámhosszai.
A

∑∞
n=1

h
n
sor tehát tartalmazza a hangot az összes felhangjával együtt, a felhango-

kat több nyelven is harmonikusoknak nevezik
A harmonikus sor részletösszegei nagyon lassan növekednek az n növelésével. Példá-
ul ahhoz, hogy a részletösszeg meghaladja az 5-öt, legalább 83 tagot kell összeadni.
Ahhoz, hogy meghaladja a 10-et, 12 367 tagot kell összeadni. A lassú növekedés
ellenére a részletösszegek mégis a végtelenhez tartanak.

Tétel:
A harmonikus sor divergens.

Bizonyítás:
A tételre két különböző bizonyítást is adunk [5] alapján.
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1. Ha a sor n-edik részletösszege sn, akkor minden n-re:

s2n − sn =

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2n

)
−
(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
=

=

(
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n

)
≥ n · 1

2n
=

1

2
.

Tegyük fel, hogy a sor konvergens és az összege A.
Ekkor n → ∞ esetén s2n − sn → A− A = 0, ami lehetetlen.
2. Ha n > 2k, akkor:

sn ≥ 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2k
=

= 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+ · · ·+ 1

8

)
+ · · ·+

(
1

2k−1 + 1
+ · · ·+ 1

2k

)
≥

≥ 1 +
1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · ·+ 2k−1 · 1

2k
= 1 + k · 1

2
.

Így limn→∞ sn = ∞, tehát a sor divergens és az összege ∞.

4.2. Négyzetszámok reciprokösszege
Tétel:
A négyzetszámok reciprokösszege konvergens.

∞∑
i=1

1

i2
= 1 +

1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

i2
.

Bizonyítás:
Az n-edik részletösszegre:

n∑
i=1

1

i2
≤ 1 +

n∑
i=2

1

(i− 1) · i
= 1 +

n∑
i=2

(
1

i− 1
− 1

i

)
= 2− 1

n
< 2.

Ezzel beláttuk, hogy
∑∞

i=1
1
i2
≤ 2.

A
∑∞

n=1
1
n2 sor példája egyike azoknak a ritka eseteknek, amikor a sor összegét

pontosan meg lehet határozni. Ez egy kivételnek tekinthető, egy véletlenszerűen
felírt konvergens végtelen sor összegét általában nem tudjuk zárt alakban megadni.

A XVII. században és a XVIII. század elején sokan próbálták a sor összegét meg-
határozni. Végül Johann Bernoulli és Euler egymástól függetlenül felfedezték, hogy:

∞∑
i=1

1

i2
=

π2

6
≃ 1, 64493.

Ennek a ténynek ma már több mint egy tucat bizonyítása ismert (lásd pl. [6]).
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4.3. Prímszámok reciprokösszege
Egy olyan tételt bizonyítunk, amely arra a tényre mutat rá, hogy a természetes
számok sorozatában a prímszámok viszonylag sűrűn fordulnak elő.
E tétel a prímek reciprok-értékeinek sorára vonatkozik.

Tétel:
Az x-nél nem nagyobb prímszámok reciprok értékeinek az összege minden határon
túl nő, az x növekedtével.
Tehát divergens a ∑

p

1

p

végtelen sor.
Bizonyítások: [3],[2] alapján.
I. Erdős Pál indirekt bizonyítása, melyet egyetemi hallgató korában adott meg.

Egyrészt tegyük fel, hogy a sor konvergens.
Ekkor választható egy K korlát, melynél nagyobb prímek közül bármennyi recip-
rokának az összege kisebb lenne 1

2
-nél.

Jelöljük r-rel a K-nál nem nagyobb prímek számát.

Másrészt becsüljük meg a természetes számok számát egy N korlátig, két csoport-
ba bontva őket. Azok, amelyeknek van K-nál nagyobb prím osztója, előfordulnak
legalább egyszer K és N közti prímek többszörösei közt.
Eszerint az ilyen egészek száma nem nagyobb, mint:∑

K<p≤N

[
N

p

]
≤ N

∑
K<p≤N

1

p
.

A
∑

K<p≤N
1
p
összeg pedig, indirekt feltevés szerint, kisebb mint 1

2
.

Minden pozitív egész szám egy négyzetszám és egy négyzetmentes szám szorzatára
bontható. Ez a gondolat alapján, az olyan egészeket, amelyeknek viszont nincsen
K-nál nagyobb prím osztója, felbontjuk egy négyzetszám és egy négyzetmentes szám
szorzatára.
A négyzetszám tényező [

√
N ] különböző értéket vehet fel.

A négyzetmentes tényező kanonikus felbontásában csak az első r prímszám szerepel-
het, azok is legfeljebb az első hatványon, ezért az ilyen tényezők száma legalább 2r.
(Az első tényezőnél nem vettük figyelembe, hogy van-e K-nál nagyobb prím osztója,
a másodiknál pedig, hogy nem nagyobb-e N-nél. Ez teljes indukcióval igazolható).
Így kapjuk a következő egyenlőtlenséget:

N <
1

2
N + [

√
N ]2r ≤ 1

2
N +

√
N2r,

Átrendezve és leosztva
√
N -nel:

1

2

√
N < 2r.

De ez nem lehetséges, mivel az egyenlőtlenség jobb oldala a K megválasztásával
rögzített érték, viszont N lehet akármilyen nagy.
A feltevés tehát helytelen, így bizonyítottuk a tételt.
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II. Euler bizonyítása. A divergencia tényén kívül becslést is adott a tételben
szereplő összegre.
A bizonyítás során felhasználunk analízis tételeket, mint:

1.
x∑

k=1

1

p
> log x, (x ≥ 2);

2.
log

1

1− x
= x+

x2

2
+

x3

3
+ · · · ≤ x+ x2, ha 0 ≤ x ≤ 1

2
;

3.
l∑

k=1

1

k2
< 2, tetszőleges l > 0.

Vegyük az alábbi szorzatot, ahol x ≥ 3 egész:

Ax =
∏
p≤x

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pνp

)
és

pνp−1 ≤ x < pνp .

Először megmutatjuk, hogy

Ax >
x∑

k=1

1

k
.

Vegyük pl. az x=10 és részletezzük A10 tényezőit.

A10 =

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24

)(
1 +

1

3
+

1

32
+

1

33

)(
1 +

1

5
+

1

52

)(
1 +

1

7
+

7

72

)
.

Hogyha k ≤ 10, akkor k kanonikus előállításában csak a 2, 3, 5, 7 lehetnek és
legfeljebb akkora hatványon, mint A10-ben. Tehát előállítható tetszőleges k ≤ 10
szám e prímhatványok szorzataként.
Ha A10-ben elvégezzük a szorzást, akkor minden tag 1

k
alakú, illetve tetszőleges

k ≤ 10 esetén fellép az 1
k
tag.

Azaz
10∑
k=1

1

k
≤ A10.

Az egyenlőség nem állhat fenn, mivel ha a szorzásnál egy tényezőből az utolsó tagot
és a többiből az elsőt választjuk, akkor a nevezőben egy 10-nél nagyobb szám áll.
Ennek a reciproka nem szerepel

∑10
k=1

1
k
-ben, de szerepel A10-ben. Mivel ez pozitív,

ezért az egyenlőség nem lehetséges. Ez általánosítható:

Ax >
x∑

k=1

1

k

és 1. analízis tétel felhasználásával:

Ax > log x.
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Minden tényezője Ax-nek egy mértani sor, ebből összegzés után adódik:

Ax =
∏
p≤x

1−
(

1
p

)νp+1

1− 1
p

<
∏
p≤x

1

1− 1
p

.

Utolsó két összefüggésünket összevonva

log x <
∏
p≤x

1

1− 1
p

.

Most logaritmusra térünk (Megtehetjük, mert x ≥ 3, így mindkét oldal pozitív)

log log x <
∑
p≤x

log
1

1− 1
p

,

Felhasználva a 2. analízis tételt:

log log x <
∑
p≤x

1

p
+
∑
p≤x

1

p2
.

A 3. analízis tétel miatt: ∑
p≤x

1

p2
<

x∑
k=1

1

k2
< 2.

Mindent összegezve ∑
p≤x

1

p
> log log x− 2.

Ezzel bizonyítottuk a tételt.
Ez a tény szemlélteti, hogy viszonylag lassan növekednek a prímszámok, tehát elég
gyakran helyezkednek el az összes természetes szám között.

A továbbiakban bizonyítjuk, hogy még erősebb tétel is igaz, miszerint a
∑

p≤x
1
p

sort közelíti a log log x függvény.

4.3.1. Aszimptotikus egyenlőség

Tétel:
Létezik olyan c konstans, hogy elég nagy n-re∣∣∣∣∣∑

p≤n

1

p
− log log n

∣∣∣∣∣ < c.

Tétel:
Aszimptotikusan egyenlő a

∑
p≤n

1
p
sor és a log log n függvény.

Tehát

lim
n→∞

∑
p≤n

1
p

log log n
= 1.
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Bizonyítás:[2]
A bizonyítás során felhasználunk analízis tételeket, mint:

1.
x− log(1 + x) < x2, ha 0 < x ≤ 1

2
;

2.
∞∑
k=2

1

k2 log k
konvergens;

3. ∣∣∣∣∣
n∑

k=2

1

k log(k + 1)
− log log n

∣∣∣∣∣ < c.

A tételünk bizonyítását parciális szummálás (Ábel féle átrendezés) segítségével vé-
gezzük.
Most a

∑
p≤n

1
p
sort rendezzük át a

∑
p≤n

log p
p

sor szerint (amely aszimptotikusan
log n). Legyen

f(n) =
∑
p≤n

log p

p
,

illetve
g(n) =

∑
p≤n

1

p
.

f(n) definíciója miatt:

f(k)− f(k − 1) =

{
0 ha k nem prim,

log p
p

ha k=p prim.

Ezért

f(k)− f(k − 1) =

{
0 ha k nem prim,

log p
p

ha k = p prim.

Tehát

g(n) =
n∑

k=2

f(k)− f(k − 1)

log k
=

n−1∑
k=1

f(k + 1)− f(k)

log(k + 1)
.

Most átrendezzük f(n) szerint. Legyen

f1(n) = f(n)− log n.

Ekkor a
∣∣∣∑p≤n

log p
p

− log n
∣∣∣ ≤ 5 egyenlőtlenség felhasználásával n > n0-ra:

|f1(n)| ≤ 5. (4)

Így az előző két kifejezés alapján

g(n) =
n−1∑
k=1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)
+

n−1∑
k=1

log(k + 1)− log k

log(k + 1)
. (5)
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Vizsgáljuk most meg (5) utolsó tagját

n−1∑
k=1

log(k + 1)− log k

log(k + 1)
=

n−1∑
k=1

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

=

=
n∑

k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

+
log 2

log 2
−

log
(
1 + 1

n

)
log(n+ 1)

=

=
n∑

k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

+ 1− log(n+ 1)

log(n+ 1)
+

log n

log(n+ 1)
=

=
n∑

k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

+
log n

log(n+ 1)
. (6)

Most alkalmazzuk x = 1
k
-ra az első analízis tételt.

Ekkor
1

k
− log

(
1 +

1

k

)
<

1

k2
,

log(k + 1) > 0-val végigosztunk

n∑
k=2

1

k log(k + 1)
−

n∑
k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

<

<
n∑

k=2

1

k2 log(k + 1)

eredményre jutunk.
A 2. analízis tétel felhasználásával

n∑
k=2

1

k log(k + 1)
−

n∑
k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

<

<

n∑
k=2

1

k2 log k
<

∞∑
k=2

1

k2 log k
= c1,

ahol c1 pozitív konstans. Másrészt a log(1 + x) ≤ x alapján

n∑
k=2

1

k log(k + 1)
−

n∑
k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

> 0.

Tehát ∣∣∣∣∣
n∑

k=2

1

k log(k + 1)
−

n∑
k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

∣∣∣∣∣ < c1.

Felhasználva a 3. analízis tételt:∣∣∣∣∣
n∑

k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

− log log n

∣∣∣∣∣ < c2,
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ahol c2 konstans.
A (6) alapján, ha elég nagy az n∣∣∣∣∣

n−1∑
k=1

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

− log log n

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=2

log
(
1 + 1

k

)
log(k + 1)

− log log n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ log n

log(n+ 1)

∣∣∣∣ <
< c2 + 1 = c3. (7)

Az (5) utolsó tagjának felső becslését elvégeztük. Most következik az első tagja.
(4)-ből az n0-lal:

n−1∑
k=1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)
=

n0∑
k=1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)
+

n−1∑
k=n0+1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)
=

=c4 +
n−1∑

k=n0+1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)
= c4 +

f1 (n0 + 2)− f1 (n0 + 1)

log (n0 + 2)
+

+
f1 (n0 + 3)− f1 (n0 + 2)

log (n0 + 3)
+ . . .+

f1(n− 1)− f1(n− 2)

log(n− 1)
+

f1(n)− f1(n− 1)

log n
.

Parciálisan szummálva:

n−1∑
k=1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)
= c4 +

f1(n)

log n
− f1 (n0 + 1)

log (n0 + 2)
+

+ f1 (n0 + 2)

(
1

log (n0 + 2)
− 1

log (n0 + 3)

)
+ . . .+

+ f1(n− 1)

(
1

log(n− 1)
− 1

log n

)
.

A (4)-esből és az előbbiből következik∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

f1(k + 1)− f1(k)

log(k + 1)

∣∣∣∣∣ ≤ c4 +
5

log 2
+

5

log 2
+

+ 5
n−1∑

ν=n0+2

(
1

log ν
− 1

log(ν + 1)

)
=

= c5 + 5

(
1

log (n0 + 2)
− 1

log n

)
<

< c5 +
5

log (n0 + 2)
= c6,

ahol c5, c6 konstansok.
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Összegezve az eddigieket (5), (7) felhasználásával, elég nagy n-re:

|g(n)− log log n| < c7,

ahol ugye

g(n) =
∑
p≤n

1

p
.

Ezzel bizonyítottuk az első tételt.
Ebből adódik a második tétel is, miszerint

lim
n→∞

∑
p≤n

1
p

log log n
= 1.

Aszimptotikusan egyenlőek.
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5.

Prímszámtétel

A Prímszámtétel leírja a prímszámok aszimptotikus eloszlását a természetes számok
között.
Bizonyítást ad arra az elképzelésre, hogy a prímszámok egyre kevésbé gyakoriak,
ahogy növekednek, pontosan számszerűsítve ennek előfordulási sebességét.
Tehát azt az elképzelést formalizálja, hogy a számok növekedésével egyre kisebb a
valószínűsége annak, hogy 1 és egy adott szám közötti prímszámot találunk. Ez a
valószínűség körülbelül n/ln(n).
Például a legfeljebb 1000 számjegyű pozitív egész számok közül körülbelül minden
2300-ból egy prímszám, míg a legfeljebb 2000 számjegyű pozitív egész számok közül
körülbelül minden 4600-ból egy prímszám. Más szóval, az első N egész szám között
az egymást követő prímszámok közötti átlagos különbség nagyjából ln(N).

Csebisev már 1848-ban bebizonyította, hogy elég nagy x-re a [2,x] intervallum-beli
prímszámok sűrűsége osztva log x-szel aszimptotikusan két (1 körüli) korlát között
marad:

c1 <
π(x)

x
log x

< c2,

ahol
0, 922 < c1 < 1 < c2 < 1, 105.

Sylvester 1892-ben bizonyította még kisebb konstansokra, mégpedig

0, 956 < c1 < 1 < c2 < 1, 045.

Ismertetem a prímszámtételt és különöző összefüggéseket [4], [7] alapján.
Prímszámtétel:

Létezik a következő határérték:
lim

n−→∞

π(x)
x

log x

és értéke 1.
Szokásos jelöléssel

π(x) ≃ x

log x
.
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A tételt Riemann gondolatai alapján bizonyította be egymástól függetlenül Jacques
Hadamard és Charles Jean de la Vallee Poussin.
Poussin azt is igazolta, hogy minden x ≥ 2-re∣∣∣∣π(x)− ∫ x

2

1

log t
dt

∣∣∣∣ < c1xe
−c2(log x)

1
2 .

Itt a hibatag tetszőleges és fix K-ra kisebb mint x
logK x

, ha x elég nagy.
Többszöri probálkozások során sikerült a kitevőben szereplő log x kitevőjét javítani
kb. 3

5
-re Korobov és Vinogradov szovjet matematikusoknak.

Egy gyengébb, de nagy konstanst nem tartalmazó becslés Rosser és Schoenfeld ne-
véhez fűződik, akik bebizonyították, hogy n ≥ 67 esetén

n

log n− 1
2

< π(x) <
n

log n− 3
2

.

A tétel első elemi számelméleti bizonyítását Erdős Pál és a norvég Atle Selberg
adta, részben közösen dolgozva.
Az elemi szó ebben az összefüggésben azt jelenti, hogy nem használ komplex függ-
vénytani eszközöket, csak elemi analízisbeli becsléseket, ezek a bizonyítások rendkí-
vül fáradságosak és nagyon gyenge hibatagot adnak.

5.1. ábra. Az x-nél kisebb prímek sűrűsége. Forrás: primes.utm.edu

Az utolsó fejezetben egy program segítségével szemléltetem két becslés pontos-
ságát az x növekedtével.
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6.

Ikerprímek

Ikerprímeknek hívjuk a prímtulajdonságú p, p+2 párokat.

Ikerprím-sejtésnek nevezik azt a sejtést, hogy végtelen sok olyan p prímszám van,
amire p+2 is prím. (Ilyen például 3,5; 5,7; 11,13; 17,19 vagy 51, 53)
A sejtést először Eukleidész fogalmazta meg i. e. 300 körül.
Ezt bizonyítani azóta sem sikerült.

6.1. Brun tétele
Az ikerprímek reciprokösszegének konvergenciája az ikerprímek sorozatának sűrűsé-
géből következik.
Jelölje π2(x) az olyan p ≤ x prímek számát, melyre p + 2 is prím (azaz π2(x) a
legfeljebb x értékű ikerprímek száma).
Ekkor x ≥ 3 esetén:

π2(x) = O

(
x(log log x)2

(log x)2

)
.

Az ikerprímek a prímeknél kevésbé sűrűek (majdnem egy logaritmikus taggal).
Ebből a korlátból következik, miszerint az ikerprímek reciprokösszege konvergens.
A ∑

p:p+2

(
1

p
+

1

p+ 2

)
=

(
1

3
+

1

5

)
+

(
1

5
+

1

7

)
+

(
1

11
+

1

13

)
. . .

összeg vagy véges sok tagot tartalmaz, vagy pedig ugyan végtelen, de konvergens és
értéke a Brun-konstans.

Az ikerprímek 1016-ig történő kiszámolása alapján 2002-ben Pascal Sebah és Partich
Demiched a B ≃ 1, 902160583104 értéket becsülte a Brun-konstansra.

Más jelentős eredmények az ikerprím-sejtéssel összefüggésben:

1. Chen 1973-ban igazolta, hogy van végtelen sok olyan p prímszám, hogy p+2
prímszám vagy két prímszám szorzata.

2. Erdős Pál 1940-ben megmutatta, hogy létezik olyan c<1 konstans és végtelen
sok p prím, hogy

q − p < c ln p.
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3. Ez utóbbi eredmény azóta már jelentősen megjavult. Goldston, Yıldırım és
Pintz János magyar matematikus belátta azt, hogy minden pozitív c konstans
megfelel.

4. Jitang Csang 2013-ban bebizonyította, hogy végtelen sok olyan prímszámpár
létezik, amelyek különbsége kevesebb mint 70 millió. Ez azért nagy eredmény,
mert a különbség egy véges szám. Ez az eredmény az ezt követő években
rohamosan javult, először 4680-ra, majd végül a Elliott–Halberstam sejtés jó-
voltából 12-re.

6.1. ábra. Az ikerprímek százalékos aránya látható különböző intervalumokban.
Forrás: hugin.com.au/prime

Alább egy programkód eredményét mutatom be, amely az ikerprímek közötti
ikerprímhézagok viselkedését szemlélteti.
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7.

Programozás

Ebben a fejezetben két különböző programkódot és ezek eredményét mutatom be.
Elsősorban a

x

log x
és

∫ x

2

1

log t
dt,

két becslésnek fogom vizsgálni a pontosságát az x növekedésével, amelyek a prím-
számok számát becsülik adott x-ig.

Másodsorban pedig az ikerpímek közötti hézagok nagyságát, viselkedését vizsgálom
és szemléltetem az x növekedésével.

A programkódjaim Python nyelven íródtak és a Google Colab online felülete volt
a futtatási környezet.

7.1. Két becslés prímszámok számára x-ig
Az első programommal két dolgot szeretnék bemutatni:

Egyrészt kiíratom egy táblázatban különböző nagyobb x-ek esetén a számot, a
számig levő prímszámok számát, tehát a π(x)-et, majd a két becslés pontosságát:
Az első becslés, mely a prímszámtételből adódik

π(x)
x

log x

.

A második becslés, mely Poussin bizonyításából adódik

π(x)∫ x

2
1

log t
dt
.

Ezek az arányok a prímszámok számának becslésének pontosságát mutatják meg,
mely várhatóan ahogy az x nő egyre pontosabb, azaz közelít az 1-hez.

Az eredményeim a következők (pár példát mutatok be):
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7.1. ábra. A táblázatban láthatóak a becslések pontosságai 10 000-es növekedéssel
10 000-től 190 000-ig.

A fenti táblázat alapján elmondható, hogy az első becslés 10 000-től indulva 4
századot is javul, 1,12-re.
A második becslés pedig csak 2 század körül javul, viszont ez sokkal közelebb van
1-hez, 0,98 pontosságú.

Másrészt lássunk most egy diagramot is a közelítések viselkedéséről:

7.2. ábra. Pontosság a prímszámok számának becslésére, két különböző módszerrel.

A vízszintes tengely logaritmikus, így lehet leginkább szemléltetni, hogy az ele-
jén, 10 kisebb hatványain mi történik.
A diagramon látható, hogy mindkét becslés 100 után kezd közeledni az 1 fele.
Tehát 100 után kezd valójában pontosabb becsléseket adni, majd elkezdi aszimpti-
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tikusan közelíteni az 1-et.
Az integrálos becslés sokkal jobban közelíti alulról az 1-et, már 105 után 0,98 és
annál pontosabb a becslés.
A prímszámtétel alapján használt becslés pedig még 105-nél is csak 1,1 pontosságú
becslést ad, ez nagyon lassan tart 1 felé a későbbiekben is.

7.2. Az ikerprímek közötti távolság
Az ikerprímek közötti távolságokról azért készítettem el ezt az ábrát, mert érdekes
megfigyeléseket tehetünk a hézagok szemléltetésével.
Ilyen megfigyelés például, hogy egy a · log(x) + b függvényt kezd el követni.

7.3. ábra. Láthatóak az ikerprím hézagok .

A fenti ábrán az látható, amikor x = 100 000 000-ra futtattam le, ami több mint
az első 400 000 ikerprímet tartalmazza.
Az ikerprím hézagokat 100-asával átlagoltam, mert így az extrém kiugrások külön-
böző irányokba nem láthatóak.
Erre azért volt szükség, mivel két ikerprím között néhol egészen kis különbség (nagy
számoknál is) , néhol pedig nagyon nagy különbség van. Emiatt nem lenne látható
a tendencia.

A tendencia, mely azt mutatja, hogy a

23, 75 · log(x)− 184, 52

függvény adja meg a legpontosabban ezen ikerprím hézagok átlagos arányát az x
növekedtével.
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8.

Befejezés

A dolgozatban láthattunk alapvető definíciókat, tételeket, illetve bizonyításokat a
prímekről.
Összegezve a munkát, három fő témát érintettünk, ezek a következők:
Az első a prímszámok eloszlása és a prímszámtétel volt. Elemi becsléseket mutat-
tunk be és ezekre bizonyításokat is adtunk a szakirodalom alapján.
A második a természetes számok, négyzetszámok és prímszámok reciprokösszege.
Itt a hangsúly a prímek reciprokösszegén van, amivel kapcsolatban beláttunk külön-
böző tételeket és egy becslést is adtunk.
A harmadik az ikerprím sejtés, mely kapcsán megemlítettük Brun tételét és 4 kü-
lönböző eredményt is, amiből kettőnek közvetlen magyar vonatkozása van.
Végül két Python programkód eredménye van bemutatva, a prímszámok számára
két becslés illetve az ikerprímhézagok viselkedésének ábrázolása.

A dolgozatot az alábbi érdekes ábrával fejezem be.

8.1. ábra. Körkörös ábrázolás a prímek eloszlására (Forrás: thatsmaths.com) .
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Függelék

A 7.1-es ábra programkódja:

import math
import numpy as np
from numpy import arange
from pandas import read_csv
from tabu la t e import tabu la t e
from l o c a l e import LC_NUMERIC
import s c ipy . i n t e g r a t e as i n t e g r a t e
import s c ipy . s p e c i a l as s p e c i a l

def is_prime (n ) :
for i in range (2 , int (math . s q r t (n ) ) + 1 ) :

i f n % i == 0 :
return False

return True #e l d on t i egy szamrol , hogy prim−e

def count (h ) :
sz = 0
zs = [ ]
for i in range (2 , h ) :

i f is_prime ( i ) == True :
sz = sz + 1

zs . append ( sz )
return zs #megszamolja hany primszam van ado t t bemenetig

x = 200000
quot i en t s = [ ]
qquot i en t s = [ ]
f f = count (x )

for number in f f [ 1 : ] :
quo t i en t s . append ( f f [ number ] / (number / np . l og (number ) ) )
#e l s o b e c s l e s pontossaga

for number in f f [ 5 : ] :
k , r = i n t e g r a t e . quad (lambda t : 1/np . l og ( t ) , 2 , number )
qquot i en t s . append ( f f [ number ] / k )
#masodik b e c s l e s pontossaga
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a = [ 1 ]
for g in range ( 0 , 1000000 ) :

a . append (1 )
q = [ [ ’Szam␣ (x ) ’ , ’ Pi ( x ) ’ , ’ Pi ( x )/ ( x/ ln ␣x ) ’ , ’ I n t e g r a l ’ ] ]

for i in range ( 5 , 199000 ) :
i f i %10001 == 0 :
w = [ i , f f [ i −2] , quo t i en t s [ i −2] , qquot i en t s [ i −2] ]
q . append (w)

print ( tabu la t e (q , headers=’ f i r s t r ow ’ , tab le fmt=’ fancy_grid ’ ) )

A 7.2-es ábra programkódja, mely a 7.1 eredményeit használja fel:

import matp lo t l i b . pyplot as p l t
p l t . p l o t ( quo t i en t s ) #az e l s o b e c s l e s pontossaga
p l t . p l o t ( qquot i en t s ) #masodik b e c s l e s pontossaga
p l t . p l o t ( a )
p l t . ax i s ( [ 1 , x , 0 . 8 , 1 . 4 ] )
p l t . y l ab e l ( ’ Pontossag ␣merteke ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Szamtengely ’ )
p l t . x s c a l e ( ’ l og ’ )
p l t . rcParams [ " f i g u r e . f i g s i z e " ] = (12 ,7 )
p l t . show ( )

A 7.3-as ábra ábrázolásához szükséges értékek kiszámolása:

import math
import numpy as np
from numpy import arange
from pandas import read_csv
from s c ipy . opt imize import curve_f i t

def ob j e c t i v e (x , a , b ) :
return a ∗ np . l og (x ) + b

def is_prime (n ) :
for i in range (2 , int (math . s q r t (n ) ) + 1 ) :

i f n % i == 0 :
return False

return True #e l d on t i egy szamrol prim−e
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s t a r t = 2
end = 50000000
t = [ ]
l = [ ]
for i in range ( s t a r t , end ) :

j = i + 2
i f ( is_prime ( i ) and is_prime ( j ) ) :

t . append ( ( j ) )
for k in range (0 , len ( t ) −1):

l . append ( t [ k+1]−t [ k ] ) #Li s t a z z a az ikerpr im hezagokat

p = 0
q = [ ]
quo t i en t s = [ ]
l l = l
t t = [ ]
for m in range (0 , len ( l l ) −1):

p = p + l l [m]
i f (m + 1)%100 == 0 :

q . append (p)
t t . append ( t [m] )
p = 0

print ( q )
for number in q :

quo t i en t s . append (number / 100)

#100−as csomagokban a t l a g o l j a a hezagok nagysagat

popt , _ = curve_f i t ( ob j e c t i v e , tt , quo t i en t s )

a , b = popt
#ki s zamo l j a a fuggveny t amit az a t l a g o k k o z e l i t e n e k

x = np . l i n s p a c e ( s t a r t + 1000 , end , 100 )
y = a ∗ np . l og (x ) + b

A 7.3-as ábra programkódja:

import matp lo t l i b . pyplot as p l t
p l t . p l o t ( tt , quo t i en t s )
p l t . p l o t (x , y , ’ r ’ )

p l t . ax i s ([ −10000 , 50000000 , 0 , 300 ] )
p l t . y l ab e l ( ’ Ikerpr im␣hezagok ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Szamtengely ’ )
p l t . rcParams [ " f i g u r e . f i g s i z e " ] = (16 ,9 )
p l t . show ( )
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