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1. Bevezetés

Numerikus derivélds sordn az a célunk, hogy egy fiiggvény derivaltjait kozelitsiikk bizonyos
pontokban a fiiggvényértékek felhasznédldsaval.

A numerikus derivédlast leggyakrabban interpoldcids polinomok segitségével hajtunk végre.
Ezért érdemes néhdny alapkifejezést erre vonatkozéan bevezetniink.

Tegyiik fel, hogy egy f: R — R fiiggvénynek ismerjiik az értéket n+ 1 pontban. Ezek legye-
nek adottak (x;, f;), (i =0,...,n) alakban, ahol x; # x;,ha i # j. Az x; pontokat alappontoknak
nevezziik. Tovabbd vezessiik be az I = [Xpin, Ximax] jelolést.

1.1. Definicié. Az interpolacié egy olyan eljaras, amely sordn az ismeretlen fiiggvény I alappon-

toktol eltérd pontjaiban a fliggvényértékeket az interpolaciods fiiggvény helyettesitési értékeivel
kozelitjiik.

Dolgozatomban kitérek a klasszikus numerikus derivalas kiilonb6z6 médszereire, interpolacios
eljarasokra, a numerikus derivdlas koztesérték vizsgalatra, illetve tobbvéltozds fliggvények de-
rividldsara. Mindenek el6tt azonban egy kis torténelmi 6sszefoglalét adok a téma jelentdségérdl,
az Okortdl egészen napjainkig.

Az interpolacio jelensége egészen az Okori GOrdgorszagba, illetve Babilonidba nyulik vissza.
Nem meglepd, hogy naptéri szdmitdsokkal és asztrondmidval kapcsolatos alkalmazdsokat ta-
lalunk. Fontos jelentdséggel birt mar akkor is, hiszen tobbek kozott a mezdgazdasagi munkak
szervezését is ezen szamitdsokra alapoztdk. Egy korai példa Hipparkhosz, a csillagdszat atyja-
nak (Kr.e. 190-120) munkdssaga, aki linedris interpoldciét haszndlt kiilonbozé égitestek hely-
zetének meghatarozdsara.

Az els6 ismert ember, aki masodfoku interpoldcidt haszndlt, Lid Zhué kinai csillagdsz volt 600
koriil, a Nap és Hold helyzetének meghatirozasara, ebbdl naptarat is készitett.

z 2

Nyugati orszdgokban azonban csak késdbb kezdték haszndlni ezen ismereteket. Copernicus,
majd Kepler és Galileo tudomanyos munkdssdga a csillagdszat és fizika teriiletén adta meg a
kezdé lendiiletet az interpolacio vizsgédlatanak és haszndlatanak.

Bér régdta ismert, jelentdsége nem csokkent ennek a témakornek napjainkban sem. Renge-
teg gyakorlati példat tudunk hozni, melyek interpolacién alapszanak. Példaul a képinterpoldcid
jelensége, mely dltaldban akkor meriil fel, ha nagyitunk, elferditiink vagy forgatunk. Egy speci-
alis esete a mozaiktalanitds. Amikor egy képet felnagyitunk, akkor az Gjonnan bekeriil6 pixelek
RGB (additiv szinmodell, voros, zold és kék alapszinekkel) értékeit/szineit a szomszédos szin-
értékekbdl tudjuk meghatarozni.

Sokszor rendkivil dragdk a mérések egy-egy kdolajlelShely feltérképezésénél vagy kiilonbo-
z0 kémiai anyagok (példaul sok, kdlium vizekben taldlhaté koncentraciéjanak) vizsgélatakor.
Ebben az esetben is fontos és hasznos az interpolacid, hiszen eredményességiinkon és koltség-
vetésiinkon sokat tud segiteni. J6 példdk a GPS miholdak is, hiszen csak adott id6kdzonként
kiildenek jelet a poziciéjukrdl, igy a koztes idé6pontokban helyzetiiknek, sebességiiknek, gyor-
suldsuknak meghatdrozasara jo megoldas egy interpoldcios becslés.

Dolgozatomban a felhaszndlt definicidkat és tételeket, Farago Istvan és Horvath Rébert Nume-
rikus médszerek cimi kiadvanyabdl idézem. Az emlitett jegyzetben megtaldlhatéak az emlitett
tételek bizonyitdsai is. Amennyiben ettdl eltérek, azt jelzem.
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2. Klasszikus numerikus derivalasi modszerek

2.1. Definicié (Derivalt). ! Legyen f egyvaltozés valés fiiggvény, xo az értelmezési tartoma-
nydnak egy belsd pontja. Ekkor az f fiiggvény xo-beli derivaltjan vagy differencialhdnyadosin

) = B _ g SIS0

X X— X X — X0

hatarértéket értjiik, ha ez létezik és véges (azaz valds) szam.

Altaldnosan az f fiiggvény k-szor derivalhat6 x-ben, ha (k — 1)-szer derivalhaté x egy kornye-
zetében és a (k — 1)-edik derivaltfiggvény derivalhaté x-ben. Ekkor a k-adik derivalt jele és
definicidja:

FO@) = (%) ().

Tegyiik fel, hogy xo,x0 £ h,xo +2h,...,x9+kh € R (h > 0,k € IN) pontokban ismerjiik egy f
kelléen sokszor differencidlhat6 fiiggvény fiiggvényértékeit. Ezeket a fiiggvényértékeket jelol-

Jl.lk rendre f07f:|:17f:i:27"'7f:|:k'

Hogyan kozelithetjiik az f fliggvény xo pontban vett elsd, masodik stb. derivéltjait az ismert
adatok segitségével? Erre a kérdésre ad valaszt a kovetkezd rész.

2.1. Derivaltak kozelitése differencialnanyadosokkal

Mivel egy fiiggvény derivaltjat a differencidlhdnyados hatarértékeként definidltuk, a derivéltat
a differencidlhanyados értékeivel is kozelithetjiik.

2.1.1. Az elso derivaltak kozelitése

2.2. Definicié6 (Normalt tér). A (V,||-||) part normalt térnek hivjuk, ha V egy vektortér, és
||-]| : V — R egy adott fiiggvény, tin. norma, az aldbbi tulajdonsdgokkal:

1. VxeV,||x|]| >0
2. ||x]|=0<=x=0
3. ||ax|| = || ||x|]|, VxeV,Va€R
4 [yl <[+l YxyeV
2.3. Definicio (Rend). Azt mondjuk, hogy a v(h), h pozitiv valés paramétertdl fiiggs kozelitése

egy v € (V,]|-||) elemnek (legalabb) r > 1-edrendd kozelités, ha Vh-ra v(h) € V, és emelett
lv(h) = V|| = &(h"), (h—0).

1George B. Thomas, Maurice D. Weir, Joel Hass, Frank R. Giordano: Thomas-féle kalkulus 1., Typotex kiad6
(2006)



Hérom egyszerti eset:

1. Haladé (forward) differencia:

Ebben a mddszerben az x értékek novekedési irdnyaba, azaz az x-tdl jobbra es6 alappontot
hasznaljuk. Hasznos kozonséges differencidlegyenletek egylépéses joslo-javitd modsze-
res megoldasaban, példdul Euler-médszer, Runge-Kutta- modszer.

Képlete:

Af+:f1;fo‘

2. Retrograd (backward) differencia

Ebben a médszerben az x értékek csokkenési irdnydba, azaz az x-t6l balra es6é alappontot
hasznéljuk. Hasznos azon derivéltak esetében, ahol az adatok egy része még nem elér-
het{ illetve a kordbbi, mar meglévd adatokbdl szdmitott derivaltak értékétdl fligghetnek,
példaul irdnyitasi problémak esetén.

Képlete:
_Jo—fa
—

2.4. Tétel. A halado és retrogrdd differencia is elsérendii kozelitése adott pontban f fiigg-
vény derivdltjdnak, ha f € C* az adott pont egy kornyzetében.

Af-

3. Kozponti (centralis) differencia:

A halado és retrograd differencidk atlaga. Hasznos eszkoz a kozonséges és parcidlis dif-
ferencidlegyenletek megolddsdra. Amennyiben adataink mind a ,,multban”, mind a ,,jo-
vében” elérhetbek, kozponti differencidval kozelitsiik a derivéltat.

Képlete:
Af +Af A= f

Af. =
fe 2 2h

2.5. Tétel. A kozponti differencia mdsodrendii kizelitése egy f € C? fiiggvény elsé deri-
vdltjdanak.

2.1.2. A masodik derivaltak kozelitése

Képlete:
Af+ —Af- _NH—fo—fotfa _ S —2fo+f71_

2,
Afe= h h2 h2

2.6. Tétel. A mdsodrendii kozponti differencia mdsodrendii kozelitése egy f € C* fiigg-
vény mdsodik derivdltjdanak.



2.2. Lépéskoz dilemma és a Richardson-extrapolacio
2.2.1. Lépéskoz dilemma

A derivaltak kozelitése tart a pontos derivaltértékhez, amennyiben a 1épéstavolsag tart a nulla-
hoz. Igy elméletben varhatnank azt, hogy minél kisebb értéket valasztunk a lépéstavolsdgnak,
anndl pontosabb kozelitést kapunk. A gyakorlat azonban mast mutat.

2.1. Példa. Nézziik a sin’(7) fiiggvény kozelitését haladé differencidval!

A pontos érték: sin’(§) = cos(§) ~ 0.70710678118.

| h:=1épéskoz | |kozelités —sin' ()] |
h = 0.000001 0.00000035345
h = 0.0000001 0.00000003582
h = 0.0000001 0.00000000304
h = 0.00000001 0.00000003635
h =0.000000001 |  0.00000092453

Léthat6, hogy h = 10~ 7-ig csdkken a hiba, azonban, ha tovabb csokkentjiik a 1épéstavolsagot a
pontos €s becsiilt érték kozotti kiilonbség ndni fog.

Mi lehet ennek az oka? Erre adunk magyardzatot a tovabbiakban.

Legyenek x;,x, pontok és f(x;), f(x2) a hozzajuk tartozé pontos fiiggvényértékek. A dolgoza-
tom elején emlitettek alapjan:
fx2) — f(x1)

X2 —X1

Jx) =

Mivel, mi nem a pontos adatokkal dolgozunk, példaul mérési hidbak miatt, a hibaval terhelt,

mért adatokat jelolje (x1, f(x1)) illetve (x2, f(x2)), igy:

flx1) = f(x1) + 01

f(x2) =f(x2)+8
|61/, 82| <|6| valamilyen O-ra.

Ahol & a pontos és mért adatok kozti kiilonbséget, a hibat jeloli, tovabba a 1épéskozt jelolje
innentdl: A.



Ekkor:

fO2)—fx1)  f)+&—f(x1)—8  flx2)—fl(x1) N & — 0
h B h B h h
Taylor-sorfejtést alkalmazunk:

o) o) _ for 040 o) _ S+ o) BPIR = fw) o 0,
fla)—fx) f'(0), &—=0|_M, [5-9
o _f(’”)|: T Sz_fH‘ t

ahol M, := ma)]<| f"|, az f fiiggvény abszoliit értékben vett masodik derivaltjanak egy fels6 becslése.
b

a,

0, — 6y
h

26
<

Mivel % ahol |81],|8;| < & ezért, a hibdra a kovetketd becslést kapjuk:

Myh 28
hiba < 2—2' + - =s(h) (2.1)

Lathat6, hogy lim g(h) = oo és lim g(h) = oo.
h—0 h—>o0

Ez alapjdn helytéllo, hogy akkor lesz minimélis a hibdnk, ha / se nem tdl nagy, se nem tul kicsi.

Amennyiben tovdbb szamolunk (2.1) egyenl&tlenségbdl, megkaphatjuk az optimalis 1épéskozt.
Ehhez meg kell hatdroznunk, hogy a g(h) fiiggvényiink derivaltja, hol veszi fel a 0 értéket.
Legyen ming(h) = g(hopr). Ezt az értéket konnyen meghatdrozhatjuk, ugyanis

M, 20
/ h s _ =7 _
gh)=— -~
Innen a keresett hppr értéke:
2V 6
h= W5 _ 27/ 5Ms,
VM,

amely a minimumra az aldbbi értéket adja:

. [6 28
g(hOPT)—T'Z‘ EJFE—Z oM.
VM

Tehat igy megkaptuk az optimalis 1épéstavolsigot.
Ezt az l6z6 példan alkalmazva, M, = 1 és § = 10~'4 valasztdssal

g(hopr) = 0.0000002 kapunk. Ami megegyezik a (2.1) példdban kapott optimdlis /-val.
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2.2.2. Richardson-extrapolacio

Az extrapolécié és interpoldcid alapjaiban kiillonbozik egymast6l. Amig az interpoldciéndl a
koztes pontok értékei érdekelnek minket, addig az extrapoldciondl [x},x,]| intervallumon kiviil
esO pontok értékeire vagyunk kivancsiak. Az extrapolaci6 sordn tehdt az alappontokra egy in-
terpoldcids polinomot illesztiink, és azt értelmezziik az alappontokon kiviili tartoményban 1€v6
pontokon.

Kozonséges differencidlegyenletek kozelitdé megolddsainak pontossagét tudjuk novelni, ha a
Richardson-extrapoléciot és kiilonféle numerikus modszereket egyiitt alkalmazunk. Richardson-
extrapolécid sordn adott numerikus eljardssal két kiilonbozo 1épéskozzel is kiszamoljuk a koze-
lité megoldast, majd ezek megfeleld linedris kombinédcidjabol adunk egy eggyel magasabb ren-
dd kozelitést, igy az eredetinél magasabb rendben pontosabb megoldashoz jutunk. Tehat nem
azzal pontosit, hogy csokkenti a 1épéstavolsdgot, ami az elébbiek alapjan a hiba novekedéséhez
vezethet.

Nézziik meg az elméleti hatterét, ahol P jelolje a fiiggvény derivéltjanak pontos értékét, B a
centrdlis differencia modszerével megbecsiilt értéket, £ pedig a numerikus becslés hibajat. A
két 1épéskoz legyen h és %

fat+h) —flx—h)

/ ~

Ex0h) = E=C-I’

E=P-B

P=B+E

PXB,+C-Ii? (2.2)

h 2
P%Bh+C-C> (2.3)
2 2

Ezek utdn, hogy megkapjuk az ismeretlen P €s C értékeket meg kell oldanunk az egyenletrend-

szert.
B, — By,
(21)-(22)-4 = -3P=B,—4B, = PX=B,+ 23
2 2
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2.2. Példa. Nézziik f(x) = Sxe™>* fiiggvényt.

Keressiik f/(0.35) értékének megfeleld kozelitést.

A pontos érték: f'(x) = (10x —5)e~ > = f(0.35) = 0.74488
A 1épéskoz legyen h = 0.25.

Nézziik a kozponti differenciat:

1. h=0.25
0.3540.25) — £(0.35—0.25)  0.9035 —0.4094
03s) =L ( = = 0.9880
£1035) 2-0.25 0.5
h
2. £=0.125
0.3540.125) — £(0.35—0.125)  0.9185—0.7175
’(0.35) = f( = = 0.8040
1035) 2-0.125 0.25
3. h, %-bfﬁl Richardson-extrapolécid
B, — By, 40 —
P=B,+ = T P 220.8040 + 0-8040 3 09880 _ 0.7427
4. 1 =0.0625
. . f(0.35+0.0625) — £(0.35—0.0625) _ 0.9039 —0.8089
£1035)= 2-0.0625 B 0.125 =0.76
| Mivel kozelitiink? | [kozelités — f7(0.35)] |
h=0.25 0.24312
b =0.125 0.05912
h, %—b(il Richardson-extrapolécio 0.00218
= 0.0625 0.01512

Latjuk, hogy a pontos értéket a legnagyobb pontossaggal a Richardson-extrapolacidval tudjuk
kozeliten.
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3. Interpolacios formulak

3.1. Altalanossagban

Interpoléci6 sordn azt szeretnék elérni, hogy egy f(x) fiiggvényt minél pontosabban kozelitsiink
egy g(x) figgvénnyel vagy azok sorozatdval gy, hogy a g(x) fiiggvény is dthaladjon az adott
alappontokon (tabuldlt pontokon). A mddszer feltételezi a fiiggvény bizonyos foku simasédgat,
tehat, hogy f(x) méasodik derivaltjanak abszolit értéke egy bizonyos értéket nem halad meg.
Kétféleképpen is osztilyozhatjuk az interpolacidés modszereinket.

1. Kozelitd fiiggvények tipusa szerint

e Polinomiélis: n pontra egyértelmten illeszkedd (n — 1)-ed fokd polinom, mely &t-
halad a tabuldlt pontokon.

e Trigonometrikus: szinuszos illetve koszinuszos fiiggvények segitségével kozelitjiikk
f(x)-et.

e Raciondlis: két polinom hanyadosaval kozelitiink.
2. Kozelito fiiggvények tulajdonsagai szerint

e Lokdlis: f(x) alakjdra néhany x koriili értékbdl kovetkeztetiink, ebben az esetben
magasabb rendd deriviltakndl nem kapunk folytonos fiiggvényt.

e Globdlis: ebben az esetben az 6sszes rendelkezésre 4116 pontot felhasznaljuk.

e Spline: hasznos, ha elvarjuk a kozelité fiiggvény folytonossdgat vagy biztositani
szeretnénk bizonyos rendii simasagat. Az interpoldl6 fiiggvényt szakaszonként ad-
juk meg.

Lehetdségiink van arra is, hogy a keresett f(x) fiiggvény derivaltjat tgy kozelitsiik, hogy az
alappontokra illeszkedd interpolécids polinomot derivéljuk.

3.1. Tétel. Az (xo, fo), (xo+h, f1) pontokra illeszkedd elsdfokii interpoldcids polinom derivdltja
egybeesik a halado differencidval. Az (xo — h, f—1), (x0, fo) pontokra illeszkedd elsdfokii inter-
poldcios polinom derivdltja egybeesik a retrogrdd differencidval.

3.2. Tétel. Az (xo—h, f—1),(x0, fo), (xo+h, f1) pontokra illeszkedd interpoldcids polinom md-
sodfokii derivdltja xy-ban egybeesik a kozponti differencidval, mdsodik derivdltia pedig a md-
sodrendii kozponti differencidval.

3.3. Tétel. Az (xo —h,f-1),(xo+ h, f1) pontokra illeszkedé harmadfokii spline interpoldcids
fiiggvény xo-pontbeli derivdltja egybeesik a kozponti differencidval.

3.4. Tétel (Egzisztencia és unicitds). Minden rogzitett n+ 1 darab ponthoz pontosan egy olyan
legfeljebb n-edfokii L,, polinom van, melyre

Lix)=f (i=0,....n). 3.1)

Bizonyitds. A keresett polinom legyen L,(x) = ap+ajx+ ...+ a,x". Ekkor az interpoldciéhoz
a kovetkez6 egyenldségeknek kell teljesiilnie Vi =0, ..., n-re:

n
Ly(x;) = Z axk = fi.
k=0
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Ennek az a linedris egyenletrendszernek az egyiitthaté matrixa a kovetkez6:

2
1 xo x5 x| |ao fo
1 x x3 x| |a i
: N i B
1 x, X% X An Jn

egy Vandermonde-matrix, amelyr6l tudjuk, hogy egyértelmiien létezik megolddsa, ha x; # x;,
ha i # j, azaz a determindnsa nem 0. Ez a kezdeti feltételiink miatt teljesiil. Ebbdl kovetkezik,
hogy a polinom egyiitthat6i egyértelmiien meghatdrozottak. [

Megjegyzés: az unicitas beldthat indirekt médon is.

Bizonyitds. (P, a legfeljebb n-edfoku polinomok halmaza.)

Tegyiik fel, hogy léteznek g,h € P, kiilonb6zd polinomok, amelyek megoldésai a
(3.1) egyenletnek. Tudjuk, hogy ebben az esetben g — h € P, szintén igaz.

Definici6 szerint g(x;) = f; = h(x;), ezért p(x;) = g(x;) —h(x;)) = fi— fi=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy p polinomnak minden x; gydke (i =0,...,n) esetén.

Az algebra alaptétele szerint egy legfeljeb n-ed foku polinomnak legfeljebb n darab
kiilonboz6 valds gyoke lehet.

Tehét p € P,-nek csak abban az esetben lehet n+ 1 darab kiilonb6z8 gyoke, ha p(x)
az azonosan nulla polinom. Ekkora viszont p = g —h = 0 egyenl6ségbdl kovetke-
zik, hogy g = h. Igy ellentmondésra jutottunk, mivel indirekt feltevésiink miatt g és
h nem azonosak.

]

3.2. Lagrange-féle interpolacio (globalis polinominterpolacio)
Megmutattuk, hogy 1étezik egyetlen interpolacids polinom. A tovdbbiakban megkonstrudljuk
ezt a polinomot.

3.5. Definicié (Lagrange-féle alappolinom). Adott x;, (k =0,...,n) alappontok esetén az

(x—x0) .- (x—2xp—1) (X —Xp31) .- (x—2xp)
(o = x0) - - (¥ = Xe—1) (X = Xge1) - (o6 — %)

le(x) =

polinomot a k-adik alapponthoz tartoz6 Lagrange-féle alappolinomnak nevezziik.
3.6. Definicié (Alappontpolinom).

Wpr1(x) = (x—xp)...(x —xp)
(n+ 1)-ed fokd wy 1 (x) polinomot, alappontpolinomnak nevezziik.

Alappontpolinom derivéltja a szorzat derivdldsi szabdlya miatt:
n n
W;+1(X) = Z H(x—xj)
k=0 i=
i#k
14



ezért
n

W;+1(xi) = H(x,- —Xj).
j=0
J#i
Az alappontpolinom derivaltjdba x; alappontot helyettesitve, a Lagrange-féle alappolinom egy
maésik alakjat kapjuk:
Wn+1 (x)
(x —x)wy, . ()

3.7. Tétel. Az interpoldcids polinom (n+ 1) alappont esetén

h(x) =

n
Ly (x) = Z fklk(x)
k=0
alakban irhato.
Hibéja:

A Lagrange-féle interpol4cié természetesen magasabb rendl konvergenciat biztosit, mint a li-
nedris interpoldcid. A linedris interpolacio a legegyszeriibb interpoldcié, mely sordn az a durva
feltételezésiink, hogy két pont kozotti Osszefiiggés egyenes ardnyossdggal irhat6 le. Masik el6-
nye a linedris interpoldcidval szemben, hogy derivaltjai folytonosak. A lineéris interpolaciordl
bdvebben irok a 3.6 fejezetben.

Hétranyanak tudhat6 be, hogy ujra kell szdmolni minden olyan esetben, amikor 1) alappon-
tot vesziink fel. Tovabba bizonyos esetekben, ha f(x) kozelitendS fiiggvény nem polinomidlis,
erdteljes hullamzast lathatunk a Lagrange-féle interpolédcids polinom grafikus képében két egy-
mast kovetd pont kozott. A jelenség azzal magyardzhatd, hogy a kozelitd polinom lokélis mi-
nimumokat és maximumokat érint annak érdekében, hogy eleget tegyen az 6sszes pont érintési
kovetelményének.

Erre a hulldimzasra, oszcillacids jelenségre vagy masnéven Runge jelenségre lathatunk példat
az alabbi dbran. A programnak a kovetkezd adatpontokat adtuk meg:

x[01]04]08]| 18 3 6 77 | 89 | 11.5
y | 330 | 500 | 710 | 1000 | 1300 | 1600 | 1800 | 2000 | 2100

A kék csillagok a kiindulési adatainkat mutatja, a piros gorbe pedig az erre adott interpolaciét
abrazolja, egyértelmi, hogy ez nem lesz j6 kozelités. A megadott fliggvényértékek nem ad-
nak indokot x = 8.9 és x = 11.5 kozotti, az dbrén is l4thaté er6teljes csokkenésre majd gyors
novekedésra, hullamzasra.

2500

zo000 | e |

1500 e = | -
e |

1000 | e h f g

s00 [ f |

o | |

-s00 | i

- 1000
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Shamir-féle titokmegosztas (SSS):

Ez egy olyan kriptografiai algoritmus, amelynél a titok tobb részre van osztva, és minden ,,részt-
vevOonél” mas titok darab taldlhat6. Az eredeti titok felfedéséhez néhany vagy az Gsszes titok-
részletre sziikség van. Konnyen belédthatjuk, hogy nem szerencsés az az eset, amikor az 0sszes
titok darab kell a megfejtéshez, gondoljunk csak a kalézokra. Amennyiben a kincsestérképet
ugy vagjak szét, hogy minden darabjdra sziikség van a kincs megtaldldsdhoz és egy valaki vizbe
esik egy tengeri Osszecsapds sordn, maris oda a kincs. Azonban, ha gy osztjdk szét példdul
6-an egymast kozt, hogy 3 tetszdleges darab elég a kincs helyének meghatdrozasara, 3 kal6zt
‘nyugodtan’ elnyelhet a tenger, a kincs akkor is megtalédlhato.

Legyen a titok S, ezt n részre osztjak, S1,S57,...,S,. Alapgondolata az, hogy barmely k vagy tobb
részlet ismeretében megtudhaté a titok, Azonban k — 1 vagy kevesebb esetén meghatarozhatat-
lan. Ezt a sémat (k,n) tliréshatdrnak nevezziik, ha k = n, akkor minden résztvevdre sziikség van
a titok megfejtéséhez. Tovabba feltessziik, hogy a titok maga egy szdm, vagy azz4 alakithato.

Lagrange-féle interpolacié gondolatan alapszik, hiszen itt is arrél van sz6, hogy k pont elég,
hogy egyedien meghatarozzon egy k — 1 vagy kisebb foku polinomot.

Ahhoz, hogy S-t részekre bontsuk, felvesziink véletlenszertien egy (k — 1)-ed fokud

f(x) = ap+ajx+ayx* + ... + ar_;x*=! polinomot, ahol ag = S. Tovéabba kiértékeljiik ezt az
f(x) egyenletet az S} = f(1),...,S, = f(n) pontokban. Ez alapjan minden résztvevs kap egy
pontot, egy bemenetiértéket és az arra az f(x) polinommal kiszamolt értéket.

S; barmely k részhalmazara ki tudjuk szamolni f(x) egyiitthatéit interpoldcid utjdn, ezt kdvetGen
pedig meg tudjuk hatdrozni § = f(0) = aop-t is, magat a teljes titkot. Azonban, ha csak k — 1
méretl részhalmazat ismerjiik, az nem lesz elegendd a titok felfedésére.

3.1. Példa. Legyen a titok egy széf 4 jegyi kodja, S = 5396. Szeretnénk ezt egy 7 tagu csalad
tagjai kozott szétbontani, igyhogy, hogy 4-en mar fel tudjék oldani a zarat. Igy véletlenszertien
valasztunk egy (k— 1) = (4 — 1) = 3-ad fokd polinomot. Legyen

f(x) = 5396 4+ 241x + 79x> + 590x°.

A létrehozott 7 pont a kovetkezd, amit a csalddtagok kapnak:

Anya: (1, f(1)) = (1,63006)
Apa: (2,£(2)) = (2,10914)
Bence : (3, f(3)) = (3,22760)
Doéra: (4,f(4)) = (4,45384)
Marci : (5, f(5)) = (5,82326)
Tdlia : (6, £(6)) = (6,137126)
Panna: (7, f(7)) = (7,213324)

Tegyiik fel, hogy apa, Bence, Déra és Panna tigy dontenek kifosztjak a csalddi széfet. Igy tehét
a Lagrange-polinomot: (xp,yo) = (2,10914), (x1,y1) = (3,22760), (x2,y2) = (4,45384),
(x3,y3) = (7,213324) pontokbdl kell meghatdrozniuk.

(x—x0) .- (x—2xp—1) (X —Xp31) - - (x—2xp)
(% —x0) -+ (o0 — Xe—1) (0 — X1 - - (0 — Xn)

l(x) =
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ElGszor is i (x) képletébdl kell, kiszamolniuk ly, 1y, és I3 polinomokat.

(x—x1)(x—x2)(x—x3)  (x—3)(x—4)(x—7) _(x3—14x2+61x—84)

= ) —m)  (2-3)2-4)2-7) 10

I — (x—x0)(x —x2)(x —x3) _ (x=2)(x—4)(x—7) (¥ —13x? 4+ 50x — 56)
(x1 —xo)()q —Xz)(xl —X3) (3 2)(3 4)(3 7) 4

L= (x—x0)(x—x1)(x —x3) _ (x=2)(x=3)(x—=7) (x3 —12x% +41x —42)
(X2—X0)(XQ—X1)(XQ—X3) (4 2)(4 3)(4 7) 6

Iy = (x—x0)(x —x1)(x —x2) _ (x=2)(x—=3)(x—4) _ (x> — 9x% +26x — 24)
()C3 —Xo)()C3 —Xl)(X3 —XQ) (7 2)(7 3)(7 4) 60

Ezt kovetden pedig egy behelyettesités vélasztja el dket az interpoldcids polinomtdl és a kod
felfedésétol.

3
x) =Y fli(x) = 590x° +79x* + 241x + 5396
k=0

Ahonnan f(0) = 5396 konnyedén kiolvashato.

3.3. Baricentrikus interpolacios formula (globalis polinominterpolacio)

A Lagrange-féle interpoldcids polinomot, mint mar emlitettiilk, minden alkalommal djra kell
szamolni, ha 4j alappont keriil felvételre. Azonban a formulat kicsit atalakitva egy sokkal job-
ban haszndlhat6 alakot nyeriink, az ugynevezett baricentrikus interpolédciés formulét. Ebben a
formuldban, mint latni fogjuk, 1ényegesen kevesebb szamoldst igényel, ha tij alapponttal bovi-
tiink.

A baricentrikus interpoldciéban a Lagrange-féle alappolinomok f6egyiitthatéi mint baricentri-
kus sulyok (g, k =0,...,n) szerepelnek.
1 1

%= (xk —x0) - ok — 1) Ok — Xg1) - - - (o — X) - w1 (%)

Ha ezt behelyettesitjiik a Lagrange-féle el6allitasba, akkor
W1 ( L
Z fe Wni1\X) — W1 Z Sk

alakot kapjuk. Mivel ez a kapott alak nem mds, mint az (x, 1) pontokhoz tartozé interpoldcids
polinom, ami az interpol4cids polinom egyértelmiisége miatt nem lehet mas, csak a konstans 1
polinom. Igy helyes a kovetkez6 ekvivalencia:

qk
= Ox Xk

Ezért fel tudjuk irni a baricentrikus interpoldcids formulat.

- fidk Saqx
Wn+1 Z X—X, Z X—Xp,
L (x) . X) k=0 k=0
" - - - dk B Z dk
Wil 2 1o -
n k:Ox Xk k:Ox Xk
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3.2. Példa. Vegyiik fel a kovetkezd pontokat: (0,5),(2,7),(5,2). Adjuk meg a hozzdjuk tartozd
interpoldcids polinomot!

1 B 1
)5 10
- 1 B 1
R B B
1 B 1
27563 s
1 1 1
L(x) = 5 10(x—0) —7 6(x—2) +2- 5(x—5) —8x2+31x+75
- 1 1 1 -
10(x-0)  6(x—2) + 15(x—5) 15
Most vegyiik fel a (4, 8) alappontot.
- 1 1
q0 = 40 __4 = —4—0
- 1 1
e T
- 1 1
q92 =492 1 = B
1
B=42 (1) 8

1 1 1 1
L0 = S a0t ey T2 e 88ma | —49x% +279x% — 242x + 600

1 1 1 1 -
~ 40(x—0) + 12(x—2) + 15(x=5)  8(x—4) 120

Latjuk, hogy a bdvités soran mindossze néhany plusz szorzéasra volt sziikségiink és nem kellett
a szamoldst az elejérdl kezdeniink.
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3.4. Interpolacio Newton-féle osztott differenciakkal (globalis polinomin-
terpolacio)

A Newton-féle interpoléacids polinomot a kovetkez6 alakban keressiik:
X) = Z ciwi(x). (3.2)
i=0

Nyilvdnvaldan a tagokban szerepld polinomok linedrisan fiiggetlenek, ebbdl kovetkezik, hogy
minden, legalabb n-ed fokud polinom egyértelmtien felirhaté ebben az alakban. Tehét egyértel-
mien léteznek olyan cy,...,c, konstansok, hogy az (3.2) polinom, az interpoldciés polinomot
adja. Ezek a c egyiitthatokat az interpolédcids feltételekbdl hatdrozzuk meg.

A kiszamitds mddja a kovetkezd:
o X=X

f(x0) = Ly(x0) = co+c1(xo —x0) + c2(x0 —x0) (x0 —x1) + ... = co

co = f(xo)

f(xl) :Ln(xl) = c0+c1(x1 —X()>+C2(X] —xo)(x1 —Xl) +...
f(x1) = f(xo) +c1(x1 —xo)
)~ £xo)
X1 — X0

(A c; egyiitthat6 tulajdonképpen megegyezik az egyenes meredekségével xy pontban.)

Igy meghatdrozhaté a tobbi ¢ konstansunk is, azonban az igy kapott képletek egyre nehezeb-
ben lesznek értelmezhetok. Annak érdekében, hogy tetszdleges k-ra, c; egyiitthatét el6 tudjunk
allitani, definidljuk az osztott differencidkat.

3.8. Definicié (Newton-féle osztott differencia). Legyenek adva (x;,f;),j = 1,...,s pontok
(xj, #xj,, ha ji # j»). Ekkor az

xla i f]

Xj=x1). . (0 = xj-1) (% —xjgn) - () — X)

szamot az (x1, f1) ... (xs, f5) pontokhoz tartozé (s — 1)-ed rendd Newton-féle osztott differenci-
anak nevezziik. A nulladrendd osztott differenciat, ha csak egy adott pont szerepel, f[x;] = f;
modon értelmezziik.
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x | f(x) | Els6rendd osztott | Mésodrendd osztott | Harmadrendd osztott
differenciak differenciak differenciak
xo | flxo]
_ fTxd]=STxo]
f[xth] - TXOO . |
x1 | flxi] W
f[x2 xl] = M SFTxz .0 x1 [—fTx2 ,x1,%0]
’ Xp—X o
x2 | flxa] — Tl )= fTox] —
X3—X
flxz,x] = STl =/Tx] 3=X] TER RG]
’ X3—X =
x3 | flxa] — TTra 23] FTes o] =
X4 —X
f[X4,X3] = %ﬁfﬁ] = f[XS 7x4,x)f:5] :j;[)m X3 ,xﬂ

1. tablazat. Differencia tablazat

3.9. Definicio. e Elsdrendi osztott differencia:

£lo1) = f o)

c1 = flxi,x0] = p—

e Masodrendi osztott differencia:

JSOa)—f(x1) _ flx)f(x0)
Xy—X T XX X1,X1| — J|X1,X
2 = flx2,x1,%0] = — lxz—xo o fa xlz]—Q 1,%]

e Megmutathatd, hogy a k-adrendi osztott differencia:?

f[xkv"'a-x]] _f[xk—la"'7x0]
Xk — X0 '

Cl = f[xk, e ,XO] =
3.10. Tétel. Az interpoldcids polinom (3.2) alakjdban szerepld ¢y (k= 0,...,n) egyiitthatok a

cx = flxo,. .., x¢]

képlettel szamithatok ki.

Igy az interpolaciés polinom Newton-féle alakja:

Py(x) =co+ci(x—xp)+...+cn(x—x0)(x—x1) ... (x —x,—1)
j—1

P, (x) = flxo] + i:l(kll)(x—xk))f[xo,xl, X

3.11. Tétel. Az osztott differencia értéke fiiggetlen azy;,(j =1,...,s) pontok sorrendjétdl. To-
vdbbd igaz a kovetkezd egyenldség:

vt ys) = Fis---sps) —_fLyl,...,ys_l].
Ys =1

Bizonyitds: Faragé Istvan, Horvath Rébert: Numerikus médszerek(155-156.0ldal)
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3.3. Példa. Nézziink egy gyakorlati példat:

A novényi olaj termelése a kovetkez6 médon lett feljegyezve:

Ev

1990 —-91

1992 —93

1994 — 95

1996 — 97

1998 — 99

Termelt mennyiség (tonna)

35.5

42.8

45.8

46.5

50.3

Becsiiljiikk meg a termelést 1997 és 1998 kozott!

A 1épéstavolsag (h) egyértelmiien 2.

x legyen 1997 és xp = 1990 (, ha x = 1998 és xp = 1991 ugyanaz a kapott eredmény).

(x—x0) = 1997 — 1990 = 7

A feladat differencia tablaja:

Ev | Termelés Els6 rendd Misod rendi Harmad rendd Negyed rendi
osztott differencia | osztott differencia | osztott differencia | osztott differencia
90-91 35.5 3.65 -0.5375 0.04167 0.008854
92-93 42.8 1.5 -0.2875 0.1125
94-95 45.8 0.35 0.3875
96-97 46.5 1.9
98-99 50.3
co=35.5
c1 =3.65
¢y = —0.5375
c3 =0.04167
c3 = 0.008854

Ahhoz, hogy megkapjuk f(x) értékét, ki kell szdmolnunk az oszott differenciit. Newton-féle
interpolédcids formulat alkalmazva:

F(x) =35.5+(3.65)-(7)+(—0.5375)-(7)- (5) + (0.04167) - (7) - (5) - (3) + (0.008854) - (7) - (5) - (3) - (1)

Igy tehat:

f(x) =35.5+25.55—18.8125+4.37535+0.92967 = 47.543

Termelés (1997 — 98) = 47.543 tonna.
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3.5. Hermite-interpolacio

Tegyiik fel, hogy az (n+ 1) alappontbeli fiiggvényértékeken kiviil ismerjitk még bizonyos fokig
az alappontbeli derivéltak értékeit is, (£, fl,..., f"), tehdt az eddigieken feliil még (my + 1)
darab szamérték 4ll rendelkezésiinkre. Keressiink olyan H polinomot melyre

HO(x) =7 (k=0,...,nési=0,...m).

Ez a Hermite-féle interpolacios eljards. Amennyiben az els6 derivéltak ismertek, Hermite-Fejér
interpoldcidnak nevezziik.

3.12. Tétel. Egyértelmiien létezik egy olyan Hy_| legfeljebb (N — 1)-ed fokii polinom, amely
teljesiti a
nglill(xk) :fk(i) (k=0,....,nési=0,...my)
N=myg+m++..m,_
feltételeket.

Amennyiben Hy_1(x;) = a, +aix+ax*> +...+ay_1xV~! alakd, az egyiitthaték meghatdroza-
sdhoz a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

0
1 X0 --- xg’_l 1 f(gl)
0 1 ... N=Dx"? [q :
ol : ai :
1 ox ... PN Claa| T ©
0 1 ... N—D | | (1)
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3.6. Spline-féle interpolacio

Nem meglepd, hogy szdmithatunk az oszcillaci6 jelenségére két pont kozott a keresett fiiggvé-
nyiinkben, és ha ezeket az interpolal6 fiiggvényiink nem ,taldlja meg”, az nagy hibat okozhat.
A Runge-hatés kikiiszobolésére j6 megoldast jelenthetnek a Csebisev-csomdpontok. (Runge-
hatdsnak nevezziik azt a jelenséget, amikor az intervallum szélein oszcillaciét tapasztalunk a
polinom interpoléciéndl.) Azonban, ha példdul mériink, és rogzitettek azok a pontok, amiket
ismeriink, a Csebisev-csomépontok nem lesznek segitségiinkre. Erre a problémakorre adhat
megoldast a szakaszonkénti polinomiélis interpoldcié, mas néven a spline interpolacid. Alap-
gondolata, hogy két szomszédos alappontja kozti szakaszon egy alacsony fokszdmu polinom-
mal kozelit.

1. Szakaszonkénti linedris interpolacio:
Egyenes szakaszokkal kapcsoljuk 6ssze a szomszédos pontokat.
Képlete: (xg < x1 < ... <x, tovdbbd fy,..., f, a fliggvényértékeket jeloli)

X — X X —Xp_q k=1,....n
sk(x) = fi_1 + fr ahol: Y
Xk—1 — Xk Xk — Xg—1 X € [e—1,%]

Az igy nyert fiiggvény folytonos lesz, hiszen si(xx) = sg11(xx) = fix. Viszont a kapott
fiiggvény nem lesz derivalhat6 a teljes [xo, . . ., x,] intervallumon, a szakaszonkénti linedris
interpolécié derivaltja nem lesz folytonos.

2. Szakaszonként kvadratikus interpolécio:

e Legyen dj s interpolacios fliggvény derivéltjdnak értéke xp-ban.

e Az elss [xg,x;] szakaszon Hermite-interpoldci6t alkalmazzunk. Igy egyértelmtien
kapunk egy olyan s legfeljebb masodfoki polinomot, melyre s1(xg) = fo,
Sll (xl) = d() és sl(xl) = f1.

e Legyen d; = s|(x;), és Hermite-interpoldciét haszndljunk [x;,x;] szakaszon. Ez

7

meghatdroz egy s, legfeljebb masodfoku polinomot az el6z6hoz hasonldan.

e Ezzel a sémaval folytassuk végig az 0sszes szakaszon, ekkor az igy kapott fliggvény
€s annak derivaltja is folytonos lesz.

3. Kobos médsodrendd spline:

A gyakorlatban nagyon sokszor taldlkozhatunk ezzel a médszerrel, amely sorén az egy-
mast kovetd pontok harmadfokd polinomokkal vannak 6sszekotve. Sziikséges feltétele,
hogy kétszer folytonosan derivdlhat6 legyen a fliggvény. Nézziik meg a levezetést az al-
taldnos harmadfoku polinom képlete alapjan.

Ebben az esetben ugy illesztiink polinomot két szomszédos pont k6z¢, hogy a csatlakozasi
pontokban megegyezik a fiiggvény els6é €s mdsodik derivéltja is. Minden harmadfoku
polinomnak 4 ismeretlen egyiitthatéja van, n pont esetén pedig (n — 1) szakaszunk van.
Tehdt 6sszesen 4 - (n — 1) = 4n — 4 ismeretleniink van.

e Minden polinomnak &t kell mennie a szakasz végpontjan, abbdl 2 - (n — 1), szaka-
szonként 2 egyenlet irhat6 fel ax® 4 bx? + cx + d alakban.

e A kozbiils6 (n—2) pontban megegyeznek az elsd deriviltak, erre (n — 2) egyenletet
lehet felirni 3ax? + 2bx + ¢ alakban.
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e A kozbiils6 (n — 2) pontban megegyeznek a masodik derivaltak is, erre is fel lehet
irni (n —2) darab 6ax + 2b alaki egyenletet.

e Ez eddig (4n — 6) darab egyenlet, az utolsé 2 egyenlet felirdsara tobb lehetdségiink
is van.

(a) ,,Természetes kobos spline’:
A végpontokban a mdsodik derivaltakat 0-nak vessziik. Ez azt fogja eredmé-
nyezni, hogy az elsd és utolsé szakasz egyenes lesz.

(b) ,,Nem csomépont™:
X2 és x,,—1 pontban a harmadik derivéltak is megegyeznek.Tehat az elsé harom
€s az utolsé hdrom pontra egy-egy polinomot illesztiink. A neve abbdl ered,
hogy az elsé és utolsé elbtti pontok nem igazi csomOpontok. (Matlab beépitett
’spline’ fiiggvénye is ezt az elvet koveti.)

Ez a mddszer is folytonosan derivdlhaté interpolécids fiiggvényt ad. Belathato, hogy a
do, . ..,d, derivéltértékek alkalmas megvalasztisaval elérhetd, hogy a mésodrendi deri-
valtak is folytonosak legyenek.’

3Faragé Istvan, Horvath Rébert: Numerikus modszerek (167-168.oldal)
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4. Kiilonb6zo6 interpolaciés modszerek derivaltjainak koztes
érték vizsgalata

Ebben a fejezetben kiilonb6z0 interpoldcids poinomok derivaltjait vizsgaljuk kétféleképpen:

1. Azinterpolacios polinomnak alappontként szolgalé adatok a fiiggvény értékek koziil lesz-
nek kivélasztva. Majd az igy kapott interpolacids polinomot derivaljuk.

2. Az interpolacids polinomnak alappontként szolgdlé adatok a derivalt fiiggvény értékek
koziil lesznek kivélasztva.

Ezeket a kiszamitott értékeket fogjuk dsszehasonlitani az eredeti fiiggvény derivalt értékeivel.

4.1. Mit varunk?

4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f € C"™+! (I) fiiggvényt interpoldljuk az x, . . . ,x, alappontokban,
ahol I = [Xpin, Xmax)- Ekkor egy tetszdleges x € I pontban az interpoldcids hiba az

FOD(E)

Ent) =05

Wn+1 ()C)
alakban irhatd, ahol &, egy az I inntervallum belsejébe esd megfeleld konstans (az x index arra
utal, hogy az érték fiigg az x pont megvdlasztdsadtol).

Az interpolécids hiba viselkedése a két esetiinknél:

1. Azelso esetnél, (amikor az L, inteprolacids polinomnak alappontként a fiiggvény értékek
koziil kivalasztott adatok szolgédlnak, majd derivaljuk a kapott kozelitd polinomot) az
interpoldcids hiba a kovetkezd:

FOrD(E)

FARI(SY)
(n—l—l)! “Whit-

f/(x)_L;(x) = (n+1)|

*Wnt1 ()C) +

Probléma, hogy se &,-t, se &/-et nem ismerjiik, igy ezt nehezn tudjuk becsiilni.

2. A masodik esetnél, (amikor az L, interpoldcids polinomnak a derivalt fliggvény értékek
koziil kivélasztott adatok szolgédlnak alapponként) az interpolécids hiba kovetkezd:

(&)

f/(x) _Ln(x)der = (l’l—l— 1)!

Wnp1(x).

Ezt mér feliilrdl tudjuk becsiilni a kdvetkezd médon:

Mn+2(b _ a)n+1

My,y5 = | f"*2)|-nek a maximuma [a, b]-n.

Az a sejtésiink, hogy a mdsodik eset pontosabb eredményt fog adni, mivel nagysidgrendileg
~ c-x"t1 haa — b, valamilyen c konstansra. Nézziik meg egy konkrét példan mit tapasztalunk,
melyik mdédszerrel sikeriil pontosabb eredményt elérniink.
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4.1. Példa. Tekintsiik a kovetkezd fliggvényt: sin(x?)! Ennek elsé derivéltja: 2x - cos(x?).

Ezek gréfjai a kovetkezdk:

sin(xz} Derivaltja: (2:(*1:05(:(2]]

1 61
o.8 ” ﬂ—
0.6 H H 4
0.4
2
0.2
o o]
-0.2
-2
-0.4 1
0.6 E
4
o.8 E L
1 ; &5 ;
-3 o 2 -3 o 2

4.2. Azinterpolacios polinomnak alappontként szolgalé adatok a fiiggvény
értékek koziil lesznek Kkivalasztva. Majd az igy kapott interpolacios
polinomot tovabb derivaljuk.

Az 0sszes interpolal6 fiiggvénynek a kovetkez6 adatokat adjuk meg:

-3 -2.5 -2 —1.5 -1 0.5 0
0.412118 | —0.0331792 | —0.756802 | 0.778073 0.841471 | 0.247404 | O

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.247404 | 0.841471 0.778073 | —0.756802 | —0.0331792 | 0.412118

Felhasznalt modszerek:

e [agrange-féle interpolacio

Newton-féle interpolacid

Kobos spline interpolacid

Halado¢ differencia

Retrograd differencia

Kozponti differencia
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4.2.1. Lagrange-féle interpolacio

Az 1.4brén a sin(x?)-et (kékkel), illetve az alappontokra illesztett L, Lagrange-féle interpolaci-
6s polinomot (pirossal) lathatjuk. Mig a 2.4bran a 2xcos(x?)-et (kékkel), illetve az L; polinom
elsé derivaltjat, Lp-t lathatjuk (pirossal).

A kovetkez6 képen, pedig a pontos derivélt €s az interpoldcids polinom derivaltjanak kiilonbsé-
gét lathatjuk abszolut értékben, magét a hibat.

HIBA=|2x"cos(x7)-L ]|

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 6.4894.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értékt6l: 0.8405.

Az abszolut értékben vett eltérések medianja: 0.1993.
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4.2.2. Newton-féle interpolacio

Az 1.4brén a sin(x?)-et (kékkel), illetve az alappontokra illesztett N1, Newton-féle interpolacids
polinomot (pirossal) lathatjuk. Mig a 2.4bréan a 2xcos(x?)-et (kékkel), illetve az N; polinom elsé
derivaltjat, N,-t lathatjuk (pirossal).

A kovetkez6 képen, pedig a pontos derivélt €s az interpoldcids polinom derivaltjanak kiilonbsé-
gét lathatjuk abszolut értékben, magét a hibat.

HIBA=|2x"cos (xZ)-N|

/—‘\

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 6.4894.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értékt6l: 0.8405.

Az abszolut értékben vett eltérések medianja: 0.1993.
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4.2.3. Kobos spline interpolacio

Zxroos(x)

Az 1.4bran a sin(x?)-et (kékkel), illetve az alappontokra illesztett Sy, Spline-féle interpolaciés
polinomot (pirossal) lathatjuk. Mig a 2.4bran a 2xcos(x?)-et (kékkel), illetve az S; polinom elsé
derivaltjat, S-t lathatjuk (pirossal)

A kovetkez6 képen, pedig a pontos derivélt €s az interpoldcids polinom derivaltjanak kiilonbsé-
gét lathatjuk abszolut értékben, magét a hibat.

2.5
HIBA=|S -2x"cos(x?)|
el i
1.5 E
1 8
0.5 E
o
-3 > 1 o 1 2 3

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 0.5487.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 2.3943.

Az abszolut értékben vett eltérések medianja: 0.1304.
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4.2.4. Halado differencia

HIBA=[2x"cos(x?)-halad differencial

A bal oldali dbran sin(x?)-et (kékkel), illetve az alappontokra illesztett haladé differencidval
kiszamitott értékeket (pirossal) lathatjuk. A jobb oldali dbran pedig a pontos derivalt és a haladé
differencia kiillonbségét lathatjuk abszolut értékben, magét a hibat.

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 6.3574.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 2.1536.

Az abszoltt értékben vett eltérések medidnja: 1.2074.

4.2.5. Retrograd differencia

A bal oldali dbran sin(x?)-et (kékkel), illetve az alappontokra illesztett retrograd differencia-
val kiszamitott értékeket (pirossal) lathatjuk. A jobb oldali 4brdn pedig a pontos derivalt és a
retrograd differencia kiilonbségét lathatjuk abszolut értékben, magat a hibat.

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 4.2253.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 1.2756.

Az abszolut értékben vett eltérések medianja: 0.6096.
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4.2.6. Kozponti differencia

A bal oldali dbran sin(x?)-et (kékkel), illetve az alappontokra illesztett kozponti differencia-
val kiszdmitott értékeket (pirossal) lathatjuk. A jobb oldali 4brdn pedig a pontos derivélt és a
kozponti differencia kiilonbségét lathatjuk abszolut értékben, magat a hibat.

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 5.1888.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktsl: 1.8129.

Az abszolut értékben vett eltérések medianja: 0.5499.

4.3. Az interpolaciés polinomnak alappontként szolgalé adatok a derivalt
fiiggvény értékek koziil lesznek kivalasztva.

Az 0sszes interpolald fiiggvénynek a kovetkez6 adatokat adjuk meg:

-3 -2.5 -2 -1.5 —1 0.5 0
5.4668 | —4.9972 | 2.6146 1.8845 | —1.0806 | —0.9689 | 0

0.5 1 L.5 2 2.5 3
0.9689 | 1.0806 | —1.8845 | —2.6146 | 4.9972 | —5.4668

Felhaszndlt interpol4ciés mddszerek:

e Lagrange-féle interpolécid
e Newton-féle interpolacio

e Kobdos spline interpolacid
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4.3.1. Lagrange-féle interpolacio

A fennti 4bran 2xcos(x?)-et (kékkel), illetve az tj alappontokra illesztett L3, Lagrange-féle in-
terpoldcids polinomot (pirossal) lathatjuk.

A kovetkez6 képen, pedig a pontos derivalt és az interpoldcids polinom derivéltjanak kiilonbsé-
gét lathatjuk abszolut értékben, magat a hibat.

HIBA=|2x"cos(xZ)-L 4|

2.5

> H
1.5

1
o.5

(a]

-3 -2 -1 8]

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 2.9852.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 0.4008.

Az abszolt értékben vett eltérések medidnja: 0.0445.
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4.3.2. Newton-féle interpolacio

A fennti dbran 2xcos(x?)-et (kékkel), illetve az \j alappontokra illesztett N3, Newton-féle inter-
polacids polinomot (pirossal) lthatjuk.

A kovetkez6 képen, pedig a pontos derivalt és az interpolacids polinom derivéltjanak kiilonbsé-
gét lathatjuk abszolut értékben, magat a hibat.

HIBA=|2x"cos (x2)-Ng]|

2.5

> H
1.5

1
o.5

(a]

-3 -2 -1 8]

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 2.9852.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 0.4008.

Az abszolt értékben vett eltérések medidnja: 0.0445.
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4.3.3. Kobos spline interpolacio

A fennti dbran 2xcos(x?)-et (kékkel), illetve az \j alappontokra illesztett S3, Spline-féle inter-
polacids polinomot (pirossal) lthatjuk.

A kovetkez6 képen, pedig a pontos derivalt és az interpolacids polinom derivéltjanak kiilonbsé-
gét lathatjuk abszolut értékben, magat a hibat.

3.5
HIBA=|2x"cos(x7)-S,]
3 | ]
2.5 B
> Y 1
1.5
1
0.5
(a]
-3 -2 -1 8] 1 2 3

A legnagyobb abszolit értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 3.0521.
Az atlagos abszolut értékben vett eltérése a pontos értéktdl: 0.3576.
Az abszolt értékben vett eltérések medidnja: 0.0745.

Osszefoglalé tablazat:
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A kozelités | A legnagyobb abszoldt | Az dtlagos abszolut Az abszolut
Alappontok modszere értékben vett eltérés | értékben vett eltérés értékben vett
a pontos értéktdl a pontos értékt6l | eltérések medidnja

4.1 Lagrange-féle

interpoldcid 6.4894 0.8405 0.1993
4.1 Newton-féle

interpoldcid 6.4894 0.8405 0.1993
4.1 Kobos spline

interpol4cid 0.5487 2.3943 0.1304
4.1 Haladé

differencia 6.3574 2.1536 1.2074
4.1 Retrograd

differencia 4.2253 1.2756 0.6096
4.1 Ko6zponti

differencia 5.1888 1.8129 0.5499
4.2 Lagrange-féle

interpoldcid 2.9852 0.4008 0.0445
4.2 Newton-féle

interpoldcid 2.9852 0.4008 0.0445
4.2 Kobos spline

interpol4cio 3.0521 0.3576 0.0745

A téblazatbol illetve az dbrakbdl konnyen kiolvashatjuk, hogy a sejtésiink beigazolédott. Tehat
atlagosan kisebb a hiba, az eltérés a pontos €s a becsiilt érték kozott, ha derivalt értékeket adunk
meg az interpolal6 fiiggvényiinknek alappontokként. Atlagosan a legkisebb hibat a kobos spline
intepoldcié mellett ejtettiik, amennyiben az alappontokat a pontos derivélt értékek koziil valasz-
tottuk. Abszoltt értékben a legkisebb hibdt is a kobos spline mddszer ejtette, azonban ezt abban
az esetben, amikor a fliggvényértékeket vettiik alapponttul. Tovabba az dbrakbol az is kideriil,
hogy szinte mindegyik médszer [—3, —2],[2,3] intervallumokon ejt nagyobb hibdkat.
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5. Tobbvaltozos fiiggvények derivalasa

Eddig olyan eseteket néztiink, ahol a fiiggvény egy valtozo6tol fiigg. Azonban mind a matemati-
kaban, mind a gyakorlatban b&ségesen akadnak tobbvéltozos fiiggvények. Példdul a geografia-
ban hasznélt domborzati térkép tekinthetSk R? — R-be képzd kétvaltozés fiiggvényeknek.

5.1. Kétvaltozos eset
5.1.1. Derivalas kétvaltozos esetben

Az z= f(x,y) kétviltozés fiiggvényet feliiletként képzelhetjiik el, ahol f(x,y) adja a magassagot
az (x,y) sikbeli pont felett. Ilyen értelmezés mellett konnyen dbrizolhatjuk ezeket a fiiggvénye-
ket.

cos(x-y)

5.1. Definicié. 4 Legyen az f(x,y) kétviltozés fiiggvény értelmezve a Py(xg,yo) pont egy kor-
nyezetében.

Haa
of . f(x,y0) — f(x0,Y0)

X—X0 X — X0

hatarérték 1étezik és véges, akkor az f fiiggvényt az x valtozé szerint parcidlisan differenciél-
haténak nevezziik a Py pontban. A fenti hatarértéket az f fiiggvény Py-beli x szerinti parcidlis
derivéltjdnak nevezziik. Amennyiben

f(x0,¥) — f(x0,Y0)

X—X0 X — X0

hatarérték 1étezik és véges, akkor az f fliggvényt az y valtozd szerint parcidlisan differencidl-
haténak nevezziik a Py pontban. A fenti hatarértéket az f fiiggvény Py-beli y szerinti parcidlis
derivaltjdnak nevezziik.

“[10]
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5.2. Definicié (Gradiens). > A gradiens a derivalds dltaldnositdsa tobbvéltozés esetre. Egy fiigg-
vény derivaltjdnak értéke abban az esetben, ha egy véltozonk van, skaldrral lesz egyenld. Tobb
valtoz6 esetében mar gradiensrdl beszéliink, amely egy vektort ad vissza. Kétvaltozos esetben
egy f fiiggvény gradiens vektora a kovetkezd:

Ugyanugy, ahogy a derivalt az érint6 meredekségét adja meg, a gradiens a feliilet legnagyobb
meredekségli irdinydba mutat, megadja az adott pontban a fiiggvény legnagyobb megvaltozasa-
nak irdnyéat és értékét.

5.1.2. Numerikus derivalas kétvaltozos esetben

Az emlitett médszerek, mind az egyvéltozds numerikus derivaldsi médszerek kétvaltozora tor-
ténd kiterjesztése.

Az alapvetd probléma az, hogy numerikus kozelitést taldljunk a parcidlis derivéaltakra. Mivel
az els6 rendd parcidkis derivaltakndl csak egy valtoz6 szerint derivdlunk, igy az egyvaltozos
eseteknél emliett médszert hasznalhatjuk a kozelitésre.

5.1. Példa. Nézzik a kovetkezo fliggvényt:

f63) = (35 + 322 -sin(y)

Tudjuk, hOgy: .
— Sk x2+x -sin

%x3—|—%x2)-cos(y)

1
Tekintsiik meg az xp = [337,} pontot. Ebben az x; pontban a fiiggvény derivaltjanak pontos

180
értéke V f(x0) = [0 V53] -

A tovédbbiakban tegyiik fel, hogy nem ismerjiik a fiiggvényliink ilyen alaku pontos leirdsat, csak
értékpdrjaink vannak.

Sziikségiink lesz a kovetkezbkre, amiket az egyvaltozos esetnél mar megismert centralis diffe-
renciabdl szdrmaztatunk:

S f (X ) — - — X 4 — x—hy
L) o) e e

6f(x) _ fOH)—fO)
Sy 2AI,

ahol yi =[] €y =[]
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Tovéabba ismerjiik a kovetkezd értéket:

hi,hy =0.1
F(7) =0.126

£ = 0.050667
fO7) =0.097327
£(7) = 0.068507

Behelyettesités utan:

Sf(¥) _ fF)—f(F) _ 0.126—0.050667

A = 0.376665
0x 2Ahy 2-0.1

3f(%) _ fO) —f(7) _ 0.097327 - 0.068507

~ =0.1441
Sy 2Ah, 2-0.1

Osszevetve a pontos és a numerikus kapott értékeket latjuk, hogy precizen tudtuk kozeliteni azt.

Analitikus médon szémitott derivalt Xp pontban: V£ (xp) = [,

0
i
Numerikus médon szdmitott derivélt 5 pontban: V£ (i) = [057969]

5.1.3. Numerikus derivalas tobbvaltozos esetben

Amennyiben az f fuggvényiink n valtozés, azaz f(xj,xy,...,X,). Numerikus derivélds sordn az
el6z6hoz rendikviil hasonlito:
31 (%)
1
Vi) =1 :
31 (%)

Sxp
gradienst keressiik. Az egyes parcidlis derivdltak kiszdmitdsa is ismerdsen, centrdlis mddon
torténik:

X1 X1
0 f(xt Xj4)— f(xj- : :
J;ijo)%f( ﬁ)ijf(]) ahol je(l,...,n], xj} = WA= A

€s Ax; jeloli az x; véltoz6hoz tartozo 1€péstavolsag.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatomban el6szor bemutattuk a klasszikus numerikus derivdlds mddszereit, a retrog-
rad, haladé és kozponti differencidkat. Tovdbba belattuk, hogy a 1épéskdz csokkentésével nem
csokken az interpolacids hiba, ezzel parhuzamban viszont Richardson-extrapolacié médszeré-
vel pontosabb kozelitést kaphatunk.

Ismertettiink kiilonboz6 interpoldcids eljarasokat. A Lagrange-féle és Newton-féle interpolacids
eljarasokndl lathattuk, hogy amennyiben tj alappontot vesziink fel a Newton-féle interpoléacids
eljaras lesz kedvez6bb, azonban, ha mar meglévd adatpont értéken szeretnék valtoztatni, javitani
a Lagrange-féle interpol4cié bizonyosul gyorsabbnak az 4j interpolaciés polinom meghataroza-
sara. Megismerkedtiink a baricentrikus interpolacidval, ami ugyszint konnyebben hasznélhatd,
ha Uj alappontokat vesziink fel. Tovabb4d részleteztiik a Hermite-interpoléciot, ahol feltessziik,
hogy az alappontbeli fiiggvényértékeken kiviil ismerjiik még bizonyos fokig az alappontbeli de-
rivéaltak értékeit is. Interpolécids eljarasok koziil végiil a Spline-interpolaciét vizsgaltuk, mely
sordn szakaszonként illesztiink interpoldcids polinomokat az alappontokra.

A szakdolgozatom kovetkezd részében empirikus tapasztalat alapjén arra a kovetkeztetésre ju-
tottunk, hogy pontosabb eredményt kapunk, amennyiben az interpolédcids polinomnak alappon-
tokként a derivalt fliiggvény értékeit véalasztjuk, mintha az alap fliggvény értékeket adjuk meg
€s ez utan derivaljuk az interpol4cids polinomot.

Végiil pedig tirgyaltuk a tobbvéltozds fiiggvények derivaldsdnak alapjait és modszereit.
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Melléklet

e A Lagrange-féle interpolaci6 kédja a MATLAB programban:

function y=lagrange (x,pointx,pointy)
n=size (pointx, 2);

L=ones (n,size(x,2));

if (size(pointx,2) =size(pointy,2))
fprintf (1, ERROR!POINTX and POINTY must have the same number
of elements’);

y=NaN;

else

for i=1l:n

for j=1:n

if (1 =3)
L(i,:)=L(i,:).*x(x-pointx(]))/ (pointx (i) -pointx(]J));
end

end

end

y=0;

for i=1:n

y=y+tpointy (i) L (i, :);

end

end

end

e A Newton-féle interpoldcié kédja a MATLAB programban:

function yint=newtoninterpolation2(x,y,xx)
n=length (x) ;

if length(y) = n
error ("x and y must be same length’);
end

b=zeros (n,n);
b(:,1)=y(:);

for j = 2:n

for i=l:n-j+1

b(i,j) = (b(i+1,3-1)-b(i,3-1))/ (x(1i+j-1)-x(1));
end

end

xt=1;

yint=b(1l,1);

for 3 = 1:n-1

xt=xt* (xx-x (7)) ;

yint= yint+b (1, j+1) »xt
end

end
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